
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2567
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 15:00 - 18:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 1 พฤศจกิายน 2567 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 13 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง เมือ่ x, y ∈ G1 โดยที่ e1 และ e2 เปน็เอกลักษณข์อง G1 และ G2 ตามลำดับ

ก. φ(xy) = φ(x)φ(y)

ข. φ(x2) = [φ(x)]2

ค. φ(e1) = e2

ง. φ(x−1) = [φ(x)]−1

จ. φ(x−1) = φ−1(x)

2. ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุจำกัด โดยที่ G1
∼= G2 ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูตอ้ง

ก. |G1| > |G2|

ข. |G1| < |G2|

ค. G1 ×G2
∼= G2 ×G1

ง. G1 ≤ G2

จ. G2 ≤ G1

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. กำหนดให้ F เปน็ฟลิด์ (field) ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. สมาชกิทกุตัวใน F เปน็หนว่ย (unit)

ข. F เปน็รงิทีม่ ี 1

ค. F เปน็รงิสลับที่

ง. F เปน็อนิทกิรัลโดเมน

จ. ไอดลีของ F มเีพยีง 2 ไอดลีเทา่นัน้

4. สมาชกิขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ของ Z20

ก. 3̄

ข. 5̄

ค. 7̄

ง. 11

จ. 13

5. ให้ F เปน็ฟลิด์ (field) และ p(x) เปน็สมาชกิทีล่ดทอนไมไ่ด้ (irreducible) ใน F [x]

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. x+ ⟨p(x)⟩ เปน็หนว่ย (unit) ใน F [x]/ ⟨p(x)⟩

ข. ⟨p(x)⟩ เปน็ศนูย์ (zero) ใน F [x]/ ⟨p(x)⟩

ค. F [x] เปน็อนิทกิรัลโดเมน

ง. F [x] เปน็ฟลิด์

จ. F [x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลิด์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

ถา้ Z35
∼= Zp × Zp−2 แลว้ p มคีา่เทา่ใด

7.

จงหาจำนวน รงิยอ่ย (subring) ทัง้หมดของ Z6 × Z7

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

จงหาจำนวนไอดลี (ideal) ทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z2024

9.

จงหาจำนวน ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ทัง้หมดของ Z2025

10.

จงหาจำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับข้ัน (degree) ไมเ่กนิ 2 ใน Z4[x]

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : (R,+) → (GL2(R), ·) นยิามโดย

φ(x) =

[
cosx sinx
− sinx cosx

]
11.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism) หรอืไม ่

11.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

11.3 (2 คะแนน) สำหรับ x ∈ R จงแสดงวา่

φ(x+ π) = −φ(x)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)
จงพสิจูนว์า่

ถา้ G1 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group) แลว้ G2 เปน็กรปุวัฏจักร

12.2 (5 คะแนน) ให้ มกีารดำเนนิการทวภิาคทีน่ยิามโดย

a⊕ b = a+ 2b

a⊙ b = 2ab

จงตรวจสอบวา่ (R,⊕,⊙) มสีมบัตกิารแจกแจง (distributive law) หรอืไม ่

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
13. (10 คะแนน) พจิารณารงิ M33(R) กำหนดให้

S =


0 0 0
0 a 0
0 0 0

 : a ∈ R


13.1 (4 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ รงิยอ่ย (subring) ของ M33(R) หรอืไม ่

13.2 (3 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ ไอดลีขวา (right ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่

13.3 (3 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ ไอดลีซา้ย (left ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
14. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : Z → Z21 นยิามโดย

φ(x) = 7x3

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism) หรอืไม ่

14.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

14.3 (2 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทสมสัณฐานของรงิบทที่ 1 (first ring isomorphism theorem)

Z/3Z ∼= {0̄, 7̄, 14}

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
15. (10 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z4 × Z9 พรอ้มเขยีนแลตทซิ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

16.1 (5 คะแนน) ให้ p และ q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p > q ถา้

Zpq มสีมาชกิที่ ไมใ่ชตั่วหารศนูย์ (non-zero divisor) ทัง้หมด pq − 11 ตัว

แลว้จำนวนตัวหารศนูยใ์น Zp2 × Zq2 มกีีตั่ว

16.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 3−
√
−2 เปน็สมาชกิ ลดทอนไมไ่ด ้ (irreducible) ใน Z[

√
−2]

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

17.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 2 ไมเ่ปน็ สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−5]

17.2 (5 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + x+ a และ q(x) = x4 + 2̄x3 + x2 เปน็พหนุาม Z4[x]

จงหา a ∈ Z4 ทีท่ำให้
[p(x)]2 = q(x)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + c และ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีด์

18.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z5 ทีท่ำให้ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 25

18.2 (5 คะแนน) ใช้ p(x) จาก 18.1 (เพยีงตัวเดยีว) หาตัวผกผันการคณูของ
x+ ⟨p(x)⟩ ใน Z5[x]/ ⟨p(x)⟩

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2567

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 15:00 - 18:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 1 พฤศจกิายน 2567 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง เมือ่ x, y ∈ G1 โดยที่ e1 และ e2 เปน็เอกลักษณข์อง G1 และ G2 ตามลำดับ

ก. φ(xy) = φ(x)φ(y)

ข. φ(x2) = [φ(x)]2

ค. φ(e1) = e2

ง. φ(x−1) = [φ(x)]−1

จ. φ(x−1) = φ−1(x) Answer

ตอบขอ้ จ.

ก. ถกูตอ้ง เพราะเปน็นยิามของฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

ข. ถกูตอ้ง เนือ่งจาก φ(x2) = φ(x · x) = φ(x)φ(x) = [φ(x)]2

ค. ถกูตอ้ง เพราะเปน็สมบัตขิองฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

ง. ถกูตอ้ง เพราะเปน็สมบัตขิองฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

จ. ไมถ่กูตอ้ง เนือ่งจาก φ อาจไมใ่ชฟ่งักชั์น 1-1 ฉะนัน้ φ−1 ไมจ่ำเปน็ตอ้งเปน็ฟงักชั์น นัน่คอื φ−1(x) อาจหา
คา่ไมไ่ด้

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุจำกัด โดยที่ G1
∼= G2 ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูตอ้ง

ก. |G1| > |G2|
ข. |G1| < |G2|
ค. G1 ×G2

∼= G2 ×G1 Answer
ง. G1 ≤ G2

จ. G2 ≤ G1

ตอบขอ้ ค. เนือ่งจาก G1
∼= G2 จะไดว้า่มฟีงักชั์น φ : G1 → G2 หนึง่ตอ่หนึง่แบบทัว่ถงึ ดังนัน้ |G1| = |G2|

จะไดว้า่ G1 ×G2
∼= G2 ×G1 เนือ่งจากเปน็สมบัตขิองสมสัณฐาน

3. กำหนดให้ F เปน็ฟลิด์ (field) ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. สมาชกิทกุตัวใน F เปน็หนว่ย (unit) Answer

ข. F เปน็รงิทีม่ ี 1
ค. F เปน็รงิสลับที่
ง. F เปน็อนิทกิรัลโดเมน
จ. ไอดลีของ F มเีพยีง 2 ไอดลีเทา่นัน้

ตอบขอ้ ก. เนือ่งจาก F เปน็ฟลิด์ จะไดว้า่เปน็รงิสลับทีท่ ีม่ยีนูติ ี โดยทีส่มาชกิทกุตัวใน F เปน็หนว่ย (unit) ยกเวน้
ศนูย์

4. สมาชกิขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ของ Z20

ก. 3̄

ข. 5̄ Answer
ค. 7̄

ง. 11

จ. 13

ตอบขอ้ ข. ตัวหารศนูยใ์น Z20 คอืสมาชกิ a ที่ gcd(a, 20) ̸= 1

5. ให้ F เปน็ฟลิด์ (field) และ p(x) เปน็สมาชกิทีล่ดทอนไมไ่ด้ (irreducible) ใน F [x]

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. x+ ⟨p(x)⟩ เปน็หนว่ย (unit) ใน F [x]/ ⟨p(x)⟩

ข. ⟨p(x)⟩ เปน็ศนูย์ (zero) ใน F [x]/ ⟨p(x)⟩

ค. F [x] เปน็อนิทกิรัลโดเมน
ง. F [x] เปน็ฟลิด์ Answer
จ. F [x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลิด์

ตอบขอ้ ง. เนือ่งจาก F [x] ไมจ่ำเปน็ตอ้งเปน็ฟลิด์ เปน็แคอ่นิทกิรัลโดเมน
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ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 7

ถา้ Z35
∼= Zp × Zp−2 แลว้ p มคีา่เทา่ใด

แนวคำตอบ จะไดว้า่ gcd(p, p− 2) = 1 และ |Z35| = |Zp × Zp−2| นัน่คอื

35 = p(p− 2)

0 = p2 − 2p

0 = p2 − 2p− 35 = (p− 7)(p+ 5) ∴ p = −5, 7

เนือ่งจาก p > 2 ดังนัน้ p = 7

7. ตอบ 8

จงหาจำนวน รงิยอ่ย (subring) ทัง้หมดของ Z6 × Z7

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(6, 7) = 1 ฉะนัน้ Z6 × Z7
∼= Z6·7 จำนวนรงิยอ่ยทัง้หมด (เทา่กับกรปุยอ่ย)

τ(6 · 7) = τ(2 · 3 · 7) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 8 #

8. ตอบ 13

จงหาจำนวนไอดลี (ideal) ทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z2024

แนวคำตอบ เนือ่งจาก

τ(2024) = τ(23 · 11 · 23) = (3 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 16

จะได้วา่มไีอดสีทัง้หมด 16 ไอดลี โดยมี ⟨2̄⟩,
⟨
11
⟩
และ

⟨
23
⟩
เปน็ไอดลีใหญส่ดุ ดังนัน้ไอดลีทัง้หมดทีไ่มใ่ชไ่อดลี

ใหญส่ดุของ Z2024 เทา่กับ 16− 3 = 13 ไอดลี #

9. ตอบ 944

จงหาจำนวน ตัวหารศนูย์ (zero divisor) ทัง้หมดของ Z2025

แนวคำตอบ จำนวนตัวหารศนูยข์อง Z2025 เทา่กับ

(2025− 1)− ϕ(2025) = 2024− ϕ(34 · 52) = 2024− (34 − 33)(52 − 5) = 2024− 54(20) = 944 #

10. ตอบ 63

จงหาจำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับข้ัน (degree) ไมเ่กนิ 2 ใน Z4[x]

แนวคำตอบ พจิารณาพหนุาม ax2 + bx+ c โดยที่ a, b, c ∈ Z4 ดังนัน้จำนวนพหนุามทีม่ ี ระดับขัน้ (degree) ไม ่
เกนิ 2 ใน Z4[x] เทา่กับ

4× 4× 4− 1 = 43 − 1 = 64− 1 = 63 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : (R,+) → (GL2(R), ·) นยิามโดย

φ(x) =

[
cosx sinx
− sinx cosx

]
11.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism) หรอืไม ่

แนวคำตอบ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) =

[
cos(x+ y) sin(x+ y)
− sin(x+ y) cos(x+ y)

]
=

[
cosx cos y − sinx sin y sinx cos y + cosx sin y

−(sinx cos y + cosx sin y) cosx cos y − sinx sin y

]
=

[
cosx cos y − sinx sin y sinx cos y + cosx sin y
− sinx cos y − cosx sin y cosx cos y − sinx sin y

]
=

[
cosx sinx
− sinx cosx

] [
cos y sin y
− sin y cos y

]
= φ(x)φ(y)

ดังนัน้ φ เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน
11.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

แนวคำตอบ พจิารณา

Ker(φ) =

{
x ∈ Z : φ(x) =

[
1 0
0 1

]}
=

{
x ∈ Z :

[
cosx sinx
− sinx cosx

]
=

[
1 0
0 1

]}
= {x ∈ Z : cosx = 1 และ sinx = 0}
= {2nπ : n ∈ Z} = ⟨2π⟩

11.3 (2 คะแนน) สำหรับ x ∈ R จงแสดงวา่

φ(x+ π) = −φ(x)

แนวคำตอบ ให้ x ∈ R เนือ่งจาก φ เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน จะไดว้า่

φ(x+ π) = φ(x)φ(π) = φ(x)

[
cos π sin π
− sin π cos π

]
= φ(x)

[
−1 0
0 −1

]
= φ(x)(−1)

[
1 0
0 1

]
= −φ(x)
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) ให้ G1 และ G2 เปน็กรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปน็ฟงักชั์นสมสัณฐาน (isomorphism)
จงพสิจูนว์า่

ถา้ G1 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group) แลว้ G2 เปน็กรปุวัฏจักร

แนวคำตอบ สมมตวิา่ G1 เปน็กรปุวัฏจักร จะไดว้า่มี a ∈ G1 ซึง่ ⟨a⟩ = G1 จะแสดงวา่ ⟨φ(a)⟩ = G2

เหน็ไดชั้ดวา่ ⟨φ(a)⟩ ⊆ G2 เหลอืเพยีงแสดงวา่ G2 ⊆ ⟨φ(a)⟩
ให้ y ∈ G2 เนือ่งจาก φ เปน็ฟงักชั์นทัว่ถงึ จะไดว้า่มี x ∈ G1 ซึง่ φ(x) = y

เนือ่งจาก ⟨a⟩ = G1 จะไดว้า่ k ∈ Z ซึง่ x = ak ทำใหไ้ดว้า่

y = φ(x) = φ(ak) = (φ(a))k

ดังนัน้ y ∈ ⟨φ(a)⟩ สรปุไดว้า่ G2 เปน็กรปุวัฏจักร

12.2 (5 คะแนน) ให้ มกีารดำเนนิการทวภิาคทีน่ยิามโดย

a⊕ b = a+ 2b

a⊙ b = 2ab

จงตรวจสอบวา่ (R,⊕,⊙) มสีมบัตกิารแจกแจง (distributive law) หรอืไม ่
แนวคำตอบ ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊕ c) = a⊙ (b+ 2c)

= 2a(b+ 2c)

= 2ab+ 4ac

= 2ab+ 2(2ac)

= (2ab)⊕ (2ac)

= (a⊙ b)⊕ (a⊙ c)

(b⊕ c)⊙ a = (b+ 2c)⊙ a

= 2(b+ 2c)a

= 2ba+ 4ca

= 2ba+ 2(2ca)

= (2ba)⊕ (2ca)

= (b⊙ a)⊕ (c⊙ a)

ดังนัน้ (R,⊕,⊙) มสีมบัตกิารแจกแจง
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13. (10 คะแนน) พจิารณารงิ M33(R) กำหนดให้

S =


0 0 0
0 a 0
0 0 0

 : a ∈ R


13.1 (4 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ รงิยอ่ย (subring) ของ M33(R) หรอืไม ่

แนวคำตอบ ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่0 0 0
0 a 0
0 0 0

−

0 0 0
0 b 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 a− b 0
0 0 0

 ∈ S

0 0 0
0 a 0
0 0 0

0 0 0
0 b 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 ab 0
0 0 0

 ∈ S

ดังนัน้ S เปน็รงิยอ่ยของ M33(R)

13.2 (3 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ ไอดลีขวา (right ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ จะเหน็วา่ 0 0 0

0 1 0
0 0 0

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

0 0 0
1 1 1
0 0 0

 /∈ S

ดังนัน้ S ไมเ่ปน็ไอดลีขวาของ M33(R)

13.3 (3 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ S เปน็ ไอดลีซา้ย (left ideal) ของ M33(R) หรอืไม ่
แนวคำตอบ จะเหน็วา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

0 1 0
0 1 0
0 1 0

 /∈ S

ดังนัน้ S ไมเ่ปน็ไอดลีซา้ยของ M33(R)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 19



พชีคณตินามธรรม MAC3310 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
14. (10 คะแนน) กำหนดให้ φ : Z → Z21 นยิามโดย

φ(x) = 7x3

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ φ เปน็ ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism) หรอืไม ่
แนวคำตอบ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) = 7(x+ y)3 = 7(x3 + 3x2y + 3xy2 + y3)

= 7x3 + 21x2y + 21xy2 + 7y3 = 7x3 + 21x2y + 21xy2 + 7y3

= 7x3 + 0 + 0 + 7y3 = 7x3 + 7y3

= φ(x) + φ(y)

φ(xy) = 7(xy)3 = 7x3y3

= 49x3y3 ∵ 49 = 7̄ ใน Z21

= (7x3)(7y3) = 7x3 · 7y3

= φ(x)φ(y)

ดังนัน้ φ เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของรงิ
14.2 (3 คะแนน) จงหา Ker(φ)

แนวคำตอบ พจิารณา

Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = 0̄}
= {x ∈ Z : 7x3 = 0̄}
= {x ∈ Z : 21 | 7x3}
= {x ∈ Z : 3 | x3}
= {x ∈ Z : 3 | x} = 3Z

14.3 (2 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทสมสัณฐานของรงิบทที่ 1 (first ring isomorphism theorem)

Z/3Z ∼= {0̄, 7̄, 14}

แนวคำตอบ จะเหน็วา่

Ran(φ) = {φ(x) : x ∈ Z} = {7x3 : x ∈ Z} = {0̄, 7̄, 14}

โดยทฤษฎบีทสมสัณฐานของรงิบทที่ 1 จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นัน่คอื

Z/3Z ∼= {0̄, 7̄, 14}
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15. (10 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญส่ดุ (maximal ideal) ของ Z4 × Z9 พรอ้มเขยีนแลตทซิ

แนวคำตอบ ไอดลีของ Z4 คอื ⟨0̄⟩ , ⟨2̄⟩ ,Z4 และ ไอดลีของ Z9 คอื ⟨0̄⟩ , ⟨3̄⟩ ,Z9

ไอดลีทัง้หมดของ Z4 × Z9 คอื

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨3̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z9

⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨2̄⟩ × ⟨3̄⟩ ⟨2̄⟩ × Z9

Z4 × ⟨0̄⟩ Z4 × ⟨3̄⟩ Z4 × Z9

เขยีนแลตทซิโดยไมม่ไีอดลี Z4 × Z9 ไดดั้งรปู

⟨0̄⟩ × Z9

⟨2̄⟩ × Z9

9 ตัว

18 ตัว

Z4 × ⟨3̄⟩

⟨2̄⟩ × ⟨3̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨3̄⟩3 ตัว

6 ตัว

12 ตัว

Z4 × ⟨0̄⟩

⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ 1 ตัว

2 ตัว

4 ตัว

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z4 × ⟨3̄⟩ และ ⟨2̄⟩ × Z9 เปน็ไอดลีใหญส่ดุของ Z4 × Z9
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16. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

16.1 (5 คะแนน) ให้ p และ q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p > q ถา้

Zpq มสีมาชกิที่ ไมใ่ชตั่วหารศนูย์ (non-zero divisor) ทัง้หมด pq − 11 ตัว

แลว้จำนวนตัวหารศนูยใ์น Zp2 × Zq2 มกีีตั่ว
แนวคำตอบ เนือ่งจาก p และ q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p > q จะไดว้า่ gcd(p, q) = 1 ดังนัน้

จำนวนสมาชกิของ Zpq ไมใ่ชตั่วหารศนูย์ = |Zpq| − จำนวนตัวหารศนูยข์อง Zpq

pq − 11 = pq − [(pq − 1)− ϕ(pq)]

pq − 11 = 1 + ϕ(p)ϕ(q)

pq − 11 = 1 + (p− 1)(q − 1)

pq − 11 = 1 + pq − p− q + 1

p+ q = 13

พจิารณา p เปน็จำนวนเฉพาะ ซึง่ q < p

q p p+ q
2 11 13
3 10 13
5 8 13
7 6 13

ดังนัน้ p = 11 และ q = 2 พจิารณา Zp2 × Zq2 = Z121 × Z4
∼= Z121×4 (เนือ่งจาก gcd(121, 4) = 1)

ดังนัน้

จำนวนตัวหารศนูยข์อง Z121×4 = 121× 4− 1− ϕ(112 × 22)

= 484− 1− (112 − 11)(22 − 2)

= 483− (110)(2) = 483− 220 = 263 #

16.2 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 3−
√
−2 เปน็สมาชกิ ลดทอนไมไ่ด ้ (irreducible) ใน Z[

√
−2]

แนวคำตอบ ห้ a, b, c, d ∈ Z โดยที่ 3−
√
−2 = (a+ b

√
−2)(c+ d

√
−2) จะไดว้า่

(ac− 2bd) + (ad+ bc)
√
−2 = 3−

√
−2

ดังนัน้ ac− 2bd = 3 และ ad+ bc = −1 แลว้

(a− b
√
−2)(c− d

√
−2) = (ac− 2bd)− (bc+ ad)

√
−2 = 3 +

√
−2

ฉะนัน้

(a2 + 2b2)(c2 + 2d2) = (a+ b
√
−2)(c+ d

√
−2)(a− b

√
−2)(c− d

√
−2)

= (3−
√
−2)(3 +

√
−2)

= 32 + 2 = 11 = 1 · 11 (เปน็จำนวนเฉพาะ)

นัน่คอื a2 + 2b2 = 1 และ c2 + 2d211 หรอื a2 + 2b2 = 11 และ c2 + 2d2 = 1
จะไดว้า่ a+ b

√
−2 หรอื c+ d

√
−2 เปน็หนว่ย สรปุไดว้า่ 3−

√
−2 เปน็สมาชกิลดทอนไมไ่ดใ้น Z[

√
−2]
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17. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

17.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ 2 ไมเ่ปน็ สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−5]

แนวคำตอบ จะเหน็วา่
2 · 3 = 6 = (1−

√
−5)(1 +

√
−5)

จะไดว้า่ 2 | (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

สมมตวิา่ 2 | (1 +
√
−5) จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซึง่

2(x+ y
√
−5) = 1 +

√
−5

2x+ 2y
√
−5 = 1 +

√
−5

ทำใหไ้ดว้า่ 2x = 1 ซึง่เปน็ไปไมไ่ดเ้พราะวา่ x ∈ Z ดังนัน้ 2 ∤ (1 +
√
−5)

ในทำนองเดยีวกัน 2 ∤ (1−
√
−5)

สรปุไดว้า่ 2 ไมเ่ปน็สมาชกิเฉพาะของ Z[
√
−5]

17.2 (5 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + x+ a และ q(x) = x4 + 2̄x3 + x2 เปน็พหนุาม Z4[x]

จงหา a ∈ Z4 ทีท่ำให้
[p(x)]2 = q(x)

แนวคำตอบ พจิารณา

(x2 + x+ a)2 = x4 + 2̄x3 + x2

x4 + x2 + a2 + 2̄x3 + 2̄ax2 + 2̄ax = x4 + 2̄x3 + x2

x4 + 2̄x3 + (1̄ + 2̄a)x2 + 2̄ax+ a2 = x4 + 2̄x3 + x2

จะไดว้า่

1̄ + 2̄a = 1̄ −→ a = 0̄, 2̄

2̄a = 0̄ −→ a = 0̄, 2̄

a2 = 0̄ −→ a = 0̄, 2̄

ดังนัน้ a = 0̄, 2̄ #
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18. (10 คะแนน) ให้ p(x) = x2 + c และ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีด์

18.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z5 ทีท่ำให้ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 25
แนวคำตอบ สมมตวิา่ p(x) = x2 + c ลดทอนไดใ้น Z5[x] จะไดว้า่มี a, b ∈ Z5 ซึง่

x2 + c = (x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

นัน่คอื a+ b = 0̄ และ ab = c พจิารณาคา่ทีเ่ปน็ไปไดจ้ากตาราง
a b a+ b ab = c
0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 4̄ 0̄ 4̄
2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 2̄ 0̄ 1̄
4̄ 1̄ 0̄ 4̄

จากตารางจะเหน็ไดว้า่ ab ̸= 2̄, 3̄ จะทำใหเ้กดิขอ้ขัดแยง้เมือ่ ab = 2̄, 3̄ ดังนัน้เลอืก c = 2̄ หรอื 3̄
จะทำใหไ้ดว้า่ p(x) = x2 + 2̄ หรอื p(x) = x2 + 3̄ ลดทอนไมไ่ดใ้น Z5[x]

โดยทฤษฎบีทจะสรปุไดว้า่ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปน็ฟลีดอั์นดับ 52 = 25

18.2 (5 คะแนน) ใช้ p(x) จาก 18.1 (เพยีงตัวเดยีว) หาตัวผกผันการคณูของ
x+ ⟨p(x)⟩ ใน Z5[x]/ ⟨p(x)⟩

แนวคำตอบ ให้ a, b ∈ Z3

กรณี p(x) = x2 + 2̄ พจิารณา

(ax+ b+
⟨
x2 + 2̄

⟩
)(x+

⟨
x2 + 2̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 2̄

⟩
(ax+ b)x+

⟨
x2 + 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 2̄

⟩
ax2 + bx+

⟨
x2 + 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 2̄

⟩
a(x2 + 2̄)− 2̄a+ bx+

⟨
x2 + 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 2̄

⟩
bx− 2̄a+

⟨
x2 + 2̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 2̄

⟩
จะไดว้า่ b = 0̄ และ −2̄a = 1̄ นัน่คอื

2̄a = −1̄ = 4̄ −→ a = 2̄

ดังนัน้ 2̄x+
⟨
x2 + 2̄

⟩
เปน็ตักผกผันของ x+ ⟨x2 + 2̄⟩ ใน Z5[x]/ ⟨x2 + 2̄⟩

กรณี p(x) = x2 + 3̄ พจิารณา

(ax+ b+
⟨
x2 + 3̄

⟩
)(x+

⟨
x2 + 3̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 3̄

⟩
(ax+ b)x+

⟨
x2 + 3̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 3̄

⟩
ax2 + bx+

⟨
x2 + 3̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 3̄

⟩
a(x2 + 3̄)− 3̄a+ bx+

⟨
x2 + 3̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 3̄

⟩
bx− 3̄a+

⟨
x2 + 3̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 3̄

⟩
จะไดว้า่ b = 0̄ และ −3̄a = 1̄ นัน่คอื

3̄a = −1̄ = 4̄ = 9̄ −→ a = 3̄

ดังนัน้ 3̄x+
⟨
x2 + 3̄

⟩
เปน็ตักผกผันของ x+ ⟨x2 + 3̄⟩ ใน Z5[x]/ ⟨x2 + 3̄⟩
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