
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1302 แคลคลัูส ๑ เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 30 ตลุาคม 2566 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. อนญุาตใหน้ำกระดาษทีเ่ขยีนดว้ยตัวเอง 1 แผน่ ขนาด A4

5. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

6. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ขอ้ใดเปน็ ปฏยิานพัุนธ์ (antiderivative) ของฟงักชั์น f(x) =
3x2

√
x3 − 1

ก. 3
√
x2 − 1

ข.
√
x2 − 1

ค. 2
√
x3 − 1

ง.
√
x3 − 1

จ. 3
√
x3 − 1

2. ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้งเกีย่วกับคา่เชงิอนพัุนธ์

ก. d(
√
x) =

√
xdx

ข. d(ex) = exdx

ค. d(sinx) = cosxdx

ง. d(x+ 3) = dx

จ. 2dx = d(2x)
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ให้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ดบ้นจำนวนจรงิโดยที่∫ 1

−1

f ′(x) dx = 5

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูตอ้ง

ก. f(1) = 5

ข. f(1) = 5 + f(−1)

ค. f(1) = −f(−1)

ง. f(−1) = 5 + f(1)

จ. f(−1) = f(1)

4. ปรพัินธไ์มต่รงแบบ (improper integral) ในขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ชนดิผสม

ก.
∫ ∞

0

e−x2

dx

ข.
∫ 1

−1

2

3|x|
dx

ค.
∫ −1

−∞

1√
1− ex

dx

ง.
∫ ∞

0

1

x2 − x
dx

จ.
∫ ∞

∞
sinx dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

5. ขอ้ใดตอ่ไปนีค้อืพื้นทีข่องสว่นทีแ่รเงาของกราฟทีก่ำหนดให้

X

Y

y = f(x)
y = g(x)

1

1 20

ก.
∫ 2

0

f(x)− g(x) dx

ข.
∫ 1

0

g(x)− f(x) dx

ค.
∫ 2

0

f(x) dx

ง.
∫ 2

0

g(x) dx

จ.
∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

g(x) dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

กำหนดให้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ดบ้นชว่ง [0, 3] โดยที่∫ 3

0

f(x) dx = 5,
∫ 2

1

f(x) dx = 4 และ
∫ 0

1

f(x) dx = 1

จงหาคา่ของ
∫ 3

2

f(x) dx

7.

กำหนดให้
F (x) =

∫ x2

1

et
2

t
dt

จงหาคา่ของ F ′′(1)
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

จงหาพื้นทีท่ ีป่ดิลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y = x2 และ y = 4

X

Y

9.

จงหาคา่ของปรพัินธไ์มต่รงแบบ
∫ 4

−4

1
3
√
x+ 4

dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

10.

ตรวจสอบคา่ของพืน้ทีท่ ีแ่รเงาของกราฟตอ่ไปนีบ้นโดเมน (1,∞) กับแกน X วา่มคีา่หรอืไม ่

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y = x− 4
3

ถา้หาคา่ไดใ้หต้อบคา่ของพื้นทีน้ั่น ถา้หาคา่ไมไ่ดใ้หต้อบไมม่คีา่
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ
∫ 2

−1

3x√
x+ 2

dx

11.2 (5 คะแนน) กำหนดให้
∫ 2

−1

f(x) dx = 9 จงหาคา่ของ

∫ 1

0

f(2− 3x) dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
12. (10 คะแนน) กำหนดให้

f(x) =

{
|x| เมือ่ x ≤ 0

x2 เมือ่ x > 0

เมือ่ x ∈ [−2, 2] จงหา L(P, f) และ U(f, P ) พรอ้มวาดกราฟประกอบ เมือ่

P =

{
−2,−3

2
,−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}

X

Y

−2 −1 0 1 2

1

2

3

4

X

Y

−2 −1 0 1 2

1

2

3

4
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................
13. (10 คะแนน) พจิารณาปรพัินธ์ ∫ √

te
√
t dt ........(∗)

13.1 (4 คะแนน) จงเขยีนปรพัินธ์ (∗) ในรปูตัวแปร x โดยเปลีย่นตัวแปร x =
√
t

13.2 (6 คะแนน) จงหาคา่ปรพัินธข์อง ∫ √
te

√
t dt

โดยใชป้รพัินธใ์นตัวแปร x จากขอ้ 13.1
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้ ∫
4

(x2 + 1− 2x)(x2 + 1)
dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้

15.1 (5 คะแนน)
∫

sec4 θ tan6 θ dθ

15.2 (5 คะแนน)
∫ π

0

(4 sin 2θ cos θ)2 dθ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้ ∫
x2

√
9− x2

dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมนุอาณาบรเิวณ

y = x2 และ x+ y = 2 รอบแกน X

โดยวาดกราฟประกอบ

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) จงพจิารณาวา่ปรพัินธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีล้ ูเ่ขา้หรอืล ูอ่อก∫ ∞

−∞

e
1
x

x2
dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2566

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1302 แคลคลัูส ๑ เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 30 ตลุาคม 2566 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ขอ้ใดเปน็ ปฏยิานพัุนธ์ (antiderivative) ของฟงักชั์น f(x) =
3x2

√
x3 − 1

ก. F (x) = 3
√
x2 − 1

ข. F (x) =
√
x2 − 1

ค. F (x) = 2
√
x3 − 1 Answer

ง. F (x) =
√
x3 − 1

จ. F (x) = 3
√
x3 − 1

ตอบขอ้ ค. จะเหน็วา่
F ′(x) = 2 · 1

2
(x3 − 1)−

1
2 · 3x2 =

3x2

√
x3 − 1

= f(x)

ดังนัน้ F (x) = 2
√
x3 − 1 เปน็ปฏยิานพัุนธข์อง f

2. ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้งเกีย่วกับคา่เชงิอนพัุนธ์

ก. d(
√
x) =

√
xdx Answer

ข. d(ex) = exdx

ค. d(sinx) = cosxdx
ง. d(x+ 3) = dx

จ. 2dx = d(2x)

ตอบขอ้ ก. ไมถ่กูตอ้งเนือ่งจาก

d(
√
x) = (

√
x)′dx =

1

2
√
x
dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ให้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ดบ้นจำนวนจรงิโดยที่∫ 1

−1

f ′(x) dx = 5

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูตอ้ง

ก. f(1) = 5

ข. f(1) = 5 + f(−1) Answer
ค. f(1) = −f(−1)

ง. f(−1) = 5 + f(1)

จ. f(−1) = f(1)

ตอบขอ้ ข. โดยทฤษฎบีทหลักมลูแคลคลัูสขอ้ทีส่อง จะไดว้า่

5 =

∫ 1

−1

f ′(x) dx = [f(x)]1−1 = f(1)− f(−1)

ดังนัน้ f(1) = 5 + f(−1)

4. ปรพัินธไ์มต่รงแบบ (improper integral) ในขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ปน็ชนดิผสม

ก.
∫ ∞

0

e−x2

dx

ข.
∫ 1

−1

2

3|x|
dx

ค.
∫ −1

−∞

1√
1− ex

dx

ง.
∫ ∞

0

1

x2 − x
dx Answer

จ.
∫ ∞

∞
sinx dx

ตอบขอ้ ง. เหน็ไดชั้ดวา่ ∫ ∞

0

1

x2 − x
dx =

∫ ∞

0

1

x(x− 1)
dx

เปน็ปรพัินธไ์มต่รงแบบชนดิที่ 1 เพราะมโีดเมน (0,∞) เนือ่งจากมจีดุทีไ่มอ่ย ูใ่นโดเมนคอื 0 และ 1 ทำใหไ้ดว้า่เปน็
ปรพัินธไ์มต่รงแบบชนดิที่ 2 ดว้ย ดังนัน้ ขอ้ ง. เปน็เปน็ปรพัินธไ์มต่รงแบบชนดิผสม
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

5. ขอ้ใดตอ่ไปนีค้อืพื้นทีข่องสว่นทีแ่รเงาของกราฟทีก่ำหนดให้

X

Y

y = f(x)
y = g(x)

1

1 20

ก.
∫ 2

0

f(x)− g(x) dx

ข.
∫ 1

0

g(x)− f(x) dx

ค.
∫ 2

0

f(x) dx

ง.
∫ 2

0

g(x) dx

จ.
∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

g(x) dx Answer

ตอบขอ้ จ. หาพืน้ทีโ่ดยใช้ dx จงึแบง่พืน้ทีอ่อกเปน็ 2 สว่นคอื y = f(x) บน [0, 1] และ y = g(x) บน [1, 2]

ดังนัน้พืน้ทีท่ ีแ่รเงาของกราฟเทา่กับ

A =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

g(x) dx
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แคลคลัูส ๑ MAI1302 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 2

กำหนดให้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ดบ้นชว่ง [0, 3] โดยที่∫ 3

0

f(x) dx = 5,
∫ 2

1

f(x) dx = 4 และ
∫ 0

1

f(x) dx = 1

จงหาคา่ของ
∫ 3

2

f(x) dx

แนวคำตอบ จะเหน็วา่ ∫ 3

0

f(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

f(x) dx+

∫ 3

2

f(x) dx

5 = −
∫ 0

1

f(x) dx+ 4 +

∫ 3

2

f(x) dx

5 = −1 + 4 +

∫ 3

2

f(x) dx

ดังนัน้
∫ 3

2

f(x) dx = 5− 4 + 1 = 2 #

7. ตอบ 6e

กำหนดให้
F (x) =

∫ x2

1

et
2

t
dt

จงหาคา่ของ F ′′(1)

แนวคำตอบ โดยทฤษฎบีทหลักมลูแคลคลัูสขอ้ทีห่นึง่ จะไดว้า่

F ′(x) =
d

dx

∫ x2

1

et
2

t
dt =

e(x
2)2

x2
· (x2)′ =

ex
4

x2
· 2x =

2ex
4

x

F ′′(x) =
x(2ex

4
)′ − 2ex

4
(x)′

x2

=
x(2ex

4 · 4x3)− 2ex
4
(1)

x2

=
8x4ex

4 − 2ex
4

x2

ดังนัน้

F ′′(1) =
8e− 2e

1
= 6e #
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8. ตอบ 32

3

จงหาพื้นทีท่ ีป่ดิลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y = x2 และ y = 4

X

Y

y = 4

y = x2

2-2

แนวคำตอบ หาพืน้ทีโ่ดยใช้ dx ของอาณาบรเิวณทีป่ดิลอ้มดว้ย y = x2 และ y = 4 บน [−2, 2] ดังนัน้

A =

∫ 2

−2

4− x2 dx =

[
4x− x3

3

]2
−2

=

[
8− 8

3

]
−

[
−8 +

8

3

]
=

32

3
#

9. ตอบ 6

จงหาคา่ของปรพัินธไ์มต่รงแบบ
∫ 4

−4

1
3
√
x+ 4

dx

แนวคำตอบ พจิารณา ∫ 4

−4

1
3
√
x+ 4

dx = lim
t→−4+

∫ 4

t

1
3
√
x+ 4

dx

= lim
t→−4+

∫ 4

t

(x+ 4)−
1
3 dx

= lim
t→−4+

[
3

2
(x+ 4)

2
3

]4
t

= lim
t→−4+

[
3

2
(x+ 4)

2
3

]4
t

= lim
t→−4+

[
3

2
8

2
3 − 3

2
(t+ 4)

2
3

]
=

[
3

2
· 4− 3

2
(−4 + 4)

2
3

]
= 6 #
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10. ตอบ 3

ตรวจสอบคา่ของพืน้ทีท่ ีแ่รเงาของกราฟตอ่ไปนีบ้นโดเมน (1,∞) กับแกน X วา่มคีา่หรอืไม ่

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y = x− 4
3

ถา้หาคา่ไดใ้หต้อบคา่ของพื้นทีน้ั่น ถา้หาคา่ไมไ่ดใ้หต้อบไมม่คีา่
แนวคำตอบ พจิารณา ∫ ∞

1

x− 4
3 dx = lim

t→∞

∫ t

1

x− 4
3 dx

= lim
t→∞

[
−3x− 1

3

]t
1

= lim
t→∞

[
−3t−

1
3 + 3

]
= lim

t→∞

[
− 3

t
1
3

+ 3

]
= 0 + 3 = 3

ดังนัน้พืน้ทีท่ ีแ่รเงาของกราฟนีบ้นโดเมน (1,∞) กับแกน X มคีา่เทา่กับ 3 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงหาคา่ของ
∫ 2

−1

3x√
x+ 2

dx

แนวคำตอบ ให้ u = x+ 2 นัน่คอื x = u− 2 จะไดว้า่ du = dx และ
u(−1) = 1 และ u(2) = 4

ดังนัน้ ∫ 2

−1

3x√
x+ 2

dx =

∫ u(2)

u(−1)

3(u− 2)√
u

du =

∫ 4

1

3u− 6

u
1
2

du

=

∫ 4

1

(3u− 6)u− 1
2 du = 3

∫ 2

1

3uu− 1
2 − 6u− 1

2 du

=

∫ 4

1

3u
1
2 − 6u− 1

2 du

=
[
2u

3
2 − 12u

1
2

]4
1
=

[
2 · 4

3
2 − 12 · 4

1
2

]
− [2− 12]

= 2(8)− 12(2)− 2 + 12 = 2 #

11.2 (5 คะแนน) กำหนดให้
∫ 2

−1

f(x) dx = 9 จงหาคา่ของ

∫ 1

0

f(2− 3x) dx

แนวคำตอบ ให้ u = 2− 3x จะไดว้า่ du = −3dx และ
u(0) = 2 และ u(1) = −1

ดังนัน้ ∫ 1

0

f(2− 3x) dx =

∫ u(1)

u(0)

f(u)
du

−3

= −1

3

∫ −1

2

f(u) du

=
1

3

∫ 2

−1

f(u) du

=
1

3
· 9 = 3 #
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12. (10 คะแนน) กำหนดให้

f(x) =

{
|x| เมือ่ x ≤ 0

x2 เมือ่ x > 0

เมือ่ x ∈ [−2, 2] จงหา L(P, f) และ U(f, P ) พรอ้มวาดกราฟประกอบ เมือ่

P =

{
−2,−3

2
,−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}

แนวคำตอบ แสดงกราฟไดดั้งนี้

X

Y

−2 −1 0 1 2

1

2

3

4

X

Y

−2 −1 0 1 2

1

2

3

4

จะเหน็วา่ ∆x = 1
2
ทกุ ๆ ชอ่ง ดังนัน้ ผลบวกลา่ง (lower sum) คอื

L(f, P ) =
1

2

[
f

(
−3

2

)
+ f (−1) + f

(
−1

2

)
+ f (0) + f (0) + f

(
1

2

)
+ f (1) + f

(
3

2

)]
=

1

2

[
3

2
+ 1 +

1

2
+ 0 + 0 +

1

4
+ 1 +

9

4

]
=

13

4
#

ผลบวกบน (upper sum) คอื

U(f, P ) =
1

2

[
f (−2) + f

(
−3

2

)
+ f (−1) + f

(
−1

2

)
+ f

(
1

2

)
+ f (1) + f

(
3

2

)
+ f (2)

]
=

1

2

[
2 +

3

2
+ 1 +

1

2
+

1

4
+ 1 +

9

4
+ 4

]
=

25

4
#
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13. (10 คะแนน) พจิารณาปรพัินธ์ ∫ √

te
√
t dt ........(∗)

13.1 (4 คะแนน) จงเขยีนปรพัินธ์ (∗) ในรปูตัวแปร x โดยเปลีย่นตัวแปร x =
√
t

แนวคำตอบ ให้ x =
√
t จะไดว้า่

dx = 1
2
t−

1
2dt =

1

2
√
t
dt ฉะนัน้ dt = 2

√
tdx = 2xdx

ดังนัน้ ∫ √
te

√
t dt =

∫
xex 2xdx =

∫
2x2ex dx #

13.2 (6 คะแนน) จงหาคา่ปรพัินธข์อง ∫ √
te

√
t dt

โดยใชป้รพัินธใ์นตัวแปร x จากขอ้ 13.1
แนวคำตอบ กำหนดให้

u = 2x2 dv = ex

du = 4xdx v = ex

จะไดว้า่ ∫
2x2ex dx = (2x2)ex −

∫
ex · 4x dx

= 2x2ex −
∫

4xex dx

กำหนดให้
u = 4x dv = ex

du = 4dx v = ex

จะไดว้า่ ∫
4xex dx = (4x)ex −

∫
ex · 4 dx

= 4xex − 4ex + C

ดังนัน้ ∫ √
te

√
t dt =

∫
2x2ex dx = 2x2ex − 4xex + 4ex + C

= 2te
√
t − 4

√
te

√
t + 4e

√
t + C #
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14. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้ ∫
4

(x2 + 1− 2x)(x2 + 1)
dx

แนวคำตอบ พจิารณา
4

(x2 + 1− 2x)(x2 + 1)
=

4

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 1

4 = A(x− 1)(x2 + 1) + B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2

x = 1; 4 = 2B ∴ B = 2

x = 0; 4 = −A+B +D = −A+ 2 +D ∴ D − A = 2 หรอื D = 2 + A

x = −1; 4 = −4A+ 2B + (−C +D)(4)

4 = −4A+ 2(2)− 4C + 4D

0 = −A− C +D = (D − A)− C = 2− C ∴ C = 2

x = 2; 4 = 5A+ 5B + (2C +D)(1)

4 = 5A+ 5(2) + 2(2) +D

4 = 5A+ 10 + 4 + (2 + A)

−12 = 6A ∴ A = −2 และ D = 2 + A = 2− 2 = 0

ดังนัน้ ∫
4

(x2 + 1− 2x)2(x2 + 1)
dx =

∫
− 2

x− 1
+

2

(x− 1)2
+

2x

x2 + 1
dx

= −2 ln |x− 1| − 2

x− 1
+

∫
1

x2 + 1
2xdx

= −2 ln |x− 1| − 2

x− 1
+

∫
1

x2 + 1
d(x2)

= −2 ln |x− 1| − 2

x− 1
+

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1)

= −2 ln |x− 1| − 2

x− 1
+ ln |x2 + 1|+ C #
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15. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้

15.1 (5 คะแนน)
∫

sec4 θ tan6 θ dθ

แนวคำตอบ จะไดว้า่ ∫
sec4 θ tan6 θ dθ =

∫
sec2 θ tan6 θ (sec2 θdθ)

=

∫
sec2 θ tan6 θ d tan θ

=

∫
(1 + tan2 θ) tan6 θ d tan θ

=

∫
tan6 θ + tan8 θ d tan θ

=
1

7
tan7 θ +

1

9
tan9 θ + C #

15.2 (5 คะแนน)
∫ π

0

(4 sin 2θ cos θ)2 dθ

แนวคำตอบ ใชก้ฎเปลีย่นผลคณูเปน็ผลบวกและการลดกำลัง ของฟงักชั์นไซนแ์ละโคไซน์
วธิที ี่ 1.∫ π

0

(4 sin 2θ cos θ)2 dθ =

∫ π

0

(4 sin 2θ cos θ)2dθ

=

∫ π

0

[2(sin(2θ + θ) + sin(2θ − θ))]2 dθ

=

∫ π

0

[2(sin 3θ + sin θ)]2 dθ

=

∫ π

0

4(sin2 3θ + 2 sin 3θ sin θ + sin2 θ)dθ

=

∫ π

0

4 sin2 3θ + 8 sin 3θ sin θ + 4 sin2 θdθ

=

∫ π

0

2(1− cos 6θ)− 4[cos(3θ + θ)− cos(3θ − θ)] + 2(1− cos 2θ)dθ

=

∫ π

0

4− 2 cos 6θ − 4 cos 4θ + 2 cos 2θdθ

=

[
4θ − 1

3
sin 6θ − sin 4θ + sin 2θ

]π
0

= 4π − 0 = 4π #
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วธิที ี่ 2.∫ π

0

(4 sin 2θ cos θ)2 dθ =

∫ π

0

16 sin2 2θ cos2 θdθ

=

∫ π

0

16

(
1− cos 4θ

2

)(
1 + cos 2θ

2

)
dθ

= 4

∫ π

0

(1− cos 4θ)(1 + cos 2θ)dθ

= 4

∫ π

0

1 + cos 2θ − cos 4θ − cos 4θ cos 2θdθ

=

∫ π

0

4 + 4 cos 2θ − 4 cos 4θ − 4 cos 4θ cos 2θdθ

=

∫ π

0

4 + 4 cos 2θ − 4 cos 4θ − 4 · 1
2
[cos(4θ + 2θ) + cos(4θ − 2θ)]dθ

=

∫ π

0

4 + 4 cos 2θ − 4 cos 4θ − 2[cos 6θ + cos 2θ]dθ

=

∫ π

0

4 + 4 cos 2θ − 4 cos 4θ − 2 cos 6θ − 2 cos 2θdθ

=

∫ π

0

4 + 2 cos 2θ − 4 cos 4θ − 2 cos 6θdθ

=

[
4θ + sin 2θ − sin 4θ − 1

3
sin 6θ

]π
0

= 4π − 0 = 4π #
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16. (10 คะแนน) จงหาปรพัินธต์อ่ไปนี้ ∫
x2

√
9− x2

dx

แนวคำตอบ ให้ x = 3 sin θ เมือ่ θ ∈ [−π
2
, π
2
] นัน่คอื cos θ ≥ 0 แลว้ dx = 3 cos θ dθ

√
9− x2

x3

θ

จะไดว้า่ cos θ =

√
9− x2

3
และ θ = arcsin

(x
3

)
ฉะนัน้

∫
x2

√
9− x2

dx =

∫
(3 sin θ)2√
9− 9 sin2 θ

· 3 cos θ dθ

=

∫
9 sin2 θ√

9(1− sin2 θ)
· 3 cos θ dθ

=

∫
27 sin2 θ cos θ√

9 cos2 θ
dθ

=

∫
27 sin2 θ cos θ

3 cos θ dθ

= 9

∫
sin2 θ dθ

= 9

∫
1

2
(1− cos 2θ) dθ

=
9

2

[
θ − 1

2
sin 2θ

]
+ C

=
9

2
θ − 9

4
sin 2θ + C

=
9

2
θ − 9

4
· 2 sin θ cos θ + C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
− 9

2
· x
3
·
√
9− x2

3
+ C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
− 1

2
x
√
9− x2 + C #
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17. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมนุอาณาบรเิวณ

y = x2 และ x+ y = 2 รอบแกน X

โดยวาดกราฟประกอบ
แนวคำตอบ หาจดุตัดของ y = x2 และ y = 2− x จาก x2 = 2− x นัน่คอื

0 = x2 + x− 2 = (x+ 2)(x− 1)

กราฟทัง้สองตัดกันที่ x = −2, 1 แสดงไดดั้งกราฟ

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4
R

r

−2

y = x2

y = 2− x

หาปรมิาตรปรงตันทีเ่กดิจากการหมนุโดยใชว้ธิแีบบจาน โดยใช้ dx จะไดว้า่ R = 2− x และ r = x2 ดังนัน้

V =

∫ 1

−2

πR2 − πr2 dx

= π

∫ 1

−2

(2− x)2 − (x2)2 dx

= π

∫ 1

−2

4− 4x+ x2 − x4 dx

= π

[
4x− 2x2 +

1

3
x3 − 1

5
x5

]1
−2

= π

[
4− 2 +

1

3
− 1

5

]
− π

[
−8− 8− 8

3
+

32

5

]
= π

[
18 +

9

3
− 33

5

]
=

72π

5
#
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18. (10 คะแนน) จงพจิารณาวา่ปรพัินธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีล้ ูเ่ขา้หรอืล ูอ่อก∫ ∞

−∞

e
1
x

x2
dx

แนวคำตอบ ปรพัินธไ์มต่รงแบบชนดิผสม โดยพจิารณา∫ ∞

−∞

e
1
x

x2
dx =

∫ −1

−∞

e
1
x

x2
dx+

∫ 0

−1

e
1
x

x2
dx+

∫ 1

0

e
1
x

x2
dx+

∫ ∞

1

e
1
x

x2
dx

กำหนดให้ u = 1
x
จะไดว้า่ du = − 1

x2dx หรอื −x2du = dx นัน่คอื∫
e

1
x

x2
dx =

∫
eu

x2
(−x2du)

= −
∫

eu du = −eu + C

= −e
1
x + C

จะเหน็วา่ ∫ 1

0

e
1
x

x2
dx = lim

t→0+

∫ 1

t

e
1
x

x2
dx

= lim
t→0+

[−e
1
x ]1t

= lim
t→0+

[−e
1
t + e]

= −∞

สรปุไดว้า่
∫ ∞

−∞

e
1
x

x2
dx ลูอ่อก
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