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ข้อสอบปลายภาคเรียนที 1 ปีการศึกษา 2564
ชือวิชา แคลคลูสั ๑ Calculus 1
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คะแนน 105 คะแนน คิดเป็น 30%

1



ข้อ 1
1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 1| − ln |ex + 1| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
2

ex − e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

sinx(1 + cscx tan2 x+ cotx) dx

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 2| − ln |ex + 2| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
4

ex − 4e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

cosx(1 + secx tan2 x+ tan x) dx

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 3| − ln |ex + 3| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
6

ex − 9e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

tanx(1 + tanx+ cot2 x) dx

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 1|+ ln |ex + 1| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
2ex

ex − e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

cotx(1 + tan3 x+ tan2 x) dx
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ข้อ 2
2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫
(1 + x)xe2x√

1 + xex
dx

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3 y = f(x)

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1

f(x) dx

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫

(1 + x)xe2x√
1− xex

dx

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3 y = f(x)

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1

f(x) dx
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2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫

(1 + x)xe2x√
2 + xex

dx

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = f(x)
A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1

f(x) dx

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫

(1 + x)xe2x√
2− xex

dx

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = f(x)

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1

f(x) dx
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ข้อ 3
3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 2

0

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ
∫ 1

0

sin πx · f(1 + cos πx) dx

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t2)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 3

1

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ
∫ 1

0

sin πx · f(2 + cos πx) dx

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t2)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 4

2

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ
∫ 1

0

sin πx · f(3 + cos πx) dx

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t3)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 5

3

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ
∫ 1

0

sin πx · f(4 + cos πx) dx

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t3)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)
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ข้อ 4
4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫

x3 sin(x2) dx

4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x3 cos(x2) dx

4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x5 sin(x3) dx

4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x5 cos(x3) dx

ข้อ 5
5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫

4

16x4 − 1
dx

5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

81x4 − 1
dx

5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

1− 16x4
dx

5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

1− 81x4
dx
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ข้อ 6
6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

3−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sin x+ cosx)4 dx

6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

8−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sinx− cosx)4 dx

6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

−2−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sin 2x+ cos 2x)4 dx

6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

−7−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sin 2x− cos 2x)4 dx
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ข้อ 7
7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √

4x2 + 1

x
dx

7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
9x2 + 1

x
dx

7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
x2 + 4

x
dx

7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
x2 + 9

x
dx
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ข้อ 8
8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 2) และ y = 5x− 8 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 1) และ y = 4x− 6 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 2) และ 2y = 3x− 9 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 1) และ y = x− 3 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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ข้อ 9
9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = x2 และ y = x+ 2

พรอ้มวาดกราฟประกอบ

X

Y

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 4
กบัแกนX เมือ x ≤ −2 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3
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9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = x2 และ y = −x+ 2

พรอ้มวาดกราฟประกอบ

X

Y

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 4
กบัแกนX เมือ x ≥ 2 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3
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9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = 2− x2 และ y = x

พรอ้มวาดกราฟประกอบ

X

Y

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 9
กบัแกนX เมือ x ≤ −3 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.05

0.10

0.15
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9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = 2− x2 และ y = −x

พรอ้มวาดกราฟประกอบ

X

Y

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 9
กบัแกนX เมือ x ≥ 3 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.05

0.10

0.15
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ข้อ 10
10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

1− |x|
dx

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 2

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

2− |x|
dx

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 3

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 1
dx

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 4

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 2
dx

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 5

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้
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เฉลยข้อสอบวชิาแคลคูลัส ๑ ปลายภาค 2564
ข้อ 1

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 1| − ln |ex + 1| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
2

ex − e−x

วธีิทาํ เนืองจาก

F ′(x) =
1

ex − 1
· ex − 1

ex + 1
· ex = ex

[
1

ex − 1
− 1

ex + 1

]
= ex

[
(ex + 1)− (ex − 1)

(ex − 1)(ex + 1)

]
= ex

[
2

e2x − 1

]
=

1

e−x
·
[

2

e2x − 1

]
=

2

e−x(e2x − 1)
=

2

ex − e−x
= f(x)

ดงันนั F (x) = ln |ex − 1| − ln |ex + 1| เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = 2

ex − e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

sinx(1 + cscx tan2 x+ cotx) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
sinx(1 + cscx tan2 x+ cotx) dx =

∫
sinx+ sinx cscx tan2 x+ sinx cotx dx

=

∫
sinx+ sinx · 1

sinx
· tan2 x+ sinx · cosx

sinx
dx

=

∫
sinx+ tan2 x+ cosx dx

=

∫
sinx+ (sec2 x− 1) + cosx dx

= − cosx+ tanx− x+ sinx+ C #
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1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 2| − ln |ex + 2| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
4

ex − 4e−x

วธีิทาํ เนืองจาก

F ′(x) =
1

ex − 2
· ex − 1

ex + 2
· ex = ex

[
1

ex − 2
− 1

ex + 2

]
= ex

[
(ex + 2)− (ex − 2)

(ex − 2)(ex + 2)

]
= ex

[
4

e2x − 4

]
=

1

e−x
·
[

4

e2x − 4

]
=

4

e−x(e2x − 4)
=

4

ex − 4e−x
= f(x)

ดงันนั F (x) = ln |ex − 2| − ln |ex + 2| เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = 4

ex − 4e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

cosx(1 + secx tan2 x+ tanx) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
cosx(1 + secx tan2 x+ tanx) dx =

∫
cosx+ cosx secx tan2 x+ cosx tanx dx

=

∫
cosx+ cosx · 1

cosx · tan2 x+ cosx · sinx

cosx dx

=

∫
cosx+ tan2 x+ sinx dx

=

∫
cosx+ (sec2 x− 1) + sinx dx

= sinx+ tanx− x− cosx+ C #
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1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 3| − ln |ex + 3| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
6

ex − 9e−x

วธีิทาํ เนืองจาก

F ′(x) =
1

ex − 3
· ex − 1

ex + 3
· ex = ex

[
1

ex − 3
− 1

ex + 3

]
= ex

[
(ex + 3)− (ex − 3)

(ex − 3)(ex + 3)

]
= ex

[
6

e2x − 9

]
=

1

e−x
·
[

6

e2x − 9

]
=

6

e−x(e2x − 9)
=

6

ex − 9e−x
= f(x)

ดงันนั F (x) = ln |ex − 3| − ln |ex + 3| เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = 6

ex − 9e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

tanx(1 + tanx+ cot2 x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
tanx(1 + tanx+ cot2 x) dx =

∫
tanx+ tan2 x+ tanx cot2 x dx

=

∫
tanx+ tan2 x+ tanx · 1

tanx
· cotx dx

=

∫
tanx+ tan2 x+ cotx dx

=

∫
tanx+ (sec2 x− 1) + cotx dx

= ln | secx|+ tanx− x+ ln | sinx|+ C #
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1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) จงแสดงวา่ F (x) = ln |ex − 1|+ ln |ex + 1| เป็นปฏยิานุพนัธข์อง

f(x) =
2ex

ex − e−x

วธีิทาํ เนืองจาก

F ′(x) =
1

ex − 1
· ex + 1

ex + 1
· ex = ex

[
1

ex − 1
+

1

ex + 1

]
= ex

[
(ex + 1) + (ex − 1)

(ex − 1)(ex + 1)

]
= ex

[
2ex

e2x − 1

]
=

1

e−x
·
[

2ex

e2x − 1

]
=

2ex

e−x(e2x − 1)
=

2ex

ex − e−x
= f(x)

ดงันนั F (x) = ln |ex − 1|+ ln |ex + 1| เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = 2ex

ex − e−x

1.2 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง
∫

cotx(1 + tan3 x+ tan2 x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
cotx(1 + tan3 x+ tan2 x) dx =

∫
cotx+ cotx tan3 x+ cotx tan2 x dx

=

∫
cotx+

1

tanx
· tan2 x+

1

tanx
· tan2 x dx

=

∫
cotx+ tan2 x+ tanx dx

=

∫
cotx+ (sec2 x− 1) + tanx dx

= ln | sinx|+ tanx− x+ ln | secx|+ C #

20



ข้อ 2
2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫
(1 + x)xe2x√

1 + xex
dx

วธีิทาํ ให้ u = 1 + xex จะไดว้า่ xex = u− 1 และ
du = (xex + ex)dx = ex(x+ 1)dx

ดงันนั ∫
(1 + x)xe2x√

1 + xex
dx =

∫
xex√
1 + xex

(x+ 1)exdx

=

∫
u− 1√

u
du =

∫
u√
u
− 1√

u
du

=

∫
u

1
2 − u−

1
2 du

=
2

3
u

3
2 − 2u

1
2 + C

=
2

3
(1 + xex)

3
2 − 2(1 + xex)

1
2 + C #

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3 y = f(x)

A1

A2
A3

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1
f(x) dx

วธีิทาํ เนืองจาก
∫ 5

−1
f(x) dx หมายถงึพืนทีใตก้ราฟของสว่นทีเหนือแกน X ดงันนั

∫ 5

−1
f(x) dx = A1 +A2 +A3

=

[
2 · 2− 1

2
π12

]
+

1

2
(2 + 1) · 1 + 1

2
(1 + 3) · 3

= 4− π

2
+

3

2
+ 6

=
23

2
− π

2
#

21



2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫
(1 + x)xe2x√

1− xex
dx

วธีิทาํ ให้ u = 1− xex จะไดว้า่ xex = 1− u และ
du = −(xex + ex)dx = −ex(x+ 1)dx

ดงันนั ∫
(1 + x)xe2x√

1− xex
dx = −

∫
xex√
1 + xex

[−(x+ 1)exdx]

= −
∫

1− u√
u

du =

∫
u√
u
− 1√

u
du

=

∫
u

1
2 − u−

1
2 du

=
2

3
u

3
2 − 2u

1
2 + C

=
2

3
(1− xex)

3
2 − 2(1− xex)

1
2 + C #

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3 y = f(x)

A1

A2
A3

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1
f(x) dx

วธีิทาํ เนืองจาก
∫ 5

−1
f(x) dx หมายถงึพืนทีใตก้ราฟของสว่นทีเหนือแกน X ดงันนั

∫ 5

−1
f(x) dx = A1 +A2 +A3

=

[
2 · 2− 1

2
π12

]
+

1

2
(2 + 1) · 2 + 1

2
(1 + 3) · 2

= 4− π

2
+ 3 + 4

= 11− π

2
#

22



2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫
(1 + x)xe2x√

2 + xex
dx

วธีิทาํ ให้ u = 2 + xex จะไดว้า่ xex = u− 2 และ
du = (xex + ex)dx = ex(x+ 1)dx

ดงันนั ∫
(1 + x)xe2x√

2 + xex
dx =

∫
xex√
2 + xex

(x+ 1)exdx

=

∫
u− 2√

u
du =

∫
u√
u
− 2√

u
du

=

∫
u

1
2 − 2u−

1
2 du

=
2

3
u

3
2 − 4u

1
2 + C

=
2

3
(2 + xex)

3
2 − 4(2 + xex)

1
2 + C #

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = f(x)

A1

A2 A3

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1
f(x) dx

วธีิทาํ เนืองจาก
∫ 5

−1
f(x) dx หมายถงึพืนทีใตก้ราฟของสว่นทีเหนือแกน X ดงันนั

∫ 5

−1
f(x) dx = A1 +A2 +A3

=

[
2 · 2− 1

2
π12

]
+

1

2
(2 + 3) · 2 + 1

2
(3 + 2) · 2

= 4− π

2
+ 5 + 5

= 14− π

2
#
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2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) จงหาปรพินัธข์อง ∫
(1 + x)xe2x√

2− xex
dx

วธีิทาํ ให้ u = 2− xex จะไดว้า่ xex = 2− u และ
du = −(xex + ex)dx = −ex(x+ 1)dx

ดงันนั ∫
(1 + x)xe2x√

2− xex
dx = −

∫
xex√
2− xex

[−(x+ 1)exdx]

= −
∫

2− u√
u

du =

∫
u√
u
− 2√

u
du

=

∫
u

1
2 − 2u−

1
2 du

=
2

3
u

3
2 − 4u

1
2 + C

=
2

3
(2− xex)

3
2 − 4(2− xex)

1
2 + C #

2.2 (5 คะแนน) ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง [−1, 5] เขียนกราฟไดด้งันี
เมือ AB คือสว่นของวงกลมทีมีศนูยก์ลางอยูที่ (0, 2)

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = f(x)

A1

A2

A3

A B

จงหาคา่ของ
∫ 5

−1
f(x) dx

วธีิทาํ เนืองจาก
∫ 5

−1
f(x) dx หมายถงึพืนทีใตก้ราฟของสว่นทีเหนือแกน X ดงันนั

∫ 5

−1
f(x) dx = A1 +A2 +A3

=

[
2 · 2− 1

2
π12

]
+

1

2
(2 + 3) · 1 + 1

2
(3 + 1) · 3

= 4− π

2
+

5

2
+ 6

=
25

2
− π

2
#

24



ข้อ 3
3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 2

0
f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

∫ 1

0
sinπx · f(1 + cosπx) dx

วธีิทาํ ให้ u = 1 + cosπx จะไดว้า่ du = −π sinπx dx และ
u(0) = 1 + cos 0 = 2 และ u(1) = 1 + cosπ = 0

ดงันนั ∫ 1

0
sinπx · f(1 + cosπx) dx = − 1

π

∫ 1

0
f(1 + cosπx) (−π sinπx dx)

= − 1

π

∫ u(1)

u(0)
f(u) du

= − 1

π

∫ 0

2
f(u) du

=
1

π

∫ 2

0
f(u) du =

1

π
· 10 =

10

π
#

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t2)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่

F (0) =

∫ e0

e−0

arctan(t2)
t

dt = F (x) =

∫ 1

1

arctan(t2)
t

dt = 0 #

พิจารณา

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t2)
t

dt =

∫ 0

e−x

arctan(t2)
t

dt+

∫ ex

0

arctan(t2)
t

dt

= −
∫ e−x

0

arctan(t2)
t

dt+

∫ ex

0

arctan(t2)
t

dt

โดยทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสับทที 1

F ′(x) = −arctan(e−2x)

e−x
· e−x(−1) +

arctan(e2x)
ex

· ex

= arctan(e−2x) + arctan(e2x)

F ′(0) = arctan 1 + arctan 1 =
π

4
+

π

4
=

π

2
#

และจะไดว้า่

F ′′(x) =
1

1 + (e−2x)2
· e−2x(−2) +

1

1 + (e2x)2
· e2x · 2

= − 2e−2x

1 + e−4x
+

2e2x

1 + e4x

F ′′(0) = −1 + 1 = 0 #
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 3

1
f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

∫ 1

0
sinπx · f(2 + cosπx) dx

วธีิทาํ ให้ u = 2 + cosπx จะไดว้า่ du = −π sinπx dx และ
u(0) = 2 + cos 0 = 3 และ u(1) = 2 + cosπ = 1

ดงันนั ∫ 1

0
sinπx · f(2 + cosπx) dx = − 1

π

∫ 1

0
f(2 + cosπx) (−π sinπx dx)

= − 1

π

∫ u(1)

u(0)
f(u) du

= − 1

π

∫ 1

3
f(u) du

=
1

π

∫ 3

1
f(u) du =

1

π
· 10 =

10

π
#

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t2)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่

F (0) =

∫ e0

e−0

arccot(t2)
t

dt = F (x) =

∫ 1

1

arccot(t2)
t

dt = 0 #

พิจารณา

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t2)
t

dt =

∫ 0

e−x

arccot(t2)
t

dt+

∫ ex

0

arccot(t2)
t

dt

= −
∫ e−x

0

arccot(t2)
t

dt+

∫ ex

0

arccot(t2)
t

dt

โดยทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสับทที 1

F ′(x) = −arccot(e−2x)

e−x
· e−x(−1) +

arccot(e2x)
ex

· ex

= arccot(e−2x) + arccot(e2x)
F ′(0) = arccot 1 + arccot 1 =

π

4
+

π

4
=

π

2
#

และจะไดว้า่

F ′′(x) = − 1

1 + (e−2x)2
· e−2x(−2)− 1

1 + (e2x)2
· e2x · 2

=
2e−2x

1 + e−4x
− 2e2x

1 + e4x

F ′′(0) = 1− 1 = 0 #

26



3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 4

2
f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

∫ 1

0
sinπx · f(3 + cosπx) dx

วธีิทาํ ให้ u = 3 + cosπx จะไดว้า่ du = −π sinπx dx และ
u(0) = 3 + cos 0 = 4 และ u(1) = 3 + cosπ = 2

ดงันนั ∫ 1

0
sinπx · f(3 + cosπx) dx = − 1

π

∫ 1

0
f(3 + cosπx) (−π sinπx dx)

= − 1

π

∫ u(1)

u(0)
f(u) du

= − 1

π

∫ 2

4
f(u) du

=
1

π

∫ 4

2
f(u) du =

1

π
· 10 =

10

π
#

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t3)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่

F (0) =

∫ e0

e−0

arctan(t3)
t

dt = F (x) =

∫ 1

1

arctan(t3)
t

dt = 0 #

พิจารณา

F (x) =

∫ ex

e−x

arctan(t3)
t

dt =

∫ 0

e−x

arctan(t3)
t

dt+

∫ ex

0

arctan(t3)
t

dt

= −
∫ e−x

0

arctan(t3)
t

dt+

∫ ex

0

arctan(t3)
t

dt

โดยทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสับทที 1

F ′(x) = −arctan(e−3x)

e−x
· e−x(−1) +

arctan(e3x)
ex

· ex

= arctan(e−3x) + arctan(e3x)

F ′(0) = arctan 1 + arctan 1 =
π

4
+

π

4
=

π

2
#

และจะไดว้า่

F ′′(x) =
1

1 + (e−3x)2
· e−3x(−3) +

1

1 + (e3x)2
· e3x · 3

= − 3e−3x

1 + e−6x
+

3e3x

1 + e6x

F ′′(0) = −3

2
+

3

2
= 0 #
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3. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้
∫ 5

3
f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

∫ 1

0
sinπx · f(4 + cosπx) dx

วธีิทาํ ให้ u = 4 + cosπx จะไดว้า่ du = −π sinπx dx และ
u(0) = 4 + cos 0 = 5 และ u(1) = 4 + cosπ = 3

ดงันนั ∫ 1

0
sinπx · f(4 + cosπx) dx = − 1

π

∫ 1

0
f(4 + cosπx) (−π sinπx dx)

= − 1

π

∫ u(1)

u(0)
f(u) du

= − 1

π

∫ 3

5
f(u) du

=
1

π

∫ 5

3
f(u) du =

1

π
· 10 =

10

π
#

3.2 (5 คะแนน) สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t3)
t

dt

จงหาคา่ของ F (0), F ′(0) และ F ′′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่

F (0) =

∫ e0

e−0

arccot(t3)
t

dt = F (x) =

∫ 1

1

arccot(t3)
t

dt = 0 #

พิจารณา

F (x) =

∫ ex

e−x

arccot(t3)
t

dt =

∫ 0

e−x

arccot(t3)
t

dt+

∫ ex

0

arccot(t3)
t

dt

= −
∫ e−x

0

arccot(t3)
t

dt+

∫ ex

0

arccot(t3)
t

dt

โดยทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสับทที 1

F ′(x) = −arccot(e−3x)

e−x
· e−x(−1) +

arccot(e3x)
ex

· ex

= arccot(e−3x) + arccot(e3x)
F ′(0) = arccot 1 + arccot 1 =

π

4
+

π

4
=

π

2
#

และจะไดว้า่

F ′′(x) = − 1

1 + (e−3x)2
· e−3x(−3)− 1

1 + (e3x)2
· e3x · 3

=
3e−3x

1 + e−6x
− 3e3x

1 + e6x

F ′′(0) =
3

2
− 3

2
= 0 #
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ข้อ 4
4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫

x3 sin(x2) dx

วธีิทาํ ให้ t = x2 จะไดว้า่ dt = 2xdx ฉะนนั∫
x3 sin(x2) dx =

1

2

∫
x2 sin(x2) (2xdx) = 1

2

∫
t sin t dt

ให้ u = t และ dv = sin t dt จะไดว้า่

du = dt และ v = − cos t

ทาํใหไ้ดว้า่ ∫
t sin t dt = −t cos t−

∫
(− cos t) dt

= −t cos t+ sin t+ C

ดงันนั ∫
x3 sin(x2) dx =

1

2
(−t cos t+ sin t) + C

=
1

2
(−x2 cosx2 + sinx2) + C #

4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x3 cos(x2) dx

วธีิทาํ ให้ t = x2 จะไดว้า่ dt = 2xdx ฉะนนั∫
x3 cos(x2) dx =

1

2

∫
x2 cos(x2) (2xdx) = 1

2

∫
t cos t dt

ให้ u = t และ dv = cos t dt จะไดว้า่

du = dt และ v = sin t

ทาํใหไ้ดว้า่ ∫
t cos t dt = t sin t−

∫
sin t dt

= t sin t+ cos t+ C

ดงันนั ∫
x3 cos(x2) dx =

1

2
(t sin t+ cos t) + C

=
1

2
(x2 sinx2 + cosx2) + C #
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4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x5 sin(x3) dx

วธีิทาํ ให้ t = x3 จะไดว้า่ dt = 3x2dx ฉะนนั∫
x5 sin(x3) dx =

1

3

∫
x3 sin(x3) (3x2dx) = 1

3

∫
t sin t dt

ให้ u = t และ dv = sin t dt จะไดว้า่

du = dt และ v = − cos t

ทาํใหไ้ดว้า่ ∫
t sin t dt = −t cos t−

∫
(− cos t) dt

= −t cos t+ sin t+ C

ดงันนั ∫
x5 sin(x3) dx =

1

3
(−t cos t+ sin t) + C

=
1

3
(−x3 cosx3 + sinx3) + C #

4. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
x5 cos(x3) dx

วธีิทาํ ให้ t = x3 จะไดว้า่ dt = 3x2dx ฉะนนั∫
x5 cos(x3) dx =

1

3

∫
x3 cos(x3) (3x2dx) = 1

3

∫
t cos t dt

ให้ u = t และ dv = cos t dt จะไดว้า่

du = dt และ v = sin t

ทาํใหไ้ดว้า่ ∫
t cos t dt = t sin t−

∫
sin t dt

= t sin t+ cos t+ C

ดงันนั ∫
x5 cos(x3) dx =

1

3
(t sin t+ cos t) + C

=
1

3
(x3 sinx3 + cosx3) + C #
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ข้อ 5
5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫

4

16x4 − 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา
4

16x4 − 1
=

4

(4x2 − 1)(4x2 + 1)
=

4

(2x− 1)(2x+ 1)(4x2 + 1)

=
A

2x− 1
+

B

2x+ 1
+

Cx+D

4x2 + 1

4 = A(2x+ 1)(4x2 + 1) +B(2x− 1)(4x2 + 1) + (Cx+D)(2x− 1)(2x+ 1)

x =
1

2
4 = 4A ∴ A = 1

x = −1

2
; 4 = −4B ∴ B = −1

x = 0; 4 = A−B −D = 1− (−1)−D ∴ D = −2

x = 1; 4 = 15A+ 5B + 3(C +D) = 15(1) + 5(−1) + 3C + 3(−2) ∴ C = 0

ดงันนั ∫
4

16x4 − 1
dx =

∫
1

2x− 1
− 1

2x+ 1
− 2

4x2 + 1
dx

=

∫
1

2x− 1
− 1

2x+ 1
− 2

(2x)2 + 1
dx

=
1

2
ln |2x− 1| − 1

2
ln |2x+ 1| − arctan(2x) + C #

5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

81x4 − 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา
4

81x4 − 1
=

4

(9x2 − 1)(9x2 + 1)
=

4

(3x− 1)(3x+ 1)(4x2 + 1)

=
A

3x− 1
+

B

3x+ 1
+

Cx+D

9x2 + 1

4 = A(3x+ 1)(9x2 + 1) +B(3x− 1)(9x2 + 1) + (Cx+D)(3x− 1)(3x+ 1)

x =
1

3
4 = 4A ∴ A = 1

x = −1

3
; 4 = −4B ∴ B = −1

x = 0; 4 = A−B −D = 1− (−1)−D ∴ D = −2

x = 1; 4 = 40A+ 20B + 8(C +D) = 40(1) + 20(−1) + 8C + 8(−2) ∴ C = 0

ดงันนั ∫
4

81x4 − 1
dx =

∫
1

3x− 1
− 1

3x+ 1
− 2

9x2 + 1
dx

=

∫
1

3x− 1
− 1

3x+ 1
− 2

(3x)2 + 1
dx

=
1

3
ln |3x− 1| − 1

3
ln |3x+ 1| − 2

3
arctan(3x) + C #
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5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

1− 16x4
dx

วธีิทาํ พิจารณา
4

1− 16x4
=

4

(1− 4x2)(4x2 + 1)
=

4

(1− 2x)(1 + 2x)(1 + 4x2)

=
A

1− 2x
+

B

1 + 2x
+

Cx+D

1 + 4x2

4 = A(1 + 2x)(1 + 4x2) +B(1− 2x)(1 + 4x2) + (Cx+D)(1− 2x)(1 + 2x)

x =
1

2
4 = 4A ∴ A = 1

x = −1

2
; 4 = 4B ∴ B = 1

x = 0; 4 = A+B +D = 1 + 1 +D ∴ D = 2

x = 1; 4 = 15A− 5B − 3(C +D) = 15(1)− 5(1)− 3C − 3(2) ∴ C = 0

ดงันนั ∫
4

1− 16x4
dx =

∫
1

1− 2x
+

1

1 + 2x
+

2

1 + 4x2
dx

=

∫
1

1− 2x
+

1

1 + 2x
+

2

1 + (2x)2
dx

= −1

2
ln |1− 2x|+ 1

2
ln |1 + 2x|+ arctan(2x) + C #

5. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
4

1− 81x4
dx

วธีิทาํ พิจารณา
4

1− 81x4
=

4

(1− 9x2)(1 + 9x2)
=

4

(1− 3x)(1 + 3x)(1 + 9x2)

=
A

1− 3x
+

B

1 + 3x
+

Cx+D

1 + 9x2

4 = A(1 + 3x)(1 + 9x2) +B(1− 3x)(1 + 9x2) + (Cx+D)(1− 3x)(1 + 3x)

x =
1

3
4 = 4A ∴ A = 1

x = −1

3
; 4 = 4B ∴ B = 1

x = 0; 4 = A+B +D = 1 + 1 +D ∴ D = 2

x = 1; 4 = 40A− 20B − 8(C +D) = 40(1)− 20(1)− 8C − 8(2) ∴ C = 0

ดงันนั ∫
4

1− 81x4
dx =

∫
1

1− 3x
+

1

1 + 3x
+

2

1 + 9x2
dx

=

∫
1

1− 3x
+

1

1 + 3x
+

2

1 + (3x)2
dx

= −1

3
ln |1− 3x|+ 1

3
ln |1 + 3x|+ 2

3
arctan(3x) + C #

32



ข้อ 6
6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

3−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u = (1 +
√
x)

1
3 จะไดว้า่ u3 = 1 +

√
x หรอื√

x = u3 − 1

du =
1

3
(1 +

√
x)−

2
3 · 1

2
√
x
dx =

1

6(1 +
√
x)

2
3
√
x
dx =

1

6u2(u3 − 1)
dx

ฉะนนั dx = 6u2(u3 − 1)du โดยที u(0) = (1 + 0)
1
3 = 1 และ u(49) = (1 + 7)

1
3 = 2 ดงันนั∫ 49

0

3−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx =

∫ u(49)

u(0)

3− (u3 − 1)

u
6u2(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
(4− u3)6u(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
6u(−4 + 5u3 − u6) du

=

∫ 2

1
−24u+ 30u4 − 6u7 du

=

[
−12u2 + 6u5 − 3

4
u8

]2
1

=

[
−12(4) + 6(32)− 3

4
(256)

]
−

[
−12 + 6− 3

4

]
= −165

4
#

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sinx+ cosx)4 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
(sinx+ cosx)4 dx =

∫
[(sinx+ cosx)2]2 dx

=

∫
[sin2 x+ 2 sinx cosx+ cos2 x]2 dx

=

∫
[1 + sin 2x]2 dx

=

∫
1 + 2 sin 2x+ sin2 2x dx

=

∫
1 + 2 sin 2x+

1− cos 4x
2

dx

=

∫
1 + 2 sin 2x+

1

2
− 1

2
cos 4x dx

=

∫
3

2
+ 2 sin 2x− 1

2
cos 4x dx

=
3

2
x− cos 2x− 1

8
sin 4x+ C #
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6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

8−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u = (1 +
√
x)

1
3 จะไดว้า่ u3 = 1 +

√
x หรอื√

x = u3 − 1

du =
1

3
(1 +

√
x)−

2
3 · 1

2
√
x
dx =

1

6(1 +
√
x)

2
3
√
x
dx =

1

6u2(u3 − 1)
dx

ฉะนนั dx = 6u2(u3 − 1)du โดยที u(0) = (1 + 0)
1
3 = 1 และ u(49) = (1 + 7)

1
3 = 2 ดงันนั∫ 49

0

8−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx =

∫ u(49)

u(0)

8− (u3 − 1)

u
6u2(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
(9− u3)6u(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
6u(−9 + 10u3 − u6) du

=

∫ 2

1
−54u+ 60u4 − 6u7 du

=

[
−27u2 + 12u5 − 3

4
u8

]2
1

=

[
−27(4) + 12(32)− 3

4
(256)

]
−

[
−27 + 12− 3

4

]
=

399

4
#

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sinx− cosx)4 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
(sinx− cosx)4 dx =

∫
[(sinx− cosx)2]2 dx

=

∫
[sin2 x− 2 sinx cosx+ cos2 x]2 dx

=

∫
[1− sin 2x]2 dx

=

∫
1− 2 sin 2x+ sin2 2x dx

=

∫
1− 2 sin 2x+

1− cos 4x
2

dx

=

∫
1− 2 sin 2x+

1

2
− 1

2
cos 4x dx

=

∫
3

2
− 2 sin 2x− 1

2
cos 4x dx

=
3

2
x+ cos 2x− 1

8
sin 4x+ C #
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6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

−2−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u = (1 +
√
x)

1
3 จะไดว้า่ u3 = 1 +

√
x หรอื√

x = u3 − 1

du =
1

3
(1 +

√
x)−

2
3 · 1

2
√
x
dx =

1

6(1 +
√
x)

2
3
√
x
dx =

1

6u2(u3 − 1)
dx

ฉะนนั dx = 6u2(u3 − 1)du โดยที u(0) = (1 + 0)
1
3 = 1 และ u(49) = (1 + 7)

1
3 = 2 ดงันนั∫ 49

0

−2−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx =

∫ u(49)

u(0)

−2− (u3 − 1)

u
6u2(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
(−1− u3)6u(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
6u(1− u6) du

=

∫ 2

1
6u− 6u7 du

=

[
3u2 − 3

4
u8

]2
1

=

[
3(4)− 3

4
(256)

]
−

[
3− 3

4

]
= −729

4
#

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sin 2x+ cos 2x)4 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
(sin 2x+ cos 2x)4 dx =

∫
[(sin 2x+ cos 2x)2]2 dx

=

∫
[sin2 2x+ 2 sin 2x cos 2x+ cos2 2x]2 dx

=

∫
[1 + sin 4x]2 dx

=

∫
1 + 2 sin 4x+ sin2 4x dx

=

∫
1 + 2 sin 4x+

1− cos 8x
2

dx

=

∫
1 + 2 sin 4x+

1

2
− 1

2
cos 4x dx

=

∫
3

2
+ 2 sin 4x− 1

2
cos 8x dx

=
3

2
x− 1

2
cos 4x− 1

16
sin 8x+ C #
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6. (15 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (8 คะแนน) จงหาคา่ตอ่ไปนี ∫ 49

0

−7−
√
x

3
√

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u = (1 +
√
x)

1
3 จะไดว้า่ u3 = 1 +

√
x หรอื√

x = u3 − 1

du =
1

3
(1 +

√
x)−

2
3 · 1

2
√
x
dx =

1

6(1 +
√
x)

2
3
√
x
dx =

1

6u2(u3 − 1)
dx

ฉะนนั dx = 6u2(u3 − 1)du โดยที u(0) = (1 + 0)
1
3 = 1 และ u(49) = (1 + 7)

1
3 = 2 ดงันนั∫ 49

0

−7−
√
x

3
√
1 +

√
x
dx =

∫ u(49)

u(0)

−7− (u3 − 1)

u
6u2(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
(−6− u3)6u(u3 − 1) du

=

∫ 2

1
6u(6− 5u3 − u6) du

=

∫ 2

1
36u− 30u4 − 6u7 du

=

[
18u2 − 6u5 − 3

4
u8

]2
1

=

[
18(4)− 6(32)− 3

4
(256)

]
−

[
18− 6− 3

4

]
= −1293

4
#

6.2 (7 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫
(sin 2x− cos 2x)4 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
(sin 2x− cos 2x)4 dx =

∫
[(sin 2x− cos 2x)2]2 dx

=

∫
[sin2 2x− 2 sin 2x cos 2x+ cos2 2x]2 dx

=

∫
[1− sin 4x]2 dx

=

∫
1− 2 sin 4x+ sin2 4x dx

=

∫
1− 2 sin 4x+

1− cos 8x
2

dx

=

∫
1− 2 sin 4x+

1

2
− 1

2
cos 4x dx

=

∫
3

2
− 2 sin 4x− 1

2
cos 8x dx

=
3

2
x+

1

2
cos 4x− 1

16
sin 8x+ C #

36



ข้อ 7
7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √

4x2 + 1

x
dx

วธีิทาํ ให้ 2x = tan θ เมือ θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) นนัคือ sec θ > 0

1

2x
√
4x2 + 1

θ

จะไดว้า่ dx =
1

2
sec2 θ dθ และ sec θ =

√
4x2 + 1 ฉะนนั

∫ √
4x2 + 1

x
dx =

∫ √
tan2 θ + 1
1
2 tan θ

· 1
2

sec2 θ dθ

=

∫ √
sec2 θ

tan θ
· sec2 θ dθ

=

∫ sec θ
tan θ

· sec2 θ dθ

=

∫ sec3 θ
tan θ

dθ

=

∫ sec3 θ
tan θ

· tan θ

tan θ
dθ

=

∫ sec2 θ
tan2 θ

· sec θ tan θ dθ

=

∫ sec2 θ
tan2 θ

d sec θ

=

∫ sec2 θ
sec2 θ − 1

d sec θ

=

∫
(sec2 θ − 1) + 1

sec2 θ − 1
d sec θ

=

∫
1 +

1

sec2 θ − 1
d sec θ

=

∫
1 +

1

(sec θ − 1)(sec θ + 1)
d sec θ

=

∫
1 +

1

2

[
1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1

]
d sec θ

= sec θ + 1

2
ln | sec θ − 1| − 1

2
ln | sec θ + 1|+ C

=
√
4x2 + 1 +

1

2
ln

∣∣∣√4x2 + 1− 1
∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣√4x2 + 1 + 1
∣∣∣+ C #
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7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
9x2 + 1

x
dx

วธีิทาํ ให้ 3x = tan θ เมือ θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) นนัคือ sec θ > 0

1

3x
√
9x2 + 1

θ

จะไดว้า่ dx =
1

3
sec2 θ dθ และ sec θ =

√
9x2 + 1 ฉะนนั

∫ √
9x2 + 1

x
dx =

∫ √
tan2 θ + 1
1
3 tan θ

· 1
3

sec2 θ dθ

=

∫ √
sec2 θ

tan θ
· sec2 θ dθ

=

∫ sec θ
tan θ

· sec2 θ dθ

=

∫ sec3 θ
tan θ

dθ

=

∫ sec3 θ
tan θ

· tan θ

tan θ
dθ

=

∫ sec2 θ
tan2 θ

· sec θ tan θ dθ

=

∫ sec2 θ
tan2 θ

d sec θ

=

∫ sec2 θ
sec2 θ − 1

d sec θ

=

∫
(sec2 θ − 1) + 1

sec2 θ − 1
d sec θ

=

∫
1 +

1

sec2 θ − 1
d sec θ

=

∫
1 +

1

(sec θ − 1)(sec θ + 1)
d sec θ

=

∫
1 +

1

2

[
1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1

]
d sec θ

= sec θ + 1

2
ln | sec θ − 1| − 1

2
ln | sec θ + 1|+ C

=
√
9x2 + 1 +

1

2
ln

∣∣∣√9x2 + 1− 1
∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣√9x2 + 1 + 1
∣∣∣+ C #
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7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
x2 + 4

x
dx

วธีิทาํ ให้ x = 2 tan θ เมือ θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) นนัคือ sec θ > 0

2

x
√
x2 + 4

θ

จะไดว้า่ dx = 2 sec2 θ dθ และ sec θ = 1
2

√
x2 + 4 ฉะนนั∫ √

x2 + 4

x
dx =

∫ √
4 tan2 θ + 4

2 tan θ
· 2 sec2 θ dθ

=

∫ √
4(tan2 θ + 1)

tan θ
· sec2 θ dθ

=

∫ √
4 sec2 θ
tan θ

· sec2 θ dθ

=

∫
2 sec θ
tan θ

· sec2 θ dθ

= 2

∫ sec3 θ
tan θ

dθ

= 2

∫ sec3 θ
tan θ

· tan θ

tan θ
dθ

= 2

∫ sec2 θ
tan2 θ

· sec θ tan θ dθ

= 2

∫ sec2 θ
tan2 θ

d sec θ

= 2

∫ sec2 θ
sec2 θ − 1

d sec θ

= 2

∫
(sec2 θ − 1) + 1

sec2 θ − 1
d sec θ

= 2

∫
1 +

1

sec2 θ − 1
d sec θ

= 2

∫
1 +

1

(sec θ − 1)(sec θ + 1)
d sec θ

= 2

∫
1 +

1

2

[
1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1

]
d sec θ

=

∫
2 +

1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1
d sec θ

= 2 sec θ + ln | sec θ − 1| − ln | sec θ + 1|+ C

=
√

x2 + 4 + ln
∣∣∣∣12√x2 + 4− 1

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣12√x2 + 4 + 1

∣∣∣∣+ C #
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7. (10 คะแนน) จงหาปรพินัธ์ ∫ √
x2 + 9

x
dx

วธีิทาํ ให้ x = 3 tan θ เมือ θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) นนัคือ sec θ > 0

3

x
√
x2 + 9

θ

จะไดว้า่ dx = 3 sec2 θ dθ และ sec θ = 1
3

√
x2 + 9 ฉะนนั∫ √

x2 + 9

x
dx =

∫ √
9 tan2 θ + 9

3 tan θ
· 3 sec2 θ dθ

=

∫ √
9(tan2 θ + 1)

tan θ
· sec2 θ dθ

=

∫ √
9 sec2 θ
tan θ

· sec2 θ dθ

=

∫
3 sec θ
tan θ

· sec2 θ dθ

= 3

∫ sec3 θ
tan θ

dθ

= 3

∫ sec3 θ
tan θ

· tan θ

tan θ
dθ

= 3

∫ sec2 θ
tan2 θ

· sec θ tan θ dθ

= 3

∫ sec2 θ
tan2 θ

d sec θ

= 3

∫ sec2 θ
sec2 θ − 1

d sec θ

= 3

∫
(sec2 θ − 1) + 1

sec2 θ − 1
d sec θ

= 3

∫
1 +

1

sec2 θ − 1
d sec θ

= 3

∫
1 +

1

(sec θ − 1)(sec θ + 1)
d sec θ

= 3

∫
1 +

1

2

[
1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1

]
d sec θ

=

∫
3 +

3

2

[
1

sec θ − 1
− 1

sec θ + 1

]
d sec θ

= 3 sec θ + 3

2
ln | sec θ − 1| − 3

2
ln | sec θ + 1|+ C

=
√

x2 + 9 +
3

2
ln

∣∣∣∣13√x2 + 9− 1

∣∣∣∣− 3

2
ln

∣∣∣∣13√x2 + 9 + 1

∣∣∣∣+ C #
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ข้อ 8
8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 2) และ y = 5x− 8 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ
วธีิทาํ ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยใชว้ธีิเปลือกทรงกระบอก โดยแบง่ออกเป็น 2 สว่นดงักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

y = 5x− 8

y = x(x− 3)2

y = −x(x+ 2)

V1 V2

หา V1 จากกราฟจะได้
h1 = x(x− 3)2 − [−x(x+ 2)] = x(x2 − 6x+ 9) + x2 + 2x = x3 − 5x2 + 11x

และ r1 = x ดงันนั

V1 =

∫ 1

0
2πr1h1 dx =

∫ 1

0
2πx(x3 − 5x2 + 11x) dx

= 2π

∫ 1

0
x4 − 5x3 + 11x2 dx

= 2π

[
1

5
x5 − 5

4
x4 +

11

3
x3

]1
0

= 2π

[
1

5
− 5

4
+

11

3

]
− 0 =

157π

30

หา V2 จากกราฟจะได้
h2 = x(x− 3)2 − (5x− 8) = x(x2 − 6x+ 9)− 5x+ 8 = x3 − 6x2 + 4x+ 8

และ r2 = x ดงันนั

V2 =

∫ 2

1
2πr2h2 dx =

∫ 2

1
2πx(x3 − 6x2 + 4x+ 8) dx = 2π

∫ 2

1
x4 − 6x3 + 4x2 + 8x dx

= 2π

[
1

5
x5 − 3

2
x4 +

4

3
x3 + 4x2

]2
1

= 2π

[
1

5
(32)− 3

2
(16) +

4

3
(8) + 4(4)

]
− 2π

[
1

5
− 3

2
+

4

3
+ 4

]
= 2π

(
136

15
− 121

30

)
=

151π

15

ดงันนั
V = V1 + V2 =

157π

30
+

151π

15
=

153π

10
#
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8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 1) และ y = 4x− 6 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ
วธีิทาํ ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยใชว้ธีิเปลือกทรงกระบอก โดยแบง่ออกเป็น 2 สว่นดงักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

y = 4x− 6

y = x(x− 3)2

y = −x(x+ 1)

V1 V2

หา V1 จากกราฟจะได้
h1 = x(x− 3)2 − [−x(x+ 1)] = x(x2 − 6x+ 9) + x2 + x = x3 − 5x2 + 10x

และ r1 = x ดงันนั

V1 =

∫ 1

0
2πr1h1 dx =

∫ 1

0
2πx(x3 − 5x2 + 10x) dx

= 2π

∫ 1

0
x4 − 5x3 + 10x2 dx

= 2π

[
1

5
x5 − 5

4
x4 +

10

3
x3

]1
0

= 2π

[
1

5
− 5

4
+

10

3

]
− 0 =

137π

30

หา V2 จากกราฟจะได้
h2 = x(x− 3)2 − (4x− 6) = x(x2 − 6x+ 9)− 4x+ 6 = x3 − 6x2 + 5x+ 6

และ r2 = x ดงันนั

V2 =

∫ 2

1
2πr2h2 dx =

∫ 2

1
2πx(x3 − 6x2 + 5x+ 6) dx = 2π

∫ 2

1
x4 − 6x3 + 5x2 + 6x dx

= 2π

[
1

5
x5 − 3

2
x4 +

5

3
x3 + 3x2

]2
1

= 2π

[
1

5
(32)− 3

2
(16) +

5

3
(8) + 3(4)

]
− 2π

[
1

5
− 3

2
+

5

3
+ 3

]
= 2π

(
116

15
− 101

30

)
=

131π

15

ดงันนั

V = V1 + V2 =
137π

30
+

131π

15
=

133π

10
#

42



8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 2) และ 2y = 3x− 9 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ
วธีิทาํ ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยใชว้ธีิเปลือกทรงกระบอก โดยแบง่ออกเป็น 2 สว่นดงักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

2y = 3x− 9

y = x(x− 3)2

y = −x(x+ 2)

V1 V2

หา V1 จากกราฟจะได้
h1 = x(x− 3)2 − [−x(x+ 2)] = x(x2 − 6x+ 9) + x2 + 2x = x3 − 5x2 + 11x

และ r1 = x ดงันนั

V1 =

∫ 1

0
2πr1h1 dx =

∫ 1

0
2πx(x3 − 5x2 + 11x) dx

= 2π

∫ 1

0
x4 − 5x3 + 11x2 dx

= 2π

[
1

5
x5 − 5

4
x4 +

11

3
x3

]1
0

= 2π

[
1

5
− 5

4
+

11

3

]
− 0 =

157π

30

หา V2 จากกราฟจะได้

h2 = x(x− 3)2 −
(
3

2
x− 9

2

)
= x(x2 − 6x+ 9)− 3

2
x+

9

2
= x3 − 6x2 +

15

2
x+

9

2

และ r2 = x ดงันนั

V2 =

∫ 3

1
2πr2h2 dx =

∫ 3

1
2πx

(
x3 − 6x2 +

15

2
x+

9

2

)
dx = 2π

∫ 3

1
x4 − 6x3 +

15

2
x2 +

9

2
x dx

= 2π

[
1

5
x5 − 3

2
x4 +

5

2
x3 +

9

4
x2

]3
1

= 2π

[
1

5
(243)− 3

2
(81) +

5

2
(27) +

9

4
(9)

]
− 2π

[
1

5
− 3

2
+

5

2
+

9

4

]
= 2π

(
297

20
− 69

20

)
=

114π

5

ดงันนั
V = V1 + V2 =

157π

30
+

114π

5
=

841π

30
#
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8. (10 คะแนน) จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย

y = x(x− 3)2 และ y = −x(x+ 1) และ y = x− 3 โดยที x > 0

รอบแกน Y ซงึแสดงไดด้งักราฟ
วธีิทาํ ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยใชว้ธีิเปลือกทรงกระบอก โดยแบง่ออกเป็น 2 สว่นดงักราฟ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

y = x− 3

y = x(x− 3)2

y = −x(x+ 1)

V1 V2

หา V1 จากกราฟจะได้
h1 = x(x− 3)2 − [−x(x+ 1)] = x(x2 − 6x+ 9) + x2 + x = x3 − 5x2 + 10x

และ r1 = x ดงันนั

V1 =

∫ 1

0
2πr1h1 dx =

∫ 1

0
2πx(x3 − 5x2 + 10x) dx

= 2π

∫ 1

0
x4 − 5x3 + 10x2 dx

= 2π

[
1

5
x5 − 5

4
x4 +

10

3
x3

]1
0

= 2π

[
1

5
− 5

4
+

10

3

]
− 0 =

137π

30

หา V2 จากกราฟจะได้
h2 = x(x− 3)2 − (x− 3) = x(x2 − 6x+ 9)− x+ 3 = x3 − 6x2 + 8x+ 3

และ r2 = x ดงันนั

V2 =

∫ 3

1
2πr2h2 dx =

∫ 3

1
2πx(x3 − 6x2 + 8x+ 3) dx = 2π

∫ 3

1
x4 − 6x3 + 8x2 + 3x dx

= 2π

[
1

5
x5 − 3

2
x4 +

8

3
x3 +

3

2
x2

]3
1

= 2π

[
1

5
(243)− 3

2
(81) +

8

3
(27) +

3

2
(9)

]
− 2π

[
1

5
− 3

2
+

8

3
+

3

2

]
= 2π

(
63

5
− 43

15

)
=

292π

15

ดงันนั

V = V1 + V2 =
137π

30
+

292π

15
=

721π

30
#
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ข้อ 9
9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = x2 และ y = x+ 2

พรอ้มวาดกราฟประกอบ
วธีิทาํ แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

y = x+ 2

y = x2

หาจดุตดัระหวา่กราฟ y = x2 และ y = x+ 2 นนัคือ
x2 = x+ 2

x2 − x− 2 = 0

(x− 2)(x+ 1) = 0 และ x = −1, 2

จดุตดัคือ (−1, 1) และ (2, 4)

ดงันนั

A =

∫ 2

−1
(x+ 2)− x2 dx =

[
1

2
x2 + 2x− 1

3
x3

]2
−1

=

[
1

2
(4) + 2(2)− 1

3
(8)

]
−
[
1

2
− 2 +

1

3

]
=

9

2
#

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 4
กบัแกนX เมือ x ≤ −2 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3

วธีิทาํ พิจารณา ∫ −2

−∞

1

x2 + 4
dx = lim

t→−∞

∫ −2

t

1

x2 + 4
dx = lim

t→−∞

∫ −2

t

1

4(x
2

4 + 1)
dx

= lim
t→−∞

1

4

∫ −2

t

1

(x2 )
2 + 1

dx = lim
t→−∞

1

4

[
2 arctan(x

2
)
]−2

t

= lim
t→−∞

1

2
arctan(−1)− 1

2
arctan( t

2
) = −π

8
+

π

4
=

π

8

ดงันนัพืนทีอาณาบรเิวณดงักลา่วมีคา่เทา่กบั π

8
ตารางหนว่ย #

45



9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
y = x2 และ y = −x+ 2

พรอ้มวาดกราฟประกอบ
วธีิทาํ แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

y = −x+ 2

y = x2

หาจดุตดัระหวา่กราฟ y = x2 และ y = x+ 2 นนัคือ
x2 = −x+ 2

x2 + x− 2 = 0

(x+ 2)(x− 1) = 0 และ x = −2, 1

จดุตดัคือ (−2, 4) และ (1, 1)

ดงันนั

A =

∫ 1

−2
(−x+ 2)− x2 dx =

[
−1

2
x2 + 2x− 1

3
x3

]1
−2

=

[
−1

2
+ 2− 1

3

]
−

[
−1

2
(4) + 2(−2)− 1

3
(−8)

]
=

9

2
#

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 4
กบัแกนX เมือ x ≥ 2 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3

วธีิทาํ พิจารณา ∫ ∞

2

1

x2 + 4
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1

x2 + 4
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1

4(x
2

4 + 1)
dx

= lim
t→∞

1

4

∫ t

2

1

(x2 )
2 + 1

dx = lim
t→∞

1

4

[
2 arctan(x

2
)
]t
2

= lim
t→∞

1

2
arctan( t

2
)− 1

2
arctan(1) = π

4
− π

8
=

π

8

ดงันนัพืนทีอาณาบรเิวณดงักลา่วมีคา่เทา่กบั π

8
ตารางหนว่ย #
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9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้

y = 2− x2 และ y = x

พรอ้มวาดกราฟประกอบ
วธีิทาํ แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

0

1

2

3 y = x

y = 2− x2

หาจดุตดัระหวา่กราฟ y = 2− x2 และ y = x นนัคือ
x = 2− x2

x2 + x− 2 = 0

(x+ 2)(x− 1) = 0 และ x = −2, 1

จดุตดัคือ (−2,−2) และ (1, 1)
ดงันนั

A =

∫ 1

−2
(2− x2)− x dx =

[
2x− 1

3
x3 − 1

2
x2

]1
−2

=

[
2− 1

3
− 1

2

]
−

[
−4− 1

3
(−8)− 1

2
(4)

]
=

9

2
#

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 9
กบัแกนX เมือ x ≤ −3 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.05

0.10

0.15

วธีิทาํ พิจารณา ∫ −3

−∞

1

x2 + 9
dx = lim

t→−∞

∫ −3

t

1

x2 + 9
dx = lim

t→−∞

∫ −3

t

1

9(x
2

9 + 1)
dx

= lim
t→−∞

1

9

∫ −3

t

1

(x3 )
2 + 1

dx = lim
t→−∞

1

9

[
3 arctan(x

2
)
]−3

t

= lim
t→−∞

1

3
arctan(−1)− 1

3
arctan( t

3
) = − π

12
+

π

6
=

π

12

ดงันนัพืนทีอาณาบรเิวณดงักลา่วมีคา่เทา่กบั π

12
ตารางหนว่ย #
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9.1 (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
9.1 (5 คะแนน) จงหาพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้

y = 2− x2 และ y = −x

พรอ้มวาดกราฟประกอบ
วธีิทาํ แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

0

1

2

3

y = −x

y = 2− x2

หาจดุตดัระหวา่กราฟ y = 2− x2 และ y = −x นนัคือ
−x = 2− x2

x2 − x− 2 = 0

(x− 2)(x+ 1) = 0 และ x = −1, 2

จดุตดัคือ (−1, 1) และ (2,−2)

ดงันนั

A =

∫ 2

−1
(2− x2)− (−x) dx =

[
2x− 1

3
x3 +

1

2
x2

]2
−1

=

[
2(2)− 1

3
(8) +

1

2
(4)

]
−

[
−2− 1

3
(−1) +

1

2
(1)

]
=

9

2
#

9.2 (5 คะแนน) พืนใตก้ราฟของ y =
1

x2 + 9
กบัแกนX เมือ x ≥ 3 ซงึแสดงดงักราฟ

มีคา่หรอืไมเ่พราะเหตใุด ถา้พืนทีหาคา่ไดจ้งหาคา่ของพืนทีนนั

X

Y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.05

0.10

0.15

วธีิทาํ พิจารณา ∫ ∞

3

1

x2 + 9
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

x2 + 9
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

9(x
2

9 + 1)
dx

= lim
t→∞

1

9

∫ t

3

1

(x3 )
2 + 1

dx = lim
t→∞

1

9

[
3 arctan(x

3
)
]t
3

= lim
t→∞

1

3
arctan( t

3
)− 1

3
arctan(1) = π

6
− π

12
=

π

12

ดงันนัพืนทีอาณาบรเิวณดงักลา่วมีคา่เทา่กบั π

12
ตารางหนว่ย #
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ข้อ 10
10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

1− |x|
dx

วธีิทาํ พิจารณา∫ ∞

−∞

1
3
√

1− |x|
dx =

∫ −2

−∞

1
3
√

1− |x|
dx+

∫ −1

−2

1
3
√

1− |x|
dx+

∫ 0

−1

1
3
√
1− |x|

dx+∫ 1

0

1
3
√

1− |x|
dx+

∫ 2

1

1
3
√

1− |x|
dx+

∫ ∞

2

1
3
√

1− |x|
dx

ให้ f(x) = 1
3
√

1− |x|
=

1
3
√
1− x

= (1− x)−
1
3 เมือ x ∈ [2,∞) จะไดว้า่

∫ ∞

2

1
3
√

1− |x|
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1
3
√

1− |x|
dx = lim

t→∞

∫ t

2
(1− x)−

1
3 dx

= lim
t→∞

[
−3

2
(1− x)

2
3

]t
2

= lim
t→∞

[
−3

2
(1− t)

2
3 +

3

2

]
= −∞

ดงันนั
∫ ∞

−∞

1
3
√

1− |x|
dx ลูอ่อก #

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 2

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

วธีิทาํ ให้ n เป็นจาํนวนนบั
กรณี n = 1 จะไดว้า่∫ 2

0

1
n
√
x
dx =

∫ 2

0

1

x
dx = lim

t→0+

∫ 2

t

1

x
dx = lim

t→0+
[ln |x|]2t = lim

t→0+
ln 2− ln |t| = ∞

กรณี n > 1 จะไดว้า่ n− 1 > 0 และ∫ 2

0

1
n
√
x
dx =

∫ 2

0
x−

1
n dx = lim

t→0+

∫ 2

t
x−

1
n dx = lim

t→0+

[
n

n− 1
x

n−1
n

]2
t

= lim
t→0+

n

n− 1

[
2

n−1
n − t

n−1
n

]
=

n2
n−1
n

n− 1

ดงันนั
∫ 2

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้เมือ n > 1 หรอืกลา่วไดว้า่

∫ 2

0

1
n
√
x
dx =

n2
n−1
n

n− 1
เมือ n > 1
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10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

2− |x|
dx

วธีิทาํ พิจารณา∫ ∞

−∞

1
3
√

2− |x|
dx =

∫ −3

−∞

1
3
√

2− |x|
dx+

∫ −2

−3

1
3
√

2− |x|
dx+

∫ 0

−2

1
3
√
2− |x|

dx+∫ 2

0

1
3
√

2− |x|
dx+

∫ 3

2

1
3
√

2− |x|
dx+

∫ ∞

3

1
3
√

2− |x|
dx

ให้ f(x) = 1
3
√

2− |x|
=

1
3
√
2− x

= (2− x)−
1
3 เมือ x ∈ [3,∞) จะไดว้า่

∫ ∞

3

1
3
√

2− |x|
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1
3
√

2− |x|
dx = lim

t→∞

∫ t

3
(2− x)−

1
3 dx

= lim
t→∞

[
−3

2
(2− x)

2
3

]t
3

= lim
t→∞

[
−3

2
(2− t)

2
3 +

3

2

]
= −∞

ดงันนั
∫ ∞

−∞

1
3
√

2− |x|
dx ลูอ่อก #

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 3

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

วธีิทาํ ให้ n เป็นจาํนวนนบั
กรณี n = 1 จะไดว้า่∫ 3

0

1
n
√
x
dx =

∫ 3

0

1

x
dx = lim

t→0+

∫ 3

t

1

x
dx = lim

t→0+
[ln |x|]3t = lim

t→0+
ln 3− ln |t| = ∞

กรณี n > 1 จะไดว้า่ n− 1 > 0 และ∫ 3

0

1
n
√
x
dx =

∫ 3

0
x−

1
n dx = lim

t→0+

∫ 3

t
x−

1
n dx = lim

t→0+

[
n

n− 1
x

n−1
n

]3
t

= lim
t→0+

n

n− 1

[
3

n−1
n − t

n−1
n

]
=

n3
n−1
n

n− 1

ดงันนั
∫ 3

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้เมือ n > 1 หรอืกลา่วไดว้า่

∫ 3

0

1
n
√
x
dx =

n3
n−1
n

n− 1
เมือ n > 1
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10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 1
dx =

∫ −2

−∞

1
3
√

|x| − 1
dx+

∫ −1

−2

1
3
√

|x| − 1
dx+

∫ 0

−1

1
3
√
|x| − 1

dx+∫ 1

0

1
3
√

|x| − 1
dx+

∫ 2

1

1
3
√

|x| − 1
dx+

∫ ∞

2

1
3
√

|x| − 1
dx

ให้ f(x) = 1
3
√

|x| − 1
=

1
3
√
x− 1

= (x− 1)−
1
3 เมือ x ∈ [2,∞) จะไดว้า่

∫ ∞

2

1
3
√

|x| − 1
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1
3
√

|x| − 1
dx = lim

t→∞

∫ t

2
(x− 1)−

1
3 dx

= lim
t→∞

[
3

2
(x− 1)

2
3

]t
2

= lim
t→∞

[
3

2
(t− 1)

2
3 − 3

2

]
= ∞

ดงันนั
∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 1
dx ลูอ่อก #

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 4

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

วธีิทาํ ให้ n เป็นจาํนวนนบั
กรณี n = 1 จะไดว้า่∫ 4

0

1
n
√
x
dx =

∫ 4

0

1

x
dx = lim

t→0+

∫ 4

t

1

x
dx = lim

t→0+
[ln |x|]4t = lim

t→0+
ln 4− ln |t| = ∞

กรณี n > 1 จะไดว้า่ n− 1 > 0 และ∫ 4

0

1
n
√
x
dx =

∫ 4

0
x−

1
n dx = lim

t→0+

∫ 4

t
x−

1
n dx = lim

t→0+

[
n

n− 1
x

n−1
n

]4
t

= lim
t→0+

n

n− 1

[
4

n−1
n − t

n−1
n

]
=

n4
n−1
n

n− 1

ดงันนั
∫ 4

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้เมือ n > 1 หรอืกลา่วไดว้า่

∫ 4

0

1
n
√
x
dx =

n4
n−1
n

n− 1
เมือ n > 1
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10. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี โดยแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 2
dx

วธีิทาํ พิจารณา∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 2
dx =

∫ −3

−∞

1
3
√

|x| − 2
dx+

∫ −2

−3

1
3
√

|x| − 2
dx+

∫ 0

−2

1
3
√
|x| − 2

dx+∫ 2

0

1
3
√

|x| − 2
dx+

∫ 3

2

1
3
√

|x| − 2
dx+

∫ ∞

3

1
3
√

|x| − 2
dx

ให้ f(x) = 1
3
√

|x| − 2
=

1
3
√
x− 2

= (x− 2)−
1
3 เมือ x ∈ [3,∞) จะไดว้า่

∫ ∞

3

1
3
√

|x| − 2
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1
3
√

|x| − 2
dx = lim

t→∞

∫ t

3
(x− 2)−

1
3 dx

= lim
t→∞

[
3

2
(x− 2)

2
3

]t
3

= lim
t→∞

[
3

2
(2− t)

2
3 − 3

2

]
= ∞

ดงันนั
∫ ∞

−∞

1
3
√

|x| − 2
dx ลูอ่อก #

10.2 (5 คะแนน) จงหาเงือนไขของจาํนวนนับ n ทีทาํให้∫ 5

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้

วธีิทาํ ให้ n เป็นจาํนวนนบั
กรณี n = 1 จะไดว้า่∫ 5

0

1
n
√
x
dx =

∫ 5

0

1

x
dx = lim

t→0+

∫ 5

t

1

x
dx = lim

t→0+
[ln |x|]5t = lim

t→0+
ln 5− ln |t| = ∞

กรณี n > 1 จะไดว้า่ n− 1 > 0 และ∫ 5

0

1
n
√
x
dx =

∫ 5

0
x−

1
n dx = lim

t→0+

∫ 5

t
x−

1
n dx = lim

t→0+

[
n

n− 1
x

n−1
n

]5
t

= lim
t→0+

n

n− 1

[
5

n−1
n − t

n−1
n

]
=

n5
n−1
n

n− 1

ดงันนั
∫ 5

0

1
n
√
x
dx ลูเ่ขา้เมือ n > 1 หรอืกลา่วไดว้า่

∫ 5

0

1
n
√
x
dx =

n5
n−1
n

n− 1
เมือ n > 1

52


