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ข้อ 1
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย
φ(x) = (cosx+ i sin x)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้

H = {h ∈ G : φ(h−2) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย
φ(x) = (cosx− i sinx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้

H = {h ∈ G : φ(h2) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย
φ(x) = −(sinx+ i cosx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้

H = {h ∈ G : φ(h−3) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย
φ(x) = −(sinx− i cosx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้

H = {h ∈ G : φ(h3) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G
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ข้อ 2
2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย
φ(x) = (x2 + x, x3 + x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้K = {e, a, b, c} แลว้ (K, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั K และเป็นกรุปยอ่ย (sub-
group) ของ S4

2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 − x, x3 − 2x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้ V = {e, i, j, k} แลว้ (V, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ e i j k

e e i j k

i i e k j
j j k e i
k k j i e

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั V และเป็นกรุปยอ่ย (sub-
group) ของ S4
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2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 + x, x3 − 2x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้K = {ก, ข, ค, ง} แลว้ (K, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ ก ข ค ง
ก ก ข ค ง
ข ข ก ง ค
ค ค ง ก ข
ง ง ค ข ก

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั K และเป็นกรุปยอ่ย (sub-
group) ของ S4

2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้ φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 − x, x3 + x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้M = {I, A,B,C} เป็นกรุปยอ่ยของ GL2(R) แลว้ โดยที
· I A B C

I I A B C
A A I C B
B B C I A

C C B A I

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั M และเป็นกรุปยอ่ย (sub-
group) ของ S4

4



ข้อ 3
3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ
a⊙ b = axb สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( axb หมายถงึ a · x · b)

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ a4 = a

3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ayb สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( axb หมายถงึ a · y · b)

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ b4 = b

3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ax2b สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( ax2b หมายถงึ a · x · x · b)

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ a3 = a

3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ay2b สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( ay2b หมายถงึ a · y · y · b)

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ b3 = b
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ข้อ 4
4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x 0 y

0 0 0
z 0 w

 : x, y, z, w ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/I)× (R/J) นิยามโดย
φ(r) = (I + r, J + r) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x y z

0 0 w
0 0 t

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/I)× (R/J) นิยามโดย
φ(r) = (r + I, r + J) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x y z
0 w 0
0 t 0

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/J)× (R/I) นิยามโดย
φ(r) = (r + J, r + I) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


0 0 z
x y w

0 0 t

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/J)× (R/I) นิยามโดย
φ(r) = (J + r, I + r) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)
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ข้อ 5
5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) ให้ φ : Z→M22(Z6) นิยามโดย

φ(a) =

[
3a 0
0 a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่

5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้ φ : R → S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง
(ring isomorphism) จงพิสจูนว์า่

ถา้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) ให้ φ : Z→M22(Z6) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0
0 3a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่

5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้ φ : R → S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง
(ring isomorphism) จงพิสจูนว์า่

ถา้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) ให้ φ : Z→M22(Z12) นิยามโดย

φ(a) =

[
4a 0
0 a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่

5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้ φ : R → S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง
(ring isomorphism) จงพิสจูนว์า่

ถา้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) ให้ φ : Z→M22(Z12) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0
0 4a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่

5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้ φ : R → S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง
(ring isomorphism) จงพิสจูนว์า่

ถา้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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ข้อ 6
6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1 จงแสดงวา่
ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ba = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z1600

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ab = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z2500

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ba = 1

6.2 (5 คะแนน)จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z4900

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ab = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z3600
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ข้อ 7
7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ

Z14 × Z5

7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z14 × Z11

7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z15 × Z11

7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z15 × Z7

ข้อ 8
8. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

2 +
√
−3 เป็นสมาชิกทีลดทอนไม่ได้ (irreducible) ใน Z[

√
−3] หรอืไม่

8. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

4 เป็น สมาชิกเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−3] หรอืไม่

8. (10 คะแนน) จงแสดงวา่ Z[√−5] ไมเ่ป็น U.F.D

8. (10 คะแนน) จงแสดงวา่ Z[√−7] ไมเ่ป็น U.F.D
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ข้อ 9
9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx + d ∈ F [x]

จงพิสจูนว์า่

มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) ก็ตอ่เมือ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้

9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx + d ∈ F [x]
จงพิสจูนว์า่

p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้ ก็ตอ่เมือ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x)

9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx + d ∈ F [x]
จงพิสจูนว์า่

ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x) ก็ตอ่เมือ p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้

9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx + d ∈ F [x]
จงพิสจูนว์า่

p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้ ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x)
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ข้อ 10
10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง
(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 + 1̄

10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x− 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง
(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 + 2̄

10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x− 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง
(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 − 1̄

10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x+ 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง
(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 − 2̄

10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x+ 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
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เฉลยข้อสอบปลายภาค Abstract Algebra 2564
1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

1.1 (5 คะแนน) ให้φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย
φ(x) = (cosx+ i sinx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
วธีิทาํ พิจารณา

φ(x) = cos2 x+ 2i cosx sinx+ i2 sin2 x

= (cos2 x− sin2 x) + i(2 sinx cosx)
= cos 2x+ i sin 2x

ให้ x, y ∈ R จะไดว้า่
φ(x+ y) = cos 2(x+ y) + i sin 2(x+ y)

= cos 2x cos 2y − sin 2x sin 2y + i sin 2x cos 2y + i cos 2x sin 2y

= cos 2x(cos 2y + i sin 2y) + i sin 2x(cos 2y + i sin 2y)

= (cos 2x+ i sin 2x)(cos 2y + i sin 2y)

= φ(x)φ(y)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน #
และจะไดว้า่

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 1}
= {x ∈ R : cos 2x+ i sin 2x = 1}
= {x ∈ R : cos 2x = 1 และ sin 2x = 0}

= {x ∈ R : 2x = 2kπ เมือ k ∈ Z}
= {kπ : k ∈ Z}
= ⟨π⟩ #

1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้
H = {h ∈ G : φ(h−2) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G

บทพิสูจน์. สมมติวา่G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
จะเห็นวา่ e ∈ G และ

φ(e−2) = φ(e) = e

นนัคือ e ∈ H ดงันนัH ̸= ∅
ให้ a, b ∈ H จะไดว้า่ φ(a−2) = e และ φ(b−2) = e ฉะนนั

φ((ab−1)−2) = φ(a−2b2) = φ(a−2)φ(b2) = φ(a−2)φ((b−2)−1)

= φ(a−2)(φ(b−2))−1 = ee−1 = e

นนัคือ ab−1 ∈ H ดงันนัH ≤ G
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1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) ให้φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย

φ(x) = (cosx− i sinx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
วธีิทาํ พิจารณา

φ(x) = cos2 x− 2i cosx sinx+ i2 sin2 x

= (cos2 x− sin2 x)− i(2 sinx cosx)
= cos 2x− i sin 2x

ให้ x, y ∈ R จะไดว้า่
φ(x+ y) = cos 2(x+ y)− i sin 2(x+ y)

= cos 2x cos 2y − sin 2x sin 2y − i sin 2x cos 2y − i cos 2x sin 2y

= cos 2x(cos 2y − i sin 2y)− i sin 2x(cos 2y − i sin 2y)

= (cos 2x− i sin 2x)(cos 2y − i sin 2y)

= φ(x)φ(y)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน #
และจะไดว้า่

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 1}
= {x ∈ R : cos 2x− i sin 2x = 1}
= {x ∈ R : cos 2x = 1 และ sin 2x = 0}

= {x ∈ R : 2x = 2kπ เมือ k ∈ Z}
= {kπ : k ∈ Z}
= ⟨π⟩ #

1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้
H = {h ∈ G : φ(h2) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G

บทพิสูจน์. สมมติวา่G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
จะเห็นวา่ e ∈ G และ

φ(e2) = φ(e) = e

นนัคือ e ∈ H ดงันนัH ̸= ∅
ให้ a, b ∈ H จะไดว้า่ φ(a2) = e และ φ(b2) = e ฉะนนั

φ((ab−1)2) = φ(a2b−2) = φ(a2)φ(b−2) = φ(a2)φ((b2)−1)

= φ(a2)(φ(b2))−1 = ee−1 = e

นนัคือ ab−1 ∈ H ดงันนัH ≤ G

15



1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) ให้φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย

φ(x) = −(sinx+ i cosx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
วธีิทาํ พิจารณา

φ(x) = − sin2 x− 2i sinx cosx− i2 cos2 x
= (cos2 x− sin2 x)− i(2 sinx cosx)
= cos 2x− i sin 2x

ให้ x, y ∈ R จะไดว้า่
φ(x+ y) = cos 2(x+ y)− i sin 2(x+ y)

= cos 2x cos 2y − sin 2x sin 2y − i sin 2x cos 2y − i cos 2x sin 2y

= cos 2x(cos 2y − i sin 2y)− i sin 2x(cos 2y − i sin 2y)

= (cos 2x− i sin 2x)(cos 2y − i sin 2y)

= φ(x)φ(y)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน #
และจะไดว้า่

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 1}
= {x ∈ R : cos 2x− i sin 2x = 1}
= {x ∈ R : cos 2x = 1 และ sin 2x = 0}

= {x ∈ R : 2x = 2kπ เมือ k ∈ Z}
= {kπ : k ∈ Z}
= ⟨π⟩ #

1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้
H = {h ∈ G : φ(h−3) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G

บทพิสูจน์. สมมติวา่G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
จะเห็นวา่ e ∈ G และ

φ(e−3) = φ(e) = e

นนัคือ e ∈ H ดงันนัH ̸= ∅
ให้ a, b ∈ H จะไดว้า่ φ(a−3) = e และ φ(b−3) = e ฉะนนั

φ((ab−1)−3) = φ(a−3b3) = φ(a−3)φ(b3) = φ(a−3)φ((b−3)−1)

= φ(a−3)(φ(b−3))−1 = ee−1 = e

นนัคือ ab−1 ∈ H ดงันนัH ≤ G
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1. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
1.1 (5 คะแนน) ให้φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย

φ(x) = −(sinx− i cosx)2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่ และหา Ker(φ)
วธีิทาํ พิจารณา

φ(x) = − sin2 x+ 2i sinx cosx− i2 cos2 x
= (cos2 x− sin2 x) + i(2 sinx cosx)
= cos 2x+ i sin 2x

ให้ x, y ∈ R จะไดว้า่
φ(x+ y) = cos 2(x+ y) + i sin 2(x+ y)

= cos 2x cos 2y − sin 2x sin 2y + i sin 2x cos 2y + i cos 2x sin 2y

= cos 2x(cos 2y + i sin 2y) + i sin 2x(cos 2y + i sin 2y)

= (cos 2x+ i sin 2x)(cos 2y + i sin 2y)

= φ(x)φ(y)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน #
และจะไดว้า่

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 1}
= {x ∈ R : cos 2x+ i sin 2x = 1}
= {x ∈ R : cos 2x = 1 และ sin 2x = 0}

= {x ∈ R : 2x = 2kπ เมือ k ∈ Z}
= {kπ : k ∈ Z}
= ⟨π⟩ #

1.2 (5 คะแนน) ให้G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน กาํหนดให้
H = {h ∈ G : φ(h3) = e}

จงพิสจูนว์า่H เป็นกรุปยอ่ยของ G

บทพิสูจน์. สมมติวา่G เป็นกรุปอาบีเลียนซงึ φ : G→ G เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
จะเห็นวา่ e ∈ G และ

φ(e3) = φ(e) = e

นนัคือ e ∈ H ดงันนัH ̸= ∅
ให้ a, b ∈ H จะไดว้า่ φ(a3) = e และ φ(b3) = e ฉะนนั

φ((ab−1)3) = φ(a3b−3) = φ(a3)φ(b−3) = φ(a3)φ((b3)−1)

= φ(a3)(φ(b3))−1 = ee−1 = e

นนัคือ ab−1 ∈ H ดงันนัH ≤ G
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ข้อ 2
2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย
φ(x) = (x2 + x, x3 + x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่
φ(x+ y) = ((x+ y)2 + (x+ y), (x+ y)3 + (x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 + (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3) + (x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 + (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3) + (x+ y))

= ((x2 + x) + (y2 + y) + 2xy, (x3 + x) + (y3 + y) + 3xy2 + 3xy2)

= ((x2 + x) + (y2 + y) + 0, (x3 + x) + (y3 + y) + 0)

= (x2 + x, x3 + x) + (y2 + y, y3 + y)

= φ(x) + φ(y)

จะเห็นวา่
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = (0̄, 0̄)}

= {x ∈ Z : (x2 + x, x3 + x) = (0̄, 0̄)}
= {x ∈ Z : 2 | (x2 + x) และ 3 | (x3 + x)}
= {x ∈ Z : 3 | x} = 3Z

เนืองจาก φ(0) = (0, 0), φ(1) = (0̄, 2̄) และ φ(2) = (0, 1)

Ran(φ) = {0̄} × Z3

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสนัฐานบททีหนงึ จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นนัคือ
Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้K = {e, a, b, c} แลว้ (K, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบัK และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ สาํหรบั x ∈ K จะไดว้า่
Te(x) = e ∗ x, Ta(x) = a ∗ x, Tb(x) = b ∗ x และ Tc(x) = c ∗ x

ดงันนัH = {Te, Ta, Tb, Tc} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลียน จะเห็นไดช้ดัวา่ (e 7→ 1, a 7→ 2, b 7→ 3, c 7→ 4)

H =

{(
e a b c
e a b c

)
,

(
e a b c
a e c b

)
,

(
e a b c
b c e a

)
,

(
e a b c
c b a e

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
= N

เนืองจากK ∼= H และH ∼= N ดงันนัK ∼= N ซงึN ≤ S4
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2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 − x, x3 − 2x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่
φ(x+ y) = ((x+ y)2 − (x+ y), (x+ y)3 − 2(x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 − (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3)− 2(x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 − (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3)− 2(x+ y))

= ((x2 − x) + (y2 − y) + 2xy, (x3 − 2x) + (y3 − 2y) + 3xy2 + 3xy2)

= ((x2 − x) + (y2 − y) + 0, (x3 − 2x) + (y3 − 2y) + 0)

= (x2 − x, x3 − 2x) + (y2 − 2y, y3 − 2y)

= φ(x) + φ(y)

จะเห็นวา่
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = (0̄, 0̄)}

= {x ∈ Z : (x2 − x, x3 − 2x) = (0̄, 0̄)}
= {x ∈ Z : 2 | (x2 − x) และ 3 | (x3 − 2x)}
= {x ∈ Z : 3 | x} = 3Z

เนืองจาก φ(0) = (0, 0), φ(1) = (0̄, 2̄) และ φ(2) = (0, 1)

Ran(φ) = {0̄} × Z3

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสนัฐานบททีหนงึ จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นนัคือ
Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้ V = {e, i, j, k} แลว้ (V, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ e i j k

e e i j k
i i e k j
j j k e i
k k j i e

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั V และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ สาํหรบั x ∈ V จะไดว้า่
Te(x) = e ∗ x, Ti(x) = i ∗ x, Tj(x) = j ∗ x และ Tk(x) = k ∗ x

ดงันนัH = {Te, Ti, Tj , Tk} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลยีน จะเห็นไดช้ดัวา่ (e 7→ 1, i 7→ 2, j 7→ 3, k 7→ 4)

H =

{(
e i j k
e i j k

)
,

(
e i j k
i e k j

)
,

(
e i j k
j k e i

)
,

(
e i j k
k j i e

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
= N

เนืองจาก V ∼= H และH ∼= N ดงันนั V ∼= N ซงึN ≤ S4
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2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 + x, x3 − 2x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่
φ(x+ y) = ((x+ y)2 + (x+ y), (x+ y)3 − 2(x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 + (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3)− 2(x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 + (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3)− 2(x+ y))

= ((x2 + x) + (y2 + y) + 2xy, (x3 − 2x) + (y3 − 2y) + 3xy2 + 3xy2)

= ((x2 + x) + (y2 + y) + 0, (x3 − 2x) + (y3 − 2y) + 0)

= (x2 + x, x3 − 2x) + (y2 + y, y3 − 2y)

= φ(x) + φ(y)

จะเห็นวา่
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = (0̄, 0̄)}

= {x ∈ Z : (x2 + x, x3 − 2x) = (0̄, 0̄)}
= {x ∈ Z : 2 | (x2 + x) และ 3 | (x3 − 2x)}
= {x ∈ Z : 3 | x} = 3Z

เนืองจาก φ(0) = (0, 0), φ(1) = (0̄, 2̄) และ φ(2) = (0, 1)

Ran(φ) = {0̄} × Z3

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสนัฐานบททีหนงึ จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นนัคือ
Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้K = {ก, ข, ค, ง} แลว้ (K, ∗) เป็นกรุป โดยนิยาม ∗ ดงัตอ่ไปนี
∗ ก ข ค ง
ก ก ข ค ง
ข ข ก ง ค
ค ค ง ก ข
ง ง ค ข ก

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบัK และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ สาํหรบั x ∈ K จะไดว้า่
Tก(x) = ก ∗ x, Tข(x) = ข ∗ x, Tค(x) = ค ∗ x และ Tง(x) = ง ∗ x

ดงันนัH = {Te, Ti, Tj , Tk} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลยีน จะเห็นไดช้ดัวา่ (ก 7→ 1, ข 7→ 2, ค 7→ 3, ง 7→ 4)

H =

{(ก ข ค ง
ก ข ค ง

)
,

(ก ข ค ง
ข ก ง ค

)
,

(ก ข ค ง
ค ง ก ข

)
,

(ก ข ค ง
ง ค ข ก

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
= N

เนืองจากK ∼= H และH ∼= N ดงันนัK ∼= N ซงึN ≤ S4
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2. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
2.1 (5 คะแนน) กาํหนดให้φ : Z→ Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2 − x, x3 + x) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่
φ(x+ y) = ((x+ y)2 − (x+ y), (x+ y)3 + (x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 − (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3) + (x+ y))

= (x2 + 2xy + y2 − (x+ y), (x3 + 3xy2 + 3xy2 + y3) + (x+ y))

= ((x2 − x) + (y2 − y) + 2xy, (x3 + x) + (y3 + y) + 3xy2 + 3xy2)

= ((x2 − x) + (y2 − y) + 0, (x3 + x) + (y3 + y) + 0)

= (x2 − x, x3 − x) + (y2 − y, y3 + y)

= φ(x) + φ(y)

จะเห็นวา่
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = (0̄, 0̄)}

= {x ∈ Z : (x2 − x, x3 + x) = (0̄, 0̄)}
= {x ∈ Z : 2 | (x2 − x) และ 3 | (x3 + x)}
= {x ∈ Z : 3 | x} = 3Z

เนืองจาก φ(0) = (0, 0), φ(1) = (0̄, 2̄) และ φ(2) = (0, 1)

Ran(φ) = {0̄} × Z3

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสนัฐานบททีหนงึ จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นนัคือ
Z/3Z ∼= {0̄} × Z3

2.2 (5 คะแนน) ให้M = {I,A,B,C} เป็นกรุปยอ่ยของGL2(R) แลว้ โดยที
· I A B C

I I A B C
A A I C B
B B C I A
C C B A I

จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบัM และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ สาํหรบัX ∈M จะไดว้า่
TI(X) = IX , TA(X) = AX , TB(X) = BX และ TC(X) = CX

ดงันนัH = {TI , TA, TB, TC} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลยีน จะเห็นไดช้ดัวา่ (I 7→ 1, A 7→ 2, B 7→ 3, C 7→ 4)

H =

{(
I A B C
I A B C

)
,

(
I A B C
A I C B

)
,

(
I A B C
B C I A

)
,

(
I A B C
C B A I

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
= N

เนืองจากM ∼= H และH ∼= N ดงันนัM ∼= N ซงึN ≤ S4
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ข้อ 3
3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ
a⊙ b = axb สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( axb หมายถงึ a · x · b)

บทพิสูจน์. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R

จะเห็นวา่ (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน เพียงพอทีจะแสดงวา่ (R,⊙) เป็นกงึกรุป
ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (bxc) = ax(bxc)

= (axb)xc = (axb)⊙ c

= (a⊙ b)⊙ c

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่

a⊙ (b+ c) = ax(b+ c) = axb+ axc = (a⊙ b) + (a⊙ c)

(b+ c)⊙ a = (b+ c)xa = bxa+ cxa = (b⊙ a) + (c⊙ a)

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการแจกแจง สรุปไดว้า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ a4 = a

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R สมมติวา่ ab = a และ ba = b จะไดว้า่
a2 = aa = (ab)a = a(ba) = a(b) = ab = a

ดงันนั
a4 = a2a2 = aa = a2 = a
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3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ayb สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( axb หมายถงึ a · y · b)

บทพิสูจน์. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R

จะเห็นวา่ (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน เพียงพอทีจะแสดงวา่ (R,⊙) เป็นกงึกรุป
ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (byc) = ay(byc)

= (ayb)yc = (ayb)⊙ c

= (a⊙ b)⊙ c

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่

a⊙ (b+ c) = ay(b+ c) = ayb+ ayc = (a⊙ b) + (a⊙ c)

(b+ c)⊙ a = (b+ c)ya = bya+ cya = (b⊙ a) + (c⊙ a)

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการแจกแจง สรุปไดว้า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ b4 = b

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R สมมติวา่ ab = a และ ba = b จะไดว้า่
b2 = bb = (ba)b = b(ab) = b(a) = ba = b

ดงันนั
b4 = b2b2 = bb = b2 = b
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3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ax2b สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( ax2b หมายถงึ a · x · x · b)

บทพิสูจน์. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ x ∈ R

จะเห็นวา่ (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน เพียงพอทีจะแสดงวา่ (R,⊙) เป็นกงึกรุป
ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (bx2c) = ax2(bx2c)

= (ax2b)x2c = (ax2b)⊙ c

= (a⊙ b)⊙ c

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่

a⊙ (b+ c) = ax2(b+ c) = ax2b+ ax2c = (a⊙ b) + (a⊙ c)

(b+ c)⊙ a = (b+ c)x2a = bx2a+ cx2a = (b⊙ a) + (c⊙ a)

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการแจกแจง สรุปไดว้า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ a3 = a

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R สมมติวา่ ab = a และ ba = b จะไดว้า่
a2 = aa = (ab)a = a(ba) = a(b) = ab = a

ดงันนั
a3 = a2a = (a)a = a2 = a
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3. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
3.1 (5 คะแนน) ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R นิยามการดาํเนินการใหมคื่อ

a⊙ b = ay2b สาํหรบั a, b ∈ R

จงพิสจูนว์า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ ( ay2b หมายถงึ a · y · y · b)

บทพิสูจน์. ให้ (R,+, ·) เป็นรงิ และ y ∈ R

จะเห็นวา่ (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน เพียงพอทีจะแสดงวา่ (R,⊙) เป็นกงึกรุป
ให้ a, b, c ∈ R จะไดว้า่

a⊙ (b⊙ c) = a⊙ (by2c) = ay2(by2c)

= (ay2b)y2c = (ay2b)⊙ c

= (a⊙ b)⊙ c

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่

a⊙ (b+ c) = ay2(b+ c) = ay2b+ ay2c = (a⊙ b) + (a⊙ c)

(b+ c)⊙ a = (b+ c)y2a = by2a+ cy2a = (b⊙ a) + (c⊙ a)

ดงันนั ⊙ มีสมบตัิการแจกแจง สรุปไดว้า่ (R,+,⊙) เป็นรงิ

3.2 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิ และ a, b ∈ R จงแสดงวา่
ถา้ ab = a และ ba = b แลว้ b3 = b

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R สมมติวา่ ab = a และ ba = b จะไดว้า่
b2 = bb = (ba)b = b(ab) = b(a) = ba = b

ดงันนั
b3 = b2b = (b)b = b2 = b
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ข้อ 4
4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x 0 y
0 0 0
z 0 w

 : x, y, z, w ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
x 0 y
0 0 0
z 0 w

 และ
a 0 b
0 0 0
c 0 d

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่

x 0 y
0 0 0
z 0 w

+

a 0 b
0 0 0
c 0 d

 =

x+ a 0 y + b
0 0 0

z + c 0 w + d

 ∈ I

x 0 y
0 0 0
z 0 w

a 0 b
0 0 0
c 0 d

 =

xa+ yc 0 xb+ yd
0 0 0

za+ wc 0 zb+ wd

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของM33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 0 1
0 0 0
1 0 1

 =

2 0 2
2 0 2
2 0 2

 /∈ I

1 0 1
0 0 0
1 0 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

2 2 2
0 0 0
2 2 2

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ยM33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของM33(R)

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/I)× (R/J) นิยามโดย
φ(r) = (I + r, J + r) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่
φ(a+ b) = (I + (a+ b), J + (a+ b))

= ((I + a) + (I + b), (J + a) + (J + b))

= (I + a, J + a) + (I + b, J + b)

= φ(a) + φ(b)

φ(ab) = (I + (ab), J + (ab))

= ((I + a)(I + b), (J + a)(J + b))

= (I + a, J + a)(I + b, J + b)

= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x y z
0 0 w
0 0 t

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
x y z
0 0 w
0 0 t

 และ
a b c
0 0 d
0 0 e

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่

x y z
0 0 w
0 0 t

+

a b c
0 0 d
0 0 e

 =

x+ a y + b z + c
0 0 w + d
0 0 t+ e

 ∈ I

x y z
0 0 w
0 0 t

a b c
0 0 d
0 0 e

 =

xa xb xc+ yd+ ze
0 0 we
0 0 te

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของM33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
0 0 1
0 0 1

 =

1 1 3
1 1 3
1 1 3

 /∈ I

1 1 1
0 0 1
0 0 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

3 3 3
1 1 1
1 1 1

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ยM33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของM33(R)

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/I)× (R/J) นิยามโดย
φ(r) = (r + I, r + J) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่
φ(a+ b) = ((a+ b) + I, (a+ b) + J)

= ((a+ I) + (b+ I), (a+ J) + (b+ J))

= (a+ I, a+ J) + (b+ I, b+ J)

= φ(a) + φ(b)

φ(ab) = ((ab) + I, (ab) + J)

= ((a+ I)(b+ I), (a+ J)(b+ J))

= (a+ I, a+ J)(b+ I, b+ J)

= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


x y z
0 w 0
0 t 0

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
x y z
0 w 0
0 t 0

 และ
a b c
0 d 0
0 e 0

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่

x y z
0 w 0
0 t 0

+

a b c
0 d 0
0 e 0

 =

x+ a y + b z + c
0 w + d 0
0 t+ e 0

 ∈ I

x y z
0 w 0
0 t 0

a b c
0 d 0
0 e 0

 =

xa xb+ yd+ ze xc
0 wd 0
0 te 0

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของM33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
0 1 0
0 1 0

 =

1 3 1
1 3 1
1 3 1

 /∈ I

1 1 1
0 1 0
0 1 0

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

3 3 3
1 1 1
1 1 1

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ยM33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของM33(R)

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/J)× (R/I) นิยามโดย
φ(r) = (r + J, r + I) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่
φ(a+ b) = ((a+ b) + J, (a+ b) + I)

= ((a+ J) + (b+ J), (a+ I) + (b+ I))

= (a+ J, a+ I) + (b+ J, b+ I)

= φ(a) + φ(b)

φ(ab) = ((ab) + J, (ab) + I)

= ((a+ J)(b+ J), (a+ I)(b+ I))

= (a+ J, a+ I)(b+ J, b+ I)

= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
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4. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
4.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

I =


0 0 z
x y w
0 0 t

 : x, y, z, w, t ∈ R


เป็น ริงย่อย (subring) และ/หรอื ไอดลี (ideal) ของM33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
0 0 z
x y w
0 0 t

 และ
0 0 c
a b d
0 0 e

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่

0 0 z
x y w
0 0 t

+

0 0 c
a b d
0 0 e

 =

 0 0 z + c
x+ a y + b w + d
0 0 t+ e

 ∈ I

0 0 z
x y w
0 0 t

0 0 c
a b d
0 0 e

 =

 0 0 ze
ya yb xc+ yd+ we
0 0 te

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของM33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

0 0 1
1 1 1
0 0 1

 =

1 1 3
1 1 3
1 1 3

 /∈ I

0 0 1
1 1 1
0 0 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

1 1 1
3 3 3
1 1 1

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ยM33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของM33(R)

4.2 (5 คะแนน) ให้ I และ J เป็นไอดีลของรงิ R และ φ : R→ (R/J)× (R/I) นิยามโดย
φ(r) = (J + r, I + r) เมือ r ∈ R

จงแสดงวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism)

บทพิสูจน์. ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่
φ(a+ b) = (J + (a+ b), I + (a+ b))

= ((J + a) + (J + b), (I + a) + (I + b))

= (J + a, I + a) + (J + b, I + b)

= φ(a) + φ(b)

φ(ab) = (J + (ab), I + (ab))

= ((J + a)(J + b), (I + a)(I + b))

= (J + a, I + a)(J + b, I + b)

= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
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ข้อ 5
5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

5.1 (5 คะแนน) ให้φ : Z→M22(Z6) นิยามโดย

φ(a) =

[
3a 0
0 a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z จะไดว้า่

φ(a+ b) =

[
3(a+ b) 0

0 a+ b

]
=

[
3a+ 3b 0

0 a+ b

]
=

[
3a+ 3b 0

0 a+ b

]
=

[
3a 0
0 a

]
+

[
3b 0

0 b

]
= φ(a) + φ(b)

φ(ab) =

[
3(ab) 0

0 ab

]
=

[
9ab 0

0 ab

]
เนืองจาก 3̄ = 9̄ ใน Z6

=

[
3a · 3b 0

0 a · b

]
=

[
3a 0
0 a

] [
3b 0

0 b

]
= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้φ : R→ S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง (ring isomorphism)

จงพิสจูนว์า่
ถา้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็

บทพิสูจน์. ให้ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิ จะไดว้า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ แบบ 1-1 และทวั
ถงึ
สมมติวา่ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ให้ a, b ∈ S จะไดว้า่มี x, y ∈ R ซงึ φ(x) = a และ φ(y) = b

สมมติวา่ ab = 0S ฉะนนั
0S = ab = φ(x)φ(y) = φ(xy)

นนัคือ xy ∈ Ker(φ) เนืองจาก φ เป็นฟังกช์นั 1-1 จะไดว้า่ Ker(φ) = {0R} หรอื xy = 0R

และเนืองจาก R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ฉะนนั x = 0R หรอื y = 0R สรุปไดว้า่
a = φ(x) = φ(0R) = 0S หรอื b = φ(y) = φ(0R) = 0S

นนัคือ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) ให้φ : Z→M22(Z6) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0
0 3a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z จะไดว้า่

φ(a+ b) =

[
a+ b 0

0 3(a+ b)

]
=

[
a+ b 0

0 3a+ 3b

]
=

[
a+ b 0

0 3a+ 3b

]
=

[
a 0
0 3a

]
+

[
b 0

0 3b

]
= φ(a) + φ(b)

φ(ab) =

[
ab 0

0 3(ab)

]
=

[
ab 0

0 9ab

]
เนืองจาก 3̄ = 9̄ ใน Z6

=

[
a · b 0

0 3a · 3b

]
=

[
a 0
0 3a

] [
b 0

0 3b

]
= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้φ : R→ S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง (ring isomorphism) จงพิสจูน์

วา่
ถา้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็

บทพิสูจน์. ให้ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิ จะไดว้า่ φ และ φ−1 เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ แบบ
1-1 และทวัถงึ
สมมติวา่ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่มี φ(a), φ(b) ∈ S

สมมติวา่ ab = 0R ฉะนนั
φ(a)φ(b) = φ(ab) = φ(0R) = 0S

เนืองจาก S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ฉะนนั φ(a) = 0S หรอื φ(b) = 0S

นนัคือ a ∈ Ker(φ) หรอื b ∈ Ker(φ) เนืองจาก φ เป็นฟังกช์นั 1-1 จะไดว้า่ Ker(φ) = {0R} ฉะนนั
a = 0R หรอื b = 0R

นนัคือ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) ให้φ : Z→M22(Z12) นิยามโดย

φ(a) =

[
4a 0
0 a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z จะไดว้า่

φ(a+ b) =

[
4(a+ b) 0

0 a+ b

]
=

[
4a+ 4b 0

0 a+ b

]
=

[
4a+ 4b 0

0 a+ b

]
=

[
4a 0
0 a

]
+

[
4b 0

0 b

]
= φ(a) + φ(b)

φ(ab) =

[
4(ab) 0

0 ab

]
=

[
16ab 0

0 ab

]
เนืองจาก 4̄ = 16 ใน Z12

=

[
4a · 4b 0

0 a · b

]
=

[
4a 0
0 a

] [
4b 0

0 b

]
= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้φ : R→ S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง (ring isomorphism) จงพิสจูน์

วา่
ถา้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็

บทพิสูจน์. ให้ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิ จะไดว้า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ แบบ 1-1 และทวั
ถงึ
สมมติวา่ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ให้ a, b ∈ S จะไดว้า่มี x, y ∈ R ซงึ φ(x) = a และ φ(y) = b

สมมติวา่ ab = 0S ฉะนนั
0S = ab = φ(x)φ(y) = φ(xy)

นนัคือ xy ∈ Ker(φ) เนืองจาก φ เป็นฟังกช์นั 1-1 จะไดว้า่ Ker(φ) = {0R} หรอื xy = 0R

และเนืองจาก R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ฉะนนั x = 0R หรอื y = 0R สรุปไดว้า่
a = φ(x) = φ(0R) = 0S หรอื b = φ(y) = φ(0R) = 0S

นนัคือ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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5. (15 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
5.1 (5 คะแนน) ให้φ : Z→M22(Z12) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0
0 4a

]
จงตรวจสอบวา่ φ เป็น ฟังกชั์นสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z จะไดว้า่

φ(a+ b) =

[
a+ b 0

0 4(a+ b)

]
=

[
a+ b 0

0 4a+ 4b

]
=

[
a+ b 0

0 4a+ 4b

]
=

[
a 0
0 4a

]
+

[
b 0

0 4b

]
= φ(a) + φ(b)

φ(ab) =

[
ab 0

0 4(ab)

]
=

[
ab 0

0 16ab

]
เนืองจาก 4̄ = 16 ใน Z12

=

[
a · b 0

0 4a · 4b

]
=

[
a 0
0 4a

] [
b 0

0 4b

]
= φ(a)φ(b)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
5.2 (10 คะแนน) ให้R และ S เป็นรงิ กาํหนดให้φ : R→ S เป็นฟังกชั์นสมสัณฐานของริง (ring isomorphism) จงพิสจูน์

วา่
ถา้ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ แลว้ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็

บทพิสูจน์. ให้ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสมสณัฐานของรงิ จะไดว้า่ φ และ φ−1 เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ แบบ
1-1 และทวัถงึ
สมมติวา่ S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ให้ a, b ∈ R จะไดว้า่มี φ(a), φ(b) ∈ S

สมมติวา่ ab = 0R ฉะนนั
φ(a)φ(b) = φ(ab) = φ(0R) = 0S

เนืองจาก S เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ ฉะนนั φ(a) = 0S หรอื φ(b) = 0S

นนัคือ a ∈ Ker(φ) หรอื b ∈ Ker(φ) เนืองจาก φ เป็นฟังกช์นั 1-1 จะไดว้า่ Ker(φ) = {0R} ฉะนนั
a = 0R หรอื b = 0R

นนัคือ R เป็นโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
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ข้อ 6
6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1 จงแสดงวา่
ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ba = 1

บทพิสูจน์. ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1
สมมติวา่ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ จะไดว้า่

a(ba− 1) = a(ba)− a = (ab)a− a = 1a− a = a− a = 0

ถา้ ba− 1 ̸= 0 จะขดัแยง้กบั a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ ดงันนั ba− 1 = 0 หรอื ba = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ทงัหมดของ Z1600

วธีิทาํ พิจารณา 1600 = 16 · 100 = 24 · 22 · 52 = 26 · 52 จะไดว้า่
τ(1600) = τ(26 · 52) = (6 + 1)(2 + 1) = 21

ดงันนั Z1600 มีไอดีสทงัหมด 21 ไอดีล
และไอดีลเฉพาะมี 2 ไอดีล คือ ⟨2̄⟩ และ ⟨5̄⟩ ดงันนั

จาํนวนไอดีลทงัหมดทีไมใ่ช่ไอดีลเฉพาะเทา่กบั 21− 2 = 19 #

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ab = 1

บทพิสูจน์. ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1
สมมติวา่ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ จะไดว้า่

(ab− 1)a = (ab)a− a = a(ba)− a = a1− a = a− a = 0

ถา้ ab− 1 ̸= 0 จะขดัแยง้กบั a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ ดงันนั ab− 1 = 0 หรอื ab = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z2500

วธีิทาํ พิจารณา 2500 = 25 · 100 = 52 · 22 · 52 = 22 · 54 จะไดว้า่
τ(2500) = τ(22 · 54) = (2 + 1)(4 + 1) = 15

ดงันนั Z2500 มีไอดีสทงัหมด 15 ไอดีล
และไอดีลเฉพาะมี 2 ไอดีล คือ ⟨2̄⟩ และ ⟨5̄⟩ ดงันนั

จาํนวนไอดีลทงัหมดทีไมใ่ช่ไอดีลเฉพาะเทา่กบั 15− 2 = 13 #
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6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ba = 1

บทพิสูจน์. ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ab = 1
สมมติวา่ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ จะไดว้า่

a(ba− 1) = a(ba)− a = (ab)a− a = 1a− a = a− a = 0

ถา้ ba− 1 ̸= 0 จะขดัแยง้กบั a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ ดงันนั ba− 1 = 0 หรอื ba = 1

6.2 (5 คะแนน)จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z4900

วธีิทาํ พิจารณา 4900 = 49 · 100 = 72 · 22 · 52 = 22 · 52 · 72 จะไดว้า่
τ(4900) = τ(22 · 52 · 72) = (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1) = 27

ดงันนั Z4900 มีไอดีสทงัหมด 27 ไอดีล
และไอดีลเฉพาะมี 3 ไอดีล คือ ⟨2̄⟩, ⟨5̄⟩และ ⟨7̄⟩ ดงันนั

จาํนวนไอดีลทงัหมดทีไมใ่ช่ไอดีลเฉพาะเทา่กบั 27− 3 = 24 #

6. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
6.1 (5 คะแนน) ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1 จงแสดงวา่

ถา้ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ แลว้ ab = 1

บทพิสูจน์. ให้R เป็นรงิซงึมี 1 ̸= 0 และ a, b ∈ R ซงึ ba = 1
สมมติวา่ a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ จะไดว้า่

(ab− 1)a = (ab)a− a = a(ba)− a = a1− a = a− a = 0

ถา้ ab− 1 ̸= 0 จะขดัแยง้กบั a ไมเ่ป็นตวัหารศนูย์ ดงันนั ab− 1 = 0 หรอื ab = 1

6.2 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนไอดีลทงัหมดที ไม่ใช่ไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ของ Z3600

วธีิทาํ พิจารณา 3600 = 36 · 100 = 4 · 9 · 22 · 52 = 24 · 32 · 52 จะไดว้า่
τ(3600) = τ(24 · 32 · 52) = (4 + 1)(2 + 1)(2 + 1) = 45

ดงันนั Z3600 มีไอดีสทงัหมด 45 ไอดีล
และไอดีลเฉพาะมี 3 ไอดีล คือ ⟨2̄⟩, ⟨3̄⟩ และ ⟨5̄⟩ ดงันนั

จาํนวนไอดีลทงัหมดทีไมใ่ช่ไอดีลเฉพาะเทา่กบั 45− 3 = 42 #
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ข้อ 7
7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ

Z14 × Z5

วธีิทาํ จะเห็นวา่
ไอดีลทงัหมดของ Z14 คือ ⟨0̄⟩, ⟨2̄⟩, ⟨7̄⟩ และ Z14

ไอดีลทงัหมดของ Z5 คือ ⟨0̄⟩ และ Z5

ดงันนัไอดีลทงัหมดของ Z14 × Z5 คือ
⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z5 ⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨2̄⟩ × Z5

⟨7̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨7̄⟩ × Z5 Z14 × ⟨0̄⟩ Z14 × Z5

เขียนเลตทิซโดยไมมี่ไอดีส Z14 × Z5 ไดด้งัรูป

⟨2̄⟩ × Z5

⟨0̄⟩ × Z5

Z14 × ⟨0̄⟩
⟨7̄⟩ × Z5

⟨7̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z14 × ⟨0̄⟩, ⟨7̄⟩ × Z5 และ ⟨2̄⟩ × Z5 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z14 × Z5

7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z14 × Z11

วธีิทาํ จะเห็นวา่
ไอดีลทงัหมดของ Z14 คือ ⟨0̄⟩, ⟨2̄⟩, ⟨7̄⟩ และ Z14

ไอดีลทงัหมดของ Z11 คือ ⟨0̄⟩ และ Z11

ดงันนัไอดีลทงัหมดของ Z14 × Z11 คือ
⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z11 ⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨2̄⟩ × Z11

⟨7̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨7̄⟩ × Z11 Z14 × ⟨0̄⟩ Z14 × Z11

เขียนเลตทิซโดยไมมี่ไอดีส Z14 × Z11 ไดด้งัรูป

⟨2̄⟩ × Z11

⟨0̄⟩ × Z11

Z14 × ⟨0̄⟩
⟨7̄⟩ × Z11

⟨7̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨2̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z14 × ⟨0̄⟩, ⟨7̄⟩ × Z11 และ ⟨2̄⟩ × Z11 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z14 × Z11
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7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z15 × Z11

วธีิทาํ จะเห็นวา่
ไอดีลทงัหมดของ Z15 คือ ⟨0̄⟩, ⟨3̄⟩, ⟨5̄⟩ และ Z15

ไอดีลทงัหมดของ Z11 คือ ⟨0̄⟩ และ Z11

ดงันนัไอดีลทงัหมดของ Z15 × Z11 คือ
⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z11 ⟨3̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨3̄⟩ × Z11

⟨5̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨5̄⟩ × Z11 Z15 × ⟨0̄⟩ Z15 × Z11

เขียนเลตทิซโดยไมมี่ไอดีส Z15 × Z11 ไดด้งัรูป

⟨3̄⟩ × Z11

⟨0̄⟩ × Z11

Z15 × ⟨0̄⟩
⟨5̄⟩ × Z11

⟨5̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨3̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z15 × ⟨0̄⟩, ⟨5̄⟩ × Z11 และ ⟨3̄⟩ × Z11 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z15 × Z11

7. (10 คะแนน) จงหาไอดลีใหญ่สุด (maximal ideal) โดยการเขียนแลตทิซของ
Z15 × Z7

วธีิทาํ จะเห็นวา่
ไอดีลทงัหมดของ Z15 คือ ⟨0̄⟩, ⟨3̄⟩, ⟨5̄⟩ และ Z15

ไอดีลทงัหมดของ Z7 คือ ⟨0̄⟩ และ Z7

ดงันนัไอดีลทงัหมดของ Z15 × Z7 คือ
⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z7 ⟨3̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨3̄⟩ × Z7

⟨5̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨5̄⟩ × Z7 Z15 × ⟨0̄⟩ Z15 × Z7

เขียนเลตทิซโดยไมมี่ไอดีส Z15 × Z7 ไดด้งัรูป

⟨3̄⟩ × Z7

⟨0̄⟩ × Z7

Z15 × ⟨0̄⟩
⟨5̄⟩ × Z7

⟨5̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨3̄⟩ × ⟨0̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩

จากแผนภาพจะไดว้า่ Z15 × ⟨0̄⟩, ⟨5̄⟩ × Z7 และ ⟨3̄⟩ × Z7 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z15 × Z7
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ข้อ 8
8. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

2 +
√
−3 เป็นสมาชิกทีลดทอนไม่ได้ (irreducible) ใน Z[

√
−3] หรอืไม่

วธีิทาํ ให้ a, b, c, d ∈ Z โดยที 2 +
√
−3 = (a+ b

√
−3)(c+ d

√
−3) จะไดว้า่

(ac+ 3bd) + (ad+ bc)
√
−3 = 2 +

√
−3

ดงันนั ac+ 3bd = 2 และ ad+ bc = 1 แลว้
(a− b

√
−3)(c− d

√
−3) = (ac+ 3bd)− (bc+ ad)

√
−3 = 2−

√
−3

ฉะนนั
(a2 + 3b2)(c2 + 3d2) = (a+ b

√
−3)(c+ d

√
−3)(a− b

√
−3)(c− d

√
−3)

= (2 +
√
−3)(2−

√
−3)

= 7 = 1 · 7

เนืองจาก a2 + 3b2 และ c2 + 3d2 เป็นจาํนวนเตม็บวก พิจารณาเพียง 2 กรณีดงันี
กรณี 1. a2 + 3b2 = 1 และ c2 + 3d2 = 7 จะได้ a+ b

√
−3 เป็นหน่วย

กรณี 2. a2 + 3b2 = 7 และ c2 + 3d2 = 1 จะไดว้า่ c+ d
√
−3 เป็นหน่วย

สรุปไดว้า่ 2 +√−3 ลดทอนไมไ่ดใ้น Z[
√
−3]

8. (10 คะแนน) จงตรวจสอบวา่

4 เป็น สมาชิกเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−3] หรอืไม่

วธีิทาํ จะเห็นวา่
4 · 1 = 4 = (1 +

√
−3)(1−

√
−3)

จะไดว้า่ 4 | (1 +√−3)(1−√−3)
สมมติวา่ 4 | (1 +√−3) จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซงึ

4(x+ y
√
−3) = 1 +

√
−3

4x+ 4y
√
−3 = 1 +

√
−3

ทาํใหไ้ดว้า่ 4x = 1 ซงึเป็นไปไมไ่ดเ้พราะวา่ x ∈ Z ดงันนั 4 - (1 +
√
−3)

ในทาํนองเดียวกนั 4 - (1−
√
−3)

สรุปไดว้า่ 4 ไมเ่ป็นสมาชิกเฉพาะของ Z[√−3]
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8. (10 คะแนน) จงแสดงวา่ Z[√−5] ไมเ่ป็น U.F.D

วธีิทาํ จะเห็นวา่ 6 เขียนเป็นผลคณูได้ 2 แบบ
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5)

จะแสดงวา่ ไมมี่หนว่ย u1, u2 ใน Z[
√
−5] ทีทาํให้ 2 = u1(1 +

√
−5) และ 2 = u2(1−

√
−5)

สมมติวา่ x+ y
√
−5 เป็นหน่วยใน Z[

√
−5] ซงึ 2 = (x+ y

√
−5)(1 +

√
−5)

2 = (x− 5y) + (x+ y)
√
−5

นนัคือ 2 = x− 5y และ x+ y = 0 หรอื y = −x จะไดว้า่

2 = x− 5(−x) = 6x หรอื 1 = 3x เป็นไปไมไ่ด้ เนืองจาก x เป็นจาํนวนเตม็

ในทาํนองเดียวกนั ไมมี่ u2 ใน Z[
√
−5] ทีทาํให้ 2 = u2(1−

√
−5)

ดงันนั Z[
√
−5] ไมเ่ป็น U.F.D.

8. (10 คะแนน) จงแสดงวา่ Z[√−7] ไมเ่ป็น U.F.D
วธีิทาํ จะเห็นวา่ 8 เขียนเป็นผลคณูได้ 2 แบบ

8 = 2 · 4 = (1 +
√
−7)(1−

√
−7)

จะแสดงวา่ ไมมี่หนว่ย u1, u2 ใน Z[
√
−7] ทีทาํให้ 2 = u1(1 +

√
−7) และ 2 = u2(1−

√
−7)

สมมติวา่ x+ y
√
−7 เป็นหน่วยใน Z[

√
−7] ซงึ 2 = (x+ y

√
−7)(1 +

√
−7)

2 = (x− 7y) + (x+ y)
√
−7

นนัคือ 2 = x− 7y และ x+ y = 0 หรอื y = −x จะไดว้า่

2 = x− 7(−x) = 8x หรอื 1 = 4x เป็นไปไมไ่ด้ เนืองจาก x เป็นจาํนวนเตม็

ในทาํนองเดียวกนั ไมมี่ u2 ใน Z[
√
−7] ทีทาํให้ 2 = u2(1−

√
−7)

ดงันนั Z[
√
−7] ไมเ่ป็น U.F.D.
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ข้อ 9
9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x] จงพิสจูนว์า่

มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) ก็ตอ่เมือ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x]

(→) สมมติ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) จะไดว้า่ มี q(x) ∈ F (x) ซงึ
p(x) = (x− α)q(x)

เนืองจาก p(x) มีระดบัขนัเป็น 3 และ x− α มีระดบัขนัเป็น 1 (ไมเ่ป็นหน่วย) ดงันนั q(x) มีระดบัขนัเป็น 2
ฉะนนั q(x) ไมเ่ป็นหน่วย สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้
(←) สมมติวา่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้ มี f(x), g(x) ∈ F (x) ซงึ

p(x) = f(x)g(x)

โดยที f(x) และ g(x) ไมเ่ป็นหนว่ย นนัคือ deg f(x) ̸= 0 และ deg g(x) ̸= 0 เนืองจาก
deg f(x) + deg g(x) = deg f(x)g(x) = deg p(x) = 3

โดยไมเ่สียนยัทวัไป จะไดว้า่ deg f(x) = 1 และ deg g(x) = 2

เนืองจาก p(x) เป็นพหนุามโมนิก มี α ∈ F ซงึ f(x) = x− α นนัคือ (x− α) | p(x)

9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x] จงพิสจูนว์า่

p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้ ก็ตอ่เมือ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x)

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x]

(→) สมมติวา่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้ มี f(x), g(x) ∈ F (x) ซงึ
p(x) = f(x)g(x)

โดยที f(x) และ g(x) ไมเ่ป็นหนว่ย นนัคือ deg f(x) ̸= 0 และ deg g(x) ̸= 0 เนืองจาก
deg f(x) + deg g(x) = deg f(x)g(x) = deg p(x) = 3

โดยไมเ่สียนยัทวัไป จะไดว้า่ deg f(x) = 1 และ deg g(x) = 2

เนืองจาก p(x) เป็นพหนุามโมนิก มี α ∈ F ซงึ f(x) = x− α นนัคือ (x− α) | p(x)
(←) สมมติ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) จะไดว้า่ มี q(x) ∈ F (x) ซงึ

p(x) = (x− α)q(x)

เนืองจาก p(x) มีระดบัขนัเป็น 3 และ x− α มีระดบัขนัเป็น 1 (ไมเ่ป็นหน่วย) ดงันนั q(x) มีระดบัขนัเป็น 2
ฉะนนั q(x) ไมเ่ป็นหน่วย สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้
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9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x] จงพิสจูนว์า่

ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x) ก็ตอ่เมือ p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x]

(→) สมมติวา่ ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x)
ให้ f(x) และ g(x) เป็นสมาชิกใน F (x) ซงึ

p(x) = f(x)g(x)

จะไดว้า่ deg f(x) + deg g(x) = deg f(x)g(x) = deg p(x) = 3 จะไดว้า่

deg f(x) = 3 และ deg g(x) = 0 ดงันนั g(x) = d ∈ F − {0} เป็นหนว่ย
หรอื

deg f(x) = 0 และ deg g(x) = 3 ดงันนั f(x) = d ∈ F − {0} เป็นหนว่ย
ถา้ deg f(x) = 1 และ deg g(x) = 2

เนืองจาก p(x) เป็นพหนุามโมนิก จะไดว้า่ f(x) = x− β นนัคือ (x− β) | p(x) ขดัแยง้กบัสมมติฐาน
ในทาํนองเดียวกนั ถา้ deg f(x) = 2 และ deg g(x) = 1 จะเกิดขอ้ขดัแยง้กบัสมมติฐาน
สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้
(←) พิสจูนโ์ดยวิธีแยง้สลบัที สมมติ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) จะไดว้า่ มี q(x) ∈ F (x) ซงึ

p(x) = (x− α)q(x)

เนืองจาก p(x) มีระดบัขนัเป็น 3 และ x− α มีระดบัขนัเป็น 1 (ไมเ่ป็นหน่วย) ดงันนั q(x) มีระดบัขนัเป็น 2
ฉะนนั q(x) ไมเ่ป็นหน่วย สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้

9. (10 คะแนน) ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x] จงพิสจูนว์า่

p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้ ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x)

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นฟิลด์ และ a, b, c, d ∈ F โดยที p(x) = x3 + bx2 + cx+ d ∈ F [x]

(→) พิสจูนโ์ดยวิธีแยง้สลบัที สมมติ มี α ∈ F ซงึ (x− α) | p(x) จะไดว้า่ มี q(x) ∈ F (x) ซงึ
p(x) = (x− α)q(x)

เนืองจาก p(x) มีระดบัขนัเป็น 3 และ x− α มีระดบัขนัเป็น 1 (ไมเ่ป็นหน่วย) ดงันนั q(x) มีระดบัขนัเป็น 2
ฉะนนั q(x) ไมเ่ป็นหน่วย สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนได้
(←) สมมติวา่ ทกุ ๆ α ∈ F ซงึ (x− α) - p(x)
ให้ f(x) และ g(x) เป็นสมาชิกใน F (x) ซงึ

p(x) = f(x)g(x)

จะไดว้า่ deg f(x) + deg g(x) = deg f(x)g(x) = deg p(x) = 3 จะไดว้า่

deg f(x) = 3 และ deg g(x) = 0 ดงันนั g(x) = d ∈ F − {0} เป็นหนว่ย
หรอื

deg f(x) = 0 และ deg g(x) = 3 ดงันนั f(x) = d ∈ F − {0} เป็นหนว่ย
ถา้ deg f(x) = 1 และ deg g(x) = 2

เนืองจาก p(x) เป็นพหนุามโมนิก จะไดว้า่ f(x) = x− β นนัคือ (x− β) | p(x) ขดัแยง้กบัสมมติฐาน
ในทาํนองเดียวกนั ถา้ deg f(x) = 2 และ deg g(x) = 1 จะเกิดขอ้ขดัแยง้กบัสมมติฐาน
สรุปไดว้า่ p(x) เป็นพหนุามลดทอนไมไ่ด้
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ข้อ 10
10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด

10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง
(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 + 1̄

วธีิทาํ พิจารณา
(x2 + x+ a)2(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 1̄

(x4 + x2 + a2 + 2̄x3 + 2̄ax2 + 2̄ax)(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 1̄

(x4 + 2̄x3 + (2̄a+ 1̄)x2 + 2̄ax+ a2)(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 1̄

จะเห็นวา่
· x4 2̄x3 (2̄a+ 1̄)x2 2̄ax a2

x2 x6 2̄x5 (2̄a+ 1̄)x4 2̄ax3 a2x2

x x5 2̄x4 (2̄a+ 1̄)x3 2̄ax2 a2x

a ax4 2̄ax3 (2̄a2 + a)x2 2̄a2x a3

ผลคณูเทา่กบั x6 + 3̄x5 + (3̄a+ 3̄)x4 + (6̄a+ 1̄)x3 + (3̄a2 + 3̄)x2 + 3̄a2x+ a3 = x6 + x3 + a3

ฉะนนั
x6 + x3 + a3 = x6 + x3 + 1̄

จะไดว้า่ a3 = 1̄ ดงันนั a = 1̄ #
10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/

⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x− 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z3 ซงึ

(ax+ b+
⟨
x2 + 1̄

⟩
)(2̄x− 1̄

⟨
x2 + 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(ax+ b)(2̄x− 1̄) +

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄ax2 − ax+ 2̄bx− b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄a(x2 + 1̄)− 2̄a− ax+ 2̄bx− b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(2̄b− a)x− 2̄a− b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
จะไดว้า่ 2̄b− a = 0̄ และ −2̄a− b = 1̄ จะได้

(2̄b− a) + (−2̄a− b) = 0̄ + 1̄

b̄− 3̄a = 1̄

b̄− 0̄ = 1̄

b = 1̄

และ
a = 2̄b

a = 2̄(1̄) = 2̄

ดงันนั
2̄x+ 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩ เป็นตกัผกผนัของ 2̄x− 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩ ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩
#
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10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง

(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 + 2̄

วธีิทาํ พิจารณา
(x2 + x+ a)2(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 2̄

(x4 + x2 + a2 + 2̄x3 + 2̄ax2 + 2̄ax)(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 2̄

(x4 + 2̄x3 + (2̄a+ 1̄)x2 + 2̄ax+ a2)(x2 + x+ a) = x6 + x3 + 2̄

จะเห็นวา่
· x4 2̄x3 (2̄a+ 1̄)x2 2̄ax a2

x2 x6 2̄x5 (2̄a+ 1̄)x4 2̄ax3 a2x2

x x5 2̄x4 (2̄a+ 1̄)x3 2̄ax2 a2x

a ax4 2̄ax3 (2̄a2 + a)x2 2̄a2x a3

ผลคณูเทา่กบั x6 + 3̄x5 + (3̄a+ 3̄)x4 + (6̄a+ 1̄)x3 + (3̄a2 + 3̄)x2 + 3̄a2x+ a3 = x6 + x3 + a3

ฉะนนั
x6 + x3 + a3 = x6 + x3 + 2̄

จะไดว้า่ a3 = 2̄ ดงันนั a = 2̄ #
10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/

⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x− 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z3 ซงึ

(ax+ b+
⟨
x2 + 1̄

⟩
)(2̄x− 2̄

⟨
x2 + 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(ax+ b)(2̄x− 2̄) +

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄ax2 − 2̄ax+ 2̄bx− 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄a(x2 + 1̄)− 2̄a− 2̄ax+ 2̄bx− 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(2̄b− 2̄a)x− 2̄a− 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
จะไดว้า่ 2̄b− 2̄a = 0̄ และ −2̄a− 2̄b = 1̄ จะได้

(2̄b− 2̄a) + (−2̄a− 2̄b) = 0̄ + 1̄

−4̄a = 1̄

a = 2̄

และ
2̄b = 2̄a = 4̄

b = 2̄

ดงันนั
2̄x+ 2̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩ เป็นตกัผกผนัของ 2̄x− 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩ ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩
#
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10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง

(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 − 1̄

วธีิทาํ พิจารณา
(x2 + x+ a)2(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 1̄

(x4 + x2 + a2 + 2̄x3 + 2̄ax2 + 2̄ax)(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 1̄

(x4 + 2̄x3 + (2̄a+ 1̄)x2 + 2̄ax+ a2)(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 1̄

จะเห็นวา่
· x4 2̄x3 (2̄a+ 1̄)x2 2̄ax a2

x2 x6 2̄x5 (2̄a+ 1̄)x4 2̄ax3 a2x2

x x5 2̄x4 (2̄a+ 1̄)x3 2̄ax2 a2x

a ax4 2̄ax3 (2̄a2 + a)x2 2̄a2x a3

ผลคณูเทา่กบั x6 + 3̄x5 + (3̄a+ 3̄)x4 + (6̄a+ 1̄)x3 + (3̄a2 + 3̄)x2 + 3̄a2x+ a3 = x6 + x3 + a3

ฉะนนั
x6 + x3 + a3 = x6 + x3 − 1̄

จะไดว้า่ a3 = −1̄ ดงันนั a = 2̄ #
10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/

⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x+ 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z3 ซงึ

(ax+ b+
⟨
x2 + 1̄

⟩
)(2̄x+ 2̄

⟨
x2 + 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(ax+ b)(2̄x+ 2̄) +

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄ax2 + 2̄ax+ 2̄bx+ 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄a(x2 + 1̄)− 2̄a+ 2̄ax+ 2̄bx+ 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(2̄b+ 2̄a)x− 2̄a+ 2̄b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
จะไดว้า่ 2̄b+ 2̄a = 0̄ และ −2̄a+ 2̄b = 1̄ จะได้

(2̄b+ 2̄a) + (−2̄a+ 2̄b) = 0̄ + 1̄

4̄b = 1̄

b = 1̄

และ
2̄a = −2̄b = −2̄(1̄) = −2̄
a = 2̄

ดงันนั
2̄x+ 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩ เป็นตกัผกผนัของ 2̄x+ 2̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩ ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩
#
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10. (10 คะแนน) จงแสดงวิธีทาํโดยละเอียด
10.1 (5 คะแนน) ใน Z3[x] จงหา a ∈ Z3 ทีสอดคลอ้ง

(x2 + x+ a)3 = x6 + x3 − 2̄

วธีิทาํ พิจารณา
(x2 + x+ a)2(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 2̄

(x4 + x2 + a2 + 2̄x3 + 2̄ax2 + 2̄ax)(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 2̄

(x4 + 2̄x3 + (2̄a+ 1̄)x2 + 2̄ax+ a2)(x2 + x+ a) = x6 + x3 − 2̄

จะเห็นวา่
· x4 2̄x3 (2̄a+ 1̄)x2 2̄ax a2

x2 x6 2̄x5 (2̄a+ 1̄)x4 2̄ax3 a2x2

x x5 2̄x4 (2̄a+ 1̄)x3 2̄ax2 a2x

a ax4 2̄ax3 (2̄a2 + a)x2 2̄a2x a3

ผลคณูเทา่กบั x6 + 3̄x5 + (3̄a+ 3̄)x4 + (6̄a+ 1̄)x3 + (3̄a2 + 3̄)x2 + 3̄a2x+ a3 = x6 + x3 + a3

ฉะนนั
x6 + x3 + a3 = x6 + x3 − 2̄

จะไดว้า่ a3 = −2̄ ดงันนั a = 1̄ #
10.2 (5 คะแนน) ใน Z3[x]/

⟨
x2 + 1̄

⟩ จงหาตัวผกผันการคูณของ 2̄x+ 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩
วธีิทาํ ให้ a, b ∈ Z3 ซงึ

(ax+ b+
⟨
x2 + 1̄

⟩
)(2̄x+ 1̄

⟨
x2 + 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(ax+ b)(2̄x+ 1̄) +

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄ax2 + ax+ 2̄bx+ b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
2̄a(x2 + 1̄)− 2̄a+ ax+ 2̄bx+ b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
(2̄b+ a)x− 2̄a+ b+

⟨
x2 + 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩
จะไดว้า่ 2̄b+ a = 0̄ และ −2̄a+ b = 1̄ จะได้

(2̄b+ a) + (−2̄a+ b) = 0̄ + 1̄

3̄b− a = 1̄

0̄− a = 1̄

a = 2̄

และ
2̄b = −a = −2̄
b = 2̄

ดงันนั
2̄x+ 2̄ +

⟨
x2 + 1̄

⟩ เป็นตกัผกผนัของ 2̄x+ 1̄ +
⟨
x2 + 1̄

⟩ ใน Z3[x]/
⟨
x2 + 1̄

⟩
#
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