
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวชิาคณติศาสตร

ขอสอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ป การศกึษา 2565
รหัสวชิา ช ือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พีชคณตินามธรรม เวลา 09:00 - 12:00 105 คะแนน

วันจันทร ที ่ 7 พศจกิายน 2565 30%

ชือ่-สกลุ................................................... รหัสนักศกึษา........................... หมูเรยีน...........

คำชี้ แจง/ขอตกลง
1. ขอสอบมีท้ังหมด 12 หนา จำนวน 10 ขอ
2. เขียนรหัสนักศกึษา และหมูเรยีนดวยตัวบรรจงลงในขอสอบทกุหนา
3. หามใช เครือ่งคำนวณ และอปุกรณสือ่สารทกุชนดิในขณะสอบ
4. ไมอนญุาตใหนำเอกสารการเรยีน ตำราเรยีนทกุชนดิเขาหองสอบ
5. หาม นำขอสอบออกจากหองสอบโดยเด็ดขาด
6. หากมีการทจุรติในการสอบ จะไดรับการลงโทษตามระเบียบของมหาวทิยาลัย

ขาพเจาจะปฏบัิตติามขอตกลงอยางเครงครัด
ลงชือ่ผูเขาสอบ

........................................
อาจารย ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ขอที่ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 รวม
คะแนน

หนา 1 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

1. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้ โดยไมตองแสดงวธิทีำ (ขอละ 1 คะแนน)

1.1 ให φ : (R∗, ·) → (R,+) เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
ถา φ(4) = 6 แลว φ(2) มีคาเทาใด

1.2 ให φ : G → Z5 × Zn เปนฟงกชันสมสัณฐาน (isomorphism)
ถา |G| = 20 แลว n มีคาเทาใด

1.3 จงหา k ทีท่ำใหกรปุผลหาร (quotient group) Z/ ⟨k⟩ มีสมาชกิ 10 ตัว

1.4 รงิยอย (subring) ท้ังหมดของ Z250 มีจำนวนเทาใด

1.5 จงหาจำนวน ตัวหารศนูย (zero divisor) ท้ังหมดของ Z600

1.6 ถา a+ b
√
−2 เปน หนวย(unit) ใน Z[

√
−2] แลว b มีคาเทาใด

1.7 จงยกตัวอยาง ⟨p⟩ ทีเ่ปนไอดสีใหญสดุ (maximal ideal) ของ Z ซึง่ 50 < p < 60

1.8 จงหาจำนวน ไอดลีเฉพาะ (prime ideal) ท้ังหมดของ Z400

1.9 พหนุาม ระดับข้ัน (degree) 3 ใน Z5[x] มีกีตั่ว

1.10 Z2[x]/ ⟨x5 + cx+ 1̄⟩ เปน ฟ ลด (field) อันดับเทาใด

หนา 2 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

ขอ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธิทีำโดยละเอยีด
2. (10 คะแนน) ให φ : (Z,+) → (M22(Z2),+) นยิามโดย

φ(a) =

[
a2 0̄
0̄ ā

]

2.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนวา φ เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism)

2.2 (5 คะแนน) กำหนดให [0] =
[
0̄ 0̄
0̄ 0̄

]
และ I =

[
1̄ 0̄
0̄ 1̄

]
จงแสดงวา

Z/2Z ∼= {[0], I}

โดยใช ทฤษฎบีทฟงกชันสมสัณฐานบททีห่นึง่ (The first isomorphism theorem)

หนา 3 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

3. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

3.1 (5 คะแนน) ให G1 และ G2 เปนกรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
ให H เปนกรปุยอยของ G2 ถา

K = {x ∈ G1 : φ(x) ∈ H}

จงพิสจูนวา K เปนกรปุยอย (subgroup) ของ G1

3.2 (5 คะแนน) จงหากรปุเรยีงสับเปลีย่นทีส่มสัณฐาน (isomorphic) กับ Z2 ×Z2 และเปนกรปุยอย (subgroup)
ของ S4 โดยใชทฤษฎบีทของเคย เลย (Cayley’s Theorem)

หนา 4 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

4. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
4.1 (5 คะแนน) ให (a, b), (c, d) ∈ R2 นยิามการดำเนนิการ

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac+ 5bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา (R2,+, ·) มีสมบัตกิารแจกแจง (distributive law) หรอืไม

4.2 (5 คะแนน) ให R เปนรงิ ถา
x2 = x ทกุ ๆ x ∈ R

จงพิสจูนวา R เปนรงิสลับที่ (commutative ring)
ขอเสนอแนะ : พิจารณา (x+ y)2 = (x+ y)

หนา 5 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

5. (11 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
5.1 (6 คะแนน) จงตรวจสอบวา

I =


0 0 x
0 0 y
0 0 z

 : x, y, z ∈ Z


เปน รงิยอย (subring) และ/หรอื ไอดลีขวา (right ideal) และ/หรอื ไอดลีซาย (left ideal) ของM33(Z)
หรอืไม

5.2 (5 คะแนน) ให φ : Z → Z10 เปนฟงกชันสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism) โดยที่
φ(2) = 2̄ และ φ(3) = 8̄

จงหา φ(11)

หนา 6 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

6. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

6.1 (6 คะแนน) ให p และ p+ 2 เปนจำนวนเฉพาะ โดยที่
Zp × Zp+2 มีตัวหารศนูย 22 ตัว

จงหา ตัวหารศนูย (zero divisor) ของ Zp+4

6.2 (4 คะแนน) ให X และ Y เปนไอดลีของรงิ R กำหนดให
X + Y = {x+ y : x ∈ X และ y ∈ Y }

จงแสดงวา X + Y เปน ไอดลี (ideal) ของ R

หนา 7 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

7. (14 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

7.1 (7 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญสดุ (maximal ideal) ของ Z3 × Z16 พรอมเขียนแลตทซิ

หนา 8 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

7.2 (7 คะแนน) จงแสดงวา 3 +
√
−12 ลดทอนไมได (irreducible) ใน Z[

√
−12]

หนา 9 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

8. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
8.1 (5 คะแนน) ใน Z5[x] กำหนดให a, b, c ∈ Z5 และ

(ax+ b)3 = 3̄x3 + 2̄x2 + x+ c

จงหา a, b, c ทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

8.2 (5 คะแนน) ให F เปนฟ ลด ให a, b ∈ F สมมตวิา
t2 + at+ b ̸= 0 ทกุ ๆ t ∈ F

จงพิสจูนวา p(x) = x2 + ax+ b ลดทอนไมได (irreducible) ใน F [x]

หนา 10 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

9. (10 คะแนน) ให p(x) = x2 + cx+ 1̄ และ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปนฟ ลด

9.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z5 ทีท่ำให Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปนฟ ลดอันดับ 25

9.2 (5 คะแนน) ใช p(x) จาก 9.1 หาตัวผกผันการคณูของ
x+ 2̄ + ⟨p(x)⟩ ใน Z5[x]/ ⟨p(x)⟩

หนา 11 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

10. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

10.1 (5 คะแนน) จงยกตัวอยางสมาชกิทีไ่มเป น สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−10]

10.2 (5 คะแนน) คณุคดิวากอนเรยีนและหลังเรยีนวชิาพีชคณตินามธรรม แตกตางหรอืเหมือนกันอยางไร

หนา 12 จาก 12
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มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวชิาคณติศาสตร

เฉลยขอสอบปลายภาคเรยีนที่ 1 ป การศกึษา 2565
รหัสวชิา ช ือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พีชคณตินามธรรม เวลา 09:00 - 12:00 105 คะแนน

วันจันทร ที ่ 7 พฤศจกิายน 2565 30%

โดย ผูช วยศาสตราจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

1. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้ โดยไมตองแสดงวธิทีำ (ขอละ 1 คะแนน)

1.1 ให φ : (R∗, ·) → (R,+) เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism) 3
ถา φ(4) = 6 แลว φ(2) มีคาเทาใด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 6 = φ(4) = φ(2 · 2) = φ(2) + φ(2) ดังน้ัน φ(2) = 3

1.2 ให φ : G → Z5 × Zn เปนฟงกชันสมสัณฐาน (isomorphism) 4
ถา |G| = 20 แลว n มีคาเทาใด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 20 = |G| = |Z5 × Zn| = 5n ดังน้ัน n = 4

1.3 จงหา k ทีท่ำให กรปุผลหาร (quotient group) Z/ ⟨k⟩ มีสมาชกิ 10 ตัว -10 หรอื 10
แนวคำตอบ เนือ่งจาก ⟨k⟩ = kZ ดังน้ัน |Z/ ⟨k⟩ | = |k| = 10 ฉะน้ัน k = ±10

1.4 รงิยอย (subring) ท้ังหมดของ Z250 มีจำนวนเทาใด 8
แนวคำตอบ เนือ่งจากรงิยอยของ Z250 คอืกรปุยอยของ (Z250,+)

ดังน้ันจำนวนรงิยอยท้ังหมดเทากับจำนวนตัวหารของ 250 = 2 · 53 เทากับ (1 + 1)(3 + 1) = 8

1.5 จงหาจำนวน ตัวหารศนูย (zero divisor) ท้ังหมดของ Z600 439
แนวคำตอบ จำนวนตัวหารศนูยของ Z600 เทากับ

(600− 1)− ϕ(600) = 599− ϕ(23 · 3 · 52)
= 599− (23 − 22)(3− 1)(52 − 5)

= 599− 4(2)(20)

= 599− 160 = 439

1.6 ถา a+ b
√
−2 เปนหนวย(unit) ใน Z[

√
−2] แลว b มีคาเทาใด 0

แนวคำตอบ เนือ่งจาก a+ b
√
−2 เปนหนวยใน Z[

√
−2] ก็ตอเมือ่ a2 + 2b2 = 1

ซึง่ a, b ∈ Z ดังน้ัน b = 0 และ a = ±1 เทาน้ัน
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1.7 จงยกตัวอยาง ⟨p⟩ ทีเ่ปนไอดสีใหญสดุ (maximal ideal) ของ Z ซึง่ 50 < p < 60 ⟨53⟩ หรอื ⟨59⟩

แนวคำตอบ จะไดวา p เปนจำนวนเฉพาะซึง่ 50 < p < 60 ดังน้ัน p = 53, 59

1.8 จงหาจำนวน ไอดลีเฉพาะ (prime ideal) ท้ังหมดของ Z400 2
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 400 = 24 · 52 ดังน้ัน ⟨2⟩ และ ⟨5⟩ เปนไอดสีเฉพาะ นัน่คอืมี 2 ไอดลี

1.9 พหนุาม ระดับข้ัน (degree) 3 ใน Z5[x] มีกีตั่ว 500
แนวคำตอบ พหนุามระดับข้ัน 3 คอื ax3 + bx2 + cx+ d เมือ่ a, b, c, d ∈ Z5 โดยที่ a ̸= 0̄ เปนไปได

4× 5× 5× 5 = 500 แบบ
1.10 Z2[x]/

⟨
x5 + cx+ 1̄

⟩ เปน ฟ ลด (field) อันดับเทาใด 32
แนวคำตอบ Z2[x]/

⟨
x5 + cx+ 1̄

⟩ เปนฟ ลดอันดับ 25 = 32

ขอ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธิทีำโดยละเอยีด
2. (10 คะแนน) ให φ : (Z,+) → (M22(Z2),+) นยิามโดย

φ(a) =

[
a2 0̄
0̄ ā

]

2.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนวา φ เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
แนวคำตอบ ให a, b ∈ Z จะไดวา

φ(a+ b) =

[
(a+ b)2 0̄

0̄ a+ b

]
=

[
a2 + 2ab+ b2 0̄

0̄ a+ b

]
=

[
a2 + 2ab+ b2 0̄

0̄ a+ b

]
=

[
a2 + 0 + b2 0̄

0̄ a+ b

]
=

[
a2 + b2 0̄

0̄ a+ b

]
=

[
a2 0̄
0̄ a

]
+

[
b2 0̄

0̄ b

]
= φ(a) + φ(b)

ดังน้ัน φ เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน

2.2 (5 คะแนน) กำหนดให [0] =
[
0̄ 0̄
0̄ 0̄

]
และ I =

[
1̄ 0̄
0̄ 1̄

]
จงแสดงวา

Z/2Z ∼= {[0], I}

โดยใช ทฤษฎบีทฟงกชันสมสัณฐานบททีห่นึง่ (The first isomorphism theorem)
แนวคำตอบ พิจารณา

Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = [0]}

=

{
x ∈ Z :

[
x2 0̄
0̄ x̄

]
=

[
0 0̄
0̄ 0̄

]}
= {x ∈ Z : x2 = 0 และ x = 0}
= {x ∈ Z : 2 | x} = 2Z

เนือ่งจาก a เปนจำนวนคูแลว ā = a2 = 0̄ และ a เปนจำนวนคี่ แลว ā = a2 = 1̄ ดังน้ัน

Ran(φ) =
{[

0̄ 0̄
0̄ 0̄

]
,

[
1̄ 0̄
0̄ 1̄

]}
= {[0], I}

โดยทฤษฎบีทฟงกชันสมสัณฐานบททีห่นึง่ จะไดวา Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นัน่คอื

Z/2Z ∼= {[0], I}
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3. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

3.1 (5 คะแนน) ให G1 และ G2 เปนกรปุ โดยที่ φ : G1 → G2 เปนฟงกชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism)
ให H เปนกรปุยอยของ G2 ถา

K = {x ∈ G1 : φ(x) ∈ H}

จงพิสจูนวา K เปนกรปุยอย (subgroup) ของ G1

แนวคำตอบ เนือ่งจาก e1 ∈ G1, e2 ∈ H และ φ(e1) = e2 ดังน้ัน e1 ∈ K

ให a, b ∈ K จะไดวา φ(a), φ(b) ∈ H เนือ่งจาก H เปนกรปุยอยของ G2 ฉะน้ัน

φ(a)(φ(b))−1 ∈ H

พิจารณา

φ(ab−1) = φ(a)φ(b−1) = φ(a)(φ(b))−1 ∈ H

ดังน้ัน ab−1 ∈ K สรปุไดวา K เปนกรปุยอยของ G1

3.2 (5 คะแนน) จงหากรปุเรยีงสับเปลีย่นทีส่มสัณฐาน (isomorphic) กับ Z2 × Z2 และเปนกรปุยอย (subgroup) ของ S4

โดยใชทฤษฎบีทของเคย เลย (Cayley’s Theorem)
แนวคำตอบ พิจารณาฟงกชัน Ta : Z2 × Z2 → Z2 × Z2 เมือ่ a ∈ Z2 × Z2 = {(0̄, 0̄), (0̄, 1̄), (1̄, 0̄), (1̄, 1̄)}
จะไดวา

T(0̄,0̄)(x) = (0̄, 0̄) + x −→
(
(0̄, 0̄) (0̄, 1̄) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄)
(0̄, 0̄) (0̄, 1̄) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄)

)
T(0̄,1̄)(x) = (0̄, 1̄) + x −→

(
(0̄, 0̄) (0̄, 1̄) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄)
(0̄, 1̄) (0̄, 0̄) (1̄, 1̄) (1̄, 0̄)

)
T(1̄,0̄)(x) = (1̄, 0̄) + x −→

(
(0̄, 0̄) (0̄, 1̄) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄)
(1̄, 0̄) (1̄, 1̄) (0̄, 0̄) (0̄, 1̄)

)
T(1̄,1̄)(x) = (0̄, 0̄) + x −→

(
(0̄, 0̄) (0̄, 1̄) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄)
(1̄, 1̄) (1̄, 0̄) (0̄, 1̄) (0̄, 0̄)

)
ดังน้ันโดยทฤษฎบีทของเคย เลย H = {T(0̄,0̄), T(0̄,1̄), T(1̄,0̄), T(1̄,1̄)} ∼= N เมือ่ N ≤ S4 โดย

(0̄, 0̄) 7→ 1 (0̄, 1̄) 7→ 2 (1̄, 0̄) 7→ 3 และ (1̄, 1̄) 7→ 4

ดังน้ัน
N =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
เนือ่งจาก Z2 × Z2

∼= H และ H ∼= N ดังน้ัน Z2 × Z2
∼= N ซึง่ N ≤ S4
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4. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

4.1 (5 คะแนน) ให (a, b), (c, d) ∈ R2 นยิามการดำเนนิการ

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac+ 5bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา (R2,+, ·) มีสมบัตกิารแจกแจง (distributive law) หรอืไม
แนวคำตอบ ให (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R2 จะไดวา

(a, b) · [(c, d) + (x, y)] = (a, b) · (c+ x, d+ y)

= (a(c+ x) + 5b(d+ y), a(d+ y) + b(c+ x))

= (ac+ ax+ 5bd+ 5by, ad+ ay + bc+ bx)

= ((ac+ 5bd) + (ax+ 5by), (ad+ bc) + (ay + bx))

= (ac+ 5bd, ad+ bc) + (ax+ 5by, ay + bx)

= [(a, b) · (c, d)] + [(a, b) · (x, y)]

[(c, d) + (x, y)] · (a, b) = (c+ x, d+ y) · (a, b)
= ((c+ x)a+ 5(d+ y)b, (c+ x)b+ (d+ y)a)

= (ca+ xa+ 5db+ 5yb, cb+ xb+ da+ ya)

= ((ca+ 5db) + (xa+ 5yb), (cb+ da) + (xb+ ya))

= (ca+ 5db, cb+ da) + (xa+ 5yb, xb+ ya)

= [(c, d) · (a, b)] + [(x, y) · (a, b)]

ดังน้ัน (R2,+, ·) มีสมบัตกิารแจกแจง
4.2 (5 คะแนน) ให R เปนรงิ ถา

x2 = x ทกุ ๆ x ∈ R

จงพิสจูนวา R เปนรงิสลับที่ (commutative ring)
ขอเสนอแนะ : พิจารณา (x+ y)2 = (x+ y)

แนวคำตอบ ให x, y ∈ R จะไดวา x2 = x และ y2 = y และ (x+ y)2 = (x+ y) พิจารณา

x+ y = (x+ y)2

x+ y = (x+ y)(x+ y)

x+ y = x2 + xy + yx+ y2

x+ y = x+ xy + yx+ y

xy = −yx = (−y)x

เนือ่งจาก (−y)2 = (−y) และ (−y)2 = (−y)(−y) = y(y) = y2 = y จะไดวา y = −y ดังน้ัน

xy = yx

สรปุไดวา R เปนรงิสลับที่

16



5. (11 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

5.1 (6 คะแนน) จงตรวจสอบวา

I =


0 0 x
0 0 y
0 0 z

 : x, y, z ∈ Z


เปน รงิยอย (subring) และ/หรอื ไอดลีขวา (right ideal) และ/หรอื ไอดลีซาย (left ideal) ของ M33(Z) หรอืไม
แนวคำตอบ ให x, y, z, a, b, c ∈ Z จะไดวา0 0 x

0 0 y
0 0 z

−

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 =

0 0 x− a
0 0 y − b
0 0 z − c

 ∈ I

0 0 x
0 0 y
0 0 z

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 =

0 0 xc
0 0 yb
0 0 zc

 ∈ I

ดังน้ัน I เปนรงิยอยของ M33(Z)

ให
0 0 x
0 0 y
0 0 z

 ∈ I และ
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 ∈ M33(Z) จะไดวา

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

0 0 x
0 0 y
0 0 z

 =

0 0 a1x+ a2y + a3z
0 0 b1x+ b2y + b3z
0 0 c1x+ c2y + c3z

 ∈ I

ดังน้ัน I เปนไอดลีซาย (left ideal) ของ M33(Z)

0 0 1
0 0 1
0 0 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 /∈ I

ดังน้ัน I ไมเปนไอดลีขวา (right ideal) ของ M33(Z)

5.2 (5 คะแนน) ให φ : Z → Z10 เปนฟงกชันสาทสิสัณฐานของรงิ (ring homomorphism) โดยที่
φ(2) = 2̄ และ φ(3) = 8̄

จงหา φ(11)

แนวคำตอบ พิจารณา

φ(11) = φ(5 + 6)

= φ(5) + φ(6)

= φ(2 + 3) + φ(2 · 3)
= φ(2) + φ(3) + φ(2)φ(3)

= 2̄ + 8̄ + 2̄ · 8̄
= 10 + 16

= 0̄ + 6̄

= 6̄ #
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6. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

6.1 (6 คะแนน) ให p และ p+ 2 เปนจำนวนเฉพาะ โดยที่
Zp × Zp+2 มีตัวหารศนูย 22 ตัว

จงหา ตัวหารศนูย (zero divisor) ของ Zp+4

แนวคำตอบ พิจารณา
ตัวหารศนูย เงือ่นไข จำนวนตัวหารศนูย
(0̄, x̄) x = 1, 2, 3, ..., p+ 1 p+ 1
(x̄, 0̄) x = 1, 2, 3, ..., p− 1 p− 1

จะไดวาจำนวนตัวหารศนูยของ Zp × Zp+2 เทากับ (p+ 1) + (p− 1) = 2p = 22 ดังน้ัน p = 11

ฉะน้ัน p+ 4 = 15 ตัวหารศนูยของ Z15 คอื 3̄, 5̄, 6̄, 9̄, 10, 12 #

6.2 (4 คะแนน) ให X และ Y เปนไอดลีของรงิ R กำหนดให

X + Y = {x+ y : x ∈ X และ y ∈ Y }

จงแสดงวา X + Y เปน ไอดลี (ideal) ของ R
แนวคำตอบ สมมตวิา X และ Y เปนไอดลีของรงิ R ให x ∈ X , y ∈ Y และ r ∈ R จะไดวา

xr, rx ∈ X และ yr, ry ∈ Y

(x+ y)r = xr + yr ∈ X + Y ∴ (X + Y )R ⊆ (X + Y )

r(x+ y) = rx+ ry ∈ X + Y ∴ R(X + Y ) ⊆ (X + Y )

ดังน้ัน X + Y เปนไอดลีของ R
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7. (14 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

7.1 (7 คะแนน) จงหา ไอดลีใหญสดุ (maximal ideal) ของ Z3 × Z16 พรอมเขียนแลตทซิ
แนวคำตอบ ไอดสีของ Z3 คอื ⟨0̄⟩ ,Z3 และ ไอดสีของ Z16 คอื ⟨0̄⟩ , ⟨2̄⟩ , ⟨4̄⟩ , ⟨8̄⟩ ,Z16

ไอดลีท้ังหมดของ Z5 × Z6 คอื
⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨2̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨4̄⟩ ⟨0̄⟩ × ⟨8̄⟩ ⟨0̄⟩ × Z16

Z3 × ⟨0̄⟩ Z3 × ⟨2̄⟩ Z3 × ⟨4̄⟩ Z3 × ⟨8̄⟩ Z3 × Z16

เขียนเลตทซิโดยไมมีไอดสี Z3 × Z16 ไดดังรปู

Z3 × ⟨2̄⟩

Z3 × ⟨4̄⟩

Z3 × ⟨8̄⟩

Z3 × ⟨0̄⟩3 ตัว

6 ตัว

12 ตัว

24 ตัว

⟨0̄⟩ × Z16

⟨0̄⟩ × ⟨2̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨4̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨8̄⟩

⟨0̄⟩ × ⟨0̄⟩ 1 ตัว

2 ตัว

4 ตัว

8 ตัว

16 ตัว

จากแผนภาพจะไดวา Z3 × ⟨2̄⟩ และ ⟨0̄⟩ × Z16 เปนไอดลีใหญสดุของ Z3 × Z16
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7.2 (7 คะแนน) จงแสดงวา 3 +
√
−12 ลดทอนไมได (irreducible) ใน Z[

√
−12]

แนวคำตอบ ให a, b, c, d ∈ Z โดยที่ 3 +√
−12 = (a+ b

√
−12)(c+ d

√
−12) จะไดวา

(ac+ 12bd) + (ad+ bc)
√
−12 = 3 +

√
−12

ดังน้ัน ac+ 12bd = 3 และ ad+ bc = 1 แลว

(a− b
√
−12)(c− d

√
−12) = (ac+ 12bd)− (bc+ ad)

√
−12 = 3−

√
−12

ฉะน้ัน

(a2 + 12b2)(c2 + 12d2) = (a+ b
√
−12)(c+ d

√
−12)(a− b

√
−12)(c− d

√
−12)

= (3 +
√
−12)(3−

√
−12)

= 32 + 12 = 21

= 1 · 21 = 3 · 7

ถา a2 + 12b2 = 3 แลว a2 = 3− 12b2 ≥ 0 นัน่คอื b2 ≤ 3
12 = 0.25 ดังน้ัน b = 0

จะไดวา a2 + 0 = 3 ซึง่เปนไปไมได เนือ่งจาก a ∈ Z

เนือ่งจาก a2 + 12b2 และ c2 + 12d2 เปนจำนวนเต็มบวก พิจารณาเพียง 2 กรณดัีงนี้
กรณี 1. a2 + 12b2 = 1 และ c2 + 12d2 = 16 จะได a+ b

√
−12 เปนหนวย

กรณี 2. a2 + 12b2 = 16 และ c2 + 12d2 = 1 จะไดวา c+ d
√
−12 เปนหนวย

สรปุไดวา 3 +
√
−12 ลดทอนไมไดใน Z[

√
−12]
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8. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

8.1 (5 คะแนน) ใน Z5[x] กำหนดให a, b, c ∈ Z5 และ
(ax+ b)3 = 3̄x3 + 2̄x2 + x+ c

จงหา a, b, c ทีเ่ปนไปไดท้ังหมด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก Z5[x] เปนรงิสลับทีไ่ด ดังน้ัน

a3x3 + 3a2bx2 + 3ab2x2 + b3 = 3̄x3 + 2̄x2 + x+ c

และพิจารณา a, b, c ∈ Z5 ทำใหไดวา

a3 = 3̄ −→ a = 2̄

3a2b = 2̄

3(2̄)2b = 12b = 2̄b = 2̄ −→ b = 1̄

3ab2 = 3(2̄)(1̄)2 = 6̄ = 1̄

b3 = (1̄)3 = 1̄ = c −→ c = 1̄

ดังน้ัน a = 2̄ และ b = c = 1̄

8.2 (5 คะแนน) ให F เปนฟ ลด ให a, b ∈ F สมมตวิา
t2 + at+ b ̸= 0 ทกุ ๆ t ∈ F

จงพิสจูนวา p(x) = x2 + ax+ b ลดทอนไมได (irreducible) ใน F [x]

แนวคำตอบ สมมตวิา t2 + at+ b ̸= 0 ทกุ ๆ t ∈ F

พิสจูนโดยวธิขัีดแยง สมมตวิา p(x) = x2 + ax+ b ลดทอนไดใน F [x] จะไดวามี c, d ∈ F ซึง่

p(x) = (x+ c)(x+ d)

นัน่คอื
x2 + ax+ b = x2 + (c+ d)x+ cd

จะไดวา c+ d = a หรอื c = a− d และ cd = b ฉะน้ัน

cd = (a− d)d = b

ad− d2 = b

d2 − ad+ b = 0

(−d)2 + a(−d) + b = 0

ถาให t = −d ∈ F แลว t2 + at+ b = 0 เกดิขอขัดแยงกับสมมตฐิาน
p(x) = x2 + ax+ b ลดทอนไมไดใน F [x]
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9. (10 คะแนน) ให p(x) = x2 + cx+ 1̄ และ Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปนฟ ลด

9.1 (5 คะแนน) จงเลอืก c ∈ Z5 ทีท่ำให Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปนฟ ลดอันดับ 25
แนวคำตอบ สมมตวิา p(x) = x2 + cx+ 1̄ ลดทอนไดใน Z5[x] จะไดวามี a, b ∈ Z5 ซึง่

x2 + cx+ 1̄ = (x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

นัน่คอื a+ b = c และ ab = 1̄ พิจารณาคาทีเ่ปนไปไดจากตาราง
a b ab a+ b

1̄ 1̄ 1̄ 2̄
2̄ 3̄ 1̄ 0̄
3̄ 2̄ 1̄ 0̄
4̄ 4̄ 1̄ 3̄

จากตารางจะเห็นไดวา a+ b ̸= 1̄, 4̄ จะทำใหเกดิขอขัดแยงเมือ่ a+ b = 1̄, 4̄ ดังน้ัน
เลอืก c = 1̄, 4̄ จะทำใหไดวา p(x) = x2 + x+ 1̄ และ p(x) = x2 + 4̄x+ 1̄ ลดทอนไมไดใน Z5[x]

โดยทฤษฎบีทจะสรปุไดวา Z5[x]/ ⟨p(x)⟩ เปนฟ ลดอันดับ 52 = 25

9.2 (5 คะแนน) ใช p(x) จาก 9.1 หาตัวผกผันการคณูของ

x+ 2̄ + ⟨p(x)⟩ ใน Z5[x]/ ⟨p(x)⟩

แนวคำตอบ ให a, b ∈ Z5

กรณี c = 1̄

(ax+ b+
⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
)(x+ 2̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
(ax+ b)(x+ 2̄) +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
ax2 + 2̄ax+ bx+ 2̄b+

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
a(x2 + x+ 1̄)− ax− a+ 2̄ax+ bx+ 2̄b+

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
(a+ b)x+ (2̄b− a) +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
จะไดวา a+ b = 0 หรอื b = 2̄a และ 2̄b− a = 1̄ นัน่คอื

(a+ b) + (2̄− a) = 1̄

3̄b = 1̄ −→ b = 2̄ −→ a = −2̄ = 3̄

ดังน้ัน 3̄x+ 2̄ +
⟨
x2 + x+ 1̄

⟩ เปนตักผกผันของ x+ 2̄ +
⟨
x2 + x+ 1̄

⟩ ใน Z5[x]/
⟨
x2 + x+ 1̄

⟩
กรณี c = 4̄

(ax+ b+
⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
)(x+ 2̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
) = 1̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
(ax+ b)(x+ 2̄) +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
ax2 + 2̄ax+ bx+ 2̄b+

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
a(x2 + 4̄x+ 1̄)− 4̄ax− a+ 2̄ax+ bx+ 2̄b+

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
(−2̄a+ b)x+ (2̄b− a) +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
= 1̄ +

⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
จะไดวา −2̄a+ b = 0 หรอื b = 2̄a และ 2̄b− a = 1̄ นัน่คอื

2̄(2̄a)− a = 1̄

3̄a = 1̄ −→ a = 2̄ −→ b = 2̄(2̄) = 4̄

ดังน้ัน 2̄x+ 4̄ +
⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩ เปนตักผกผันของ x+ 2̄ +
⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩ ใน Z5[x]/
⟨
x2 + 4̄x+ 1̄

⟩
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10. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

10.1 (5 คะแนน) จงยกตัวอยางสมาชกิทีไ่มเป น สมาชกิเฉพาะ (prime element) ใน Z[
√
−10]

แนวคำตอบ จะเห็นวา
11 · 1 = 11 = (1 +

√
−10)(1−

√
−10)

จะไดวา 11 | (1 +
√
−10)(1−

√
−10)

สมมตวิา 11 | (1 +
√
−10) จะไดวามี x, y ∈ Z ซึง่

11(x+ y
√
−10) = 1 +

√
−10

11x+ 11y
√
−10 = 1 +

√
−10

ทำใหไดวา 11x = 1 ซึง่เปนไปไมไดเพราะวา x ∈ Z ดังน้ัน 11 - (1 +
√
−10)

ในทำนองเดยีวกัน 11 - (1−
√
−10)

สรปุไดวา 11 ไมเปนสมาชกิเฉพาะของ Z[√−10]

10.2 (5 คะแนน) คณุคดิวากอนเรยีนและหลังเรยีนวชิาพีชคณตินามธรรม แตกตางหรอืเหมือนกันอยางไร
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