
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 09:00 - 12:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 25 มนีาคม 2567 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตารางแสดงจำนวนเฉพาะไมเ่กนิ 1000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439
443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509
521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599
601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661
673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751
757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829
839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929
937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ และ m เปน็จำนวนเตม็บวก ขอ้ตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง

ก. ถา้ a2 ≡ b2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ข. ถา้ 2a ≡ 2b ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ค. ถา้ a+ 2 ≡ b+ 2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ง. ถา้ 2a ≡ b2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

จ. ถา้ a2 ≡ 2b ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. สมการคอนกรเูอน็ซใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมม่คีำตอบ

ก. 20x ≡ 1 ( mod 7)

ข. 21x ≡ 2 ( mod 7)

ค. 22x ≡ 3 ( mod 7)

ง. 23x ≡ 4 ( mod 7)

จ. 24x ≡ 5 ( mod 7)

3. กำหนดให้

A = ϕ(1000), B = τ(1000), C = σ(100) และ D = σ2(10)

ขอ้ใดตอ่ไปนี้ ถกูตอ้ง

ก. B < D < C < A

ข. D < B < C < A

ค. B < D < A < C

ง. D < B < A < C

จ. C < B < D < A

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

4. สมการไดโอแฟนไทนข์อ้ใดตอ่ไปนี้ มคีำตอบคอื{
x = t + 1

y = 43 − 24t
, t ∈ Z

ก. 24x+ y = 24

ข. 67x+ y = 43

ค. 24x+ y = 43

ง. 24x+ y = 67

จ. 67x+ y = 24

5. ขอ้ใดคอื สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (Primitive Pythagorean Triple)

ก. {6, 8, 10}

ข. {15, 36, 39}

ค. {40, 42, 58}

ง. {20, 21, 39}

จ. {11, 60, 61}

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 98! ดว้ย 101 (ตอบเปน็จำนวนบวก)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

7.

จงหาคา่ของ
∑
d|20

τ(d)

8.

ให้ k เปน็จำนวนเตม็ซึง่ 1 < k < 100 ถา้สมการไดโอแฟนไทนต์อ่ไปนีม้คีำตอบ

134x+ 201y = k

แลว้ k คอืจำนวนใด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

9.

ให้ a, b เปน็คา่คงตัว โดยที่ (x, y, z) เปน็รปูแบบคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน์

ax+ by + z = 17

ถา้ (2, 3, 4) และ (1, 4, 3) เปน็คำตอบของสมการนี้ จงหา a+ b

10.

จงหาจำนวนเตม็บวก a ทีท่ำให้ {a, a+ 1, a+ 9} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนว์า่ 28 | (62n+2 − 26n+3) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชค้อนกรเูอน็ซ์

11.2 (5 คะแนน) จงหาเลขทา้ยสามตัวของ 11398 (ข้อเสนอแนะ: ใชท้ฤษฎบีทของออยเลอร)์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงหาคำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 119 ของสมการ 84x ≡ 35 (mod 119)

12.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
88! + 87! + 86! + 85! ดว้ย 89

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

13. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุ เมือ่

หารดว้ย 15, 21 และ 35 เศษเหลอืเทา่กับ 10, 16 และ 30 ตามลำดับ

โดยใชท้ฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) ให้ σ เปน็ฟงักชั์นซกิมา (ผลบวกของตัวหาร) และ f : Z+ → R ทีน่ยิามโดย

f(n) = n · σ(n2) เมือ่ n ∈ Z+

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ f เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณู หรอืไม ่
ถา้จรงิจงพสิจูน์ ไมจ่รงิจงยกตัวอยา่งคา้น

14.2 (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p, q โดยที่ p < q ซึง่สอดคลอ้งเงือ่นไข
f(pq) = 91pq

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) ถา้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p < q ซึง่สอดคลอ้งเงือ่นไข (เพยีงคูเ่ดยีว)

ϕ(p2q2) = 305(p− 1)(q − 1)

จงหาคา่ของ τ(pq2 + qp2)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) กำหนดให้ N = (21!)2(22!)0(23!)2(24!)4

16.1 (8 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขยีน รปูแบบบัญญัติ ของ N

16.2 (2 คะแนน) จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) อาจารยค์ณติศาสตรท์า่นหนึง่ชอบกนิทเุรยีนมาก จงึใหอ้อกไปซือ้ทเุรยีน ณ รา้นแหง่หนึง่แถว ตลาด
อตก. ปรากฎวา่รา้นทีซ่ ือ้มทีเุรยีน 3 สายพันธ์คุอื กา้นยาว หมอนทอง และชะนไีข ่ โดยมรีาคาดังนี้

ชะนไีข ่ กโิลกรัมละ 150 บาท
หมอนทอง กโิลกรัมละ 200 บาท
กา้นยาว กโิลกรัมละ 300 บาท

ทางรา้นคัดทเุรยีนทีม่ขีนาด 2, 3, 4 และ 5 กโิลกรัมตอ่ลกู เทา่นัน้ ทกุสายพันธ์มคีรบทกุขนาดจำนวนมาก ถา้
อาจารยท์า่นนี้ตัง้จะซือ้ใหค้รบ 2,000 บาท โดยตอ้งการกนิทเุรยีนทัง้ 3 สายพันธ์ ๆ ละลกู (ซือ้จำนวน 3 ลกู ๆ ละ
สายพันธุ)์ จงหาวา่ตอ้งซือ้แตล่ะพันธุด์ว้ยขนาดเทา่ใดบา้ง และเปน็ไปไดก้ ีแ่บบ (โดยใชส้มการไดโอแฟนไทน)์

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

18.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) ทีม่จีำนวน 72
พรอ้มทัง้ระบดุว้ยวา่สามจำนวนใดเปน็ชนดิปฐมฐาน (PPT)

18.2 (5 คะแนน) ให้ t เปน็จำนวนเตม็บวก จงพสิจูนว์า่

{2t+ 2, t2 + 2t, t2 + 2t+ 2} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส

และยกตัวอยา่งสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT) ทีไ่ดจ้ากสตูรดังกลา่วมาอยา่งนอ้ย 3 ชดุ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 15



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2566

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 09:00 - 12:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 25 มนีาคม 2567 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ และ m เปน็จำนวนเตม็บวก ขอ้ตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง

ก. ถา้ a2 ≡ b2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ข. ถา้ 2a ≡ 2b ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ค. ถา้ a+ 2 ≡ b+ 2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m) Answer

ง. ถา้ 2a ≡ b2 ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

จ. ถา้ a2 ≡ 2b ( mod m) แลว้ a ≡ b ( mod m)

ตอบขอ้ ค.

ก. ผดิ ถา้เลอืก m = 4 และ a = 1, b = 3

ข. ผดิ ถา้เลอืก m = 4 และ a = 1, b = 3

ค. ถกู ถา้ a+ 2 ≡ b+ 2 ( mod m) จะไดว้า่ m | [(b+ 2)− (a+ 2)]

นัน่คอื m | (b− a) หรอื a ≡ b ( mod m)

ง. ผดิ ถา้เลอืก m = 2 และ a = 1, b = 4

จ. ผดิ ถา้เลอืก m = 2 และ a = 4, b = 1

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 16



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. สมการคอนกรเูอน็ซใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมม่คีำตอบ

ก. 20x ≡ 1 ( mod 7)

ข. 21x ≡ 2 ( mod 7) Answer

ค. 22x ≡ 3 ( mod 7)

ง. 23x ≡ 4 ( mod 7)

จ. 24x ≡ 5 ( mod 7)

ตอบขอ้ ข.

ก. เนือ่งจาก d = gcd(20, 7) = 1 และ d | 1 ดังนัน้ 20x ≡ 1 ( mod 7) มคีำตอบ
ข. เนือ่งจาก d = gcd(21, 7) = 7 และ d ∤ 2 ดังนัน้ 21x ≡ 2 ( mod 7) ไมม่คีำตอบ
ค. เนือ่งจาก d = gcd(22, 7) = 1 และ d | 3 ดังนัน้ 22x ≡ 3 ( mod 7) มคีำตอบ
ง. เนือ่งจาก d = gcd(23, 7) = 1 และ d | 4 ดังนัน้ 23x ≡ 4 ( mod 7) มคีำตอบ
จ. เนือ่งจาก d = gcd(24, 7) = 1 และ d | 5 ดังนัน้ 24x ≡ 5 ( mod 7) มคีำตอบ
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3. กำหนดให้

A = ϕ(1000), B = τ(1000), C = σ(100) และ D = σ2(10)

ขอ้ใดตอ่ไปนี้ ถกูตอ้ง

ก. B < D < C < A Answer

ข. D < B < C < A

ค. B < D < A < C

ง. D < B < A < C

จ. C < B < D < A

ตอบขอ้ ก. แนวคำตอบ

A = ϕ(1000) = ϕ(22 · 53) = (23 − 22)(53 − 52) = (4)(100) = 400

B = τ(1000) = τ(23 · 53) = (3 + 1)(3 + 1) = 16

C = σ(100) = σ(22 · 52) = σ(22)σ(52) = (1 + 2 + 22)(1 + 5 + 52) = 7(31) = 217

D = σ2(10) = σ2(2 · 5) = σ2(2)σ2(5) = (12 + 22)(12 + 52) = (5)(26) = 130

สรปุไดว้า่
B < D < C < A
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4. สมการไดโอแฟนไทนข์อ้ใดตอ่ไปนี้ มคีำตอบคอื{
x = t + 1

y = 43 − 24t
, t ∈ Z

ก. 24x+ y = 24

ข. 67x+ y = 43

ค. 24x+ y = 43

ง. 24x+ y = 67 Answer

จ. 67x+ y = 24

ตอบขอ้ ง. แทนคา่ t = x− 1 ในสมการ y = 43− 24t จะไดว้า่

y = 43− 24(x− 1) = 43− 24x+ 24 = 67− 24x

24x+ y = 67

5. ขอ้ใดคอื สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (Primitive Pythagorean Triple)

ก. {6, 8, 10}

ข. {15, 36, 39}

ค. {40, 42, 58}

ง. {20, 21, 39}

จ. {11, 60, 61} Answer

ตอบขอ้ จ.

ก. ไมเ่ปน็ เนือ่งจาก gcd(6, 8, 10) = 2

ข. ไมเ่ปน็ เนือ่งจาก gcd(15, 36, 39) = 3

ค. ไมเ่ปน็ เนือ่งจาก gcd(40, 42, 58) = 2

ง. ไมเ่ปน็ เนือ่งจาก gcd(20, 21, 39) = 1 แต่ 202 + 212 ̸= 392

จ. เปน็ เนือ่งจาก gcd(11, 60, 61) = 1 และ 112 + 602 = 612
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ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 50

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 98! ดว้ย 101 (ตอบเปน็จำนวนบวก)
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 101 เปน็จำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎขีองวลิสัน จะไดว้า่

(101− 1)! ≡ −1 ( mod 101)
100! ≡ −1 ( mod 101)

100 · 99! ≡ −1 ( mod 101)
−1 · 99! ≡ −1 ( mod 101)

99! ≡ 1 ( mod 101)
99 · 98! ≡ 1 ( mod 101)
−2 · 98! ≡ 1 ( mod 101)

−100 · 98! ≡ 50 ( mod 101)
98! ≡ 50 ( mod 101)

ดังนัน้เศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 98! ดว้ย 101 เทา่กับ 50 #

7. ตอบ 18

จงหาคา่ของ
∑
d|20

τ(d)

แนวคำตอบ เนือ่งจากตัวหารของ 20 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 20 ดังนัน้

X =
∑
d|20

τ(d) = τ(1) + τ(2) + τ(4) + τ(5) + τ(10) + τ(20)

= 1 + (1 + 1) + τ(22) + (1 + 1) + τ(2 · 5) + τ(22 · 5)
= 1 + 2 + (2 + 1) + 2 + (1 + 1)(1 + 1) + (2 + 1)(1 + 1)

= 1 + 2 + 3 + 2 + 4 + 6

= 18 #

8. ตอบ 67

ให้ k เปน็จำนวนเตม็ซึง่ 1 < k < 100 ถา้สมการไดโอแฟนไทนต์อ่ไปนีม้คีำตอบ

134x+ 201y = k

แลว้ k คอืจำนวนใด
แนวคำตอบ พจิารณา

d = gcd(134, 201) = gcd(67 · 2, 67 · 3) = 67

แลว้ 134x+ 201y = k มคีำตอบ กต็อ่เมือ่ 67 | k จะไดว้า่ k = 67, 134, 201, ...

เนือ่งจาก 1 < k < 100 สรปุไดว้า่ k = 67 #
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9. ตอบ 5

ให้ a, b เปน็คา่คงตัว โดยที่ (x, y, z) เปน็รปูแบบคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน์

ax+ by + z = 17

ถา้ (2, 3, 4) และ (1, 4, 3) เปน็คำตอบของสมการนี้ จงหา a+ b

แนวคำตอบ เนือ่งจาก (2, 3, 4) และ (1, 4, 3) เปน็คำตอบของสมการนี้ จะไดว้า่

2a+ 3b+ 4 = 17

2a+ 3b = 13 (1)
a+ 4b+ 3 = 17

a+ 4b = 14 (2)
a = 14− 4b

แทน a = 14− 4b แทนในสมการ (1) จะไดว้า่

2(14− 4b) + 3b = 13

28− 8b+ 3b = 13

−5b = −15

b = 3 −→ a = 14− 4(3) = 2

ดังนัน้ a+ b = 2 + 3 = 5 #

10. ตอบ 20

จงหาจำนวนเตม็บวก a ทีท่ำให้ {a, a+ 1, a+ 9} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple)
แนวคำตอบ พจิารณา

a2 + (a+ 1)2 = (a+ 9)2

a2 + a2 + 2a+ 1 = a2 + 18a+ 81

a2 − 16a− 80 = 0

(a− 20)(a+ 4) = 0

a = 20,−4

ดังนัน้ a = 20 #
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

11.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนว์า่ 28 | (62n+2 − 26n+3) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชค้อนกรเูอน็ซ์

บทพิสจูน์ . ให้ n ∈ N เนือ่งจาก 64 ≡ 36 (mod 28) จะไดว้า่

26 ≡ 62 ( mod 28)
(26)n ≡ (62)n ( mod 28)
26n ≡ 62n ( mod 28)

26n · 36 ≡ 62n · 36 ( mod 28)
26n · 8 ≡ 62n · 62 ( mod 28)
26n · 23 ≡ 62n+2 ( mod 28)
26n+3 ≡ 62n+2 ( mod 28)

สรปุไดว้า่ 28 | (62n+2 − 26n+3) ทกุ ๆ n ∈ N

11.2 (5 คะแนน) จงหาเลขทา้ยสามตัวของ 11398 (ข้อเสนอแนะ: ใชท้ฤษฎบีทของออยเลอร)์
แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(1000, 11) = 1 และ

ϕ(1000) = ϕ(23 · 53) = (23 − 22)(53 − 52) = 400

โดยทฤษฎบีทของออยเลอร์ จะไดว้า่

11ϕ(1000) ≡ 1 ( mod 1000)
11400 ≡ 1 ( mod 1000)

11 · 11399 ≡ 1 ( mod 1000)
91 · 11 · 11399 ≡ 91 ( mod 1000)
1001 · 11399 ≡ 91 ( mod 1000)

11399 ≡ 91 ( mod 1000)
11 · 11398 ≡ 91 ( mod 1000)

91 · 11 · 11398 ≡ 91 · 91 ( mod 1000)
1001 · 11398 ≡ 8281 ( mod 1000)

11398 ≡ 281 ( mod 1000)

ดังนัน้เลขทา้ยสามตัวของ 11398 คอื 281 #
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงหาคำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 119 ของสมการ 84x ≡ 35 (mod 119)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(84, 119) = 7 และ 7 | 35 ดังนัน้ 84x ≡ 35 (mod 119) มคีำตอบ
พจิารณา 12x ≡ 5 (mod 17) จะไดว้า่

−5x ≡ 5 ( mod 17)
−x ≡ 5 ( mod 17) ∵ gcd(5, 17) = 1
−x ≡ 1 ( mod 17)
x ≡ −1 ( mod 17)

ดังนัน้ x = −1 + 17t เมือ่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 เปน็คำตอบทีไ่มค่อนกรเูอนซม์อดโุล 119 นัน่คอื

x = −1, 16, 33, 50, 67, 84, 101 #

12.2 (5 คะแนน) จงใชท้ฤษฎบีทของวลิสัน หาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
88! + 87! + 86! + 85! ดว้ย 89

แนวคำตอบ นือ่งจาก 89 เปน็จำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎขีองวลิสัน จะไดว้า่

(89− 1)! ≡ −1 (mod 89)
88! ≡ −1 (mod 89)

88 · 87! ≡ −1 (mod 89)
−1 · 87! ≡ −1 (mod 89)

87! ≡ 1 (mod 89)
87 · 86! ≡ 1 (mod 89)
−2 · 86! ≡ 1 (mod 89)
−90 · 86! ≡ 45 (mod 89)
−1 · 86! ≡ 45 (mod 89)

86! ≡ −45 (mod 89)
86 · 85! ≡ −45 (mod 89)
−3 · 85! ≡ 44 (mod 89)
−90 · 85! ≡ 30 · 44 = 1320 (mod 89)
−1 · 85! ≡ 74 (mod 89)

85! ≡ −74 (mod 89)
85! ≡ 15 (mod 89)

ดังนัน้
88! + 87! + 86! + 85! ≡ −1 + 1− 45 + 15 (mod 89)

≡ −30 (mod 89)
≡ 59 (mod 89)

สรปุไดว้า่เศษเหลอืทีเ่กดิจากหาร 88! + 87! + 86! + 85! ดว้ย 89 เทา่กับ 59 #
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13. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุ เมือ่

หารดว้ย 15, 21 และ 35 เศษเหลอืเทา่กับ 10, 16 และ 30 ตามลำดับ

โดยใชท้ฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (CRT)
แนวคำตอบ ให้ x เปน็จำนวนเตม็ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข

x ≡ 10 (mod 15)
x ≡ 16 (mod 21)
x ≡ 30 (mod 35)

เนือ่งจาก gcd(15, 21) = 3 ซึง่ 3 | (10− 16), gcd(15, 35) = 5 ซึง่ 5 | (10− 30)

และ gcd(21, 35) = 7 ซึง่ 7 | (16− 30) ดังนัน้ระบบสมการนีม้คีำตอบ
เนือ่งจาก gcd(3, 5) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 10 (mod 15) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 10 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 10 (mod 5) −→ x ≡ 0 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(3, 7) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 16 (mod 21) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 16 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 16 (mod 7) −→ x ≡ 2 (mod 7)

เนือ่งจาก gcd(5, 7) = 1 ฉะนัน้ x ≡ 30 (mod 35) มคีำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 30 (mod 5) −→ x ≡ 0 (mod 5)
x ≡ 30 (mod 7) −→ x ≡ 2 (mod 7)

ดังนัน้คำตอบของระบบสมการนีจ้ะสอดคลอ้งระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 0 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

พจิารณาสมการ

5(7)x = 35x = −x ≡ 1 (mod 3) −→ x1 = −1
3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 5) −→ x2 = 1
3(5)x = 15x = x ≡ 1 (mod 7) −→ x3 = 1

ฉะนัน้
x0 ≡ 5(7)(−1)(1) + 3(7)(1)(0) + 3(5)(2)(1) (mod 3 · 5 · 7)

≡ −35 + 0 + 30 (mod 105)
≡ −5 (mod 105)
≡ 100 (mod 105)

จะไดว้า่คำตอบของระบบสมการนีค้อื x ≡ 100 (mod 105) ดังนัน้จำนวนเตม็บวกทีน่อ้ยทีส่ดุเมือ่
หารดว้ย 15, 21 และ 35 เศษเหลอืเทา่กับ 10, 16 และ 30 ตามลำดับ เทา่กับ 100 #
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14. (10 คะแนน) ให้ σ เปน็ฟงักชั์นซกิมา (ผลบวกของตัวหาร) และ f : Z+ → R ทีน่ยิามโดย

f(n) = n · σ(n2) เมือ่ n ∈ Z+

14.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ f เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณู หรอืไม ่
ถา้จรงิจงพสิจูน์ ไมจ่รงิจงยกตัวอยา่งคา้น
แนวคำตอบ ให้ m และ n เปน็จำนวนเตม็บวกซึง่ gcd(m,n) = 1 จะไดว้า่ gcd(m2, n2) = 1 ฉะนัน้

f(mn) = (mn)σ((mn)2) = mnσ(m2n2) = mnσ(m2)σ(n2)

= [mσ(m2)][nσ(n2)] = f(m)f(n)

ดังนัน้ f เปน็ฟงักชั์นเชงิการคณู

14.2 (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p, q โดยที่ p < q ซึง่สอดคลอ้งเงือ่นไข
f(pq) = 91pq

แนวคำตอบ เนือ่งจาก p < q จะไดว้า่ gcd(p, q) = 1 โดยขอ้ 14.1

f(pq) = 91pq

f(p)f(q) = 91pq

pσ(p2) · qσ(q2) = 91pq

σ(p2) · σ(q2) = 91

(1 + p+ p2)(1 + p+ p2) = ·7 · 13
(1 + p+ p2)(1 + p+ p2) = 7 · 13

เนือ่งจาก 1 < p < q ทำใหไ้ดว้า่ 1 + p+ p2 = 7 และ 1 + q + q2 = 13 นัน่คอื

p2 + p− 6 = 0 q2 + q − 12 = 0
(p− 2)(p+ 3) = 0 (p− 3)(p+ 4) = 0

ดังนัน้ p = 2 และ q = 3 #
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15. (10 คะแนน) ถา้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p < q ซึง่สอดคลอ้งเงือ่นไข (เพยีงคูเ่ดยีว)

ϕ(p2q2) = 305(p− 1)(q − 1)

จงหาคา่ของ τ(pq2 + qp2)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก p, q เปน็จำนวนเฉพาะ โดยที่ p < q จะไดว้า่ gcd(p, q) = 1 และ

ϕ(p2)ϕ(q2) = 305(p− 1)(q − 1)

(p2 − p)(q2 − q) = 305(p− 1)(q − 1)

p(p− 1)q(q − 1) = 305(p− 1)(q − 1)

pq = 5 · 61

ดังนัน้ p = 5 และ q = 61 สรปุไดว้า่

τ(pq2 + qp2) = τ(pq(p+ q)) = τ(5 · 61(5 + 61))

= τ(5 · 61 · 66)
= τ(2 · 3 · 5 · 11 · 61)
= (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)

= 32 #
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16. (10 คะแนน) กำหนดให้ N = (21!)2(22!)0(23!)2(24!)4

16.1 (8 คะแนน) จงใชส้ตูรโพลกิแนค (Polignac’s formula) เขยีน รปูแบบบัญญัติ ของ N

แนวคำตอบ พจิารณา

N = (21!)2(1)(23 · 22 · 21!)2(24 · 23 · 22 · 21!)4

= (21!)2 · 232 · 222 · (21!)2 · 244 · 234 · 224 · (21!)4

= (21!)8 · 226 · 236 · 244

= (21!)8 · (2 · 11)6 · 236 · (23 · 3)4

= (21!)8 · 26 · 116 · 236 · 212 · 34

= (21!)8 · 218 · 34 · 116 · 236

ใชส้ตูรของโพลกิแนคกับ 21!

e2(21) =

[
21

2

]
+

[
21

22

]
+

[
21

23

]
+

[
21

24

]
= 10 + 5 + 2 + 1 = 18

e3(21) =

[
21

3

]
+

[
21

32

]
= 7 + 2 = 9

e5(21) =

[
21

5

]
= 4

e7(21) =

[
21

7

]
= 3

e11(21) = e13(21) = e17(21) = e19(21) = 1

จะไดว้า่

21! = 218 · 39 · 54 · 73 · 11 · 13 · 17 · 19
(21!)8 = (218 · 39 · 54 · 73 · 11 · 13 · 17 · 19)8

= 2144 · 372 · 532 · 724 · 118 · 138 · 178 · 198

ดังนัน้รปูแบบบัญญัตขิอง N คอื

N = (21!)8 · 218 · 34 · 116 · 236

= 2162 · 376 · 532 · 724 · 1114 · 138 · 1724 · 198 · 236 #

16.2 (2 คะแนน) จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N

แนวคำตอบ พจิารณา

N = (232 · 2130) · 376 · 532 · 724 · 1114 · 138 · 178 · 198 · 236

= (232 · 532) · 2130 · 376 · 724 · 1114 · 138 · 178 · 198 · 236

= 1032 · 2130 · 376 · 724 · 1114 · 138 · 178 · 198 · 236

ดังนัน้ จำนวนเลขศนูยท์ ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็บวก N เทา่กับ 32 ตัว #
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17. (10 คะแนน) อาจารยค์ณติศาสตรท์า่นหนึง่ชอบกนิทเุรยีนมาก จงึใหอ้อกไปซือ้ทเุรยีน ณ รา้นแหง่หนึง่แถว ตลาด
อตก. ปรากฎวา่รา้นทีซ่ ือ้มทีเุรยีน 3 สายพันธ์คุอื กา้นยาว หมอนทอง และชะนไีข ่ โดยมรีาคาดังนี้

ชะนไีข ่ กโิลกรัมละ 150 บาท
หมอนทอง กโิลกรัมละ 200 บาท
กา้นยาว กโิลกรัมละ 300 บาท

ทางรา้นคัดทเุรยีนทีม่ขีนาด 2, 3, 4 และ 5 กโิลกรัมตอ่ลกู เทา่นัน้ ทกุสายพันธ์มคีรบทกุขนาดจำนวนมาก ถา้
อาจารยท์า่นนี้ตัง้จะซือ้ใหค้รบ 2,000 บาท โดยตอ้งการกนิทเุรยีนทัง้ 3 สายพันธ์ ๆ ละลกู (ซือ้จำนวน 3 ลกู ๆ ละ
สายพันธุ)์ จงหาวา่ตอ้งซือ้แตล่ะพันธุด์ว้ยขนาดเทา่ใดบา้ง และเปน็ไปไดก้ ีแ่บบ (โดยใชส้มการไดโอแฟนไทน)์
แนวคำตอบ กำหนดให้

x แทนนำ้หนักทเุรยีนพันธุช์ะนไีข ่ หนว่ยกโิลกรัม เมือ่ 2 ≤ x ≤ 5

y แทนนำ้หนักทเุรยีนพันธุห์มอนทอง หนว่ยกโิลกรัม เมือ่ 2 ≤ y ≤ 5

z แทนนำ้หนักทเุรยีนพันธุก์า้นยาว หนว่ยกโิลกรัม เมือ่ 2 ≤ z ≤ 5

ฉะนัน้
150x+ 200y + 300z = 2000

เนือ่งจาก gcd(150, 200, 300) = 50 แลว้ 50 | 2000 ดังนัน้ สมการนี้มคีำตอบในระบบจำนวนเตม็ จัดรปูสมการ
ไดเ้ปน็ 3x+ 4y + 6z = 40 พจิารณา

3x+ 6z = 40− 4y

เนือ่งจาก gcd(3, 6) = 3 ดังนัน้ 3 | (40− 4y) นัน่คอื 4y ≡ 40 (mod 3) หรอื y ≡ 1 (mod 3)

ดังนัน้ y = 1 + 3t เมือ่ t ∈ Z จะไดว้า่
3x+ 6z = 40− 4(1 + 3t)

3x+ 6z = 40− 4− 12t

3x+ 6z = 36− 12t

x+ 2z = 12− 4t

x = 12− 4t− 2z

ให้ z = s เมือ่ s ∈ Z แลว้ x = 12− 4t− 2s ดังนัน้คำตอบของสมการ 20x+ 15y + 16z = 190 คอื
x = 12− 4t− 2s

y = 1 + 3t เมือ่ t, s ∈ Z
z = s

จาก 2 ≤ z ≤ 5 จะไดว้า่ s = 2, 3, 4, 5

จาก 2 ≤ y ≤ 5 จะไดว้า่ 2 ≤ 1 + 3t ≤ 5 นัน่คอื t = 1
จาก 2 ≤ x ≤ 5 จะไดว้า่

2 ≤ 12− 4t− 2s ≤ 5

2 ≤ 12− 4(1)− 2s ≤ 5

2 ≤ 8− 2s ≤ 5

−6 ≤ −2s ≤ −3

1.5 ≤ s ≤ 3 −→ s = 2, 3
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แสดงคำตอบทีเ่ปน็ไปไดดั้งตารางตอ่ไปนี้

s 2 3
t 1 1

x = 12− 4t− 2s 4 2
y = 1 + 3t 4 4
z = s 2 3
150x+ 200y + 300z 2000 2000

สรปุซือ้ไดจ้ำนวน 3 ลกู ๆ ละสายพันธุ์ เปน็ไปไดทั้ง้หมด 2 แบบ คอื
แบบที่ 1 ซือ้ทเุรยีนพันธุ์ ชะนไีขข่นาด 4 กก. หมอนทองขนาด 4 กก. และกา้นยาวขนาด 2 กก.
แบบที่ 2 ซือ้ทเุรยีนพันธุ์ ชะนไีขข่นาด 2 กก. หมอนทองขนาด 4 กก. และกา้นยาวขนาด 3 กก.
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18. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

18.1 (5 คะแนน) จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัส (PT) ทีม่จีำนวน 72
พรอ้มทัง้ระบดุว้ยวา่สามจำนวนใดเปน็ชนดิปฐมฐาน (PPT)
แนวคำตอบ
กรณี 72 = 2(1 · 36) = 2(2 · 18) = 2(3 · 12) = 2(4 · 9) = 2uv

กรณี 72 = 1 · 72 = 2 · 36 = 3 · 24 = 4 · 18 = 6 · 12 = 8 · 9 = (u− v)(u+ v) ดังนัน้
u− v = 1 2 3 4 6 8
u+ v = 72 36 24 18 12 9

2u = 73 38 27 22 18 17
u = − 19 − 11 9 −
v = − 17 − 7 3 −

สามสิง่อันดับพทีาโกรัส และชนดิปฐมฐานทีม่เีง ือ่นไข u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u, v ไมใ่ชจ่ำนวนคู่
พรอ้มกันหรอืคีพ่รอ้มกัน แสดงไดดั้งนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

36 1 1295 72 1297 PPT
18 2 320 72 328
12 3 135 72 153
9 4 65 72 97 PPT
19 17 72 646 650
11 7 72 154 170
9 3 72 54 90

18.2 (5 คะแนน) ให้ t เปน็จำนวนเตม็บวก จงพสิจูนว์า่

{2t+ 2, t2 + 2t, t2 + 2t+ 2} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส

และยกตัวอยา่งสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT) ทีไ่ดจ้ากสตูรดังกลา่วมาอยา่งนอ้ย 3 ชดุ
แนวคำตอบ ให้ v เปน็จำนวนเตม็บวก จะไดว้า่

(t2 + 2t+ 2)2 = (t2)2 + (2t)2 + 22 + 2(t2)(2t) + 2(t2)2 + 2(2t)(2)

= t4 + 4t2 + 4 + 4t3 + 4t2 + 8t

= (4t2 + 8t+ 4) + (t4 + 4t3 + 4t2)

= [(2t)2 + 2(2t)2 + 22] + [(t2)2 + 2(t2)(2t) + (2t)2]

= (2t+ 2)2 + (t2 + 2t)2

ดังนัน้ {2t+ 2, t2 + 2t, t2 + 2t+ t} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส
แสดงตัวอยา่ง สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PPT) ดังตอ่ไปนี้

t a = 2t+ 2 b = t2 + 2t c = t2 + 2t+ 2
1 4 3 5
3 8 15 17
5 12 35 37
7 16 63 65
9 20 99 101
11 24 143 145
13 28 195 197
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