
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2567
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 30 สงิหาคม 2567 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน.................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (20 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. กำหนดให้ a, b ∈ Z ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ถา้ a | b2 แลว้ a | b

ข. ถา้ a | b และ b | a แลว้ a = b

ค. ถา้ a | b แลว้ a2 | b

ง. ถา้มี x, y ∈ Z ซึง่ d = ax+ by แลว้ d = gcd(a, b)

จ. ถา้ a | (a+ b)(a− b) แลว้ a | b2

2. ให้ r เปน็ความสัมพันธบ์น Z ทีน่ยิามโดย

x r y กต็อ่เมือ่ 3 | (x2 − y2)

ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. r มสีมบัตสิะทอ้น (Reflexive)

ข. r มสีมบัตสิมมาตร (Symmetric)

ค. r มสีมบัตถิา่ยทอด (Transitive)

ง. สำหรับ x, y ∈ Z ถา้ x r y และ y r x แลว้ x = y

จ. มชัีน้สมมลู (Equivalent class) ทัง้หมด 2 ชัน้คอื [0]r, [1]r

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ a, b, c ∈ G ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ a2 = b2 แลว้ a = b

ข. ถา้ ab = ac แลว้ b = c

ค. ถา้ ◦(a) = 1 และ a = e (เปน็เอกลักษณ)์

ง. (abc)−1 = c−1b−1a−1

จ. ถา้ a ไมใ่ชเ่อกลักษณ์ และ a5 = e แลว้ ◦(a) = 5

4. สมาชกิของกรปุในขอ้ใดที่ อันดับ(order) ตา่งจากขอ้อืน่

ก.
[
−1 1
0 1

]
ใน GL2(R)

ข.
√
2

2
+

√
2

2
i ใน C∗

ค. 5̄ ใน Z×
12

ง. 6̄ ใน Z12

จ. (2 4) ใน S4

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

5. พจิารณากรปุการบวก Z4 × Z9 ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ตัวผกผัน (inverse) ของ (2̄, 1̄) คอื (2̄, 8̄)

ข. [Z4 × Z9 : ⟨(0̄, 3̄)⟩] = 12

ค. อันดับ (order) ของ (0̄, 3̄) เทา่กับ 6

ง. Z4 × Z9 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group)

จ. กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z4 × Z9 มี 9 กรปุ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (20 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

จงหาคา่ของ τ(24 · 67)

7.

ตัวตอ่กำเนดิ (generator) ของ Z24 × Z67 มทัีง้หมดกีตั่ว

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

ถา้ทราบวา่ 3̄ เปน็ตัวตอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
17 จงหาตัวกำเนดิตัวอืน่ ๆ (ตอบมาอยา่งนอ้ย 1 ตัว)

9.

จากกรปุยอ่ยของ S3 ตอ่ไปนี้

⟨(1 2)⟩, ⟨(1 3)⟩, ⟨(2 3)⟩, ⟨(1 2 3)⟩

กรปุยอ่ยใดเปน็ กรปุยอ่ยปกติ (Normal subgroup)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

10.

จงหาตัวผกผัน (inverse) ของ ⟨4̄⟩+ 1̄ ในกรปุผลหาร Z8/ ⟨4̄⟩

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4}
ถา้ ∗ มสีมบัตสิลับที่ (commutative law) และมสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่ (associative law) โดยมผีลการดำเนนิการ
แสดงดังตารางเคยเ์ลย์

∗ 1 2 3 4
1 a 3 2 b

2 3 1 4 2

3 c 4 1 3

4 1 2 3 4

11.1 (3 คะแนน) จงหา a, b และ c

11.2 (2 คะแนน) จงหา เอกลักษณ์ (identity) ของ G (พรอ้มใหเ้หตผุล)

11.3 (3 คะแนน) จงหา ตัวผกผัน (inverse) ของสมาชกิทกุตัว ใน G (เตมิคำตอบในตารางใหส้มบรูณ)์

สมาชกิ (Elements) ตัวผกผัน (Inverses) เหตผุล (Reasons)
1

2

3

4

11.4 (2 คะแนน) จงหา อันดับ (order) ของ 2 ใน G

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีด้ว้ยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์
2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุ ๆ n ∈ N

12.2 (5 คะแนน) ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ a ∈ G จงแสดงวา่
ถา้ ◦(a) = n แลว้ ◦(a−1) = n

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

13. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน R ดังนี้

a ∗ b = a+ b+ 2ab

จงตรวจสอบวา่ (R, ∗) เปน็ กึง่กรปุ (semi-group) / โมนอยด์ (monoid) / หรอืกรปุ (group)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

14.1 (5 คะแนน) ให้ α เปน็วัฏจักร ใน S67 ทีไ่มใ่ชเ่อกลักษณ์ โดยที่

[(2 4)α(2 4)]67 = (1)

จงหา อันดับ (order) ของ α

14.2 (5 คะแนน) จงหา ตัวผกผันการคณู (multiplicative inverse) ของ 17 ใน Z×
24

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

15.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ H เปน็กรปุยอ่ย(subgroup) ของ GL2(R) หรอืไม ่

H =

{[
1 0
0 2x

]
: x ∈ R

}

15.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ A =

[
−1 1
0 −1

]
เปน็สมาชกิใน GL2(R)

จงเขยีนกรปุยอ่ย ⟨A⟩ ในรปูแบบมเีงือ่นไขทีไ่มต่ดิเลขชีก้ำลัง

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) พจิารณากรปุการคณู Z×
22

16.1 (3 คะแนน) จงหา ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
22

16.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z×
22 (พรอ้มแจกแจงสมาชกิของกรปุยอ่ย)

16.3 (3 คะแนน) จงนำกรปุยอ่ยจากขอ้ 16.2 เขยีน แลตทซิ (lattice)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) ให้ G เปน็กรปุจำกัดที่ |G| = 6

จงใชท้ฤษฎบีทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มสีมาชกิใน G ทีม่อัีนดับเทา่กับ 2 หรอื 3

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) ให้ N เปน็กรปุยอ่ย (subgroup) ของกรปุ G จงพสิจูนว์า่

ถา้ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G แลว้ (Nh)(Nk) = N(hk) ทกุ ๆ h, k ∈ G

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 15



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ปกีารศกึษา 2567

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พชีคณตินามธรรม เวลา 13:00 - 16:00 100 คะแนน

วันศกุร์ ที่ 30 สงิหาคม 2567 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. กำหนดให้ a, b ∈ Z ขอ้ใดกลา่วถกูตอ้ง

ก. ถา้ a | b2 แลว้ a | b
ข. ถา้ a | b และ b | a แลว้ a = b

ค. ถา้ a | b แลว้ a2 | b

ง. ถา้มี x, y ∈ Z ซึง่ d = ax+ by แลว้ d = gcd(a, b)
จ. ถา้ a | (a+ b)(a− b) แลว้ a | b2 Answer

ตอบขอ้ จ.

ก. ถา้ a | b2 แลว้ a | b ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก a = 4 และ b = 2

ข. ถา้ a | b และ b | a แลว้ a = b ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก a = 2 และ b = −2

ค. ถา้ a | b แลว้ a2 | b ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก a = 2 และ b = 2

ง. ถา้มี x, y ∈ Z ซึง่ d = ax + by แลว้ d = gcd(a, b) ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก d = 2 และ a = 2, b = 3 และ
x = −5, y = 4

จ. ถา้ a | (a+ b)(a− b) แลว้ a | b2 ถกูตอ้ง
เนือ่งจาก (a− b)(a+ b) = a2 − b2 เนือ่งจาก a | a2 ดังนัน้ a | b2

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 16



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. ให้ r เปน็ความสัมพันธบ์น Z ทีน่ยิามโดย

x r y กต็อ่เมือ่ 3 | (x2 − y2)

ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. r มสีมบัตสิะทอ้น (Reflexive)
ข. r มสีมบัตสิมมาตร (Symmetric)
ค. r มสีมบัตถิา่ยทอด (Transitive)
ง. สำหรับ x, y ∈ Z ถา้ x r y และ y r x แลว้ x = y Answer
จ. มชัีน้สมมลู (Equivalent class) ทัง้หมด 2 ชัน้คอื [0]r, [1]r

ตอบขอ้ ง. พจิารณา

ก. สมบัตสิะทอ้น
สำหรับจำนวนเตม็ x ใด ๆ จะไดว้า่ x2 − x2 = 0 ดังนัน้ 2 | (x2 − x2) สรปุไดว้า่ x r x

ข. สมบัตสิมมาตร
ให้ x, y ∈ Z สมมตวิา่ x r y นัน่คอื 2 | (x2− y2) แลว้ 2 | (−1)(x2− y2) หรอื 2 | (y2−x2) สรปุไดว้า่ y r x

ค. สมบัตถิา่ยทอด
ให้ x, y, z ∈ Z สมมตวิา่ x r y และ y r z จะไดว้า่ 2 | (x2 − y2) และ 2 | (y2 − z2)
จะไดว้า่ 2 | [(x2 − y2) + (y2 − z2)] หรอื 2 | (x2 − z2) สรปุไดว้า่ x r z

ง. ไมถ่กูตอ้งเมือ่เลอืก x = 1 และ y = 2 จะเหน็วา่ x r y และ y r x แต่ x ̸= y

จ. จาก ก-ค r เปน็ความสัมพันธส์มมลูบน Z พจิารณาชัน้สมมลูตอ่ไปนี้

[0]r = {a : 3 | (a2 − 0)} = {0,±3,±6, ...}
[1]r = {a : 3 | (a2 − 1)} = {±1,±2,±4,±5, ...}

ดังนัน้มชัีน้สมมลูทัง้หมด 2 ชัน้คอื [0]r, [1]r

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 17



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ a, b, c ∈ G ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ถา้ a2 = b2 แลว้ a = b Answer
ข. ถา้ ab = ac แลว้ b = c

ค. ถา้ ◦(a) = 1 และ a = e (เปน็เอกลักษณ)์
ง. (abc)−1 = c−1b−1a−1

จ. ถา้ a ไมใ่ชเ่อกลักษณ์ และ a5 = e แลว้ ◦(a) = 5

ตอบขอ้ ก. ไมถ่กูตอ้ง เมือ่เลอืก G = R∗ (กรปุการคณู) และ a = −2, b = 2

4. สมาชกิของกรปุในขอ้ใดที่ อันดับ(order) ตา่งจากขอ้อืน่

ก.
[
−1 1
0 1

]
ใน GL2(R)

ข.
√
2

2
+

√
2

2
i ใน C∗ Answer

ค. 5̄ ใน Z×
12

ง. 6̄ ใน Z12

จ. (2 4) ใน S4

ตอบขอ้ ข. พจิารณา[
−1 1
0 1

] [
−1 1
0 1

]
=

[
1 0
0 1

]
= I −→ ◦

([
−1 1
0 1

])
= 2

(√
2
2
+

√
2
2
i
)8

=
(
cisπ

4

)8
= cis2π = 1 −→ ◦

(√
2
2
+

√
2
2
i
)

= 8

(5̄)2 = 25 = 1̄ −→ ◦(5̄) = 2

2(6̄) = 12 = 0̄ −→ ◦(6̄) = 2

(2 4)2 = (1) −→ ◦((2 4)) = 2
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5. พจิารณากรปุการบวก Z4 × Z9 ขอ้ใดกลา่วไมถ่กูตอ้ง

ก. ตัวผกผัน (inverse) ของ (2̄, 1̄) คอื (2̄, 8̄)

ข. [Z4 × Z9 : ⟨(0̄, 3̄)⟩] = 12

ค. อันดับ (order) ของ (0̄, 3̄) เทา่กับ 6 Answer
ง. Z4 × Z9 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group)
จ. กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z4 × Z9 มี 9 กรปุ

ตอบขอ้ ค.

ก. เนือ่งจาก (2̄, 1̄) + (2̄, 8̄) = (0̄, 0̄) ดังนัน้ ตัวผกผันของ (2̄, 1̄) คอื (2̄, 8̄)

ข. [Z4 × Z9 : ⟨(0̄, 3̄)⟩] =
|Z4 × Z9|
◦((0̄, 3̄))

=
4× 9

3
= 12

ค. ไมถ่กูตอ้งเนือ่งจาก
3(0̄, 3̄) = (0̄, 0̄)

ดังนัน้อันดับของ (0̄, 3̄) เทา่กับ 3 Answer
ง. Z4 × Z9 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group) เนือ่งจาก gcd(4, 9) = 1

จ. เนือ่งจาก Z4 × Z9 เปน็กรปุวัฏจักร ดังนัน้กรปุยอ่ยทัง้หมดเทา่กับ จำนวนตัวหารของ n = 4× 9

τ(4× 9) = τ(22 × 32) = (2 + 1)(2 + 1) = 9
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ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยมอื) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 96

จงหาคา่ของ τ(24 · 67)
แนวคำตอบ จะไดว้า่

τ(24 · 67) = τ(24 · 27 · 37) = τ(211 · 37)
= (11 + 1)(7 + 1)

= 12(8)

= 96 #

7. ตอบ 528

ตัวตอ่กำเนดิ (generator) ของ Z24 × Z67 มทัีง้หมดกีตั่ว
แนวคำตอบ Z24 × Z67 เปน็กรปุวัฏจักร (cyclic group) เนือ่งจาก gcd(24, 67) = 1 จำนวนตัวกอ่กำเนดิเทา่กับ

ϕ(24 · 67) = ϕ(23 · 3 · 67)
= (23 − 22)(3− 1)(67− 1)

= 4(2)(66)

= 528

8. ตอบ 5̄, 6̄, 7̄, 10, 11, 12, 14

ถา้ทราบวา่ 3̄ เปน็ตัวตอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
17 จงหาตัวกำเนดิตัวอืน่ ๆ (ตอบมาอยา่งนอ้ย 1 ตัว)

แนวคำตอบ จะเหน็วา่ n = ϕ(17) = 16 พจิารณา

1 ≤ k < 16 และ gcd(k, 16) = 1 นัน่คอื k = 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15

ดังนัน้ตัวตอ่กำเนดิของ Z×
17 คอื

ak =



(3̄)1 = 3̄

(3̄)3 = 10

(3̄)5 = 5̄

(3̄)7 = 11

(3̄)9 = 14

(3̄)11 = 7̄

(3̄)13 = 12

(3̄)15 = 6̄
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9. ตอบ ⟨(1 2 3)⟩

จากกรปุยอ่ยของ S3 ตอ่ไปนี้

⟨(1 2)⟩, ⟨(1 3)⟩, ⟨(2 3)⟩, ⟨(1 2 3)⟩

กรปุยอ่ยใดเปน็ กรปุยอ่ยปกติ (Normal subgroup)
แนวคำตอบ เนือ่งจาก

[S3 : ⟨(1 2 3)⟩] = |S3|
◦((1 2 3))

=
3!

3
= 2

โดยทฤษฎบีท สรปุไดว้า่ ⟨(1 2 3)⟩ เปน็กรปุยอ่ยปกติ

10. ตอบ ⟨4̄⟩+ 3̄

จงหาตัวผกผัน (inverse) ของ ⟨4̄⟩+ 1̄ ในกรปุผลหาร Z8/ ⟨4̄⟩
แนวคำตอบ พจิารณา

⟨4̄⟩ = {0̄, 4̄}
⟨4̄⟩+ 1̄ = {1̄, 5̄}
⟨4̄⟩+ 2̄ = {2̄, 6̄}
⟨4̄⟩+ 3̄ = {3̄, 7̄}

จะเหน็วา่ ⟨4̄⟩ เปน็เอกลักษณข์อง

Z8/ ⟨4̄⟩ = {⟨4̄⟩ , ⟨4̄⟩+ 1̄, ⟨4̄⟩+ 2̄, ⟨4̄⟩+ 3̄}

เนือ่งจาก
(⟨4̄⟩+ 1̄) + (⟨4̄⟩+ 3̄) = ⟨4̄⟩+ 4̄ = ⟨4̄⟩

ดังนัน้ ⟨4̄⟩+ 3̄ เปน็ตัวผกผันของ ⟨4̄⟩+ 1̄
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4}
ถา้ ∗ มสีมบัตสิลับที่ (commutative law) และมสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่ (associative law) โดยมผีลการดำเนนิการ
แสดงดังตารางเคยเ์ลย์

∗ 1 2 3 4
1 a 3 2 b

2 3 1 4 2

3 c 4 1 3

4 1 2 3 4

11.1 (3 คะแนน) จงหา a, b และ c
โดยสมบัตกิารสลับทีจ่ะไดว้า่

c = 3 ∗ 1 = 1 ∗ 3 = 2 #
b = 1 ∗ 4 = 4 ∗ 1 = 1 #

โดยสมบัตกิารเปลีย่นกลุม่
a = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (2 ∗ 2) = (1 ∗ 2) ∗ 2 = 3 ∗ 2 = 4 #

11.2 (2 คะแนน) จงหา เอกลักษณ์ (identity) ของ G (พรอ้มใหเ้หตผุล)
แนวคำตอบ จากตารางและขอ้ 11.1 จะเหน็วา่

a ∗ 4 = a = 4 ∗ a ทกุ ๆ a ∈ G

ดังนัน้ 2 เปน็เอกลักษณข์อง G

11.3 (3 คะแนน) จงหา ตัวผกผัน (inverse) ของสมาชกิทกุตัว ใน G (เตมิคำตอบในตารางใหส้มบรูณ)์

สมาชกิ (Elements) ตัวผกผัน (Inverses) เหตผุล (Reasons)
1 1 1 ∗ 1 = 4

2 3 2 ∗ 3 = 4 = 3 ∗ 2

3 2 3 ∗ 2 = 4 = 2 ∗ 3

4 4 4 ∗ 4 = 4

11.4 (2 คะแนน) จงหา อันดับ (order) ของ 2 ใน G

แนวคำตอบ เนือ่งจาก e = 2 พจิารณา
22 = 2 ∗ 2 = 1
23 = 22 ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 3
24 = 23 ∗ 2 = 3 ∗ 2 = 4

ดังนัน้ ◦(2) = 4 #
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีด้ว้ยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์
2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุ ๆ n ∈ N

แนวคำตอบ ให้ n ∈ N และ P (n) แทนขอ้ความ

2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2

กรณี n = 1 จะไดว้า่ 2 = 4− 2 = 21+1 − 2 ดังนัน้ P (1) เปน็จรงิ
ให้ k ∈ N สมมตวิา่ P (k) เปน็จรงิ จะไดว้า่

2 + 22 + 23 + · · ·+ 2k + 2k+1 = 2k+1 − 2 + 2k+1

= 2 · 2k+1 − 2

= 2k+2 − 2

ดังนัน้ P (k + 1) เปน็จรงิ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรส์รปุไดว้า่

2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุ ๆ n ∈ N

12.2 (5 คะแนน) ให้ G เปน็กรปุ โดยที่ a ∈ G จงแสดงวา่
ถา้ ◦(a) = n แลว้ ◦(a−1) = n

แนวคำตอบ สมมตวิา่ ◦(a) = n จะไดว้า่ an = e พจิารณา

(a−1)n = (an)−1 = e−1 = e

ให้ k ∈ N โดยที่ (a−1)k = e จะไดว้า่

(ak)−1 = (a−1)k = e

[(ak)−1]−1 = e−1

ak = e

ดังนัน้ n | k นัน่คอื n ≤ k
สรปุไดว้า่ ◦(a−1) = n
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13. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน R ดังนี้

a ∗ b = a+ b+ 2ab

จงตรวจสอบวา่ (R, ∗) เปน็ กึง่กรปุ (semi-group) / โมนอยด์ (monoid) / หรอืกรปุ (group)
แนวคำตอบ ให้ a, b, c ∈ G

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b+ c+ 2bc)

= a+ (b+ c+ 2bc) + 2a(b+ c+ 2bc)

= a+ b+ c+ 2bc+ 2ab+ 2ac+ 4abc

= a+ b+ 2ab+ c+ 2ac+ 2bc+ 4abc

= (a+ b+ 2ab) + c+ 2(a+ b+ 2ab)c

= (a+ b+ 2ab) ∗ c
= (a ∗ b) ∗ c

ดังนัน้ ∗ มสีมบัตกิารเปลีย่นกลุม่บนเซต G เนือ่งจาก

a ∗ 0 = a+ 0 + 2 · a · 0 = a

0 ∗ a = 0 + a+ 2 · 0 · a = a

จะไดว้า่ 0 เปน็เอกลักษณใ์น G
สมมตวิา่ a = −1

2
มตัีวผกผันเปน็ b ∈ R จะไดว้า่

0 = −1

2
∗ b = −1

2
+ b+ 2

(
−1

2

)
b = −1

2
+ b− b = −1

2

ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้
สรปุไดว้า่ (R, ∗) เปน็โมนอยด์
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14. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

14.1 (5 คะแนน) ให้ α เปน็วัฏจักร ใน S67 ทีไ่มใ่ชเ่อกลักษณ์ โดยที่

[(2 4)α(2 4)]67 = (1)

จงหา อันดับ (order) ของ α

แนวคำตอบ

[(2 4)α(2 4)]2 = [(2 4)α(2 4)][(2 4)α(2 4)] = (2 4)α(2 4)2α(2 4)

= (2 4)α(1)α(2 4) = (2 4)α2(2 4)

[(2 4)α(2 4)]3 = [(2 4)α2(2 4)][(2 4)α(2 4)] = (2 4)α2(2 4)2α(2 4)

= (2 4)α2(1)α(2 4) = (2 4)α3(2 4)

[(2 4)α(2 4)]4 = [(2 4)α3(2 4)][(2 4)α(2 4)] = (2 4)α3(2 4)2α(2 4)

= (2 4)α3(1)α(2 4) = (2 4)α4(2 4)

...
[(2 4)α(2 4)]67 = (2 4)α67(2 4)

(1) = (2 4)α67(2 4)

(2 4)(1)(2 4) = (2 4)(2 4)α67(2 4)(2 4)

(2 4)2 = (2 4)2α67(2 4)2

(1) = (1)α67(1)

(1) = α67

จะไดว้า่ ◦(α) | 67 ฉะนัน้ ◦(α) = 1, 67 ( 67 เปน็จำนวนเฉพาะ)
เนือ่งจาก α ไมใ่ชเ่อกลักษณ์ นัน่คอื ◦(α) ̸= 1 สรปุไดว้า่ ◦(α) = 67 #

14.2 (5 คะแนน) จงหา ตัวผกผันการคณู (multiplicative inverse) ของ 17 ใน Z×
24

แนวคำตอบ พจิารณาเมทรกิซใ์นการหา gcd(17, 24) = 1

24 1 0 R1

17 0 1 R2

7 1 −1 R3 = R1 −R2

3 −2 3 R4 = R2 − 2R3

1 5 −7 R5 = R3 − 2R4

ดังนัน้ 1 = 24(5) + 17(−7) จะไดว้า่

1̄ = 24(5) + 17(−7) = 17 · −7

ดังนัน้ −7 = 17 เปน็ตัวผกผันการคณูของ 17 ใน Z×
24
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15. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

15.1 (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ H เปน็กรปุยอ่ย(subgroup) ของ GL2(R) หรอืไม ่

H =

{[
1 0
0 2x

]
: x ∈ R

}

แนวคำตอบ เลอืก x = 0 จะไดว้า่
[
1 0
0 1

]
∈ H ดังนัน้ H ̸= ∅

ให้ A =

[
1 0
0 2x

]
และ B =

[
1 0
0 2y

]
เปน็สมาชกิใน H นัน่คอื x, y ∈ R จะไดว้า่

AB−1 =

[
1 0
0 2x

] [
1 0
0 2y

]−1

=

[
1 0
0 2x

]
1

2y

[
2y 0
0 1

]
=

[
1 0
0 2x

] [
1 0
0 2−y

]
=

[
1 0
0 2x−y

]
∈ H

เนือ่งจาก x− y ∈ R จะไดว้า่ AB−1 ∈ H ดังนัน้ H เปน็กรปุยอ่ยของ GL2(R)

15.2 (5 คะแนน) กำหนดให้ A =

[
−1 1
0 −1

]
เปน็สมาชกิใน GL2(R)

จงเขยีนกรปุยอ่ย ⟨A⟩ ในรปูแบบมเีงือ่นไขทีไ่มต่ดิเลขชีก้ำลัง
แนวคำตอบ พจิารณา

A =

[
−1 1
0 −1

]
A2 =

[
−1 1
0 −1

] [
−1 1
0 −1

]
=

[
1 −2
0 1

]
A3 = A2A =

[
1 −2
0 1

] [
−1 1
0 −1

]
=

[
−1 3
0 −1

]
A4 = A3A =

[
−1 3
0 −1

] [
−1 1
0 −1

]
=

[
1 −4
0 1

]
...

An =

[
(−1)n (−1)n+1n

0 (−1)n

]

ดังนัน้ An =

[
(−1)n (−1)n+1n

0 (−1)n

]
เมือ่ n ∈ N และ I เปน็เมตกิซเ์อกลักษณ์

จะเหน็วา่ A−1 =

[
−1 −1
0 −1

]
เแลว้

A−n = (An)−1 =

[
(−1)n (−1)n+1n

0 (−1)n

]−1

=

[
(−1)n (−1)n+1(−n)

0 (−1)n

]
เมือ่ n ∈ N

และ A0 =

[
1 0
0 1

]
= I สรปุไดว้า่

⟨A⟩ =
{[

(−1)n (−1)n+1n
0 (−1)n

]
: n ∈ Z

}
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16. (10 คะแนน) พจิารณากรปุการคณู Z×
22

16.1 (3 คะแนน) จงหา ตัวกอ่กำเนดิ (generator) ของ Z×
22

แนวคำตอบ จะเหน็วา่ n = ϕ(22) = ϕ(2 · 11) = (2− 1)(11− 1) = 10 พจิารณา

(7)1 = 7
(7)2 = 49 = 5̄
(7)3 = (7)(2)2 = (7)(5) = 35 = 13
(7)4 = (7)(7)3 = (7)(13) = 91 = 3
(7)5 = (7)(7)4 = (7)(3) = 21 = −1
(7)6 = (7)(7)5 = (7)(−1) = −7 = 15
(7)7 = (7)(7)6 = (7)(−7) = −49 = 17 = −5
(7)8 = (7)(7)7 = (7)(−5) = −35 = 9
(7)9 = (7)(7)8 = (7)(9) = 63 = 19 = −3
(7)10 = (7)(7)9 = (7)(−3) = −21 = 1

ดังนัน้ ◦(7̄) = 10 = n

สรปุไดว้า่ 7̄ เปน็ตัวกอ่กำเนดิของ Z×
22 #

16.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอ่ย (subgroup) ทัง้หมดของ Z×
22 (พรอ้มแจกแจงสมาชกิของกรปุยอ่ย)

แนวคำตอบ จาก ⟨7̄⟩ = Z×
22 ตัวหารของ 10 คอื 1, 2, 5, 10 ดังนัน้กรปุยอ่ยของ Z×

19 คอื⟨
(7̄)

10
1

⟩
=

⟨
(7̄)10

⟩
= ⟨1̄⟩ = {1̄}⟨

(7̄)
10
2

⟩
=

⟨
(7̄)5

⟩
=

⟨
21
⟩
= {1̄, 21}⟨

(7̄)
10
5

⟩
=

⟨
(7̄)2

⟩
=

⟨
5
⟩
= {1̄, 5, 3, 15, 9}⟨

(7̄)
10
10

⟩
=

⟨
(7̄)1

⟩
=

⟨
7
⟩
= Z×

22 = {1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 21}

16.3 (3 คะแนน) จงนำกรปุยอ่ยจากขอ้ 16.2 เขยีน แลตทซิ (lattice)
แนวคำตอบ เขยีนแลตทซิไดดั้งนี้ ⟨

7
⟩

⟨
5
⟩

⟨
21
⟩

⟨
1
⟩
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17. (10 คะแนน) ให้ G เปน็กรปุจำกัดที่ |G| = 6

จงใชท้ฤษฎบีทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) แสดงวา่มสีมาชกิใน G ทีม่อัีนดับเทา่กับ 2 หรอื 3

แนวคำตอบ สมมตวิา่ไมม่สีมาชกิใน G ทีม่อัีนดับเทา่กับ 2 และ 3
ให้ a ∈ G โดยที่ a ไมใ่ชเ่อกลักษณ์ จะไดว้า่

⟨a⟩ เปน็กรปุยอ่ยของ G

โดยทฤษฎบีทลากรองจ์ (Lagrange’s Theorem) | ⟨a⟩ | หาร |G| ลงตัว หรอื ◦(a) | 6
ฉะนัน้ ◦(a) = 1, 2, 3, 6 แต่ a ไมใ่ชเ่อกลักษณแ์ละไมม่อัีนดับ 2 และ 3 ดังนัน้ ◦(a) = 6 = |G|
ทำใหไ้ดว้า่ ทกุสมาชกิใน G ทีไ่มใ่ชเ่อกลักษณม์อัีนดับเทา่กับ 6 หรอืกลา่วไดว้า่

ทกุสมาชกิทีไ่มใ่ชเ่อกลักษณ์ เปน็ตัวกอ่กำเนดิของ G

นัน่คอืจำนวนตัวกอ่กำเนดิของ G เทา่กับ 5 เกดิขอ้ขัดแยง้กับทฤษฎบีททีว่า่ตัวกอ่กำเนดิของ G เทา่กับ ϕ(6) = 2
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18. (10 คะแนน) ให้ N เปน็กรปุยอ่ย (subgroup) ของกรปุ G จงพสิจูนว์า่

ถา้ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G แลว้ (Nh)(Nk) = N(hk) ทกุ ๆ h, k ∈ G

แนวคำตอบ ให้ N เปน็กรปุยอ่ยของกรปุ G สมมตวิา่ gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G
ให้ h, k ∈ G

ขัน้ที่ 1 จะแสดงวา่ (Nh)(Nk) ⊆ N(hk)

ให้ x ∈ (Nh)(Nk) จะไดว้า่มี n1, n2 ∈ N ซึง่ x = (n1h)(n2k) = n1(hn2)k

จะเหน็วา่ hn2h
−1 ∈ hNh−1 ⊆ N

นัน่คอืมี n3 ∈ N ซึง่

hn2h
−1 = n3

hn2 = n3h

เนือ่งจาก n1n3 ∈ N จะไดว้า่

x = n1(hn2)k = n1(n3h)k = (n1n3)hk ∈ N(hk)

ขัน้ที่ 2 จะแสดงวา่ N(hk) ⊆ (Nh)(Nk)

ให้ x ∈ N(hk) จะไดว้า่มี n ∈ N ซึง่ x = n(hk) เนือ่งจาก e ∈ N ฉะนัน้

x = n(hk) = (nh)(ek) ∈ (Nh)(Nk)

สรปุไดว้า่ (Nh)(Nk) = N(hk)
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