
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

ข้อสอบกลางภาคเรียนที 1 ปีการศึกษา 2565

รหสัวชิา ชอืวชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC2302 ทฤษฎีจาํนวน เวลา 9:00 - 12:00 105 คะแนน

วนัจนัทร์ ที 12 กนัยายน 2565 25%

ชือ-สกุล..................................................... รหสันักศึกษา................................. หมู่เรียน..........

คาํชแีจง
1. ขอ้สอบมีทงัหมด 12 หน้า จาํนวน 10 ข้อ
2. เขียนรหสันกัศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในข้อสอบทุกหน้า
3. หา้มใช้ เครอืงคาํนวณ และอปุกรณส์อืสารทกุชนิดในขณะสอบ
4. ไม่อนุญาตใหน้าํเอกสารการเรยีน ตาํราเรยีนทกุชนิดเขา้หอ้งสอบ
5. หา้มนาํขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด
6. หากมีการทุจริตในการสอบ จะไดร้บัการลงโทษตามระเบียบของมหาวิทยาลยั

ขา้พเจา้จะปฏิบตัิตามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครดั
ลงชือผูเ้ขา้สอบ

........................................
อาจารยผ์ูส้อน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

ข้อที 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 รวม
คะแนน

หน้า 1 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีโดยไมต่อ้งแสดงวิธีทาํ (ขอ้ละ 1 คะแนน)
1.1 ถา้ 7 หาร a และ b มีเศษเหลือเทา่กบั 2 และ 3 ตามลาํดบั แลว้ 7 หาร

(3a+ 2b)2 − (2a+ 3b)2 มีเศษเหลือเทา่ใด (ตอบเป็นจาํนวนบวก)

1.2 จงหาจาํนวนเตม็สหีลกั 1aa1 ซงึหารดว้ย 9 ลงตวั

1.3 จงหาผลบวกของจาํนวนเตม็บวกm ทงัหมด
ทีสอดคลอ้ง (m+ 1) | (m− 2)2

1.4 จงหาหลักหน่วยของ 722

1.5 จงหาคา่ของ ℓcm(−10!, 12!)

1.6 ถา้มีจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 65x+ 22y = 1 จงหา gcd(x, 22)

1.7 ให้ a, b ∈ Z ซงึ gcd(a, b) = 13 และ ab = −845 จงหา ℓcm(a, b)

1.8 จงหาจาํนวนเฉพาะ p ทมีากสุดทีหาร (p+ 2022)2 ลงตวั

1.9 จงหาจาํนวนตัวหารทงัหมดของ 2565

1.10 ถา้รูปแบบบญัญตัิของจาํนวนประกอบตวัหนงึคือ 22 · 33 · px < 600

โดยที x > 0 แลว้ p+ x มีคา่เทา่ใด

หน้า 2 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

ข้อ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธีิทาํโดยละเอยีด
2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

2.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนี โดยใชว้ิธีขดัแยง้ (contradiction)
(∀ε > 0, |x| < ε) → x = 0

2.2 (5 คะแนน) จงพิสจูนโ์ดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตรว์า่
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2n − 2n+1
=

1

2n
− 1

สาํหรบัจาํนวนนบั n

หน้า 3 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

3. (10 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1) ทกุจาํนวนเตม็คี n

ขอ้เสนอแนะ : ใชท้ฤษฎีบททีวา่ ถา้ a | c และ b | c โดยที gcd(a, b) = 1 แลว้ ab | c

หน้า 4 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
4.1 (5 คะแนน) เลขโดดหลักหน่วยทมีศูีนยต์ามหลัง หมายถงึ เลขโดดทีไมใ่ช่ศนูยห์ลกัแรกนบั

จากหลกัหน่วยของจาํนวนเตม็ เชน่ เลขโดดหลกัหน่วยทีมีศนูยต์ามหลงัของ 5563000 คือ 3
และ 12390000 คือ 9 และ 10230100 คือ 1
จงหาเลขโดดหลักหน่วยทมีีศูนยต์ามหลังของ (5!)5!

4.2 (5 คะแนน) กาํหนดให้ a, b เป็นเลขโดด และ
99ab00 เป็นจาํนวนเตม็หกหลกัทีหารดว้ย 77 ลงตวั

จงหาจาํนวน 99ab00

หน้า 5 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

5. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
5.1 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวก a ทงัหมดทีสอดคลอ้ง (5a− 1) | (5a+ 3)(5a+ 8)

5.2 (5 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ 9 | (4n + 15n− 1) สาํหรบัจาํนวนนบั n
โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

หน้า 6 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

6. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
6.1 (5 คะแนน) ให้ a, b, c เป็นจาํนวนเตม็ จงแสดงวา่

ถา้ a2 | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว้ a2 | c2

6.2 (5 คะแนน) จาํนวนเตม็ตงัแต่ 150 ถงึ 650 กีจาํนวนทีเป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธก์บั 18

หน้า 7 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

7. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
7.1 (7 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 222x− 565y = 1

7.2 (5 คะแนน) จงหาตวัหารรว่มมาก 3131 และ 1313 โดยใชว้ิธียคุลดิ

หน้า 8 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

8. (10 คะแนน) ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ช่ศนูย์ และ k ∈ Z+ สมมติวา่ gcd(k, b) = 1

8.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ gcd(ka, b) = gcd(a, b)

8.2 (4 คะแนน) จงใชผ้ลจากขอ้ 8.1 แสดงวา่ ℓcm(ka, b) = k · ℓcm(a, b)

หน้า 9 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

9. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
9.1 (6 คะแนน) จงหาจาํนวนเฉพาะ 2 ตวัแรกทีอยูใ่นรูป

n4 + n2 + 33 เมือ n เป็นจาํนวนเตม็บวก

หน้า 10 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

9.2 (6 คะแนน) ให้ x, y เป็นจาํนวนเตม็บวก โดยที
gcd(x, y) = 22 · 3 · 53 · 7
ℓcm(x, y) = 24 · 3 · 53 · 72

จงหา x และ y ทีเป็นไปไดท้งัหมด

หน้า 11 จาก 12
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รหสันักศึกษา......................................... หมู่เรียน.................

10. (11 คะแนน) ให้ N = 10! · 20122 · 2565

10.1 (5 คะแนน) จงเขียน N ในรูปแบบบญัญตัิ

10.2 (6 คะแนน) N เป็นจาํนวนเตม็กีหลกั

หน้า 12 จาก 12
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มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา
คณะครุศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์

เฉลยข้อสอบกลางภาคเรียนที 1 ปีการศึกษา 2565

รหสัวชิา ชอืวชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC2302 ทฤษฎีจาํนวน เวลา 9:00 - 12:00 105 คะแนน

วนัจนัทร์ ที 12 กนัยายน 2565 25%

โดย ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จาํปาหวาย

1. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนีโดยไมต่อ้งแสดงวิธีทาํ (ขอ้ละ 1 คะแนน)

1.1 ถา้ 7 หาร a และ b มีเศษเหลือเทา่กบั 2 และ 3 ตามลาํดบั แลว้ 7 หาร 3
(3a+ 2b)2 − (2a+ 3b)2 มีเศษเหลือเทา่ใด (ตอบเป็นจาํนวนบวก)
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ 7 หาร (3a+ 2b)2 − (2a+ 3b)2 มีเศษเหลือเทา่กบั

(3 · 2 + 2 · 3)2 − (2 · 2 + 3 · 3)2 = 144− 169 = −25

นนัคือเศษเหลือเทา่กบั −4 หรอื 3 #

1.2 จงหาจาํนวนเตม็สหีลกั 1aa1 ซงึหารดว้ย 9 ลงตวั 1881
แนวคาํตอบ เนืองจาก 9 | (1 + a+ a+ 1) หรอื 9 | (2 + 2a) ดงันนั a = 8

จาํนวนนนัคือ 1881 #

1.3 จงหาผลบวกของจาํนวนเตม็บวกm ทงัหมด 10
ทีสอดคลอ้ง (m+ 1) | (m− 2)2

แนวคาํตอบ พิจารณา (m− 2)2 = [(m+ 1)− 3]2 = (m+ 1)2 − 6(m+ 1) + 9

ดงันนั (m+ 1) | 9 ฉะนนัm+ 1 = 3, 9 หรอืm = 2, 8 ผลบวกของm เทา่กบั 2 + 8 = 10 #
1.4 จงหาหลักหน่วยของ 722 9

แนวคาํตอบ เนืองจาก 74 = 2401 หารดว้ย 10 มีเศษเหลือเทา่กบั 1 ดงันนั
10 หาร 722 = (74)5 · 72 = (74)5 · 49 มีเศษเหลือเทา่กบั 15 · 9 = 9
สรุปไดว้า่ หลกัหน่วยของ 722 คือ 9 #

1.5 จงหาคา่ของ ℓcm(−10!, 12!) 12!
แนวคาํตอบ เนืองจาก 10! | 12! ดงันนั ℓcm(−10!, 12!) = 12! #

1.6 ถา้มีจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 65x+ 22y = 1 จงหา gcd(x, 22) 1
แนวคาํตอบ เนืองจาก x(65) + 22(y) = 1 ดงันนั gcd(x, 22) = 1

13



1.7 ให้ a, b ∈ Z ซงึ gcd(a, b) = 13 และ ab = −845 จงหา ℓcm(a, b) 65
แนวคาํตอบ จาก gcd(a, b)ℓcm(a, b) = |ab| ดงันนั

ℓcm(a, b) = | − 845|
13

= 65 #

1.8 จงหาจาํนวนเฉพาะ p ทมีากสุดทีหาร (p+ 2022)2 ลงตวั 337
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ p | (p+ 2022) นนัคือ p | 2022 เนืองจาก 2022 = 2 · 3 · 337
ดงันนัจาํนวนเฉพาะทีมากทีสดุคือ 337 #

1.9 จงหาจาํนวนตัวหารทงัหมดของ 2565 16
แนวคาํตอบ เนืองจาก 2565 = 33 · 5 · 19 ดงันนัจาํนวนตวัหารของ 2565 เทา่กบั

(3 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 16 #

1.10 ถา้รูปแบบบญัญตัิของจาํนวนประกอบตวัหนงึคือ 22 · 33 · px < 600 6
โดยที x > 0 แลว้ p+ x มีคา่เทา่ใด
แนวคาํตอบ เนืองจาก 22 · 33 · 51 = 540 < 600 ดงันนั p = 5, x = 1
ทาํใหไ้ดว้า่ p+ x = 5 + 1 = 6 #
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ข้อ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธีิทาํโดยละเอยีด

2. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

2.1 (5 คะแนน) จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนี โดยใชว้ิธีขดัแยง้ (contradiction)
(∀ε > 0, |x| < ε) → x = 0

บทพิสูจน์. สมมติวา่ (∀ε > 0, |x| < ε) ∧ x ̸= 0 จะไดว้า่ |x| > 0

เนืองจาก |x| < ε ทกุ ๆ ε > 0 นนัคือกรณีที ε = |x| > 0 ตอ้งสอดคลอ้งเงือนไขดงักลา่ว ฉะนนั
|x| < ε = |x|

นีเกิดขอ้ขดัแยง้ ดงันนัสงิทีสมมติไมเ่ป็นจรงิ สรุปไดว้า่ (∀ε > 0, |x| < ε) → x = 0

2.2 (5 คะแนน) จงพิสจูนโ์ดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตรว์า่
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2n − 2n+1
=

1

2n
− 1

สาํหรบัจาํนวนนบั n

บทพิสูจน์. ให้ P (n) แทนขอ้ความ
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2n − 2n+1
=

1

2n
− 1

เมือ n เป็นจาํนวนนบั
ขนัฐาน : เนืองจาก 1

21 − 22
= −1

2
=

1

2
− 1 =

1

21
− 1 ดงันนั P (1) เป็นจรงิ

ขนัอปุนยั : สมมติวา่ P (k) เป็นจรงิ เมือ k ∈ N นนัคือ
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2k − 2k+1
=

1

2k
− 1

จะไดว้า่
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2k − 2k+1
+

1

2k+1 − 2k+2
=

1

2k
− 1 +

1

2k+1 − 2k+2

=
1

2k
− 1 +

1

2k+1(1− 2)

=
1

2k
− 1− 1

2k+1

=
2

2 · 2k
− 1

2k+1
− 1

=
1

2k+1
− 1

ดงันนั P (k + 1) เป็นจรงิ โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตรส์รุปไดว้า่
1

21 − 22
+

1

22 − 23
+

1

23 − 24
+ · · ·+ 1

2n − 2n+1
=

1

2n
− 1 สาํหรบัจาํนวนนบั n
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3. (10 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1) ทกุจาํนวนเตม็คี n

ขอ้เสนอแนะ : ใชท้ฤษฎีบททีวา่ ถา้ a | c และ b | c โดยที gcd(a, b) = 1 แลว้ ab | c
แบบที 1 ทาํตามข้อเสนอแนะ

บทพิสูจน์. ให้ n เป็นจาํนวนเตม็คี
โดยขนัตอนวิธีการหารมีจาํนวนเตม็ q ซงึ n = 3q หรอื n = 3q + 1 หรอื n = 3q + 2

กรณี n = 3q จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = 3q((3q)2 − 1)(2(3q) + 1) = 3[q(9q2 − 1)(6q + 1)]

ดงันนั 3 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

กรณี a = 3q + 1 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (3q + 1)((3q + 1)2 − 1)(2(3q + 1) + 1) = (3q + 1)(9q2 + 6q)(6q + 3)

= (3q + 1)(9q2 + 6q)3(2q + 1)

= 3[(3q + 1)(9q2 + 6q)(2q + 1)]

ดงันนั 3 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

กรณี n = 3q + 2 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (3q + 2)((3q + 2)2 − 1)(2(3q + 2) + 1) = (3q + 2)(9q2 + 12q + 3)(6q + 5)

= (3q + 2)3(3q2 + 4q + 1)(6q + 5)

= 3[(3q + 2)(3q2 + 4q + 1)(6q + 5)]

ดงันนั 3 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

โดยขนัตอนวิธีการหารมีจาํนวนเตม็ q ซงึ n = 4q หรอื n = 4q + 1 หรอื n = 4q + 2 หรอื n = 4q + 3

เนืองจาก n เป็นจาํนวนเตม็คี ดงันนั n = 4q + 1 หรอื n = 4q + 3

กรณี a = 4q + 1 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (4q + 1)((4q + 1)2 − 1)(2(4q + 1) + 1) = (4q + 1)(16q2 + 8q)(8q + 3)

= (4q + 1)4(4q2 + 2q)(8q + 3)

= 4[(4q + 1)(4q2 + 2q)(8q + 3)]

ดงันนั 4 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

กรณี a = 4q + 3 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (4q + 3)((4q + 3)2 − 1)(2(4q + 3) + 1) = (4q + 3)(16q2 + 24q + 8)(8q + 7)

= (4q + 3)4(4q2 + 6q + 2)(8q + 7)

= 4[(4q + 3)(4q2 + 6q + 2)(8q + 7)]

ดงันนั 4 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

เนืองจาก gcd(3, 4) = 1 โดยที 3 | n(n2 − 1)(2n+ 1) และ 4 | n(n2 − 1)(2n+ 1) ดงันนั

12 | n(n2 − 1)(2n+ 1) ทกุจาํนวนเตม็คี n
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แบบที 2 ทาํโดยใช้ขันตอนวธีิการกับ 6

บทพิสูจน์. ให้ n เป็นจาํนวนเตม็คี
โดยขนัตอนวิธีการหารมีจาํนวนเตม็ q ซงึ

n = 6q หรอื n = 6q + 1 หรอื n = 6q + 2 หรอื n = 6q + 3 หรอื n = 6q + 4 หรอื n = 6q + 5

เนืองจาก n เป็นจาํนวนเตม็คี ดงันนั n = 6q + 1 หรอื n = 6q + 3 หรอื n = 6q + 5

กรณี a = 6q + 1 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (6q + 1)((6q + 1)2 − 1)(2(6q + 1) + 1) = (4q + 1)(36q2 + 12q)(12q + 3)

= (6q + 1)12(2q2 + q)(12q + 3)

= 12[(6q + 1)(2q2 + q)(12q + 3)]

ดงันนั 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

กรณี a = 6q + 3 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (6q + 3)((6q + 3)2 − 1)(2(6q + 3) + 1) = (6q + 3)(36q2 + 36q + 8)(12q + 7)

= 3(2q + 1)4(9q2 + 9q + 2)(12q + 7)

= 12[(2q + 1)(9q2 + 9q + 2)(12q + 7)]

ดงันนั 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

กรณี a = 6q + 5 จะไดว้า่
n(n2 − 1)(2n+ 1) = (6q + 5)((6q + 5)2 − 1)(2(6q + 5) + 1) = (6q + 5)(36q2 + 60q + 24)(12q + 11)

= (6q + 5)12(3q2 + 5q + 2)(12q + 11)

= 12[(6q + 5)(3q2 + 5q + 2)(12q + 11)]

ดงันนั 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1)

สรุปไดว้า่ 12 | n(n2 − 1)(2n+ 1) ทกุจาํนวนเตม็คี n
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4. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
4.1 (5 คะแนน) เลขโดดหลักหน่วยทมีีศูนยต์ามหลังหมายถงึ เลขโดดทีไมใ่ชศ่นูยห์ลกัแรกนบัจากหลกัหน่วยของจาํนวนเตม็

เช่น เลขโดดหลกัหน่วยทีมีศนูยต์ามหลงัของ 5563000 คือ 3 และ 12390000 คือ 9 และ 10230100 คือ 1
จงหาเลขโดดหลักหน่วยทมีีศูนยต์ามหลังของ (5!)5!

แนวคาํตอบ พิจารณา
(5!)5! = 120120 = (12 · 10)120 = 12120 · 10120

เนืองจาก 10 หาร 12 เหลือเศษเทา่กบั 2 ดงันนั
10 หาร 12120 เหลือเศษเทา่กบั 10 หาร 2120
เนืองจาก
10 หาร (2)10 = 1024 เหลือเศษเทา่กบั 4
10 หาร 2120 = (210)12 เหลือเศษเทา่กบั 412 = 224

จะไดว้า่
10 หาร 224 = ((2)10)2 · 24 เหลือเศษเทา่กบั 10 หาร 42 · 24 = 16 · 16 = 256
10 หาร 256 เหลือเศษเทา่กบั 6

ดงันนัหลกัหน่วยทีมีศนูยต์ามหลงัของ (5!)5! เทา่กบั 6 #
4.2 (5 คะแนน) กาํหนดให้ a, b เป็นเลขโดด และ

99ab00 เป็นจาํนวนเตม็หกหลกัทีหารดว้ย 77 ลงตวั
จงหาจาํนวน 99ab00

แนวคาํตอบ เนืองจาก 77 = 7 · 11 ซงึ 77 | 99ab00 และ gcd(7, 11) = 1

ดงันนั 7 | 99ab00 และ 11 | 99ab00 นนัคือ
7 หาร 1(0) + 3(0) + 2(b)− 1(a)− 3(9)− 2(9) = 2b− a− 45 = 2b− a− 7(6)− 3 ลงตวั

ดงันนั 7 | (2b− a− 3) จะไดว้า่
2b− a = 3 หรอื 2b− a = −4 หรอื 2b− a = 10 หรอื 2b− a = 17

พิจารณา 11 | 99ab00

11 หาร 0− 0 + b− a+ 9− 9 = b− a ลงตวั จะไดว้า่ b− a = 0

b− a = 0 99ab00

2b− a = 3 a = 3, b = 3 993300
2b− a = −4 a = −4, b = −4 เป็นไปไมไ่ด้
2b− a = 10 a = 10, b = 10 เป็นไปไมไ่ด้
2b− a = 17 a = 17, b = 17 เป็นไปไมไ่ด้

ดงันนัจาํนวนดงักลา่วคือ 993300 #
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5. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

5.1 (5 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็บวก a ทงัหมดทีสอดคลอ้ง (5a− 1) | (5a+ 3)(5a+ 8)

แนวคาํตอบ พิจารณา
(5a+ 3)(5a+ 8) = [(5a− 1) + 4][(5a− 1) + 9]

= (5a− 1)2 + 13(5a− 1) + 36

นนัคือ (5a− 1) | 36 สรุปไดว้า่ 5a− 1 = 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 ดงันนั a = 1, 2 #
5.2 (5 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ 9 | (4n + 15n− 1) สาํหรบัจาํนวนนบั n

โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

บทพิสูจน์. ให้ P (n) แทนขอ้ความ 9 | (4n + 15n− 1) เมือ n เป็นจาํนวนนบั
ขนัฐาน : เนืองจาก 41 + 15(1)− 1 = 18 นนัคือ 9 | (41 + 15(1)− 1) ดงันนั P (1) เป็นจรงิ
ขนัอปุนยั : สมมติวา่ P (k) เป็นจรงิ เมือ k ∈ N นนัคือ 9 | (4k + 15k − 1)

จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x ซงึ 4k + 15k − 1 = 9x หรอื 4k = 9x− 15k + 1

4k+1 + 15(k + 1)− 1 = 4 · 4k + 15k + 14

= 4(9x− 15k + 1) + 15k + 14

= 36x− 60k + 4 + 15k + 14

= 36x− 45k + 18

= 9(4x− 5k + 2)

ดงันนั 9 | (4k+1 + 15(k + 1)− 1) นนัคือ P (k + 1) เป็นจรงิ
โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตรส์รุปไดว้า่ 9 | (4n + 15n− 1) สาํหรบัจาํนวนนบั n
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6. (10 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

6.1 (5 คะแนน) ให้ a, b, c เป็นจาํนวนเตม็ จงแสดงวา่
ถา้ a2 | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว้ a2 | c2

บทพิสูจน์. ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนเตม็ สมมติวา่ a2 | bc และ gcd(a, b) = 1

จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x, y, k ซงึ 1 = ax+ by และ bc = a2k จะไดว้า่
c2 = c2 · 1 = c2(ax+ by)

= c2ax+ c2by

= c2ax · 1 + c(bc)y

= c2ax(ax+ by) + c(a2k)y

= c2a2x2 + c2xby + a2cky

= a2c2x2 + c(bc)xy + a2cky

= a2c2x2 + c(a2k)xy + a2cky

= a2(c2x2 + ckxy + cky)

ดงันนั a2 | c2

6.2 (5 คะแนน) จาํนวนเตม็ตงัแต่ 150 ถงึ 650 กีจาํนวนทีเป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธก์บั 18
แนวคาํตอบ กาํหนดให้ S = {150, 151, 152, ..., 650} และ

G = {x ∈ S : gcd(x, 18) = 1}

พิจารณา 18 = 2× 32 เนืองจาก gcd(x, 18) = 4 ดงันนั 2 - x และ 3 - x กาํหนดให้
A = {x ∈ S : 2 | x} และ B = {x ∈ S : 3 | x}

เห็นไดช้ดัวา่G = (A ∪B)c ซงึตรงกบัแผนภาพเวนน-์ออยเลอรด์งัรูป

SA B

จะไดว้า่
A = {150, 152, 154, ..., 650}
B = {150, 153, 156, ..., 648}

A ∩B = {x ∈ S : 2 | x และ 3 | x} = {150, 156, 162, ..., 648}

จะไดว้า่ n(S) = 501, n(A) = 251, n(B) = 167 และ n(A ∩B) = 84 ดงันนั
n(G) = n((A ∪B)c) = n(S)− n(A ∪B)

= n(S)− [n(A) + n(B)− n(A ∩B)]

= 501− [251 + 167− 84] = 167

ดงันนั จาํนวนเตม็ตงัแต่ 150 ถงึ 650 ซงึเป็นจาํนวนเฉพาะสมัพทัธก์บั 18 เทา่กบั 167 จาํนวน #
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7. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

7.1 (7 คะแนน) จงหาจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 222x− 565y = 1

แนวคาํตอบ โดยขนัตอนการหารของยคุลดิ
565 = 565(1) + 222(0) 551 1 0 R1

222 = 565(0) + 222(1) 222 0 1 R2

121 = 565(1) + 222(−2) 121 1 −2 R3 = R1 − 2R2

101 = 565(−1) + 222(3) 101 −1 3 R4 = R2 −R3

20 = 565(2) + 222(−5) 20 2 −5 R5 = R3 −R4

1 = 565(−11) + 222(28) 1 −11 28 R6 = R4 − 5R5

ดงันนั 222(28)− 565(11) = 565(−11) + 222(28) = 1 นนัคือ x = 28 และ y = 11 #
7.2 (5 คะแนน) จงหาตวัหารรว่มมาก 3131 และ 1313 โดยใชว้ิธียคุลดิ

แนวคาํตอบ พิจารณา
gcd(1313, 3131) = gcd(1313, 1313(2) + 505)

= gcd(1313, 505)
= gcd(505(2) + 303, 505)

= gcd(303, 505)
= gcd(303, 303(1) + 202)

= gcd(303, 202)
= gcd(202(1) + 101, 202)

= gcd(101, 202)
= gcd(101, 101(2) + 0)

= gcd(101, 0)
= 101

ดงันนั ตวัหารรว่มมาก 3131 และ 1313 เทา่กบั 101 #
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8. (10 คะแนน) ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ชศ่นูย์ และ k ∈ Z+ สมมติวา่ gcd(k, b) = 1

8.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนว์า่ gcd(ka, b) = gcd(a, b)
แบบที 1 ใช้บทนิยาม

บทพิสูจน์. ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ช่ศนูย์ และ k ∈ Z+ กาํหนดให้ d = gcd(a, b)
สมมติวา่ gcd(k, b) = 1 จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 1 = kx+ by จะแสดงวา่ gcd(ka, b) = d

(ก) เนืองจาก gcd(a, b) = d จะไดว้า่ d | a และ d | b ทาํใหไ้ดว้า่
d | ka

ฉะนนั d เป็นตวัหารรว่มของ ka และ b
(ข) ให้ c ∈ Z+ ซงึ c | ka และ c | b จะไดว้า่มี s, t ∈ Z ซงึ ka = cs และ b = ct ฉะนนั

a = a · 1 = a(kx+ by)

= (ka)x+ aby

= (cs)x+ a(ct)y

= c(sx+ aty)

จะไดว้า่ c | a เนืองจาก c | b ดงันนั c | d
สรุปไดว้า่ gcd(ka, b) = d = gcd(a, b)

แบบที 1 ใช้การหารลงตัวของ ห.ร.ม.

บทพิสูจน์. ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ช่ศนูย์ และ k ∈ Z+ สมมติวา่ gcd(k, b) = 1

จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x, y ซงึ 1 = kx+ by จะไดว้า่ a = kxa+ bay
ให้ d = gcd(a, b) และ d′ = gcd(ak, b) จะแสดงวา่ d | d′ และ d′ | d

เนืองจาก d = gcd(a, b) จะไดว้า่ d | a และ d | b ทาํใหไ้ดว้า่ d | ak ดงันนั d เป็นตวัหารรว่มของ ak และ b ดงั
นนั d | d′

สรุปไดว้า่ gcd(ka, b) = d = gcd(a, b)

แบบที 2 ใช้ทฤษฎบีทตัวหารร่วมมาก

บทพิสูจน์. ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ช่ศนูย์ และ k ∈ Z+ กาํหนดให้ d = gcd(a, b) จะไดว้า่

gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1

สมมติวา่ gcd(k, b) = 1 จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ x, y, s, t ซงึ

1 = kx+ by และ 1 =
a

d
· s+ b

d
· t

จะไดว้า่

1 · 1 = (kx+ by)

(
a

d
· s+ b

d
· t
)

= kxs · a
d
+ kxt · b

d
+ bys · a

d
+ byt · b

d

= xs · ka
d

+ kxt · b
d
+ ays · b

d
+ byt · b

d

=
ka

d
(xs) +

b

d
(kxt+ ays+ yt)
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ดงันนั gcd
(
ka

d
,
b

d

)
= 1 สรุปไดว้า่

d · gcd
(
ka

d
,
b

d

)
= d · 1

gcd(ka, b) = d

8.2 (4 คะแนน) จงใชผ้ลจากขอ้ 8.1 แสดงวา่ ℓcm(ka, b) = k · ℓcm(a, b)

บทพิสูจน์. ให้ a, b เป็นจาํนวนเตม็ทีไมใ่ช่ศนูย์ และ k ∈ Z+ กาํหนดให้ d = gcd(a, b) และ ℓcm(a, b) = m

สมมติวา่ gcd(k, b) = 1 จากขอ้ 8.1 จะไดว้า่ gcd(ka, b) = d เนืองจาก
gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

dm = |ab|

d =
|ab|
m

ดงันนั
gcd(ka, b) · ℓcm(ka, b) = |kab|

d · ℓcm(ka, b) = k|ab|
|ab|
m

· ℓcm(ka, b) = k|ab|

ℓcm(ka, b) = km

สรุปไดว้า่ ℓcm(ka, b) = k · ℓcm(a, b)
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9. (12 คะแนน) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี

9.1 (6 คะแนน) จงหาจาํนวนเฉพาะ 2 ตวัแรกทีอยูใ่นรูป
n4 + n2 + 33 เมือ n เป็นจาํนวนเตม็บวก

แนวคาํตอบ พิจารณา
n4 + n2 + 33 ชนิดของจาํนวน

n = 1 35 = 5 · 7 จาํนวนประกอบ
n = 2 53 จาํนวนเฉพาะ
n = 3 123 = 3 · 41 จาํนวนประกอบ
n = 4 305 = 5 · 61 จาํนวนประกอบ
n = 5 683 จาํนวนเฉพาะ

พิจารณาจาํนวนเฉพาะ x <
√
683 = 26.13 นนัคือ x = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23

จะเห็นวา่ x - 683 ทกุ ๆ x ดงันนั 683 เป็นจาํนวนเฉพาะ
ดงันนัจาํนวนเฉพาะ 2 ตวัแรกทีอยูใ่นรูปนีคือ 53 และ 683 #

9.2 (6 คะแนน) ให้ x, y เป็นจาํนวนเตม็บวก โดยที
gcd(x, y) = 22 · 3 · 53 · 7
ℓcm(x, y) = 24 · 3 · 53 · 72

จงหา x และ y ทีเป็นไปไดท้งัหมด
แนวคาํตอบ จากเงือนไขจะไดว้า่

x = 22+a · 3 · 53 · 71+c

y = 22+b · 3 · 53 · 71+d

จะไดว้า่
a = 0, b = 2 a = 2, b = 0

c = 0 x = 22 · 3 · 53 · 7 x = 24 · 3 · 53 · 7
d = 1 y = 24 · 3 · 53 · 72 y = 22 · 3 · 53 · 72
c = 1 x = 22 · 3 · 53 · 72 x = 24 · 3 · 53 · 72
d = 0 y = 24 · 3 · 53 · 7 y = 22 · 3 · 53 · 7
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10. (11 คะแนน) ให้ N = 10! · 20122 · 2565

10.1 (5 คะแนน) จงเขียนN ในรูปแบบบญัญตัิ
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

N = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · (22 · 5)122 · (52)65

= 2 · 3 · 22 · 5 · (2 · 3) · 7 · 23 · 32 · (2 · 5) · 2244 · 5122 · 5130

= 2252 · 34 · 5254 · 7

10.2 (6 คะแนน) N เป็นจาํนวนเตม็กีหลกั
แนวคาํตอบ พิจารณา

N = 2252 · 34 · 5254 · 7
= 34 · (2252 · 5252) · 52 · 7
= 81 · (2 · 5)252 · 25 · 7
= 14175 · 10252

ดงันนัN เป็นจาํนวนเตม็ 5 + 252 = 257 หลกั #
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