
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวชิาคณติศาสตร

ขอสอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ป การศกึษา 2565
รหัสวชิา ช ือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พีชคณตินามธรรม เวลา 17:00 - 20:00 105 คะแนน

วันพฤหัสบดี ที ่ 8 กันยายน 2565 25%

ชือ่-สกลุ................................................... รหัสนักศกึษา........................... หมูเรยีน...........

คำชี้ แจง/ขอตกลง
1. ขอสอบมีท้ังหมด 12 หนา จำนวน 10 ขอ
2. เขียนรหัสนักศกึษา และหมูเรยีนดวยตัวบรรจงลงในขอสอบทกุหนา
3. หามใช เครือ่งคำนวณ และอปุกรณสือ่สารทกุชนดิในขณะสอบ
4. ไมอนญุาตใหนำเอกสารการเรยีน ตำราเรยีนทกุชนดิเขาหองสอบ
5. หาม นำขอสอบออกจากหองสอบโดยเด็ดขาด
6. หากมีการทจุรติในการสอบ จะไดรับการลงโทษตามระเบียบของมหาวทิยาลัย

ขาพเจาจะปฏบัิตติามขอตกลงอยางเครงครัด
ลงชือ่ผูเขาสอบ

........................................
อาจารย ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ขอที่ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 รวม
คะแนน

หนา 1 จาก 12

1



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

1. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้ โดยไมตองแสดงวธิทีำ (ขอละ 1 คะแนน)
1.1 คาของ ϕ(25 · 65) เทากับเทาใด

1.2 นยิาม a ∗ b = a2 · 2b เมือ่ a, b ∈ R

จงหาคาของ (1 ∗ 0) ∗ 2− 1 ∗ (0 ∗ 2)

1.3 จงหา อันดับ (order) ของ (3̄, 5̄) ใน Z15 × Z30

1.4 จงหา อันดับ (order) ของ −
√
2

2
(1 + i) ใน C∗

1.5 ให α = [(1 2 3)(2 3 4)]3 เปนสมาชกิใน S4

จงหาจำนวนเตม็บวก k ทีน่อยทีส่ดุทีท่ำให αk = (1)

1.6 จงหาจำนวนสมาชกิของ ⟨5̄⟩ ใน Z∗
31

1.7 จงหา จำนวน ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z1600

1.8 จงหา จำนวน กรปุยอยปกติ (normal subgroup) ท้ังหมดของ Z300

1.9 จงหา จำนวนสมาชกิ ของ Z10 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩

1.10 จงหา จำนวน ตัวกอกำเนดิ (generator) ของ Z150/
⟨
25
⟩

หนา 2 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

ขอ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธิทีำโดยละเอยีด
2. (12 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

2.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยวธิอีปุนัยเชงิคณติศาสตร
สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+ [(2n)2 − (2n− 1)2] = 2n2 + n

2.2 (6 คะแนน) ให x, y ∈ Z และนยิามความสัมพันธ R บนจำนวนเต็มดังนี้
xR y ก็ตอเมือ่ 3 | (2x+ y)

จงแสดงวา R เปนความสัมพันธสมมูล (equivalent relation)

หนา 3 จาก 12

3



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

3. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
3.1 (6 คะแนน) ให ∆ เปนตัวดำเนนิการทวภิาคบนเซตกำลัง P(D) เมือ่ D = {1, 2}

นยิามโดย
A∆B = (A−B) ∪ (B − A)

(ก) (2 คะแนน) จงเตมิผลการดำเนนิการในชองวางใหสมบูรณ
∆ ∅ {1} {2} {1, 2}

∅

{1}

{2}

{1, 2}

(ข) (2 คะแนน) จงใชตารางจาก (ก) หาคาของ ({1}∆{2})∆{1, 2}

(ค) (2 คะแนน) จงใชตารางจาก (ก) หาเอกลักษณของ ∆ พรอมบอกเหตผุล

3.2 (4 คะแนน) จงหาตัวผกผันการคณูของ 47 ใน Z×
99

หนา 4 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

4. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน G = R× R∗ ดังนี้

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ 2ad, 2bd)

จงพิสจูนวา (G, ∗) เปนกรปุ (group)

หนา 5 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

5. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
5.1 (5 คะแนน) ให G เปนกรปุ และมีสมบัตวิา

(ab)2 = a2b2 ทกุ ๆ a, b ∈ G

จงพิสจูนวา G เปนกรปุอาบีเลยีน (abelian group)

5.2 (5 คะแนน) ให a, b, x เปนสมาชกิในกรปุ G ทีมี่สมบัติ xax = b

จงพิสจูนวา
มี y ∈ G ซึง่ ab = y2

หนา 6 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

6. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
6.1 (5 คะแนน) ให α, β ∈ S4 โดยที่

α = (1 2 3)β(1 3 2) และ α2022 = (1 3 4)

จงหา β2022 (ตอบในรปูวัฏจักร (cycle) )

6.2 (5 คะแนน) ใน S99 จงหา อันดับ (order) ของ αβ เมือ่
α = (1 2)2(2 3)3(3 4)4(4 5)5 · · · (98 99)99

β = (1 2)(2 3)(3 4)(4 5) · · · (98 99)

หนา 7 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

7. (15 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

7.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา H เปนกรปุยอย (subgroup) ของ GL2(R) เมือ่

H =

{[
a 0
b 1

a

]
: a ̸= 0

}

หนา 8 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

7.2 (8 คะแนน) จงหา ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z×
22

หนา 9 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

8. (10 คะแนน) พิจารณากรปุ Z3 × Z4 กับการบวก

8.1 (2 คะแนน) Z3 × Z4 เปน กรปุวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเพราะเหตใุด
8.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอย (subgroup) ท้ังหมดของ Z3 × Z4

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรปุยอยของ Z3 × Z4

หนา 10 จาก 12

10



รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

9. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้
9.1 (5 คะแนน) ให H เปนกรปุยอย (subgroup) ของกรปุ G และ a, b ∈ G จงพิสจูนวา

ถา b−1a ∈ H แลว aH = bH

9.2 (5 คะแนน) ให G เปนกรปุจำกัดโดยที่ |G| = 5 จงพิสจูนวา
ถา a ∈ G โดยที่ a ̸= e แลว ⟨a⟩ = G

ขอเสนอแนะ : ใชทฤษฎบีทของลากรองจ (Lagrange’s Theorem)

หนา 11 จาก 12
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รหัสนักศกึษา......................................... หมูเรยีน.................

10. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

10.1 (5 คะแนน) กำหนดให A =

[
−1 0
0 1

]
เปนสมาชกิใน GL2(R)

จงแจกแจงสมาชกิ ⟨A⟩ และตรวจสอบวา ⟨A⟩ เปนกรปุยอยปกต(ิnornal subgroup) ของ
GL2(R) หรอืไม

10.2 (5 คะแนน) จงแจกแจงสมาชกิของกรปุผลหาร (quotient group)
Z×
22/ ⟨3̄⟩

และใชผลจากขอ 7.2 หา ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z×
22/ ⟨3̄⟩

หนา 12 จาก 12
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มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร สาขาวชิาคณติศาสตร

เฉลยขอสอบกลางภาคเรยีนที่ 1 ป การศกึษา 2565
รหัสวชิา ช ือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAC3310 พีชคณตินามธรรม เวลา 17:00 - 20:00 105 คะแนน

วันพฤหัสบดี ที ่ 8 กันยายน 2565 25%

โดย ผูช วยศาสตราจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

1. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้ โดยไมตองแสดงวธิทีำ (ขอละ 1 คะแนน)

1.1 คาของ ϕ(25 · 65) เทากับเทาใด 1200
แนวคำตอบ ϕ(25 · 65) = ϕ(53 · 13) = (53 − 52)(13− 1) = 100(12) = 1200 #

1.2 นยิาม a ∗ b = a2 · 2b เมือ่ a, b ∈ R 3
จงหาคาของ (1 ∗ 0) ∗ 2− 1 ∗ (0 ∗ 2)
แนวคำตอบ

(1 ∗ 0) ∗ 2− 1 ∗ (0 ∗ 2) = (12 · 20) ∗ 2− 1 ∗ (02 · 22)
= 1 ∗ 2− 1 ∗ 0
= 12 · 22 − 12 · 20

= 4− 1 = 3 #

1.3 จงหา อันดับ (order) ของ (3̄, 5̄) ใน Z15 × Z30 30
แนวคำตอบ เนือ่งจากจาก ◦(3̄) = 5 ใน Z15 และ ◦(5̄) = 6 ใน Z30

ดังน้ัน ◦(3̄, 5̄) = ℓcm(5, 6) = 30 ใน Z15 × Z30 #

1.4 จงหา อันดับ (order) ของ −
√
2

2
(1 + i) ใน C∗ 8

แนวคำตอบ เนือ่งจาก z = −
√
2

2
(1 + i) = −

√
2

2
−

√
2

2
i = cos 5π

4
+ i sin 5π

4
จะไดวา 8 เปนจำนวนเต็มบวกนอยสดุทีท่ำให

z8 =

(
−
√
2

2
−

√
2

2
i

)8

=

(
cos 5π

4
+ i sin 5π

4

)8

= cos 10π + i sin 10π = 1

ดังน้ัน ◦ (z) = 8 #
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1.5 ให α = [(1 2 3)(2 3 4)]3 เปนสมาชกิใน S4 2
จงหาจำนวนเตม็บวก k ทีน่อยทีส่ดุทีท่ำให αk = (1)

แนวคำตอบ เนือ่งจาก (1 2 3)(2 3 4) =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
= (1 2)(3 4) จะไดวา

α = [(1 2)(3 4)]3 = (1 2)3(3 4)3 = (1 2)2(1 2)(3 4)2(3 4)

= (1)(1 2)(1)(3 4) = (1 2)(3 4)

ดังน้ัน ◦(α) = ℓcm(2, 2) = 2 #
1.6 จงหาจำนวนสมาชกิของ ⟨5̄⟩ ใน Z∗

31 3

แนวคำตอบ เนือ่งจาก
⟨5̄⟩ = {1̄, 5̄, (5̄)2, (5̄)3, (5̄)4, ...} = {1̄, 5̄, 25}

ดังน้ัน | ⟨5̄⟩ | = ◦(5̄) = 3 #

1.7 จงหา จำนวน ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z1600 640

แนวคำตอบ จำนวนตัวกอกำเนดิของ Z1600 เทากับ

ϕ(1600) = ϕ(26 · 52) = (26 − 25)(52 − 51) = 32 · 20 = 640 #

1.8 จงหา จำนวน กรปุยอยปกติ (normal subgroup) ท้ังหมดของ Z300 18

แนวคำตอบ เนือ่งจาก Z300 เปนกรปุอาบีเลยีน ดังน้ันทกุกรปุยอยเปนกรปุยอยปกติ
จะไดวาจำนวนกรปุยอยปกตขิอง Z300 เทากับจำนวนตัวหารของ 300 นัน่คอื

τ(300) = τ(22 · 3 · 52) = (2 + 1)(1 + 1)(2 + 1) = 18 #

1.9 จงหา จำนวนสมาชกิ ของ Z10 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩ 6

แนวคำตอบ

|Z10 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩ | = [Z10 × Z9 : ⟨(2̄, 3̄)⟩] =
10 · 9

◦((2̄, 3̄))

=
90

ℓcm(5, 3)
=

90

15
= 6 #

1.10 จงหา จำนวน ตัวกอกำเนดิ (generator) ของ Z150/
⟨
25
⟩ 20

แนวคำตอบ เนือ่งจาก Z150 เปนกรปุวัฏจักร โดยมี 1̄ เปนตัวกอกำเนดิ
ดังน้ัน Z150/

⟨
25
⟩ เปนกรปุวัฏจักร โดยมี ⟨25⟩+ 1̄ เปนตัวกอกำเนดิ และ

|Z150/
⟨
25
⟩
| = [Z150 :

⟨
25
⟩
] =

150

◦(25)
=

150

6
= 25

ดังน้ันจำนวนตัวกอกำเนดิของ Z150/
⟨
25
⟩ เทากับ ϕ(25) = ϕ(52) = 52 − 51 = 20 #
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ขอ 2 ถงึ 10 จงแสดงวธิทีำโดยละเอยีด
2. (12 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

2.1 (6 คะแนน) จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยวธิอีปุนัยเชงิคณติศาสตร
สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+ [(2n)2 − (2n− 1)2] = 2n2 + n

บทพิสจูน . สำหรับ n ∈ N กำหนดให P (n) แทนประโยค
(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+ [(2n)2 − (2n− 1)2] = 2n2 + n

จะเห็นวา (22 − 12) = 3 = 2 + 1 = 2 · 12 + 1 ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ
ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื

(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+ [(2k)2 − (2k − 1)2] = 2k2 + k

โดยสมมตฐิาน จะไดวา

(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+[(2k)2 − (2k − 1)2] + [(2k + 2)2 − (2k + 1)2]

= 2k2 + k + [(2k + 2)2 − (2k + 1)2]

= 2k2 + k + (4k2 + 8k + 4)− (4k2 + 4k + 1)

= 2k2 + k + 4k + 3

= 2k2 + 4k + 2 + (k + 1)

= 2(k2 + 2k + 1) + (k + 1)

= 2(k + 1)2 + (k + 1)

ดังน้ัน P (k + 1) เปนจรงิ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา
(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + · · ·+ [(2n)2 − (2n− 1)2] = 2n2 + n ทกุ ๆ จำนวนนับ n

2.2 (6 คะแนน) ให x, y ∈ Z และนยิามความสัมพันธ R บนจำนวนเต็มดังนี้

xR y ก็ตอเมือ่ 3 | (2x+ y)

จงแสดงวา R เปนความสัมพันธสมมูล (equivalent relation)

บทพิสจูน . จะแสดงวา R มีสมบัติ 3 ขอตอไปนี้
1. สมบัตสิะทอน (Reflexive)

สำหรับจำนวนเต็ม x ใด ๆ จะไดวา 2x+ x = 3x ดังน้ัน 3 | (2x+ x) สรปุไดวา xRx

2. สมบัตสิมมาตร (Symmetric)
ให x, y ∈ Z สมมติวา xR y นัน่คอื 3 | (2x + y) จะไดวามี k ∈ Z ซึง่ 2x + y = 3k หรอื y = 3k − 2x

ฉะน้ัน
2y + x = 2(3k − 2x) + x = 6k − 4x+ x = 6k − 3x = 3(2k − x)

ดังน้ัน 3 | (2y + x) หรอื y Rx

3. สมบัตถิายทอด (Transitive)
ให x, y, z ∈ Z สมมตวิา xR y และ y R z จะไดวา 3 | (2x+ y) ทำใหไดวา 3 | [(2x+ y) + (2y+ z)] หรอื

3 | (2x+ z + 3y)

เนือ่งจาก 3 | 3y ดังน้ัน 3 | (2x+ z) สรปุไดวา xR z

ดังน้ัน R เปนความสัมพันธสมมูลบน Z
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3. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

3.1 (6 คะแนน) ให ∆ เปนตัวดำเนนิการทวภิาคบนเซตกำลัง P(D) เมือ่ D = {1, 2} นยิามโดย
A∆B = (A−B) ∪ (B −A)

(ก) (2 คะแนน) จงเตมิผลการดำเนนิการในชองวางใหสมบูรณ
∆ ∅ {1} {2} {1, 2}

∅ ∅ {1} {2} {1, 2}

{1} {1} ∅ {1, 2} {2}

{2} {2} {1, 2} ∅ {1}

{1, 2} {1, 2} {2} {1} ∅

(ข) (2 คะแนน) จงใชตารางจาก (ก) หาคาของ ({1}∆{2})∆{1, 2}
แนวคำตอบ จากตารางจาก (ก)

({1}∆{2})∆{1, 2} = ({1, 2})∆{1, 2} = ∅ #

(ค) (2 คะแนน) จงใชตารางจาก (ก) หาเอกลักษณของ ∆ พรอมบอกเหตผุล
แนวคำตอบ จากตารางจาก (ก) แถวที่ 2 และหลักที่ 2 สอดคลองเงือ่นไข

∅∆A = A = A∆∅ ทกุ ๆ A ∈ P(D)

ดังน้ันเอกลักษณของ ∆ คอื ∅ (เซตวาง) #
3.2 (4 คะแนน) จงหาตัวผกผันการคณูของ 47 ใน Z×

99

แนวคำตอบ พิจารณาเมตรกิซในการหา gcd(47, 99) = 1

99 1 0 R1

47 0 1 R2

5 1 −2 R3 = R1 − 2R2

2 −9 19 R4 = R2 − 9R3

1 19 −40 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน 1 = 99(19) + 47(−40) จะไดวา

1̄ = 99(−19) + 47(−40) = 47 · −40

ดังน้ัน −40 = 59 เปนตัวผกผันการคณูของ 47 ใน Z×
99
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4. (10 คะแนน) นยิามการดำเนนิการทวภิาค ∗ บน G = R× R∗ ดังนี้

(a, b) ∗ (c, d) = (c+ 2ad, 2bd)

จงพิสจูนวา (G, ∗) เปนกรปุ (group)

บทพิสจูน . ให (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R∗ × R จะไดวา

(a, b) ∗ [(c, d) ∗ (x, y)] = (a, b) ∗ (x+ 2cy, 2dy)

= ((x+ 2cy) + 2a(2dy), 2b(2dy))

= (x+ 2cy + 4ady, 4bdy)

= (x+ 2(c+ 2ad)y, 2(2bd)y)

= (c+ 2ad, 2bd) ∗ (x, y)
= [(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (x, y)

ดังน้ัน ∗ มีสมบัตกิารเปลีย่นกลุม เนือ่งจาก

(a, b) ∗
(
0,

1

2

)
=

(
0 + 2a · 1

2
, 2b · 1

2

)
= (a, b) =

(
a+ 2(0)b, 2 · 1

2
· b
)

=

(
0,

1

2

)
∗ (a, b)

นัน่คอื (0, 12) เปนเอกลักษณ สำหรับ (a, b) ∈ R× R∗ นัน่คอื b ̸= 0 จะไดวา

(a, b) ∗
(
− a

2b
,
1

4b

)
=

(
− a

2b
+ 2a · 1

4b
, 2b · 1

4b

)
=

(
0,

1

2

)
(
− a

2b
,
1

4b

)
∗ (a, b) =

(
a+ 2

(
− a

2b

)
b, 2 · 1

4b
· b
)

=

(
0,

1

2

)

ดังน้ัน
(
− a

2b
,
1

4b

)
เปนตัวผกผันของ (a, b) สรปุไดวา (G, ∗) เปนกรปุ
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5. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

5.1 (5 คะแนน) ให G เปนกรปุ และมีสมบัตวิา
(ab)2 = a2b2 ทกุ ๆ a, b ∈ G

จงพิสจูนวา G เปนกรปุอาบีเลยีน (abelian group)
แบบที่ 1 : ใชเอกลักษณ
บทพิสจูน . ให a, b ∈ G จะไดวา

ab = eabe

= (a−1a)ab(bb−1)

= a−1(aa)(bb)b−1

= a−1(a2b2)b−1

= a−1(ab)2b−1 โดยสมมตฐิาน
= a−1(ab)(ab)b−1

= (a−1a)ba(bb−1)

= ebae

= ba

ดังน้ัน G เปนกรปุอาบีเลยีน

แบบที่ 2 : ใชสมบัตกิารตัดออก
บทพิสจูน . ให a, b ∈ G จะไดวา

a(ba)b = (ab)(ab) = (ab)2 = a2b2 = (aa)(bb) = a(ab)b

โดยสมบัตกิารตัดออก จะไดวา ba = ab ดังน้ัน G เปนกรปุอาบีเลยีน

5.2 (5 คะแนน) ให a, b, x เปนสมาชกิในกรปุ G ทีมี่สมบัติ xax = b
จงพิสจูนวา

มี y ∈ G ซึง่ ab = y2

แบบที่ 1 : y ในรปู x และ b

บทพิสจูน . ให a, b, x เปนสมาชกิในกรปุ G ทีมี่สมบัติ xax = b

x−1(xax)x−1 = x−1bx−1

a = x−1bx−1

ab = x−1bx−1b = (x−1b)2

เลอืก y = x−1b ∈ G ดังน้ัน ab = y2

แบบที่ 2 : y ในรปู x และ a

บทพิสจูน . ให a, b, x เปนสมาชกิในกรปุ G ทีมี่สมบัติ xax = b

ab = a(xax) = (ax)(ax) = (ax)2

เลอืก y = ax ∈ G ดังน้ัน ab = y2
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6. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

6.1 (5 คะแนน) ให α, β ∈ S4 โดยที่
α = (1 2 3)β(1 3 2) และ α2022 = (1 3 4)

จงหา β2022 (ตอบในรปูวัฏจักร (cycle) )
แนวคำตอบ พิจารณา

α2 = αα = (1 2 3)β(1 3 2)(1 2 3)β(1 3 2) = (1 2 3)β(1)β(1 3 2) = (1 2 3)β2(1 3 2)

α3 = α2α = (1 2 3)β2(1 3 2)(1 2 3)β(1 3 2) = (1 2 3)β2(1)β(1 3 2) = (1 2 3)β3(1 3 2)

α4 = α3α = (1 2 3)β3(1 3 2)(1 2 3)β(1 3 2) = (1 2 3)β3(1)β(1 3 2) = (1 2 3)β4(1 3 2)

...
α2022 = (1 2 3)β2022(1 3 2)

(1 3 4) = (1 2 3)β2022(1 3 2)

ดังน้ัน

β2022 = (1 2 3)−1(1 3 4)(1 3 2)−1 = (3 2 1)(1 3 4)(2 3 1)

=

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
= (2 4 3) #

6.2 (5 คะแนน) ใน S99 จงหา อันดับ (order) ของ αβ เมือ่

α = (1 2)2(2 3)3(3 4)4(4 5)5 · · · (98 99)99

β = (1 2)(2 3)(3 4)(4 5) · · · (98 99)

แนวคำตอบ พิจารณา

α = (1 2)2(2 3)2+1(3 4)2(2)(4 5)2(2)+1 · · · (97 98)2(49)(98 99)2(49)+1

= (1)(2 3)(1)(4 5) · · · (1)(98 99)

= (2 3)(4 5)(6 7) · · · (98 99)

αβ = (2 3)(4 5)(6 7) · · · (98 99) · (1 2)(2 3)(3 4)(4 5) · · · (98 99)

=

(
1 2 3 4 5 6 7 · · · 98 99
1 3 2 5 4 7 6 · · · 99 2

)(
1 2 3 4 5 6 7 · · · 98 99
2 3 4 5 6 7 8 · · · 99 1

)
=

(
1 2 3 4 5 6 · · · 97 98 99
3 2 5 4 7 6 · · · 99 98 1

)
= (1 3 5 7 · · · 99)

ดังน้ัน ◦(αβ) = 50 #
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7. (15 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

7.1 (7 คะแนน) จงแสดงวา H เปนกรปุยอย (subgroup) ของ GL2(R) เมือ่

H =

{[
a 0
b 1

a

]
: a ̸= 0

}

แนวคำตอบ เลอืก a = 1 ̸= 0 จะไดวา
[
1 0
0 1

]
เปนสมาชกิใน H

ให A =

[
a 0
b 1

a

]
และ B =

[
x 0
y 1

x

]
เปนสมาชกิใน H นัน่คอื a ̸= 0 และ x ̸= 0 แลว

AB−1 =

[
a 0
b 1

a

] [
x 0
y 1

x

]−1

=

[
a 0
b 1

a

]
· 1
1

[
1
x 0
−y x

]
=

[
a
x 0

b
x − y

a
x
a

]
เนือ่งจาก a

x ̸= 0 และ x
a = 1

a
x
ดังน้ัน AB−1 ∈ H

ดังน้ัน H ≤ GL2(R)

7.2 (8 คะแนน) จงหา ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z×
22

วธิทีำ |Z×
22| = ϕ(22) = ϕ(2 · 11) = (2− 1)(11− 1) = 10 จะเห็นวา

(7)1 = 7

(7)2 = 49 = 5̄

(7)3 = (7)(7)2 = 35 = 13

(7)4 = (7)(7)3 = 91 = 3

(7)5 = (7)(7)4 = 21 = −1

(7)6 = (7)(7)5 = −7 = −7

(7)7 = (7)(7)6 = −49 = −5 = 17

(7)8 = (7)(7)7 = −35 = 9

(7)9 = (7)(7)8 = 63 = −3 = 19

(7)10 = (7)(7)9 = −21 = 1

ดังน้ัน 7̄ เปนตัวกอกำเนดิของ Z×
22 และ 1 ≤ k < 10 ซึง่ gcd(k, 10) = 1 ประกอบไปดวย

k = 1, 3, 7, 9

จะไดวาตัวกอกำเนดิท้ังหมดของ Z×
22 คอื

(7̄)1 = 7̄

(7̄)3 = 13

(7̄)7 = 17

(7̄)9 = 19
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8. (10 คะแนน) พิจารณากรปุ Z3 × Z4 กับการบวก

8.1 (2 คะแนน) Z3 × Z4 เปน กรปุวัฏจักร (cyclic group) หรอืไมเพราะเหตใุด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก gcd(3, 4) = 1 ดังน้ัน Z3 × Z4 เปนกรปุวัฏจักร

8.2 (4 คะแนน) จงหา กรปุยอย (subgroup) ท้ังหมดของ Z3 × Z4

แนวคำตอบ จะเห็นไดวา (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนดิของ Z3 × Z4 และ |Z3 × Z4| = 3× 4 = 12

ตัวหารของ 12 คอื 1, 2, 3, 4, 6, 12 ดังน้ันกรปุยอยของ Z3 × Z4 คอื
12

1
⟨(1̄, 1̄)⟩ = ⟨(0̄, 0̄)⟩ = {(0̄, 0̄)}

12

2
⟨(1̄, 1̄)⟩ =

⟨
(0, 2̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 2̄)}

12

3

⟨
(1̄, 1)

⟩
=
⟨
(1, 0)

⟩
= {(0̄, 0̄), (1̄, 0), (2̄, 0)}

12

4

⟨
(1̄, 1)

⟩
=
⟨
(0, 3)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 3), (0̄, 2), (0̄, 1)}

12

6

⟨
(1̄, 1)

⟩
=
⟨
(2, 2)

⟩
= {(0̄, 0̄), (2̄, 2), (1̄, 0), (0̄, 2), (2̄, 0), (1̄, 2)}

12

12
⟨(1̄, 1̄)⟩ =

⟨
(1, 1̄)

⟩
= Z3 × Z4

8.3 (4 คะแนน) จงเขียน แลตทซิ (Lattice) ของกรปุยอยของ Z2 × Z5

แนวคำตอบ
Z3 × Z4

⟨(2̄, 2̄)⟩

⟨(0̄, 3̄)⟩

⟨(0̄, 2̄)⟩

⟨(1̄, 0̄)⟩

⟨(0̄, 0̄)⟩
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9. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

9.1 (5 คะแนน) ให H เปนกรปุยอย (subgroup) ของกรปุ G และ a, b ∈ G จงพิสจูนวา
ถา b−1a ∈ H แลว aH = bH

บทพิสจูน . H เปนกรปุยอยของ G และ a, b ∈ G สมมตวิา b−1a ∈ H จะไดวา a−1b = (b−1a)−1 ∈ H

(⊆) ให x ∈ aH จะไดวามี h ∈ H ซึง่ x = ah จะไดวา b−1x = (b−1a)h ∈ H ดังน้ัน (b−1x)−1 ∈ H นัน่คอื

x−1b ∈ H

มี h1 ∈ H ซึง่ x−1b = h1 นัน่คอื x = (h1b
−1)−1 = bh−1

1 ∈ bH ดังนน aH ⊆ bH

(⊇) ให y ∈ bH จะไดวามี h ∈ H ซึง่ y = bh จะไดวา a−1y = (a−1b)h ∈ H ดังน้ัน (a−1y)−1 ∈ H นัน่คอื

y−1a ∈ H

มี h1 ∈ H ซึง่ y−1a = h1 นัน่คอื y = (h1a
−1)−1 = ah−1

1 ∈ aH ดังนน bH ⊆ aH
สรปุไดวา aH = bH

9.2 (5 คะแนน) ให G เปนกรปุจำกัดโดยที่ |G| = 5 จงพิสจูนวา

ถา a ∈ G โดยที่ a ̸= e แลว ⟨a⟩ = G

ขอเสนอแนะ : ใชทฤษฎบีทของลากรองจ (Lagrange’s Theorem)

บทพิสจูน . ให a ∈ G โดยที่ a ̸= e จะไดวา ⟨a⟩ เปนกรปุยอยของ G ซึง่ |G| = 5

โดยทฤษฎบีทของลากรองจจะไดวา |⟨a⟩| หาร 5 ลงตัว นัน่คอื |⟨a⟩| = 1 หรอื 5
แต a ̸= e ทำใหไดวา |⟨a⟩| = 5 ดังน้ัน ⟨a⟩ = G
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10. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอไปนี้

10.1 (5 คะแนน) กำหนดให A =

[
−1 0
0 1

]
เปนสมาชกิใน GL2(R)

จงแจกแจงสมาชกิ ⟨A⟩ และตรวจสอบวา ⟨A⟩ เปนกรปุยอยปกต(ิnornal subgroup) ของ GL2(R) หรอืไม
แนวคำตอบ พิจารณา

A2 =

[
−1 0
0 1

] [
−1 0
0 1

]
=

[
1 0
0 1

]
∴ ◦(A) = 2

ดังน้ัน
⟨A⟩ =

{[
1 0
0 1

]
,

[
−1 0
0 1

]}
#

เลอืก B =

[
1 1
0 1

]
∈ GL2(R) จะไดวา B−1 =

[
1 −1
0 1

]
และ

B ⟨A⟩B−1 =

[
1 1
0 1

]{[
1 0
0 1

]
,

[
−1 0
0 1

]}[
1 −1
0 1

]
=

{[
1 1
0 1

] [
1 0
0 1

] [
1 −1
0 1

]
,

[
1 1
0 1

] [
−1 0
0 1

] [
1 −1
0 1

]}
=

{[
1 0
0 1

]
,

[
−1 2
0 1

]}
̸= ⟨A⟩

ดังน้ัน ⟨A⟩ ไมเปนกรปุยอยปกต(ิnornal subgroup) ของ GL2(R) #

10.2 (5 คะแนน) จงแจกแจงสมาชกิของกรปุผลหาร (quotient group)

Z×
22/ ⟨3̄⟩

และใชผลจากขอ 7.2 หา ตัวกอกำเนดิ (generator) ท้ังหมดของ Z×
22/ ⟨3̄⟩

แนวคำตอบ
[Z×

22 : ⟨3̄⟩] =
ϕ(22)

◦(3̄)
=

10

5
= 2

และ ⟨3̄⟩ = {1̄, 3̄, 9̄, 5̄, 15} แลว

⟨3̄⟩ · 1̄ = {1̄, 3̄, 9̄, 5̄, 15}
⟨3̄⟩ · 7̄ = {7̄, 21, 19, 13, 17}

ดังน้ัน
Z×
22/ ⟨3̄⟩ = {⟨3̄⟩ , ⟨3̄⟩ · 7̄}

ผลจากขอ 7.2 จะเห็นวา 7̄ เปนตัวกอกำเนดิของ Z×
22 ดังน้ัน ⟨3̄⟩ · 7̄ เปนตัวกอกำเนดิของ Z×

22/ ⟨3̄⟩
แลว 1 ≤ k < 2 ซึง่ gcd(k, 2) = 1 คอื k = 1 ดังน้ันตัวกอกำเนดิท้ังหมดมีเพียงตัวเดยีวคอื

⟨3̄⟩ · 7̄
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