
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

ขอ้สอบกลางภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2566
รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 09:00 - 12:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 22 มกราคม 2567 25%

ชือ่-สกลุ............................................................... รหัสนักศกึษา.................................. หมูเ่รยีน................

คำชี้แจง

1. ขอ้สอบมี 18 ขอ้ 15 หนา้ แบง่ออกเปน็ 3 ตอน ประกอบดว้ย

• ตอนที่ 1 ขอ้สอบแบบ 5 ตัวเลอืก จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 2 ขอ้สอบแบบเตมิคำตอบ จำนวน 5 ขอ้ (ขอ้ละ 2 คะแนน รวม 10 คะแนน)
• ตอนที่ 3 ขอ้สอบแบบแสดงวธิทีำ จำนวน 8 ขอ้ (ขอ้ละ 10 คะแนน รวม 80 คะแนน)

2. เขยีนรหัสนักศกึษา และหมูเ่รยีนดว้ยตัวบรรจงลงในขอ้สอบทกุหนา้

3. ไมอ่นญุาตใหใ้ชเ้ครือ่งคำนวณและเครือ่งมอืสือ่สาร

4. หา้มนำขอ้สอบออกจากหอ้งสอบโดยเดด็ขาด

5. หากมกีารทจุรติในการสอบ จะไดรั้บการลงโทษตามระเบยีบของมหาวทิยาลัย

ขา้พเจา้จะปฏบัิตติามขอ้ตกลงอยา่งเครง่ครัด
ลงชือ่ผ ูเ้ขา้สอบ

........................................

อาจารยผ์ ูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 2 3 รวม
ขอ้ 1-5 6-10 11 12 13 14 15 16 17 18

คะแนน



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a และ b เปน็จำนวนเตม็ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไขตอ่ไปนี้

13 หาร a มเีศษเหลอืเทา่กับ 1
13 หาร b มเีศษเหลอืเทา่กับ 12

แลว้ 13 หารจำนวนใดตอ่ไปนีม้ ี เศษเหลอืมากทีส่ดุ

ก. a+ b

ข. ab

ค. a− b

ง. b− a

จ. a2 + b2

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 2



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. ให้ a และ b เปน็จำนวนเตม็ ทีส่อดคลอ้งสมการ

b = aq + r ....(∗)

เมือ่ q, r ∈ Z พจิารณาเงือ่นไขตอ่ไปนี้

(1) a ̸= 0

(2) b ̸= 0

(3) 0 ≤ r < a

(4) 0 ≤ r < |a|
(5) 0 < r ≤ a

(6) 0 < r ≤ |a|

แลว้เงือ่นไข (1)− (6) ทีท่ำใหส้มการ (∗) เปน็ขัน้ตอนวธิกีารหาร (Division Algorithm)

ก. (1) และ (3)

ข. (2) และ (5)

ค. (1) และ (4)

ง. (2) และ (6)

จ. (1) และ (5)

3. ให้ a, b และ c เปน็จำนวนเตม็ ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข

a | b และ a | c

ขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมถ่กูตอ้ง

ก. a | bc

ข. a | (b+ c)

ค. a | (b− c)

ง. a2 | bc

จ. a2 | (b+ c)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 3



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

4. ให้ d = gcd(9, b) โดยที่ b ∈ Z+ ถา้มจีำนวนเตม็ x ซึง่

d = 9x+ 2b

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่ว ถกูตอ้ง

ก. x < 0

ข. d เปน็จำนวนเตม็

ค. gcd(x, 2) = d

ง. gcd(b, 2) = d

จ. d เปน็จำนวนคู่ (Even number)

5. จำนวนใดตอ่ไปนีเ้ปน็ จำนวนเฉพาะ (Prime number)

ก. 267

ข. 275

ค. 273

ง. 277

จ. 279

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 4



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6.

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 6624 ดว้ย 7

7.

จงหาหลักหนว่ยของจำนวนเตม็ 202466

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 5



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

8.

ให้ d, q เปน็จำนวนเตม็ซึง่ d > 1 โดยที่

d | (3q + 5) และ d | (q − 4)

แลว้ d คอืจำนวนใด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 6



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

9.

จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็ (25)67 × (20)24

10.

จงหาจำนวนตัวหารของ 9! + 10!

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 7



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีโ้ดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์

1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 8



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนี้

ทกุ ๆ จำนวนเตม็ x มจีำนวนเตม็ y เพยีงตัวเดยีว ซึง่ x+ y = 24

12.2 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนี้

3 | n(n+ 1)(2n+ 7) ทกุ ๆ จำนวนเตม็ n

ข้อเสนอแนะ : ใชขั้น้ตอนวธิกีารหาร (Division Algorithm)

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 9



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

13. (10 คะแนน) กำหนด N = abbba เปน็จำนวนเตม็หา้หลัก

จงหาจำนวนเตม็ N ทัง้หมดที่ 28 | N

ข้อเสนอแนะ : พจิารณา 28 = 4 · 7

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 10



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

14. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

14.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีโ้ดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์
6 | 2n(22n − 1) ทกุ ๆ จำนวนนับ n

14.2 (5 คะแนน) ให้ a, b, c ∈ Z จงพสิจูนว์า่
ถา้ a | bc และ gcd(a+ b2, a2 + b) = 1 แลว้ a | c

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 11



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

15. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็ x, y ทีส่อดคลอ้งสมการ

1 = 111x− 191y

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 12



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

16. (10 คะแนน) กำหนดให้ a, b เปน็จำนวนเตม็

(ก) a และ b เปน็จำนวนเตม็ทีม่ากกวา่ 10 แตไ่มเ่กนิ 100
(ข) gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = 2 · 3 · 53

(ค) ℓcm(a, b)− gcd(a, b) = 33 · 5

จงหายกตัวอยา่งจำนวนเตม็บวก a, b ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข (ก)-(ค) อยา่งนอ้ย 1 คู่

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 13



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

17. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

17.1 (5 คะแนน) ให้ a, b ∈ Z ซึง่ ab = 32 · 23 และ
gcd(2a, 4a+ 2b) = 6

แลว้ ℓcm(a, b) มคีา่เทา่ใด

17.2 (5 คะแนน) ถา้จำนวนตัวหารของ

N = (6! + 5! + 4!)m

มทัีง้หมด 160 ตัว จงหาคา่ของ m

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 14



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

18. (10 คะแนน) ให้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะซึง่ p < q โดยที่

(p+ q) | (p2 + 6q2 + 73 + 7pq)

จงหา p, q ทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมด

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 15



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
คณะครศุาสตร์ สาขาวชิาคณติศาสตร์

เฉลยขอ้สอบปลายภาคเรยีนที่ 2 ปกีารศกึษา 2566

รหัสวชิา ชือ่วชิา วันเวลาสอบ คะแนนเตม็
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน เวลา 09:00 - 12:00 100 คะแนน

วันจันทร์ ที่ 22 มกราคม 2567 25%

โดย ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

ตอนที่ 1 : (10 คะแนน) จงกากบาททับขอ้ทีถ่กูตอ้งทีส่ดุเพยีงขอ้เดยีว ขอ้ละ 2 คะแนน

1. ให้ a และ b เปน็จำนวนเตม็ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไขตอ่ไปนี้

13 หาร a มเีศษเหลอืเทา่กับ 1
13 หาร b มเีศษเหลอืเทา่กับ 12

แลว้ 13 หารจำนวนใดตอ่ไปนีม้ ี เศษเหลอืมากทีส่ดุ

ก. a+ b

ข. ab Answer

ค. a− b

ง. b− a

จ. a2 + b2

ตอบขอ้ ข.

ก. 13 หาร a+ b เศษเหลอืคอื 1 + 12 หรอื 0
ข. 13 หาร ab เศษเหลอืคอื 1 · 12 = 12

ค. 13 หาร a− b เศษเหลอืคอื 1− 12 = −11 หรอื 2
ง. 13 หาร b− a เศษเหลอืคอื 12− 1 = 11

จ. 13 หาร a2 + b2 เศษเหลอืคอื 12 + 122 = 145 หรอื 2

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 16



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

2. ให้ a และ b เปน็จำนวนเตม็ ทีส่อดคลอ้งสมการ

b = aq + r ....(∗)

เมือ่ q, r ∈ Z พจิารณาเงือ่นไขตอ่ไปนี้

(1) a ̸= 0

(2) b ̸= 0

(3) 0 ≤ r < a

(4) 0 ≤ r < |a|
(5) 0 < r ≤ a

(6) 0 < r ≤ |a|

แลว้เงือ่นไข (1)− (6) ทีท่ำใหส้มการ (∗) เปน็ขัน้ตอนวธิกีารหาร (Division Algorithm)

ก. (1) และ (3)

ข. (2) และ (5)

ค. (1) และ (4) Answer

ง. (2) และ (6)

จ. (1) และ (5)

ตอบขอ้ ค. ขัน้ตอนวธิกีารหาร (Division Algorithm) กลา่ววา่
ทกุ ๆ a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ q, r เพยีงคูเ่ดยีว

b = aq + r เมือ่ 0 ≤ r < |a|

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 17



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

3. ให้ a, b และ c เปน็จำนวนเตม็ ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข

a | b และ a | c

ขอ้ใดตอ่ไปนี้ ไมถ่กูตอ้ง

ก. a | bc

ข. a | (b+ c)

ค. a | (b− c)

ง. a2 | bc

จ. a2 | (b+ c) Answer

ตอบขอ้ จ. ถา้ a | b และ a | c จะไดว้า่มี x, y ∈ Z ซึง่ b = ax และ c = ay แลว้

ก. bc = (ax)(ay) = a(axy) ดังนัน้ a | bc

ข. b+ c = (ax) + (ay) = a(x+ y) ดังนัน้ a | (b+ c)

ค. b− c = (ax)− (ay) = a(x− y) ดังนัน้ a | (b− c)

ง. bc = (ax)(ay) = a2(xy) ดังนัน้ a2 | bc

จ. ตัวอยา่งคา้น ถา้ 4 | 4 และ 4 | 8 แต่ 42 ∤ 4 · 8

สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฎสวนสนัุนทา หนา้ | 18



ทฤษฎจีำนวน MAI1305 รหัสนักศกึษา......................................... หมูเ่รยีน.................

4. ให้ d = gcd(9, b) โดยที่ b ∈ Z+ ถา้มจีำนวนเตม็ x ซึง่

d = 9x+ 2b

ขอ้ใดตอ่ไปนีก้ลา่ว ถกูตอ้ง

ก. x < 0 Answer

ข. d เปน็จำนวนเตม็ Answer

ค. gcd(x, 2) = d

ง. gcd(b, 2) = d

จ. d เปน็จำนวนคู่ (Even number)

ตอบขอ้ ก. หรอื ข. (ตอบขอ้ใดขอ้หนึง่ได้ 2 คะแนน) จากนยิาม ห.ร.ม. d เปน็จำนวนเตม็บวก นัน่คอื d เปน็
จำนวนเตม็ดว้ย และ d | 9 และ d | b เนือ่งจาก b > 0 จะไดว้า่

d ≤ 9 และ d ≤ b

เนือ่งจาก b < 2b และ 2b = d− 2x ฉะนัน้ d < 2b จะไดว้า่

d < d− 2x

0 < −2x

0 > x

สรปุไดว้า่ x < 0
ขอ้ ค-จ ไมถ่กูตอ้ง โดยเลอืก b = 15 จะได้ d = 3 และ x = −3
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5. จำนวนใดตอ่ไปนีเ้ปน็ จำนวนเฉพาะ (Prime number)

ก. 267

ข. 275

ค. 273

ง. 277 Answer

จ. 279

ตอบขอ้ ง. จะเหน็วา่ 3 หาร 267, 273, 279 ลงตัว และ 5 | 275 ดังนัน้ ก, ข, ค และ จ ไมเ่ปน็จำนวนเฉพาะ
พจิารณาจำนวนเฉพาะ p <

√
277 ≈ 16 จะได้ p = 2, 3, 5, 7, 11, 13 โดยที่

2 ∤ 277, 3 ∤ 277, 5 ∤ 277, 7 ∤ 277, 11 ∤ 277 และ 13 ∤ 277

ดังนัน้ 277 เปน็จำนวนเฉพาะ
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ตอนที่ 2 : (10 คะแนน) จงเตมิคำตอบในชอ่งวา่ง (ดา้นซา้ยบน) ใหถ้กูตอ้ง ขอ้ละ 2 คะแนน

6. ตอบ 1

จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากทีห่าร 6624 ดว้ย 7

แนวคำตอบ พจิารณา

7 หาร 66 เศษเหลอืเทา่กับ 3

7 หาร 6624 เศษเหลอืเทา่กับ 324

7 หาร 34 = 81 เศษเหลอืเทา่กับ 2

7 หาร 324 = (34)3 เศษเหลอืเทา่กับ 23 = 8 หรอื เศษเหลอืเทา่กับ 1

ดังนัน้ 7 หาร 6624 มเีศษเหลอืเทา่กับ 1 #

7. ตอบ 6

จงหาหลักหนว่ยของจำนวนเตม็ 202466

แนวคำตอบ พจิารณา

10 หาร 2024 เศษเหลอืเทา่กับ 4

10 หาร 202466 เศษเหลอืเทา่กับ 466

10 หาร 42 = 16 เศษเหลอืเทา่กับ 6

10 หาร 466 = (42)33 เศษเหลอืเทา่กับ 633

10 หาร 63 = 216 เศษเหลอืเทา่กับ 6

10 หาร 633 = (63)11 เศษเหลอืเทา่กับ 611

10 หาร 611 = (63)3 · 62 เศษเหลอืเทา่กับ 63 · 62 = 65

10 หาร 65 = 63 · 62 เศษเหลอืเทา่กับ 6 · 62 = 216 หรอื เศษเหลอืเทา่กับ 6

ดังนัน้ หลักหนว่ยของจำนวนเตม็ 202466 เทา่กับ 6 #
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8. ตอบ 17

ให้ d, q เปน็จำนวนเตม็ซึง่ d > 1 โดยที่

d | (3q + 5) และ d | (q − 4)

แลว้ d คอืจำนวนใด
แนวคำตอบ สมมตวิา่ d | (3q + 5) และ d | (q − 4) จะไดว้า่ มจีำนวนเตม็ x, y ซึง่

3q + 5 = dx และ q − 4 = dy

ฉะนัน้

(3q + 5)− 3(q − 4) = dx− 3dy

17 = d(x− 3y)

ดังนัน้ d | 17 เนือ่งจาก d ∈ Z ซึง่ d > 1 สรปุไดว้า่ d = 17

9. ตอบ 48

จงหาจำนวนเลขศนูยท์ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็ (25)67 × (20)24

แนวคำตอบ พจิารณา

(25)67 × (20)24 = (52)67 × (2× 10)24

= 5134 × 224 × 1024

= 5110 × (524 × 224)× 1024

= 5110 × (5× 2)24 × 1024

= 5110 × 1024 × 1024

= 5110 × 1048

ดังนัน้จำนวนเลขศนูยท์ ีล่งทา้ยของจำนวนเตม็ (25)67 × (20)24 มี 48 ตัว #

10. ตอบ 320

จงหาจำนวนตัวหารของ 9! + 10!

แนวคำตอบ พจิารณา

9! + 10! = 9! + 9! · 10 = 9!(1 + 10)

= 1× 2× 3× 4× 5× 6× 7× 8× 9× 11

= 2× 3× 22 × 5× (2 · 3)× 7× 23 × 32 × 11

= 27 × 34 × 5× 7× 11

จำนวนตัวหารของ 9! + 10! เทา่กับ

(7 + 1)(4 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 8 · 5 · 2 · 2 · 2 = 320 ตัว
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ตอนที่ 3 : (80 คะแนน) จงแสดงวธิโีดยละเอยีด ขอ้ละ 10 คะแนน

11. (10 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีโ้ดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์

1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n
สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

บทพิสจูน์ . ให้ n ∈ N และ P (n) แทนขอ้ความ

1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n

ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1

2
= 2− 3

2
= 2− 1 + 2

2
ดังนัน้ P (1) เปน็จรงิ

ข้ันอปุนัย : ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เปน็จรงิ นัน่คอื

1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ k

2k
= 2− k + 2

2k

ดังนัน้
1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ k

2k
+

k + 1

2k+1
= 2− k + 2

2k
+

k + 1

2k+1

= 2− 2(k + 2)

2k · 2
+

k + 1

2k+1

= 2 +
−2(k + 2) + k + 1

2k+1

= 2 +
−2k − 4 + k + 1

2k+1

= 2 +
−k − 3

2k+1

= 2− k + 3

2k+1

= 2− (k + 1) + 2

2k+1

ทำใหส้รปุไดว้า่ P (k + 1) เปน็จรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร์ เราสรปุไดว้า่

1

2
+

2

22
+

3

23
+ · · ·+ n

2n
= 2− n+ 2

2n

สำหรับทกุจำนวนนับ n
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12. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

12.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนี้

ทกุ ๆ จำนวนเตม็ x มจีำนวนเตม็ y เพยีงตัวเดยีว ซึง่ x+ y = 24

แนวคำตอบ เขยีนในรปูสัญลักษณค์อื
∀x ∈ Z∃!y ∈ Z, x+ y = 24

พสิจูนข์อ้ความมเีพยีงหนึง่เดยีว

บทพิสจูน์ . ให้ x เปน็จำนวนเตม็
ข้ันที่ 1 มอียา่งนอ้ยหนึง่ตัว เลอืก y = 5− x จะไดว้า่

x+ y = x+ (5− y) = 5

ข้ันที่ 2 มเีพยีงตัวเดยีว ให้ y1, y2 ∈ Z จะไดว้า่ x+ y1 = 24 และ x+ y2 = 24 ฉะนัน้
x+ y1 = 24 = x+ y2

โดยสมบัตกิารตัดออกของการบวก สรปุไดว้า่ y1 = y2

12.2 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนี้
3 | n(n+ 1)(2n+ 7) ทกุ ๆ จำนวนเตม็ n

ข้อเสนอแนะ : ใชขั้น้ตอนวธิกีารหาร (Division Algorithm)

บทพิสจูน์ . ให้ n เปน็จำนวนเตม็ โดยขัน้ตอนวธิกีารหารมจีำนวนเตม็ q ซึง่
n = 3q หรอื n = 3q + 1 หรอื n = 3q + 2

• กรณี n = 3q จะไดว้า่
n(n+ 1)(2n+ 7) = (3q)(3q + 1)(2(3q) + 7) = 3[q(3q + 2)(6q + 7)]

ดังนัน้ 3 | n(n+ 1)(2n+ 7)

• กรณี n = 3q + 1 จะไดว้า่
n(n+ 1)(2n+ 7) = (3q + 1)(3q + 1 + 1)(2(3q + 1) + 7)

= (3q + 1)(3q + 2)(6q + 2 + 7)

= (3q + 1)(3q + 2)(6q + 9)

= (3q + 1)(3q + 2)3(6q + 3)

= 3[(3q + 1)(3q + 2)(6q + 3)]

ดังนัน้ 3 | n(n+ 1)(2n+ 7)

• กรณี n = 3q + 2 จะไดว้า่
n(n+ 1)(2n+ 7) = (3q + 2)(3q + 2 + 1)(2(3q + 2) + 7)

= (3q + 2)(3q + 3)(6q + 4 + 7)

= (3q + 2)3(q + 1)(6q + 11)

= 3[(3q + 2)(q + 1)(6q + 11)]

ดังนัน้ 3 | n(n+ 1)(2n+ 7)
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13. (10 คะแนน) กำหนด N = abbba เปน็จำนวนเตม็หา้หลัก จงหาจำนวนเตม็ N ทัง้หมดที่ 28 | N
ข้อเสนอแนะ : พจิารณา 28 = 4 · 7
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 28 = 7 · 4 และ gcd(4, 7) = 1 พจิารณา

7 | N และ 4 | N จะสรปุไดว้า่ 7 · 4 | N

กรณี 7 | N จะไดว้า่

7 หาร 1a+ 3b+ 2b− 1b− 3a = 4b− 2a = 2(2b− a) ลงตัว

เนือ่งจาก 7 ∤ 2 จะไดว้า่ 7 | (2b− a)

เนือ่งจาก b เปน็เลขโดด 2b มคีา่มากสดุ 18 และมคีา่ตำ่สดุ 0
เนือ่งจาก a เปน็เลขโดดทีไ่มใ่ชศ่นูย์ a มคีา่มากสดุ 9 และมคีา่ตำ่สดุ 1

−9 ≤ 2b− a ≤ 17

จะไดว้า่
2b− a = 0,±7, 14

กรณทีี่ 4 | N พจิารณา 4 | ba เนือ่งจาก ba = 10b+ a ฉะนัน้

4 หาร 10b+ a = 4(2b) + 2b+ a ลงตัว นัน่คอื 4 | (2b+ a)

พจิารณาจำนวนทีเ่ปน็ไปไดดั้งตารางตอ่ไปนี้

2b− a b a 2b+ a N = abbba 28 | N

0 1 2 4 21112 ใช ่
0 2 4 8 42224 ใช ่
0 3 6 12 63336 ใช ่
0 4 8 8 84448 ใช ่

7 4 1 9 14441 ไมใ่ช ่
7 5 3 13 35553 ไมใ่ช ่
7 6 5 17 56665 ไมใ่ช ่
7 7 7 21 77777 ไมใ่ช ่
7 8 9 25 98889 ไมใ่ช ่

−7 0 7 7 70007 ไมใ่ช ่
−7 1 9 11 91119 ไมใ่ช ่

14 8 2 18 28882 ไมใ่ช ่
14 9 4 22 49994 ไมใ่ช ่

ดังนัน้ N ทีเ่ปน็ไดทั้ง้หมดมี 4 จำนวนคอื 21112, 42224, 63336 และ 84448 #
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14. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

14.1 (5 คะแนน) จงพสิจูนข์อ้ความตอ่ไปนีโ้ดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์
6 | 2n(22n − 1) ทกุ ๆ จำนวนนับ n

บทพิสจูน์ . ให้ P (n) แทนขอ้ความ 6 | 2n(22n − 1)

ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 21(22 − 1) = 6 ดังนัน้ 6 | 21(22·1 − 1) ทำใหไ้ดว้า่ P (1) เปน็จรงิ
ข้ันอปุนัย : สมมติ P (k) เปน็จรงิ เมือ่ k ∈ N นัน้คอื 6 | 2k(22k − 1) มจีำนวนเตม็ q ซึง่

23k − 2k = 2k(22k − 1) = 6q

นัน่คอื 23k = 6q + 2k โดยสมมตฐิานจะไดว้า่

2k+1(22(k+1) − 1) = 2 · 2k(22k+2 − 1)

= 2 · 2k(22 · 22k − 1)

= 23 · 23k − 2 · 2k

= 8(6q + 2k)− 2 · 2k

= 48q + 8 · 2k − 2 · 2k

= 48q + 6 · 2k

= 6(8q + 2k)

ดังนัน้ 6 | 2k+1(22(k+1) − 1) สรปุไดว้า่ P (k + 1) เปน็จรงิ โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรส์รปุไดว้า่

6 | 2n(22n − 1) ทกุ ๆ จำนวนนับ n

14.2 (5 คะแนน) ให้ a, b, c ∈ Z จงพสิจูนว์า่
ถา้ a | bc และ gcd(a+ b2, a2 + b) = 1 แลว้ a | c

บทพิสจูน์ . ให้ a, b, c ∈ Z สมมตวิา่ a | bc และ gcd(a + b2, a2 + b) = 1 จะได้วา่มจีำนวนเตม็ x, y

และ k ซึง่

bc = ak และ 1 = (a+ b2)x+ (a2 + b)y

1 · c = c(a+ b2)x+ c(a2 + b)y

c = cax+ cb2x+ ca2y + cby

= cax+ (bc)bx+ ca2y + (bc)y

= cax+ (ak)bx+ ca2y + (ak)y

= a(cx+ kbx+ cay + ky)

ดังนัน้ a | c
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15. (10 คะแนน) จงหาจำนวนเตม็ x, y ทีส่อดคลอ้งสมการ

1 = 111x− 191y

แนวคำตอบ พจิารณาสมการ

191 = 191(1) + 111(0) 1 0 R1

111 = 191(0) + 111(1) 0 1 R2

80 = 191(1) + 111(−1) 1 −1 R3 = R1 −R2

31 = 191(−1) + 111(2) −1 2 R4 = R2 −R3

18 = 191(3) + 111(−5) 3 −5 R5 = R3 − 2R4

13 = 191(−4) + 111(7) −4 7 R6 = R4 −R5

5 = 191(7) + 111(−12) 7 −12 R7 = R5 −R6

3 = 191(−18) + 111(31) −18 31 R8 = R6 − 2R7

2 = 191(25) + 111(−43) 25 −43 R9 = R7 −R8

1 = 191(−43) + 111(74) −43 74 R10 = R8 −R9

จะไดว้า่ 1 = 111(74)− 191(43) ดังนัน้ x = 74 และ y = 43 #
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16. (5 คะแนน) กำหนดให้ a, b เปน็จำนวนเตม็

(ก) a และ b เปน็จำนวนเตม็ทีม่ากกวา่ 10 แตไ่มเ่กนิ 100
(ข) gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = 2 · 3 · 53

(ค) ℓcm(a, b)− gcd(a, b) = 5 · 29

จงหายกตัวอยา่งจำนวนเตม็บวก a, b ทีส่อดคลอ้งเงือ่นไข (ก)-(ค) อยา่งนอ้ย 1 คู่
แนวคำตอบ ให้ d = gcd(a, b) และ m = ℓcm(a, b) จะไดว้า่

dm = 2 · 3 · 53 = 750

m− d = 5 · 29 = 145 ∴ m = 145 + d

ฉะนัน้

d(145 + d) = 750

d2 + 145d− 750 = 0

(d− 5)(d+ 150) = 0

ทำใหไ้ดว้า่ d = 5 และ m = 145 + 5 = 150 พจิารณา

gcd(a, b) = 5

ℓcm(a, b) = 150 = 2 · 3 · 52

พจิารณาคา่ a, b จากตารางตอ่ไปนี้

a 3 · 5 = 15 2 · 5 = 10 2 · 3 · 5 = 30

b 2 · 52 = 50 3 · 52 = 75 52 = 25

gcd(a, b) 5 5 5

ℓcm(a, b) 2 · 3 · 52 2 · 3 · 52 2 · 3 · 52

ตัวอยา่ง a, b คอื (15, 50) และ (30, 25)
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17. (10 คะแนน) จงตอบคำถามตอ่ไปนี้

17.1 (5 คะแนน) ให้ a, b ∈ Z ซึง่ ab = 32 · 23 และ
gcd(2a, 4a+ 2b) = 6

แลว้ ℓcm(a, b) มคีา่เทา่ใด
แนวคำตอบ โดยการหา ห.ร.ม. แบบยคุลดิ จะไดว้า่

6 = gcd(2a, 4a+ 2b) = gcd(2a, 2(2a) + 2b) = gcd(2a, 2b) = 2 · gcd(a, b)

ฉะนัน้ gcd(a, b) = 3 ดังนัน้

ℓcm(a, b) =
ab

gcd(a, b) =
32 · 23

3
= 3 · 23 = 24 #

17.2 (5 คะแนน) ถา้จำนวนตัวหารของ

N = (6! + 5! + 4!)m

มทัีง้หมด 160 ตัว จงหาคา่ของ m

แนวคำตอบ พจิารณา

6! + 5! + 4! = 6 · 5 · 4! + 5 · 4! + 4!

= 4!(30 + 5 + 1) = 1 · 2 · 3 · 4 · 36 = 25 · 33

N = (25 · 33)m = 25m · 33m

จำนวนตัวหารของ N คอื

(5m+ 1)(3m+ 1) = 160

15m2 + 8m+ 1 = 160

15m2 + 8m− 159 = 0

(m− 3)(15m+ 53) = 0

ดังนัน้ m = 3 #
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18. (10 คะแนน) ให้ p, q เปน็จำนวนเฉพาะซึง่ p < q โดยที่

(p+ q) | (p2 + 6q2 + 73 + 7pq)

จงหา p, q ทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมด
แนวคำตอบ พจิารณา

p2 + 6q2 + 73 + 7pq = (p2 + 2pq + q2) + 5q2 + 5pq + 73

= (p+ q)2 + 5q(p+ q) + 73

ดังนัน้ (p+ q) | 73 จะไดว้า่ p+ q = 1, 7, 72, 73 = 1, 7, 49, 343

เนือ่งจาก p, q เปน็จำนวนเฉพาะซึง่ p < q และ p+ q เปน็จำนวนคี่ ดังนัน้ p = 2 และ q เปน็จำนวนคี่ จะไดว้า่

q = 5, 47, 341

เนือ่งจาก 341 = 11 · 31 ดังนัน้ p, q ทีเ่ปน็ไปไดทั้ง้หมดคอื

p 2 2

q 5 47
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