
Quiz 1 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ ลาํดบัและอนกุรมของจาํนวนจรงิ คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 12:30 - 13:00 วนัศกุร ์ ทีÉ 24 ธนัวาคม 2564 ปีการศึกษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

ข้อ 1
1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {

n(−2)n

n(2n) + 1

}

1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−3)n

n(3n) + 1

}

1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−5)n

n(5n) + 1

}

1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−7)n

n(7n) + 1

}

1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−11)n

n(11n) + 1

}
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ข้อ 2
2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

∞∑
n=1

(
n2 − 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 1)!

)

2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 − 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n− 1)!

)

2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 − 9

n(n+ 3)
+

(n!)2

(2n+ 3)!

)

2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 + 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 5)!

)

2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 + 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n+ 7)!

)
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เฉลย Quiz 1 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ ลาํดบัและอนกุรมของจาํนวนจรงิ คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 12:30 - 13:00 วนัศกุร ์ ทีÉ 24 ธนัวาคม 2564 ปีการศึกษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

ข้อ 1
1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {

n(−2)n

n(2n) + 1

}

วธีิทาํ ให้
an =

n(−2)n

n(2n) + 1
=

n(−1)n2n

n(2n) + 1
=

n(−1)n2n

n(2n)(1 + 1
n(2n)

)
=

(−1)n

1 + 1
n(2n)

เลือกลาํดบัยอ่ย bk = a2k จะไดว้า่

bk =
(−1)2k

1 + 1
2k(22k)

=
1

1 + 1
2k(22k)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

1 + 1
2k(22k)

= 1

เลือกลาํดบัยอ่ย ck = a2k−1 จะไดว้า่

ck =
(−1)2k−1

1 + 1
(2k−1)(22k−1)

=
−1

1 + 1
(2k−1)(22k−1)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

−1

1 + 1
(2k−1)(22k−1)

= −1

มี 2 ลาํดบัยอ่ยของ {an} ทีÉลมิิตมีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน
{

n(−2)n

n(2n) + 1

}
ลูอ่อก #
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1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−3)n

n(3n) + 1

}

วธีิทาํ ให้
an =

n(−3)n

n(3n) + 1
=

n(−1)n3n

n(3n) + 1
=

n(−1)n3n

n(3n)(1 + 1
n(3n)

)
=

(−1)n

1 + 1
n(3n)

เลือกลาํดบัยอ่ย bk = a2k จะไดว้า่

bk =
(−1)2k

1 + 1
2k(32k)

=
1

1 + 1
2k(32k)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

1 + 1
2k(32k)

= 1

เลือกลาํดบัยอ่ย ck = a2k−1 จะไดว้า่

ck =
(−1)2k−1

1 + 1
(2k−1)(32k−1)

=
−1

1 + 1
(2k−1)(32k−1)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

−1

1 + 1
(2k−1)(32k−1)

= −1

มี 2 ลาํดบัยอ่ยของ {an} ทีÉลมิิตมีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน
{

n(−3)n

n(3n) + 1

}
ลูอ่อก #
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1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−5)n

n(5n) + 1

}

วธีิทาํ ให้
an =

n(−5)n

n(5n) + 1
=

n(−1)n5n

n(5n) + 1
=

n(−1)n5n

n(5n)(1 + 1
n(5n)

)
=

(−1)n

1 + 1
n(5n)

เลือกลาํดบัยอ่ย bk = a2k จะไดว้า่

bk =
(−1)2k

1 + 1
2k(52k)

=
1

1 + 1
2k(52k)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

1 + 1
2k(52k)

= 1

เลือกลาํดบัยอ่ย ck = a2k−1 จะไดว้า่

ck =
(−1)2k−1

1 + 1
(2k−1)(52k−1)

=
−1

1 + 1
(2k−1)(52k−1)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

−1

1 + 1
(2k−1)(52k−1)

= −1

มี 2 ลาํดบัยอ่ยของ {an} ทีÉลมิิตมีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน
{

n(−5)n

n(5n) + 1

}
ลูอ่อก #
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1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−7)n

n(7n) + 1

}

วธีิทาํ ให้
an =

n(−7)n

n(7n) + 1
=

n(−1)n7n

n(7n) + 1
=

n(−1)n7n

n(7n)(1 + 1
n(7n)

)
=

(−1)n

1 + 1
n(7n)

เลือกลาํดบัยอ่ย bk = a2k จะไดว้า่

bk =
(−1)2k

1 + 1
2k(72k)

=
1

1 + 1
2k(72k)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

1 + 1
2k(72k)

= 1

เลือกลาํดบัยอ่ย ck = a2k−1 จะไดว้า่

ck =
(−1)2k−1

1 + 1
(2k−1)(72k−1)

=
−1

1 + 1
(2k−1)(72k−1)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

−1

1 + 1
(2k−1)(72k−1)

= −1

มี 2 ลาํดบัยอ่ยของ {an} ทีÉลมิิตมีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน
{

n(−7)n

n(7n) + 1

}
ลูอ่อก #
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1. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่ลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก {
n(−11)n

n(11n) + 1

}

วธีิทาํ ให้
an =

n(−11)n

n(11n) + 1
=

n(−1)n11n

n(11n) + 1
=

n(−1)n11n

n(11n)(1 + 1
n(11n)

)
=

(−1)n

1 + 1
n(11n)

เลือกลาํดบัยอ่ย bk = a2k จะไดว้า่

bk =
(−1)2k

1 + 1
2k(112k)

=
1

1 + 1
2k(112k)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

1

1 + 1
2k(112k)

= 1

เลือกลาํดบัยอ่ย ck = a2k−1 จะไดว้า่

ck =
(−1)2k−1

1 + 1
(2k−1)(112k−1)

=
−1

1 + 1
(2k−1)(112k−1)

ฉะนัÊน

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

−1

1 + 1
(2k−1)(112k−1)

= −1

มี 2 ลาํดบัยอ่ยของ {an} ทีÉลมิิตมีคา่ไมเ่ทา่กนั ดงันัÊน
{

n(−11)n

n(11n) + 1

}
ลูอ่อก #
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ข้อ 2
2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

∞∑
n=1

(
n2 − 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 1)!

)

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2 − 1

n(n+ 1)
จะเห็นไดว้า่

lim
n→∞

n2 − 1

n(n+ 1)
= lim

n→∞

n2(1− 1
n2 )

n2(1 + 1
n
)
= lim

n→∞

1− 1
n2

1 + 1
n

= 1 ̸= 0

โดย Divergent Test สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 − 1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูอ่อก

ให้ an =
(n!)2

(2n+ 1)!
จะไดว้า่

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!(n+ 1)!

(2n+ 3)!
· (2n+ 1)!

n!n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)n!(n+ 1)n!

(2n+ 3)(2n+ 2)(2n+ 1)!
· (2n+ 1)!

n!n!

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 3)(2n+ 2)

= lim
n→∞

n(1 + 1
n
)n(1 + 1

n
)

n(2 + 3
n
)n(2 + 2

n
)

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 1

n
)

(2 + 3
n
)(2 + 2

n
)

=
(1 + 0)(1 + 0)

(2 + 0)(2 + 0)
=

1

4
< 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

(n!)2

(2n+ 1)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่

∞∑
n=1

(
n2 − 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 1)!

)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 − 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n− 1)!

)

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2 − 4

n(n+ 2)
จะเห็นไดว้า่

lim
n→∞

n2 − 4

n(n+ 2)
= lim

n→∞

n2(1− 4
n2 )

n2(1 + 2
n
)
= lim

n→∞

1− 4
n2

1 + 2
n

= 1 ̸= 0

โดย Divergent Test สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 − 4

n(n+ 2)
เป็นอนกุรมลูอ่อก

ให้ an =
(n!)2

(2n− 1)!
จะไดว้า่

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!(n+ 1)!

(2n+ 1)!
· (2n− 1)!

n!n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)n!(n+ 1)n!

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)!
· (2n− 1)!

n!n!

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 1)(2n)

= lim
n→∞

n(1 + 1
n
)n(1 + 1

n
)

n(2 + 1
n
)2n

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 1

n
)

2(2 + 1
n
)

=
(1 + 0)(1 + 0)

2(2 + 0)
=

1

4
< 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

(n!)2

(2n− 1)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่

∞∑
n=1

(
n2 − 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n− 1)!

)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 − 9

n(n+ 3)
+

(n!)2

(2n+ 3)!

)

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2 − 9

n(n+ 3)
จะเห็นไดว้า่

lim
n→∞

n2 − 9

n(n+ 3)
= lim

n→∞

n2(1− 9
n2 )

n2(1 + 3
n
)
= lim

n→∞

1− 9
n2

1 + 3
n

= 1 ̸= 0

โดย Divergent Test สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 − 9

n(n+ 3)
เป็นอนกุรมลูอ่อก

ให้ an =
(n!)2

(2n+ 3)!
จะไดว้า่

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!(n+ 1)!

(2n+ 5)!
· (2n+ 3)!

n!n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)n!(n+ 1)n!

(2n+ 5)(2n+ 4)(2n+ 3)!
· (2n+ 3)!

n!n!

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 5)(2n+ 4)

= lim
n→∞

n(1 + 1
n
)n(1 + 1

n
)

n(2 + 5
n
)n(2 + 3

n
)

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 1

n
)

(2 + 5
n
)(2 + 3

n
)

=
(1 + 0)(1 + 0)

(2 + 0)(2 + 0)
=

1

4
< 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

(n!)2

(2n+ 3)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่

∞∑
n=1

(
n2 − 9

n(n+ 3)
+

(n!)2

(2n+ 3)!

)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 + 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 5)!

)

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2 + 1

n(n+ 1)
จะเห็นไดว้า่

lim
n→∞

n2 + 1

n(n+ 1)
= lim

n→∞

n2(1 + 1
n2 )

n2(1 + 1
n
)
= lim

n→∞

1 + 1
n2

1 + 1
n

= 1 ̸= 0

โดย Divergent Test สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 − 1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูอ่อก

ให้ an =
(n!)2

(2n+ 5)!
จะไดว้า่

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!(n+ 1)!

(2n+ 7)!
· (2n+ 5)!

n!n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)n!(n+ 1)n!

(2n+ 7)(2n+ 6)(2n+ 5)!
· (2n+ 5)!

n!n!

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 7)(2n+ 6)

= lim
n→∞

n(1 + 1
n
)n(1 + 1

n
)

n(2 + 7
n
)n(2 + 6

n
)

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 1

n
)

(2 + 7
n
)(2 + 6

n
)

=
(1 + 0)(1 + 0)

(2 + 0)(2 + 0)
=

1

4
< 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

(n!)2

(2n+ 5)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่

∞∑
n=1

(
n2 + 1

n(n+ 1)
+

(n!)2

(2n+ 5)!

)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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2. (5 คะแนน) จงตรวจสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
∞∑
n=1

(
n2 + 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n+ 7)!

)

วธีิทาํ พิจารณาอนกุรม
∞∑
n=1

n2 + 4

n(n+ 2)
จะเห็นไดว้า่

lim
n→∞

n2 + 4

n(n+ 2)
= lim

n→∞

n2(1 + 4
n2 )

n2(1 + 2
n
)
= lim

n→∞

1 + 4
n2

1 + 2
n

= 1 ̸= 0

โดย Divergent Test สรุปไดว้า่
∞∑
n=1

n2 + 4

n(n+ 2)
เป็นอนกุรมลูอ่อก

ให้ an =
(n!)2

(2n+ 7)!
จะไดว้า่

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!(n+ 1)!

(2n+ 9)!
· (2n+ 7)!

n!n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(n+ 1)n!(n+ 1)n!

(2n+ 9)(2n+ 8)(2n+ 7)!
· (2n+ 7)!

n!n!

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 1)

(2n+ 9)(2n+ 8)

= lim
n→∞

n(1 + 1
n
)n(1 + 1

n
)

n(2 + 9
n
)n(2 + 8

n
)

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 1

n
)

(2 + 9
n
)(2 + 8

n
)

=
(1 + 0)(1 + 0)

(2 + 0)(2 + 0)
=

1

4
< 1

จะไดว้า่
∞∑
n=1

(n!)2

(2n+ 7)!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่

∞∑
n=1

(
n2 + 4

n(n+ 2)
+

(n!)2

(2n+ 7)!

)
เป็นอนกุรมลูอ่อก #
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Quiz 2 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนกุรมกาํลงั คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 12:15 - 12:50 วนัศกุร ์ ทีÉ 14 มกราคม 2565 ปีการศกึษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

ข้อ 1
1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม

∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(2n)

1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(4n)

1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(2n)

1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(4n)

13



ข้อ 2
2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม

∞∑
n=1

(2x+ 1)2n+1

(n− 1)!

2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n+1

(n− 1)!

2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 2x)2n+1

(n− 1)!

2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 3x)3n+1

(n− 1)!

14



เฉลย Quiz 2 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนกุรมกาํลงั คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 12:15 - 12:50 วนัศกุร ์ ทีÉ 14 มกราคม 2565 ปีการศกึษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

ข้อ 1
1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม

∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(2n)

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣ (1− 3x)n+1

(n+ 1)(2n+1)
· n(2n)

(1− 3x)n

∣∣∣∣ = |1− 3x| lim
n→∞

n

2(n+ 1)

=
1

2
|3x− 1| < 1

จะไดว้า่
|3x− 1| < 2

−2 < 3x− 1 < 2

−2

3
< x− 1

3
<

2

3

−1

3
< x < 1

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ
กรณี x = −1

3
จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(2n)
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (เป็นอนกุรมพีซึÉง p = 1 < 1)

กรณี x = 1 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(2n)
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (โดยใชอ้นกุรมสลบั)

สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 2
3
ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ (−1

3
, 1] #
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1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(4n)

วธีิทาํ พิจารณา
lim
n→∞

∣∣∣∣ (1− 3x)n+1

(n+ 1)(4n+1)
· n(4n)

(1− 3x)n

∣∣∣∣ = |1− 3x| lim
n→∞

n

4(n+ 1)

=
1

4
|3x− 1| < 1

จะไดว้า่
|3x− 1| < 4

−4 < 3x− 1 < 4

−4

3
< x− 1

3
<

4

3

−1 < x <
5

3

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ
กรณี x = −1 จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(4n)
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (เป็นอนกุรมพีซึÉง p = 1 < 1)

กรณี x = 5
3
จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1− 3x)n

n(4n)
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (โดยใชอ้นกุรมสลบั)

สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4
3
ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ (−1, 5

3
] #

1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(2n)

วธีิทาํ พิจารณา
lim
n→∞

∣∣∣∣ (1 + 3x)n+1

(n+ 1)(2n+1)
· n(2n)

(1 + 3x)n

∣∣∣∣ = |1− 3x| lim
n→∞

n

2(n+ 1)

=
1

2
|3x+ 1| < 1

จะไดว้า่
|3x+ 1| < 2

−2 < 3x+ 1 < 2

−2

3
< x+

1

3
<

2

3

−1 < x <
1

3

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ
กรณี x = 1

3
จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(2n)
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (เป็นอนกุรมพีซึÉง p = 1 < 1)

กรณี x = −1 จะไดว้า่
∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(2n)
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (โดยใชอ้นกุรมสลบั)

สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 2
3
ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [1, 1

3
) #
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1. (5 คะแนน) จงหารัศมีและช่วงแหง่การลู่เข้าของอนกุรม
∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(4n)

วธีิทาํ พิจารณา

lim
n→∞

∣∣∣∣ (1 + 3x)n+1

(n+ 1)(4n+1)
· n(4n)

(1 + 3x)n

∣∣∣∣ = |1 + 3x| lim
n→∞

n

4(n+ 1)

=
1

4
|3x+ 1| < 1

จะไดว้า่
|3x+ 1| < 4

−4 < 3x+ 1 < 4

−4

3
< x+

1

3
<

4

3

−5

3
< x < 1

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4 ตรวจสอบการลูเ่ขา้เมืÉอ
กรณี x = 1 จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(4n)
=

∞∑
n=1

1

n
เป็นอนกุรมลูอ่อก (เป็นอนกุรมพีซึÉง p = 1 < 1)

กรณี x = −5
3
จะไดว้า่

∞∑
n=1

(1 + 3x)n

n(4n)
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ (โดยใชอ้นกุรมสลบั)

สรุปไดว้า่ รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ 4
3
ชว่งแหง่การลูเ่ขา้คือ [−5

3
, 1) #
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ข้อ 2
2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม

∞∑
n=1

(2x+ 1)2n+1

(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 =
∞∑
n=0

((2x+ 1)2)n

n!
=

∞∑
n=0

(2x+ 1)2n

n!
เมืÉอ 2x+ 1 ∈ R

d

dx
e(2x+1)2 =

d

dx

∞∑
n=0

(2x+ 1)2n

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 · 2(2x+ 1)2 =
∞∑
n=1

2n(2x+ 1)2n−1 · 2
n!

เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 · 4(2x+ 1) =
∞∑
n=1

4n(2x+ 1)2n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 · (2x+ 1) =
∞∑
n=1

(2x+ 1)2n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 · (2x+ 1) · (2x+ 1)2 = (2x+ 1)2 ·
∞∑
n=1

(2x+ 1)2n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(2x+1)2 · (2x+ 1)3 =
∞∑
n=1

(2x+ 1)2n+1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

ดงันัÊน f(x) = e(2x+1)2 · (2x+ 1)3 เมืÉอ x ∈ R เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

(2x+ 1)2n+1

(n− 1)!

18



2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n+1

(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 =
∞∑
n=0

((3x+ 1)3)n

n!
=

∞∑
n=0

(3x+ 1)3n

n!
เมืÉอ 3x+ 1 ∈ R

d

dx
e(3x+1)3 =

d

dx

∞∑
n=0

(3x+ 1)3n

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 · 3(3x+ 1)23 =
∞∑
n=1

3n(3x+ 1)3n−1 · 3
n!

เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 · 9(3x+ 1)2 =
∞∑
n=1

9n(3x+ 1)3n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 · (3x+ 1)2 =
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 · (3x+ 1)2 · (3x+ 1)2 = (3x+ 1)2 ·
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(3x+1)3 · (3x+ 1)4 =
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n+1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

ดงันัÊน f(x) = e(3x+1)3 · (3x+ 1)4 เมืÉอ x ∈ R เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

(3x+ 1)3n+1

(n− 1)!
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2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 2x)2n+1

(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 =
∞∑
n=0

((1− 2x)2)n

n!
=

∞∑
n=0

(1− 2x)2n

n!
เมืÉอ 1− 2x ∈ R

d

dx
e(1−2x)2 =

d

dx

∞∑
n=0

(1− 2x)2n

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 · 2(1− 2x)(−2) =
∞∑
n=1

2n(1− 2x)2n−1 · (−2)

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 · (−4)(1− 2x) =
∞∑
n=1

(−4)n(1− 2x)2n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 · (1− 2x) =
∞∑
n=1

(1− 2x)2n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 · (1− 2x) · (1− 2x)2 = (1− 2x)2 ·
∞∑
n=1

(1− 2x)2n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−2x)2 · (1− 2x)3 =
∞∑
n=1

(1− 2x)2n+1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

ดงันัÊน f(x) = e(1−2x)2 · (1− 2x)3 เมืÉอ x ∈ R เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 2x)2n+1

(n− 1)!
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2. (5 คะแนน) จงใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร(์หนา้ŞŚ) หาฟังกชั์นผลบวก f พรอ้มบอกช่วงแหง่การลู่เข้า ของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 3x)3n+1

(n− 1)!

วธีิทาํ พิจารณา

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 =
∞∑
n=0

((1− 3x)3)n

n!
=

∞∑
n=0

(1− 3x)3n

n!
เมืÉอ 1− 3x ∈ R

d

dx
e(1−3x)3 =

d

dx

∞∑
n=0

(1− 3x)3n

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 · 3(1− 3x)2(−3) =
∞∑
n=1

3n(1− 3x)3n−1 · (−3)

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 · (−9)(3x+ 1)2 =
∞∑
n=1

(−9)n(1− 3x)3n−1

n!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 · (1− 3x)2 =
∞∑
n=1

(1− 3x)3n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 · (1− 3x)2 · (1− 3x)2 = (1− 3x)2 ·
∞∑
n=1

(1− 3x)3n−1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

e(1−3x)3 · (1− 3x)4 =
∞∑
n=1

(1− 3x)3n+1

(n− 1)!
เมืÉอ x ∈ R

ดงันัÊน f(x) = e(1−3x)3 · (1− 3x)4 เมืÉอ x ∈ R เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

(1− 3x)3n+1

(n− 1)!
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Quiz 3 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 09:30 - 10:00 วนัอาทิตย์ ทีÉ 6 มีนาคม 2565 ปีการศกึษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. กาํหนดให้ f(x, y) = x

x+ y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

2. กาํหนดให้ f(x, y) = y

x+ y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

3. กาํหนดให้ f(x, y) = x

x− y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

4. กาํหนดให้ f(x, y) = y

x− y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

5. กาํหนดให้ f(x, y) = 1√
x+ y

จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

6. กาํหนดให้ f(x, y) = (1 + x)y(1 + y)x ถา้ fx(0, a) = ln(1 + a) + 1 จงหา fy(a, a)

7. กาํหนดให้ f(x, y) = (1 + x)y

(1 + y)x
จงหา fx(a, 0) และ fy(a, 0) เมืÉอ a > 0

8. กาํหนดให้ f(x, y) = x · yx + y · xy จงหา fx(a, 1) + fy(1, a) เมืÉอ a > 0

9. กาํหนดให้ f(x, y) = xy sin(x cos(xy)) จงหา ∂f

∂x
และ ∂f

∂y

10. กาํหนดให้ f(x, y) = tan2(tanx · tan(xy)) จงหา ∂f

∂x
และ ∂f

∂y
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เฉลย Quiz 3 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 09:30 - 10:00 วนัอาทิตย์ ทีÉ 6 มีนาคม 2565 ปีการศกึษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. กาํหนดให้ f(x, y) = x

x+ y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

วธีิทาํ

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

= lim
h→0

x+h
x+h+y

− x
x+y

h

= lim
h→0

(x+ h)(x+ y)− x(x+ h+ y)

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

x2 + xy + hx+ hy − (x2 + hx+ xy)

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

hy

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

y

(x+ h+ y)(x+ y)
=

y

(x+ y)2
#

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

= lim
h→0

x
x+y+h

− x
x+y

h

= lim
h→0

x(x+ y)− x(x+ y + h)

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

x2 + xy − (x2 + xy + hx)

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

−hx

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

−x

(x+ y + h)(x+ y)
= − x

(x+ y)2
#
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2. กาํหนดให้ f(x, y) = y

x+ y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

วธีิทาํ

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

= lim
h→0

y
x+h+y

− y
x+y

h

= lim
h→0

y(x+ y)− y(x+ h+ y)

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

yx+ y2 − (yx+ hy + y2)

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

−hy

h(x+ h+ y)(x+ y)

= lim
h→0

−y

(x+ h+ y)(x+ y)
= − y

(x+ y)2
#

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

= lim
h→0

y+h
x+y+h

− y
x+y

h

= lim
h→0

(y + h)(x+ y)− y(x+ y + h)

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

yx+ y2 + hx+ hy − (yx+ y2 + yh)

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

hx

h(x+ y + h)(x+ y)

= lim
h→0

x

(x+ y + h)(x+ y)
=

x

(x+ y)2
#
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3. กาํหนดให้ f(x, y) = x

x− y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

วธีิทาํ

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

= lim
h→0

x+h
x+h−y

− x
x−y

h

= lim
h→0

(x+ h)(x− y)− x(x+ h− y)

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

x2 − xy + hx− hy − (x2 + hx− xy)

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

−hy

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

−y

(x+ h− y)(x− y)
= − y

(x− y)2
#

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

= lim
h→0

x
x−(y−h)

− x
x−y

h

= lim
h→0

x(x− y)− x(x− y − h)

h(x− y − h)(x− y)

= lim
h→0

x2 − xy − (x2 − xy − hx)

h(x− y − h)(x− y)

= lim
h→0

hx

h(x+ y − h)(x− y)

= lim
h→0

x

(x− y − h)(x− y)
= − x

(x− y)2
#
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4. กาํหนดให้ f(x, y) = y

x− y
จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

วธีิทาํ

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

= lim
h→0

y
x+h−y

− y
x−y

h

= lim
h→0

y(x− y)− y(x+ h− y)

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

yx− y2 − (yx+ hy − y2)

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

−hy

h(x+ h− y)(x− y)

= lim
h→0

−y

(x+ h− y)(x− y)
= − y

(x− y)2
#

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

= lim
h→0

y+h
x−(y−h)

− y
x−y

h

= lim
h→0

(y + h)(x− y)− y(x− y − h)

h(x− y − h)(x− y)

= lim
h→0

yx− y2 + hx− hy − (yx− y2 − hy)

h(x− y − h)(x− y)

= lim
h→0

hx

h(x+ y − h)(x− y)

= lim
h→0

x

(x− y − h)(x− y)
= − x

(x− y)2
#
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5. กาํหนดให้ f(x, y) = 1√
x+ y

จงใชบ้ทนิยามหาอนพุนัธย์อ่ย fx(x, y) และ fy(x, y)

วธีิทาํ

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

= lim
h→0

1√
x+h+y

− 1√
x+y

h

= lim
h→0

√
x+ y −

√
x+ h+ y

h
√
x+ h+ y ·

√
x+ y

= lim
h→0

√
x+ y −

√
x+ h+ y

h
√
x+ h+ y ·

√
x+ y

·
√
x+ y +

√
x+ h+ y

√
x+ y +

√
x+ h+ y

= lim
h→0

(
√
x+ y)2 − (

√
x+ h+ y)2

h
√
x+ h+ y ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ h+ y)

= lim
h→0

(x+ y)− (x+ h+ y)

h
√
x+ h+ y ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ h+ y)

= lim
h→0

−h

h
√
x+ h+ y ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ h+ y)

= lim
h→0

−1√
x+ h+ y ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ h+ y)

= − 1

2(x+ y)
√
x+ y

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

= lim
h→0

1√
x+y+h

− 1√
x+y

h

= lim
h→0

√
x+ y −

√
x+ y + h

h
√
x+ y + h ·

√
x+ y

= lim
h→0

√
x+ y −

√
x+ y + h

h
√
x+ y + h ·

√
x+ y

·
√
x+ y +

√
x+ y + h

√
x+ y +

√
x+ y + h

= lim
h→0

(
√
x+ y)2 − (

√
x+ y + h)2

h
√
x+ y + h ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ y + h)

= lim
h→0

(x+ y)− (x+ y + h)

h
√
x+ y + h ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ y + h)

= lim
h→0

−h

h
√
x+ y + h ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ y + h)

= lim
h→0

−1√
x+ y + h ·

√
x+ y(

√
x+ y +

√
x+ y + h)
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6. กาํหนดให้ f(x, y) = (1 + x)y(1 + y)x ถา้ fx(0, a) = ln(1 + a) + 1 จงหา fy(a, a)
วธีิทาํ พิจารณา

fx(x, y) =
∂

∂x
(1 + x)y · (1 + y)x + (1 + x)y

∂

∂x
(1 + y)x

fx(x, y) = y(1 + x)y−1 · (1 + y)x + (1 + x)y · (1 + y)x ln(1 + y)

fx(0, a) = a(1 + 0)a−1 · (1 + a)0 + (1 + 0)a · (1 + a)0 ln(1 + a)

ln(1 + a) + 1 = a+ ln(1 + a)

a = 1

จะไดว้า่

fy(x, y) =
∂

∂y
(1 + x)y · (1 + y)x + (1 + x)y

∂

∂y
(1 + y)x

fy(x, y) = (1 + x)y ln(1 + x) · (1 + y)x + (1 + x)y · x(1 + y)x−1

fy(a, a) = fy(1, 1) = (1 + 1)1 ln(1 + 1) · (1 + 1)1 + (1 + 1)1 · 1(1 + 1)1−1

= 4 ln 2 + 2 #

7. กาํหนดให้ f(x, y) = (1 + x)y

(1 + y)x
จงหา fx(a, 0) และ fy(a, 0) เมืÉอ a > 0

วธีิทาํ พิจารณา

fx(x, y) =
(1 + y)x · ∂

∂x
(1 + x)y − (1 + x)y · ∂

∂x
(1 + y)x

(1 + y)2x

fx(x, y) =
(1 + y)x · y(1 + x)y−1 − (1 + x)y · (1 + y)x ln(1 + y)

(1 + y)2x

fx(a, 0) =
(1 + 0)a · 0(1 + a)0−1 − (1 + a)0 · (1 + 0)a ln(1 + 0)

(1 + 0)2a
= 0 #

และ

fy(x, y) =
(1 + y)x · ∂

∂y
(1 + x)y − (1 + x)y · ∂

∂y
(1 + y)x

(1 + y)2x

fx(x, y) =
(1 + y)x · (1 + x)y ln(1 + x)− (1 + x)y · x(1 + y)x−1

(1 + y)2x

fx(a, 0) =
(1 + 0)a · (1 + a)0 ln(1 + a)− (1 + 0)a · 0(1 + a)0−1

(1 + 0)2a
= ln(1 + a) #
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8. กาํหนดให้ f(x, y) = x · yx + y · xy จงหา fx(a, 1) + fy(1, a) เมืÉอ a > 0

วธีิทาํ พิจารณา

fx(x, y) = x · ∂

∂x
yx + yx · ∂

∂x
x+ y · ∂

∂x
xy

fx(x, y) = x · yx ln y + yx · 1 + y · yxy−1

fx(a, 1) = a · 1a ln 1 + 1a · 1 + 1 · 1a1−1

= 0 + 1 + 1 = 2

fy(x, y) = x · ∂

∂y
yx + y · ∂

∂y
xy + xy · ∂

∂y
y

fx(x, y) = x · xyx−1 + y · xy lnx+ xy · 1
fx(1, a) = 1 · a1−1 + a · 1a ln 1 + 1a · 1

= 1 + 0 + 1 = 2

ดงันัÊน
fx(a, 1) + fx(1, a) = 2 + 2 = 4 #
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9. กาํหนดให้ f(x, y) = xy sin(x cos(xy)) จงหา ∂f

∂x
และ ∂f

∂y

วธีิทาํ
∂f

∂x
=

∂

∂x
xy · sin(x cos(xy)) + xy · ∂

∂x
sin(x cos(xy))

= y · sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy)) · ∂

∂x
x cos(xy)

= y sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy))
[
∂

∂x
x · cos(xy) + x · ∂

∂x
cos(xy)

]
= y sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy))

[
1 · cos(xy) + x · (− sin(xy)) ∂

∂x
(xy)

]
= y sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy)) [cos(xy)− x sin(xy) · y]
= y sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy)) [cos(xy)− xy sin(xy)]

และ
∂f

∂y
=

∂

∂y
xy · sin(x cos(xy)) + xy · ∂

∂y
sin(x cos(xy))

= x · sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy)) · ∂

∂y
x cos(xy)

= x sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy))
[
x(− sin(xy)) ∂

∂y
xy

]
= x sin(x cos(xy)) + xy cos(x cos(xy)) [−x sin(xy) · x]
= x sin(x cos(xy))− x3y cos(x cos(xy)) · sin(xy)
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10. กาํหนดให้ f(x, y) = tan2(tanx · tan(xy)) จงหา ∂f

∂x
และ ∂f

∂y

วธีิทาํ
∂f

∂x
= 2 tan(tanx · tan(xy)) · ∂

∂x
tan(tanx · tan(xy))

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy)) · ∂

∂x
(tanx · tan(xy))

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy))
[
tanx · ∂

∂x
tan(xy) + tan(xy) · ∂

∂x
tanx

]
= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy))

[
tanx · sec2(xy) · ∂

∂x
(xy) + tan(xy) · sec2 x

]
= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy))

[
tanx · sec2(xy) · y + tan(xy) sec2 x

]
และ

∂f

∂y
= 2 tan(tanx · tan(xy)) · ∂

∂y
tan(tanx · tan(xy))

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy)) · ∂

∂y
(tanx · tan(xy))

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy)) · tanx · ∂

∂y
tan(xy)

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy)) tanx · sec2(xy) · ∂

∂y
(xy)

= 2 tan(tanx · tan(xy)) · sec2(tanx · tan(xy)) tanx · sec2(xy) · x
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Quiz 4 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนพุนัธอ์นัดบัสงู คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 09:30 - 10:00 วนัอาทิตย์ ทีÉ 13 มีนาคม 2565 ปีการศึกษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = sin(cos(xy))

2. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = cos(sin(xy))

3. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s+ t จงหา ∂2z

∂t2

4. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s+ t จงหา ∂2z

∂s2

5. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s− t จงหา ∂2z

∂t2

6. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = t− s จงหา ∂2z

∂s2
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เฉลย Quiz 4 : MAC1303 แคลคูลัส 2
หวัข้อ อนพุนัธอ์นัดบัสงู คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลาสอบ 09:30 - 10:00 วนัอาทิตย์ ทีÉ 13 มีนาคม 2565 ปีการศึกษา 2/2564

ผู้สอน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = sin(cos(xy))
วธีิทาํ จะไดว้า่

fx(x, y) = cos(cos(xy)) · ∂

∂x
cos(xy) = cos(cos(xy)) · (− sin(xy)) · ∂

∂x
(xy)

= −y cos(cos(xy)) · sin(xy)

fxx(xy) = −y cos(cos(xy)) · ∂

∂x
sin(xy)− ∂

∂x
(y cos(cos(xy))) · sin(xy)

= −y cos(cos(xy)) · cos(xy) · y + (y sin(cos(xy))) ∂

∂x
cos(xy) · sin(xy)

= −y2 cos(cos(xy)) cos(xy) + (y sin(cos(xy)))(− sin(xy) · y) · sin(xy)
= −y2 cos(cos(xy)) cos(xy)− y2 sin(cos(xy)) sin2(xy)

fxy(xy) = − ∂

∂y
y · cos(cos(xy)) · sin(xy)− y · ∂

∂y
cos(cos(xy)) · sin(xy)− y cos(cos(xy)) · ∂

∂y
sin(xy)

= −1 · cos(xy) · sin(xy)− y · (− sin(cos(xy))) · ∂

∂y
cos(xy) · sin(xy)− y cos(cos(xy)) · cos(xy) · x

= cos(xy) sin(xy) + y sin(cos(xy)) · (− sin(xy)) · x · sin(xy)− yx cos(cos(xy)) cos(xy)
= cos(xy) sin(xy)− xy sin(cos(xy)) sin2(xy)− yx cos(cos(xy)) cos(xy)

และ

fy(x, y) = cos(cos(xy)) · ∂

∂y
cos(xy) = cos(cos(xy)) · (− sin(xy)) · ∂

∂y
(xy)

= −x cos(cos(xy)) sin(xy)

fyy(xy) = −x cos(cos(xy)) · ∂

∂y
sin(xy)− ∂

∂y
(x cos(cos(xy))) · sin(xy)

= −x cos(cos(xy)) · cos(xy) · x+ (x sin(cos(xy))) ∂
∂y

cos(xy) · sin(xy)

= −x2 cos(cos(xy)) cos(xy) + (x sin(cos(xy)))(− sin(xy) · x) · sin(xy)
= −x2 cos(cos(xy)) cos(xy)− x2 sin(cos(xy)) sin2(xy)

fyx(xy) = fxy(x, y)

= cos(xy) sin(xy)− xy sin(cos(xy)) sin2(xy)− yx cos(cos(xy)) cos(xy)
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2. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = cos(sin(xy))
วธีิทาํ จะไดว้า่

fx(x, y) = − sin(sin(xy)) · ∂

∂x
sin(xy) = − sin(sin(xy)) · (cos(xy)) · ∂

∂x
(xy)

= −y sin(sin(xy)) cos(xy)

fxx(xy) = −y sin(sin(xy)) · ∂

∂x
cos(xy)− ∂

∂x
(y sin(sin(xy))) · cos(xy)

= −y sin(sin(xy)) · (− sin(xy)) · y − (y cos(sin(xy))) ∂

∂x
sin(xy) · cos(xy)

= y2 sin(sin(xy)) sin(xy)− (y cos(sin(xy))) cos(xy) · y · cos(xy)
= y2 sin(sin(xy)) sin(xy)− y2 cos(sin(xy)) cos2(xy)

fxy(xy) = − ∂

∂y
y · sin(sin(xy)) · cos(xy)− y · ∂

∂y
sin(sin(xy)) · cos(xy)− y sin(sin(xy)) · ∂

∂y
cos(xy)

= −1 · sin(sin(xy)) · cos(xy)− y · cos(sin(xy)) ∂
∂y

sin(xy) · cos(xy)− y sin(sin(xy)) · (− sin(xy))x

= − sin(sin(xy)) cos(xy)− y · cos(sin(xy)) cos(xy)x · cos(xy) + xy sin(sin(xy)) sin(xy)
= − sin(sin(xy)) cos(xy)− xy cos(sin(xy)) cos2(xy) + xy sin(sin(xy)) sin(xy)

และ

fy(x, y) = sin(sin(xy)) · ∂

∂y
sin(xy) = sin(sin(xy)) · (cos(xy)) · ∂

∂y
(xy)

= x sin(sin(xy)) cos(xy)

fyy(xy) = x sin(sin(xy)) · ∂

∂y
cos(xy) + ∂

∂y
(x sin(sin(xy))) · cos(xy)

= x sin(sin(xy)) · (− sin(xy)x) + x cos(sin(xy)) ∂
∂y

sin(xy) · cos(xy)

= −x2 sin(sin(xy)) sin(xy) + x cos(sin(xy)) cos(xy)x · cos(xy)
= −x2 sin(sin(xy)) sin(xy) + x2 cos(sin(xy)) cos2(xy)

fyx(xy) = fxy(x, y)

= − sin(sin(xy)) cos(xy)− xy cos(sin(xy)) cos2(xy) + xy sin(sin(xy)) sin(xy)
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3. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s+ t จงหา ∂2z

∂t2

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

y

s t

x

ts

∂z

∂t
=

∂f

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f

∂y
· ∂y
∂t

จะไดว้า่
∂z

∂t
=

∂f

∂x
· s+ ∂f

∂y
· 1 = s · ∂f

∂x
+

∂f

∂y

∂

∂t

(
∂z

∂t

)
= s · ∂

∂t

(
∂f

∂x

)
+

∂

∂t

(
∂f

∂y

)

พิจารณาแผนภาพ
∂f
∂x
, ∂f
∂y

y

s t

x

ts

ดงันัÊน
∂2z

∂t2
= s

[
∂2f

∂x2
· ∂x
∂t

+
∂2f

∂y∂x
· ∂y
∂t

]
+

[
∂2f

∂x∂y
· ∂x
∂t

+
∂2f

∂y2
· ∂y
∂t

]
= s

[
∂2f

∂x2
· s+ ∂2f

∂y∂x
· 1
]
+

[
∂2f

∂x∂y
· s+ ∂2f

∂y2
· 1
]

= s2
∂2f

∂x2
+ s

∂2f

∂y∂x
+ s

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y2
#
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4. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s+ t จงหา ∂2z

∂s2

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

y

s t

x

ts

∂z

∂s
=

∂f

∂x
· ∂x
∂s

+
∂f

∂y
· ∂y
∂s

จะไดว้า่
∂z

∂s
=

∂f

∂x
· t+ ∂f

∂y
· 1 = t · ∂f

∂x
+

∂f

∂y

∂

∂s

(
∂z

∂s

)
= t · ∂

∂s

(
∂f

∂x

)
+

∂

∂s

(
∂f

∂y

)

พิจารณาแผนภาพ
∂f
∂x
, ∂f
∂y

y

s t

x

ts

ดงันัÊน
∂2z

∂s2
= t

[
∂2f

∂x2
· ∂x
∂s

+
∂2f

∂y∂x
· ∂y
∂s

]
+

[
∂2f

∂x∂y
· ∂x
∂s

+
∂2f

∂y2
· ∂y
∂s

]
= t

[
∂2f

∂x2
· t+ ∂2f

∂y∂x
· 1
]
+

[
∂2f

∂x∂y
· t+ ∂2f

∂y2
· 1
]

= t2
∂2f

∂x2
+ t

∂2f

∂y∂x
+ t

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y2
#
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5. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = s− t จงหา ∂2z

∂t2

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

y

s t

x

ts

∂z

∂t
=

∂f

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f

∂y
· ∂y
∂t

จะไดว้า่
∂z

∂t
=

∂f

∂x
· s+ ∂f

∂y
· (−1) = s · ∂f

∂x
− ∂f

∂y

∂

∂t

(
∂z

∂t

)
= s · ∂

∂t

(
∂f

∂x

)
− ∂

∂t

(
∂f

∂y

)

พิจารณาแผนภาพ
∂f
∂x
, ∂f
∂y

y

s t

x

ts

ดงันัÊน
∂2z

∂t2
= s

[
∂2f

∂x2
· ∂x
∂t

+
∂2f

∂y∂x
· ∂y
∂t

]
−

[
∂2f

∂x∂y
· ∂x
∂t

+
∂2f

∂y2
· ∂y
∂t

]
= s

[
∂2f

∂x2
· s+ ∂2f

∂y∂x
· (−1)

]
−

[
∂2f

∂x∂y
· s+ ∂2f

∂y2
· (−1)

]
= s2

∂2f

∂x2
− s

∂2f

∂y∂x
− s

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y2
#
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6. ให้ z = f(x, y) โดยทีÉ x = st และ y = t− s จงหา ∂2z

∂s2

วธีิทาํ พิจารณาแผนภาพ
z

y

s t

x

ts

∂z

∂s
=

∂f

∂x
· ∂x
∂s

+
∂f

∂y
· ∂y
∂s

จะไดว้า่
∂z

∂s
=

∂f

∂x
· t+ ∂f

∂y
· (−1) = t · ∂f

∂x
− ∂f

∂y

∂

∂s

(
∂z

∂s

)
= t · ∂

∂s

(
∂f

∂x

)
− ∂

∂s

(
∂f

∂y

)

พิจารณาแผนภาพ
∂f
∂x
, ∂f
∂y

y

s t

x

ts

ดงันัÊน
∂2z

∂s2
= t

[
∂2f

∂x2
· ∂x
∂s

+
∂2f

∂y∂x
· ∂y
∂s

]
−

[
∂2f

∂x∂y
· ∂x
∂s

+
∂2f

∂y2
· ∂y
∂s

]
= t

[
∂2f

∂x2
· t+ ∂2f

∂y∂x
· (−1)

]
+

[
∂2f

∂x∂y
· t+ ∂2f

∂y2
· (−1)

]
= t2

∂2f

∂x2
− t

∂2f

∂y∂x
− t

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y2
#

38


