
Quiz 1 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ คณิตศาสตรพื์นฐาน การดาํเนินการทวิภาค และกรุป คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 3 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้่วยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. จงพิสจูนข์อ้ความตอ่ไปนี โดยใชอุ้ปนัยเชิงคณิตศาสตร์
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9
=

10

9

(
10n − 1

9

)
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9
ทกุ ๆ จาํนวนนบั n

2. ให้ a, b, c เป็นจาํนวนเตม็ จงพสูิจนว่์า
ถา้ a | bc และ gcd(a2, b2) = 1 แลว้ a | c2

3. สาํหรบัจาํนวนนบั n นิยาม
An = {a ∈ Z : 0 < a < n เมือ gcd(a, n) = 1}

จงแจกแจงสมาชิกของ A6, A7 และหาจาํนวนสมาชิกของ A10!

4. ให้ a, b ∈ Z และ

aR b ก็ตอ่เมือ 2 | (a+ b)2

จงพสูิจนว์า่ R เป็นความสมัพนัธส์มมลู และหาชนัสมมลู

5. ให้ f เป็นฟังกช์นัใน A เมือ A = {1, 2, 3, 4} นิยาม fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n ตวั) ถา้

f 2 = f ◦ f =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
จงหา f 2564

6. ให้ ∗ เป็นการดาํเนินทวิภาคบนจาํนวนจรงิบวก ทีสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
(ก) a ∗ a = a2 + 1

(ข) a ∗ b = b ∗ a

(ค) a ∗ (a+ b) =
a+ b

a
(a ∗ b)

จงหา 100 ∗ 40
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7. กาํหนดให้G = [0, ,∞) และ

a ∗ b = |a− b| เมือ a, b ∈ G

จงตรวจสอบวา่ ∗ มีสมบตัิใดบา้งบน G
1. การสลบัที 2. การเปลยีนกลุม่ 3. เอกลกัษณ์ และ 4. ตวัผกผนั

8. กาํหนดให้
ā ∗ b̄ = 10ab เมือ ā, b̄ ∈ Z∗

11

จงตรวจสอบวา่ (Z∗
11, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียนหรอืไม่

9. กาํหนดให้G = (−1, 1) และ

a ∗ b = 2a+ 2b

ab+ 2
เมือ a, b ∈ G

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุป

10. ถา้มี ā, b̄ ∈ Z∗
101 (กรุปการคณูของมอดโุล 101) ซงึ

ā · 55 = 1̄ และ b̄ · 66 = 1̄

จงหา ā และ b̄
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เฉลย Quiz 1 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ คณิตศาสตรพื์นฐาน การดาํเนินการทวิภาค และกรุป คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 3 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. บทพิสูจน์. สาํหรบั n ∈ N กาํหนดให้ P (n) แทนประโยค
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จะเห็นวา่ 1 =
9

9
=

10

9
− 1

9
=

10

9
(1)− 1

9
=

10

9

(
101 − 1

9

)
− 1

9
ดงันนั P (1) เป็นจรงิ

ให้ k ∈ N สมมติ P (k) เป็นจรงิ นนัคือ
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ดงันนั P (k + 1) เป็นจรงิ โดยอปุนยัเชิงคณิตสรุปไดว้า่
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2. บทพิสูจน์. ให้ a, b, c ∈ Z สมมติวา่ a | bc และ gcd(a2, bc) = 1 จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ k, x, y ซงึ
bc = ak และ 1 = a2x+ b2y

จะไดว้า่
1(c2) = (a2x+ b2y)c2 = a2c2x+ b(bc)cy

c2 = a2c2x+ b(ak)cy

c2 = a(ac2x+ bkcy)

ดงันนั a | c2
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3. วธีิทาํ
A6 = {1, 5}
A7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

จากนิยามของเซต
An = {a ∈ Z : 0 < a < n เมือ gcd(a, n) = 1}

จะเห็นวา่จาํนวนสมาชิกของ An เทา่กบั ϕ(n) ดงันนั
|A10!| = ϕ(10!)

= ϕ(1× 2× 3× 4× 5× 6× 7× 8× 9× 10)

= ϕ(28 × 34 × 52 × 7)

= (28 − 27)(34 − 33)(52 − 51)(7− 1)

= 128(54)(20)6

= 829440 #

4. ให้ a, b ∈ Z และ

aR b ก็ตอ่เมือ 2 | (a+ b)2

จงพสูิจนว์า่ R เป็นความสมัพนัธส์มมลู และหาชนัสมมลู

บทพิสูจน์. จะแสดงวา่ R มีสมบตัิ 3 ขอ้ตอ่ไปนี
1. สมบัตสิะทอ้น

สาํหรบัจาํนวนเตม็ x ใด ๆ จะไดว้า่ (x+ x)2 = 4x2 = 2(2x2) ดงันนั 2 | (x+ x)2 สรุปไดว้า่ xRx

2. สมบัตสิมมาตร
ให้ x, y ∈ Z สมมติวา่ xR y นนัคือ 2 | (x+ y)2 แลว้ 2 | (y + x)2 สรุปไดว้า่ y Rx

3. สมบัตถิ่ายทอด
ให้ x, y, z ∈ Z สมมติวา่ xR y และ y R z จะไดว้า่ 2 | (x+ y)2 และ 2 | (y + z)2 จะไดว้า่ 2 | [(x+ y)2 + (y + z)2]
พิจารณา

(x+ y)2 + (y + z)2 = (x2 + 2xy + y2) + (y2 + 2yz + z2)

= (x2 + z2) + 2(xy + yz + y2) + 2xz − 2xz

= (x+ z)2 + 2(xy + yz + y2 − xz)

ดงันนั 2 | (x+ z)2 สรุปไดว้า่ xR z

ดงันนั R เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน Z

พิจารณาชนัสมมลูตอ่ไปนี
[0] = {a : 2 | (a+ 0)2} = {0,±2,±4, ...}
[1] = {a : 2 | (a+ 1)2} = {±1,±3,±5, ...}
[2] = {a : 2 | (a+ 2)2} = {0,±2,±4, ...}
[3] = {a : 2 | (a+ 3)2} = {±1,±3,±5, ...}

ดงันนัชนัสมมลูมี 2 แบบคือเซตของจาํนวนคูแ่ละเซตของจาํนวนคี ดงันนั Z/R = {[0], [1]}
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5. วธีิทาํ ให้ f เป็นฟังกช์นัใน A เมือ A = {1, 2, 3, 4} นิยาม fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n ตวั) ถา้

f2 = f ◦ f =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
จงหา f2564

f4 = f2 ◦ f2 =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
◦
(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
=

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
f6 = f2 ◦ f4 =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
◦
(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= iA

f8 = f2 ◦ f6 = f2 ◦ iA = f2

f10 = f2 ◦ f8 = f2 ◦ f2 = f4

จากการสงัเกต จะได้วา่ f2, f4, f6, f8, ... หมายถงึ f2, f4, f6, f2, f4, f6, .... ตามลาํดบั ซงึเป็นแบบรูปทีซาํกนัทีละ 3 ตวั
โดยนาํ 6 ไปหาร n ไดเ้ศษเหลือเทา่กบั 2, 4, 0 เนืองจาก

2564 = 6(427) + 2

ดงันนั
f2564 = f2 =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
#

6. ให้ ∗ เป็นการดาํเนินทวิภาคบนจาํนวนจรงิบวก ทีสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
(ก) a ∗ a = a2 + 1

(ข) a ∗ b = b ∗ a

(ค) a ∗ (a+ b) =
a+ b

a
(a ∗ b)

จงหา 100 ∗ 40
100 ∗ 40 = 40 ∗ 100 (ข)

= 40 ∗ (40 + 60)

=
40 + 60

40
· (40 ∗ 60) (ค)

=
5

2
· (40 ∗ 60) = 5

2
· (40 ∗ (40 + 20))

=
5

2
· 40 + 20

40
(40 ∗ 20) (ค)

=
15

4
· (40 ∗ 20) = 15

4
· (20 ∗ 40) (ข)

=
15

4
· (20 ∗ (20 + 20))

=
15

4
· 20 + 20

20
· (20 ∗ 20) (ค)

=
15

4
· 2 · (202 + 1) (ก)

=
6015

2
#
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7. กาํหนดให้G = [0, ,∞) และ
a ∗ b = |a− b| เมือ a, b ∈ G

จงตรวจสอบวา่ ∗ มีสมบตัิใดบา้งบน G
1. การสลบัที 2. การเปลยีนกลุม่ 3. เอกลกัษณ์ และ 4. ตวัผกผนั

วธีิทาํ ให้ a, b ∈ G จะไดว้า่
a ∗ b = |a− b| = |b− a| = b ∗ a

ดงันนั ∗ มีสมบตัิการสลบัที จะเห็นวา่
1 ∗ (2 ∗ 3) = 1 ∗ |2− 3| = 1 ∗ 1 = |1− 1| = 0

(1 ∗ 2) ∗ 3 = |1− 2| ∗ 3 = 1 ∗ 3 = |1− 3| = 2

นนัคือ 1 ∗ (2 ∗ 3) ̸= (1 ∗ 2) ∗ 3 ดงันนั ∗ ไมมี่สมบตัิการเปลยีนกลุม่
เนืองจาก a ≥ 0 และ 0 ∈ G ซงึ

a ∗ 0 = |a− 0| = |a| = a = |a| = | − a| = |0− a| = 0 ∗ a

ดงันนั 0 เป็นเอกลกัษณข์อง ∗
เห็นไดช้ดัวา่

a ∗ a = |a− a| = 0

ดงันนั a เป็นตวัผกผนัของ a
8. กาํหนดให้

ā ∗ b̄ = 10ab เมือ ā, b̄ ∈ Z∗
11

จงตรวจสอบวา่ (Z∗
11, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียนหรอืไม่

บทพิสูจน์. ให้ ā, b̄, c̄ ∈ Z∗
11 จะไดว้า่

(ā ∗ b̄) ∗ c̄ = (10ab) ∗ c̄ = 10(10ab)c = 10a(10bc) = ā ∗ 10bc = ā ∗ (b̄ ∗ c̄)
ā ∗ b̄ = 10ab = 10ba = b̄ ∗ ā

ดงันนั ∗ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่ และสมบตัิสลบัที
เนืองจาก 100 = 1̄ จะไดว้า่

ā ∗ 1̄0 = 10a(10) = 100a = ā = 100a = 10(10)a = 1̄0 ∗ ā

ดงันนั 1̄0 เป็นเอกลกัษณข์อง Z∗
11

เซตและสมาชิก ตวัผกผนั เหตผุล
1̄ 1 1̄ ∗ 1 = 10(1)(1) = 10

2̄ 6̄ 2̄ ∗ 6̄ = 10(2)(6) = 120 = 10

3̄ 4̄ 3̄ ∗ 4̄ = 10(3)(4) = 120 = 10

4̄ 3̄ 4̄ ∗ 3̄ = 10(4)(3) = 120 = 10

5̄ 9̄ 5̄ ∗ 9̄ = 10(5)(9) = −45 = 10

6̄ 2̄ 6̄ ∗ 2̄ = 10(6)(2) = 120 = 10

7̄ 8̄ 7̄ ∗ 8̄ = 10(7)(8) = −56 = 10

8̄ 7̄ 8̄ ∗ 7̄ = 10(8)(7) = −56 = 10

9̄ 5̄ 9̄ ∗ 5̄ = 10(9)(5) = −45 = 10

1̄0 1̄0 1̄0 ∗ 1̄0 = 10(10)(10) = −1 = 10

จะเห็นวา่สมาชิกทกุตวั Z∗
11 มีตวัผกผนั สรุปไดว้า่ (Z∗

11, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน
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9. กาํหนดให้G = (−1, 1) และ

a ∗ b = 2a+ 2b

ab+ 2
เมือ a, b ∈ G

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุป

วธีิทาํ ให้ a, b, c ∈ G

a ∗ (b ∗ c) = a ∗
(
2b+ 2c

bc+ 2

)

=
2a+ 2

(
2b+2c
bc+2

)
a
(
2b+2c
bc+2

)
+ 2

=
2a(bc+ 2) + 2(2b+ 2c)

a(2b+ 2c) + 2(bc+ 2)

=
2abc+ 4a+ 4b+ 4c

2ab+ 2ac+ 2bc+ 4

=
2(2a+ 2b) + 2c(ab+ 2)

(2a+ 2b)c+ 2(ab+ 2)

=
2
(
2a+2b
ab+2

)
+ 2c(

2a+2b
ab+2

)
c+ 2

=

(
2a+ 2b

ab+ 2

)
∗ c

= (a ∗ b) ∗ c

ดงันนั ∗ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่บนเซต G เนืองจาก

a ∗ 0 =
2a+ 2(0)

a0 + 2
= a =

2(0) + 2a

0a+ 2
= 0 ∗ a

จะไดว้า่ 0 เป็นเอกลกัษณใ์น G ให้ a ∈ G แลว้

a ∗ (−a) =
2a+ 2(−a)

a(−a) + 2
= 0 =

2(−a) + 2a

−a(a) + 2
= (−a) ∗ a

นนัคือ −a เป็นตวัผกผนัของ a สรุปไดว้า่ (G, ∗) เป็นกรุป
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10. ถา้มี ā, b̄ ∈ Z∗
101 (กรุปการคณูของมอดโุล 101) ซงึ

ā · 55 = 1̄ และ b̄ · 66 = 1̄

จงหา ā และ b̄
จะเห็นวา่ ā เป็นตวัผกผนัของ 55 ใน Z∗

101

พิจารณาเมตรกิซใ์นการหา gcd(55, 101) = 1

101 1 0 R1

55 0 1 R2

46 1 −1 R3 = R1 −R2

9 −1 2 R4 = R2 −R3

1 6 −11 R5 = R3 − 5R4

ดงันนั 1 = 6(101) + 55(−11) จะไดว้า่
1̄ = 101(6) + 55(−11) = 55 · −11

ดงันนั ā = −11 = 90 เป็นตวัผกผนัการคณูของ 55 ใน Z∗
101

จะเห็นวา่ b̄ เป็นตวัผกผนัของ 66 ใน Z∗
101

พิจารณาเมตรกิซใ์นการหา gcd(66, 101) = 1

101 1 0 R1

66 0 1 R2

35 1 −1 R3 = R1 −R2

31 −1 2 R4 = R2 −R3

4 2 −3 R5 = R3 − 5R4

3 −15 23 R6 = R4 − 7R5

1 17 −26 R7 = R5 −R6

ดงันนั 1 = 17(101) + 66(−26) จะไดว้า่
1̄ = 101(17) + 66(−26) = 66 · −26

ดงันนั b̄ = −26 = 75 เป็นตวัผกผนัการคณูของ 66 ใน Z∗
101
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Quiz 2 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ สมบตัิของกรุป กรุปการเรยีงสบัเปลยีน และกรุปยอ่ย คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 5 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้่วยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. ให้G = R× R และนิยาม
(a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ ∗ มี สมบัตกิารเปลยีนกลุ่ม (associative) ใน G หรอืไม่

2. จงหา อันดับ (order) ของ (7̄, 11) ใน Z×
16 × Z×

21

3. จงหา อันดับ (order) ของ (5̄, 8) ใน Z×
13 × Z×

31

4. จงหา อันดับ (order) ของ α ใน S100 เมือ
α = (1 2)2(2 3)3(3 4)4 · · · (99 100)100

5. ให้ α และ β เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั (disjoint cycle) โดยที
ความยาว (length) ของ α มากกวา่ β และ ◦(αβ) = 12

จงหา อันดับ (order)ของ α และ β ทีเป็นไปไดท้งัหมด

6. จงตรวจสอบวา่ H เป็นกรุปยอ่ยของ GL2(R) หรอืไม่
H =

{[
a 0
0 b

]
: ab = 1

}
7. จงตรวจสอบวา่ H เป็นกรุปยอ่ยของ GL2(R) หรอืไม่

H =

{[
a 0
0 b

]
: ab ≥ 1

}
8. ให้H และ K เป็น กรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G จงตรวจสอบวา่

H ∪K เป็นกรุปย่อยของ G หรอืไม่
(ถา้จรงิจงพิสจูน์ ถา้ไมจ่รงิจงยกตวัอยา่งคา้น)

9. กาํหนดให้A =

[
1 2
1 0

]
เป็นสมาชิกใน GL2(R) จงเขียน ⟨A⟩ ในรูปแบบมีเงือนไข
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เฉลย Quiz 2 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ สมบตัิของกรุป กรุปการเรยีงสบัเปลยีน และกรุปยอ่ย คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 5 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. ให้G = R× R และนิยาม

(a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ ∗ มี สมบตักิารเปลียนกลุ่ม (associative) ใน G หรอืไม่

ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ G จะไดว้า่
(a, b) ∗ [(c, d) ∗ (x, y)] = (a, b) ∗ (cx− dy, cy + dx)

= (a(cx− dy)− b(cy + dx), a(cy + dx) + b(cx− dy))

= (acx− ady − bcy − bdx, acy + adx+ bcx− bdy)

= ((acx− bdx)− ady − bcy, (acy − bdy) + adx+ bcx)

= ((ac− bd)x− (ad+ by)y, (ac− bd)y + (ad+ by)x)

= (ac− bd, ad+ by) ∗ (x, y)
= [(a, b) ∗ (c, d)] ∗ (x, y)

ดงันนั ∗ มีสมบตัิการเปลยีนกลุม่
2. จงหา อันดับ (order) ของ (7̄, 11) ใน Z×

16 × Z×
21

วธีิทาํ หาอนัดบัของ 7 ใน Z×
16 พิจารณา

(7)1 = 7
(7)2 = 49 = 1̄

หาอนัดบัของ 11 ใน Z×
21 พิจารณา

(11)1 = 11
(11)2 = 121 = −5
(11)3 = (11)(11)2 = −55 = 8
(11)4 = (11)(11)3 = 88 = 4
(11)5 = (11)(11)4 = 44 = 2
(11)6 = (11)(11)5 = 22 = 1

ดงันนั ◦(7̄) = 2 และ ◦(11) = 6 จะไดว้า่
◦((7̄, 11)) = ℓcm(2, 6) = 6 #
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3. จงหา อันดับ (order) ของ (5̄, 8) ใน Z×
13 × Z×

31

วธีิทาํ หาอนัดบัของ 5 ใน Z×
13 พิจารณา

(5)1 = 5
(5)2 = 25 = −1
(5)3 = (5)(5)2 = −5 = −5

(5)4 = (5)2(5)2 = (−1)(−1) = 1

หาอนัดบัของ 8 ใน Z×
31 พิจารณา

(8)1 = 8
(8)2 = 64 = 2
(8)3 = (8)(8)2 = 16 = 16

(8)4 = (8)2(8)2 = 2(2) = 4
(8)5 = (8)(8)4 = 32 = 1

ดงันนั ◦(5̄) = 4 และ ◦(8) = 5 จะไดว้า่
◦((5̄, 8)) = ℓcm(4, 5) = 20 #

4. จงหา อันดับ (order) ของ α ใน S100 เมือ
α = (1 2)2(2 3)3(3 4)4 · · · (99 100)100

วธีิทาํ เนืองจาก (1 2)2 = (3 4)4 = · · · = (99 100)100 = (1) และ
(2 3)3 = (2 3), (4 5)5 = (4 5), ... , (98 99)99 = (98 99)

จะไดว้า่
α = (2 3)(4 5)(6 7) · · · (98 99)

นนัคือ α เป็นผลคณูของวฏัจกัรทีตา่งสมาชิก ทีมีอนัดบั 2 ทกุวฏัจกัร ดงันนั
◦(α) = ℓcm(2, 2, 2, ..., 2) = 2

5. ให้ α และ β เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั (disjoint cycle) โดยที
ความยาว (length) ของ α มากกวา่ β และ ◦(αβ) = 12

จงหา อันดับ (order)ของ α และ β ทีเป็นไปไดท้งัหมด

วธีิทาํ เนืองจาก α และ β เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั นนัคือ
12 = ◦(αβ) = ℓcm(◦(α), ◦(β))

จาก ความยาว (length) ของ α มากกวา่ β ฉะนนั ◦(α) > ◦(β) สรุปอนัดบัไดด้งัตาราง
◦(α) ◦(β) ◦(αβ)
12 1 12
12 2 12
12 3 12
12 4 12
12 6 12
6 4 12
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6. จงตรวจสอบวา่ H เป็นกรุปยอ่ยของ GL2(R) หรอืไม่

H =

{[
a 0
0 b

]
: ab = 1

}

วธีิทาํ ถา้ a = b = 1 แลว้ ab = 1(1) = 1 ดงันนั
[
1 0
0 1

]
เป็นสมาชิกใน H

ให้A =

[
a 0
0 b

]
และ B =

[
x 0
0 y

]
เป็นสมาชิกใน H นนัคือ ab = 1 และ xy = 1 แลว้

AB−1 =

[
a 0
0 b

] [
x 0
0 y

]−1

=

[
a 0
0 b

]
· 1

xy

[
y 0
0 x

]
=

[
ay 0
0 bx

]

จะไดว้า่ (ay)(bx) = (ab)(xy) = 1(1) = 1 ดงันนั AB−1 ∈ H

ดงันนั H ≤ GL2(R)

7. จงตรวจสอบวา่ H เป็นกรุปยอ่ยของ GL2(R) หรอืไม่

H =

{[
a 0
0 b

]
: ab ≥ 1

}

วธีิทาํ เลือก a = b = 2 แลว้ ab = 4 ≥ 1 จะเห็นวา่ A =

[
2 0
0 2

]
จะไดว้า่

A−1 =
1

4

[
2 0
0 2

]
=

[
1
2 0
0 1

2

]

จะเห็นวา่ (12)(12) = 1
4 < 1 ดงันนั A−1 /∈ H สรุปไดว้า่ H ไมเ่ป็นกรุปยอ่ยของ ≤ GL2(R)

8. ให้H และ K เป็น กรุปยอ่ย (subgroup) ของกรุป G จงตรวจสอบวา่

H ∪K เป็นกรุปย่อยของ G หรอืไม่

(ถา้จรงิจงพิสจูน์ ถา้ไมจ่รงิจงยกตวัอยา่งคา้น)

วธีิทาํ ไมจ่รงิ พิจารณา G = Z6 เลือกกรุปยอ่ย H = ⟨2̄⟩ = {0̄, 2̄, 4̄} และ K = ⟨3̄⟩ = {0̄, 3̄} จะเห็นวา่

H ∪K = {0̄, 2̄, 3̄, 4̄}

เนืองจาก 2̄ + 3̄ = 5̄ /∈ H ∪K นนัคือ H ∪K ไมมี่สมบตัิปิด ดงันนั H ∪K ไมเ่ป็นกรุปยอ่ยของ Z6
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9. กาํหนดให้A =

[
1 2
1 0

]
เป็นสมาชิกใน GL2(R) จงเขียน ⟨A⟩ ในรูปแบบมีเงือนไข

วธีิทาํ พิจารณา

A =

[
1 2
1 0

]
A2 =

[
1 2
1 0

] [
1 2
1 0

]
=

[
3 2
1 2

]
A3 = A2A =

[
3 2
1 2

] [
1 2
1 0

]
=

[
5 6
3 2

]
A4 = A2A2 =

[
3 2
1 2

] [
3 2
1 2

]
=

[
11 10
5 6

]
A5 = A4A =

[
11 10
5 6

] [
1 2
1 0

]
=

[
21 22
11 10

]

จากการสงัเกตรูปแบบของ An จะเห็นไดว้า่เขียนในรูปแบบทวัไปไดย้าก ดงันนั

⟨A⟩ =
{[

1 2
1 0

]n
: n ∈ Z

}
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Quiz 3 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ สมสณัฐาน และรงิ คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 11 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้่วยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. กาํหนดให้ φ : (C∗, ·) → (R+, ·) นิยามโดย
φ(x+ yi) =

1

x2 + y2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่
2. กาํหนดให้ φ : (C∗, ·) → (R,+) นิยามโดย

φ(x+ yi) = ln(x2 + y2)

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่
3. กาํหนดให้ φ : Z → Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2, x3) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/6Z ∼= Z2 × Z3

4. จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั Z×
8 และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup)

ของ S4

5. จงหากรุปการเรยีงสบัเปลียนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั Z×
10 และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup)

ของ S4

6. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ
(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
7. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac− 2bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
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8. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ
(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
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เฉลย Quiz 3 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ สมสณัฐาน และรงิ คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 11 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. กาํหนดให้ φ : (C∗, ·) → (R+, ·) นิยามโดย

φ(x+ yi) =
1

x2 + y2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ x+ yi และ a+ bi เป็นสมาชิกใน C∗ จะไดว้า่

φ((x+ yi)(a+ bi)) = φ((xa− yb) + (xb+ ya)i)

=
1

(xa− yb)2 + (xb+ ya)2

=
1

x2a2 − 2xayb+ y2b2 + x2b2 + 2xayb+ y2a2

=
1

x2a2 + y2b2 + x2b2 + y2a2

=
1

x2(a2 + b2) + y2(a2 + b2)

=
1

(x2 + y2)(a2 + b2)

=
1

x2 + y2
· 1

a2 + b2

= φ(x+ yi)φ(a+ bi)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
2. กาํหนดให้ φ : (C∗, ·) → (R,+) นิยามโดย

φ(x+ yi) = ln(x2 + y2)

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสมสณัฐาน (homomorphism) หรอืไม่
วธีิทาํ ให้ x+ yi และ a+ bi เป็นสมาชิกใน C∗ จะไดว้า่

φ((x+ yi)(a+ bi)) = φ((xa− yb) + (xb+ ya)i)

= ln((xa− yb)2 + (xb+ ya)2)

= ln(x2a2 − 2xayb+ y2b2 + x2b2 + 2xayb+ y2a2)

= ln(x2a2 + y2b2 + x2b2 + y2a2)

= ln(x2 + y2)(a2 + b2)

= ln(x2 + y2) + ln(a2 + b2)

= φ(x+ yi) + φ(a+ bi)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
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3. กาํหนดให้ φ : Z → Z2 × Z3 นิยามโดย

φ(x) = (x2, x3) เมือ x ∈ Z

จงพิสจูนว์า่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน (homomorphism)
และใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัสมสณัฐานบททีหนงึ แสดงวา่ Z/6Z ∼= Z2 × Z3

วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z แลว้
φ(x+ y) = ((x+ y)2, (x+ y)3)

= (x2 + 2xy + y2, x3 + 3x2y + 3xy2 + y3)

= (x2 + 2xy + y2, x3 + 3x2y + 3xy2 + y3)

= (x2 + 0 + y2, x3 + 0 + 0 + y3)

= (x2 + y2, x3 + y3)

= (x2, x3) + (y2, y3)

= φ(x) + φ(y)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐาน
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = (0̄, 0̄)}

= {x ∈ Z : (x2, x3) = (0̄, 0̄)}
= {x ∈ Z : x2 = 0̄ และ x3 = 0̄}
= {x ∈ Z : 2 | x2 และ 3 | x3}
= {x ∈ Z : 2 | x และ 3 | x}
= {x ∈ Z : 6 | x}
= 6Z

เนืองจาก φ(0) = (0, 0), φ(1) = (1̄, 1̄), φ(2) = (4̄, 8̄) = (0̄, 2̄), φ(3) = (9̄, 27) = (1̄, 0̄), φ(4) = (16, 64) = (0̄, 1̄)
และ φ(5) = (25, 125) = (1̄, 2̄)

Ran(φ) = Z2 × Z3

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัสมสนัฐานบททีหนงึ จะไดว้า่ Z/Ker(φ) ∼= Ran(φ) นนัคือ
Z/6Z ∼= Z2 × Z3

4. จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั Z×
8 และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Z×
8 = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄} สาํหรบั x ∈ Z×

8 จะไดว้า่

T1̄(x) = 1̄ · x, T3̄(x) = 3̄ · x, T5̄(x) = 5̄ · x และ T7̄(x) = 7̄ · x

ดงันนั K = {T1̄, T3̄, T5̄, T7̄} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลยีน จะเห็นไดช้ดัวา่

K =

{(
1̄ 3̄ 5̄ 7̄
1̄ 3̄ 5̄ 7̄

)
,

(
1̄ 3̄ 5̄ 7̄
3̄ 1̄ 7̄ 5̄

)
,

(
1̄ 3̄ 5̄ 7̄
5̄ 7̄ 1̄ 3̄

)
,

(
1̄ 3̄ 5̄ 7̄
7̄ 5̄ 3̄ 1̄

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}

ฉะนนั K ∼= {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(3 2)} = H ดงันนั Z×
8
∼= H ซงึ H ≤ S4

17



5. จงหากรุปการเรยีงสบัเปลยีนทีสมสณัฐาน (isomorphic) กบั Z×
10 และเป็นกรุปยอ่ย (subgroup) ของ S4

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Z×
10 = {1̄, 3̄, 7̄, 9̄} สาํหรบั x ∈ Z×

10 จะไดว้า่

T1̄(x) = 1̄ · x, T3̄(x) = 3̄ · x, T7̄(x) = 7̄ · x และ T9̄(x) = 9̄ · x

ดงันนั K = {T1̄, T3̄, T5̄, T7̄} เป็นกรุปวิธีเรยีงสบัเปลยีน จะเห็นไดช้ดัวา่

K =

{(
1̄ 3̄ 7̄ 9̄
1̄ 3̄ 7̄ 9̄

)
,

(
1̄ 3̄ 7̄ 9̄
3̄ 9̄ 1̄ 7̄

)
,

(
1̄ 3̄ 7̄ 9̄
7̄ 1̄ 9̄ 3̄

)
,

(
1̄ 3̄ 7̄ 9̄
9̄ 7̄ 3̄ 1̄

)}
∼=

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
,

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}

ฉะนนั K ∼= {(1), (1 2 4 3), (1 3 4 2), (1 4)(2 3)} = H ดงันนั Z×
10

∼= H ซงึ H ≤ S4

6. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ
(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
วธีิทาํ ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R2 จะไดว้า่

(a, b)⊙ [(c, d)⊕ (x, y)] = (a, b)⊙ (c+ x, d+ y)

= (a(c+ x)− b(d+ y), a(d+ y) + b(c+ x))

= (ac+ ax− bd− by, ad+ ay + bc+ bx)

= ((ac− bd) + (ax− by), (ad+ bc) + (ay + bx))

= (ac− bd, ad+ bc)⊕ (ax− by, ay + bx)

= [(a, b)⊙ (c, d)]⊕ [(a, b)⊙ (x, y)]

[(c, d)⊕ (x, y)]⊙ (a, b) = (c+ x, d+ y)⊙ (a, b)

= ((c+ x)a− (d+ y)b, (c+ x)b+ (d+ y)a)

= (ca+ xa− db− yb, cb+ xb+ da+ ya)

= ((ca− db) + (xa− yb), (cb+ da) + (xb+ ya))

= (ca− db, cb+ da)⊕ (xa− yb, xb+ ya)

= [(c, d)⊙ (a, b)]⊕ [(x, y)⊙ (a, b)]

ดงันนั (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจง
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7. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ
(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac− 2bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
วธีิทาํ ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R2 จะไดว้า่

(a, b)⊙ [(c, d)⊕ (x, y)] = (a, b)⊙ (c+ x, d+ y)

= (a(c+ x)− 2b(d+ y), a(d+ y) + b(c+ x))

= (ac+ ax− 2bd− 2by, ad+ ay + bc+ bx)

= ((ac− 2bd) + (ax− 2by), (ad+ bc) + (ay + bx))

= (ac− 2bd, ad+ bc)⊕ (ax− 2by, ay + bx)

= [(a, b)⊙ (c, d)]⊕ [(a, b)⊙ (x, y)]

[(c, d)⊕ (x, y)]⊙ (a, b) = (c+ x, d+ y)⊙ (a, b)

= ((c+ x)a− 2(d+ y)b, (c+ x)b+ (d+ y)a)

= (ca+ xa− 2db− 2yb, cb+ xb+ da+ ya)

= ((ca− 2db) + (xa− 2yb), (cb+ da) + (xb+ ya))

= (ca− 2db, cb+ da)⊕ (xa− 2yb, xb+ ya)

= [(c, d)⊙ (a, b)]⊕ [(x, y)⊙ (a, b)]

ดงันนั (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจง
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8. ให้ (a, b), (c, d) ∈ R2 นิยามการดาํเนินการ
(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจงหรอืไม่
วธีิทาํ ให้ (a, b), (c, d), (x, y) ∈ R2 จะไดว้า่

(a, b)⊙ [(c, d)⊕ (x, y)] = (a, b)⊙ (c+ x, d+ y)

= (a(c+ x) + 2b(d+ y), a(d+ y) + b(c+ x))

= (ac+ ax+ 2bd+ 2by, ad+ ay + bc+ bx)

= ((ac+ 2bd) + (ax+ 2by), (ad+ bc) + (ay + bx))

= (ac+ 2bd, ad+ bc)⊕ (ax+ 2by, ay + bx)

= [(a, b)⊙ (c, d)]⊕ [(a, b)⊙ (x, y)]

[(c, d)⊕ (x, y)]⊙ (a, b) = (c+ x, d+ y)⊙ (a, b)

= ((c+ x)a+ 2(d+ y)b, (c+ x)b+ (d+ y)a)

= (ca+ xa+ 2db+ 2yb, cb+ xb+ da+ ya)

= ((ca+ 2db) + (xa+ 2yb), (cb+ da) + (xb+ ya))

= (ca+ 2db, cb+ da)⊕ (xa+ 2yb, xb+ ya)

= [(c, d)⊙ (a, b)]⊕ [(x, y)⊙ (a, b)]

ดงันนั (R2,⊕,⊙) มีสมบตัิการแจกแจง
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Quiz 4 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ รงิยอ่ย ไอดีล สมสณัฐานของรงิ และโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 13 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้่วยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่
Ker(φ) เป็นไอดีลทางซา้ย

2. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่
Ker(φ) เป็นไอดีลทางขวา

3. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่

ถา้ 1R เป็นหนงึของ R แลว้ φ(1R) เป็นหนงึของ Ran(φ)
4. จงตรวจสอบวา่

I =


x a b

0 x c
0 0 x

 : a, b, c ∈ R


เป็น ริงย่อย หรอื ไอดลี ของ M33(R) หรอืไม่

5. จงตรวจสอบวา่
I =


x 0 0
a x 0
b c x

 : a, b, c ∈ R


เป็น ริงย่อย หรอื ไอดลี ของ M33(R) หรอืไม่

6. ให้ φ : Z → Z10 นิยามโดย
φ(x) = 5x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
7. ให้ φ : Z → Z14 นิยามโดย

φ(x) = 7x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
8. ให้ φ : Z → Z18 นิยามโดย

φ(x) = 9x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
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9. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ Zp2 มี ตวัหารศนูย์ (zero divisor) ทงัหมด 10 ตวั

จงหา p และตวัหารศนูยท์งั 10 ตวันนั

10. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ Zp2 มี ตวัหารศนูย์ (zero divisor) ทงัหมด 12 ตวั

จงหา p และตวัหารศนูยท์งั 12 ตวันนั
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เฉลย Quiz 4 : MAC3310 พชีคณิตนามธรรม
หวัข้อ รงิยอ่ย ไอดีล สมสณัฐานของรงิ และโดเมนเชิงจาํนวนเตม็ คะแนน 10 คะแนน
เวลา สปัดาหที์ 13 ปีการศกึษา 1/2564
ผู้สอน ผูช้ว่ยศาสตราจารย์ ดร. ธนชัยศ จาํปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา

1. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่

Ker(φ) เป็นไอดีลทางซา้ย

บทพิสูจน์. จะแสดงวา่ RKer(φ) ⊆ Ker(φ)
ให้ rx ∈ RKer(φ) เมือ r ∈ R และ x ∈ Ker(φ) จะไดว้า่ φ(x) = 0S และ

φ(rx) = φ(r)φ(x) = φ(r)0S = 0S

ดงันนั rx ∈ Ker(φ)
สรุปไดว้า่ Ker(φ) เป็นไอดีลทางซา้ยของ R

2. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่

Ker(φ) เป็นไอดีลทางขวา

บทพิสูจน์. จะแสดงวา่ Ker(φ)R ⊆ Ker(φ)
ให้ xr ∈ Ker(φ)R เมือ r ∈ R และ x ∈ Ker(φ) จะไดว้า่ φ(x) = 0S และ

φ(xr) = φ(x)φ(r) = 0Sφ(r) = 0S

ดงันนั xr ∈ Ker(φ)
สรุปไดว้า่ Ker(φ) เป็นไอดีลทางขวาของ R

3. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ จงพิสจูนว์า่

ถา้ 1R เป็นหนงึของ R แลว้ φ(1R) เป็นหนงึของ Ran(φ)

บทพิสูจน์. ให้R,S เป็นรงิ และ φ : R → S เป็นฟังกช์นัสาทิสสณัฐานของรงิ
สมมติวา่ 1R เป็นหนงึของ R ให้ b ∈ Ran(φ) จะไดว้า่มี a ∈ R ซงึ φ(a) = b

bφ(1R) = φ(a)φ(1R) = φ(a1R) = φ(a) = b

φ(1R)b = φ(1R)φ(a) = φ(1Ra) = φ(a) = b

ดงันนั φ(1R) เป็นหนงึของ Ran(φ)

4. จงตรวจสอบวา่
I =


x a b
0 x c
0 0 x

 : a, b, c ∈ R


เป็น ริงย่อย หรอื ไอดลี ของ M33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
x a b
0 x c
0 0 x

 และ
y s t
0 y w
0 0 y

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่
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x a b
0 x c
0 0 x

−

y s t
0 y w
0 0 y

 =

x− y a− s b− t
0 x− y c− w
0 0 x− y

 ∈ I

x a b
0 x c
0 0 x

y s t
0 y w
0 0 y

 =

xy xs+ ay xt+ aw + by
0 xy xw + cy
0 0 xy

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของ M33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 =

1 2 3
1 2 3
1 2 3

 /∈ I

1 1 1
0 1 1
0 0 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

3 3 3
2 2 2
1 1 1

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ย M33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของ M33(R)

5. จงตรวจสอบวา่
I =


x 0 0
a x 0
b c x

 : a, b, c ∈ R


เป็น ริงย่อย หรอื ไอดลี ของ M33(R) หรอืไม่

วธีิทาํ ให้
x 0 0
a x 0
b c x

 และ
y 0 0
s y 0
t w y

 เป็นสมาชิกใน I จะไดว้า่

x 0 0
a x 0
b c x

−

y 0 0
s y 0
t w y

 =

x− y 0 0
a− s x− y 0
b− t c− w x− y

 ∈ I

x 0 0
a x 0
b c x

y 0 0
s y 0
t w y

 =

 xy 0 0
ay + xs xy 0

by + cs+ xt cy + xw xy

 ∈ I

ดงันนั I เป็นรงิยอ่ยของ M33(R)
จะเห็นวา่ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 =

3 2 1
3 2 1
3 2 1

 /∈ I

1 0 0
1 1 0
1 1 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

1 1 1
2 2 2
3 3 3

 /∈ I

นนัคือ I ไมเ่ป็นไอดีลขวา และไอดีลซา้ย M33(R) ดงันนั I ไมเ่ป็นไอดีลของ M33(R)
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6. ให้ φ : Z → Z10 นิยามโดย
φ(x) = 5x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) = 5(x+ y)2 = 5(x2 + 2xy + y2) = 5x2 + 10xy + 5y2

= 5x2 + 10xy + 5y2 = 5x2 + 0 + 5y2 = φ(x) + φ(y)

φ(xy) = 5(xy)2 = 25x2y2 = 5x2 · 5y2 = φ(x)φ(y) (∵ 5 = 25)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิ
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = 0̄}

= {x ∈ Z : 5x2 = 0̄}
= {x ∈ Z : 10 | (5x2)}
= {x ∈ Z : 2 | x2}
= {x ∈ Z : 2 | x}
= 2Z

7. ให้ φ : Z → Z14 นิยามโดย
φ(x) = 7x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) = 5(x+ y)2 = 7(x2 + 2xy + y2) = 7x2 + 14xy + 7y2

= 7x2 + 14xy + 7y2 = 7x2 + 0 + 7y2 = φ(x) + φ(y)

φ(xy) = 7(xy)2 = 49x2y2 = 7x2 · 7y2 = φ(x)φ(y) (∵ 7 = 49)

ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิ
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = 0̄}

= {x ∈ Z : 7x2 = 0̄}
= {x ∈ Z : 14 | (7x2)}
= {x ∈ Z : 2 | x2}
= {x ∈ Z : 2 | x}
= 2Z

8. ให้ φ : Z → Z18 นิยามโดย
φ(x) = 9x2

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิหรอืไม่ พรอ้มหา Ker(φ)
วธีิทาํ ให้ x, y ∈ Z จะไดว้า่

φ(x+ y) = 9(x+ y)2 = 9(x2 + 2xy + y2) = 9x2 + 18xy + 9y2

= 9x2 + 18xy + 9y2 = 9x2 + 0 + 9y2 = φ(x) + φ(y)

φ(xy) = 9(xy)2 = 81x2y2 = 9x2 · 9y2 = φ(x)φ(y) (∵ 9 = 81)
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ดงันนั φ เป็นฟังกช์นัสาทิสสนัฐานของรงิ
Ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = 0̄

= {x ∈ Z : 9x2 = 0̄}
= {x ∈ Z : 18 | (9x2)}
= {x ∈ Z : 2 | x2}
= {x ∈ Z : 2 | x}
= 2Z

9. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ Zp2 มีตวัหารศนูยท์งัหมด 10 ตวั

จงหา p และตวัหารศนูยท์งั 10 ตวันนั

วธีิทาํ จากจาํนวนตวัหารศนูยท์งัหมดเทา่กบั (p2 − 1)− φ(p2) = 10

(p2 − 1)− (p2 − p) = 10

p− 1 = 10

p = 11 #

ให้ a ตวัหารศนูยข์อง Zp2 = Z112 = Z121 เมือ gcd(a, 121) ̸= 1 ดงันนั a ทงัหมดทีเป็นไปไดคื้อ

11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 และ 110

10. ให้ p เป็นจาํนวนเฉพาะ และ Zp2 มีตวัหารศนูยท์งัหมด 12 ตวั

จงหา p และตวัหารศนูยท์งั 12 ตวันนั

วธีิทาํ จากจาํนวนตวัหารศนูยท์งัหมดเทา่กบั (p2 − 1)− φ(p2) = 12

(p2 − 1)− (p2 − p) = 12

p− 1 = 12

p = 13 #

ให้ a ตวัหารศนูยข์อง Zp2 = Z132 = Z169 เมือ gcd(a, 169) ̸= 1 ดงันนั a ทงัหมดทีเป็นไปไดคื้อ

13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, 117, 130, 143 และ 156
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