
Quiz 1 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

n2 + n
= 1− 1

n+ 1

2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 165 + 265 + 365 + 465 + 565 + 665 ดวย 7

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 4 | (n2 − 1)(n2 − 4)

1



เฉลย Quiz 1 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

n2 + n
= 1− 1

n+ 1

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ
1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

n2 + n
= 1− 1

n+ 1

ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1

12 + 1
=

1

2
= 1− 1

2
= 1− 1

1 + 1
ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื
1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

k2 + k
= 1− 1

k + 1

ดังน้ัน
1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

k2 + k
+

1

(k + 1)2 + (k + 1)
= 1− 1

k + 1
+

1

(k + 1)2 + (k + 1)

= 1− 1

k + 1
+

1

(k + 1)[(k + 1) + 1]

= 1− 1

k + 1
+

1

(k + 1)[k + 2]

= 1− 1

k + 1
+

[
1

k + 1
− 1

k + 2

]
= 1− 1

k + 2

= 1− 1

(k + 1) + 1

ทำใหสรปุไดวา P (k + 1) เปนจรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร เราสรปุไดวา
1

12 + 1
+

1

22 + 2
+

1

32 + 3
+ · · ·+ 1

n2 + n
= 1− 1

n+ 1

สำหรับทกุจำนวนนับ n

2



2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 165 + 265 + 365 + 465 + 565 + 665 ดวย 7
วธิทีำ พิจารณา

7 หาร 4 เศษเหลอืเทากับ −3
7 หาร 465 เศษเหลอืเทากับ (−3)65 = −365

7 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ −2
7 หาร 565 เศษเหลอืเทากับ (−2)65 = −265

7 หาร 6 เศษเหลอืเทากับ −1
7 หาร 665 เศษเหลอืเทากับ (−1)65 = −165

ดังน้ัน 7 หาร 165 + 265 + 365 + 465 + 565 + 665 เศษเหลอืเทากับ

165 + 265 + 365 − 365 − 265 − 165 = 0 #

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 4 | (n2 − 1)(n2 − 4)

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนวธิกีารหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ n = 2q หรอื n = 2q + 1

กรณี n = 2q จะไดวา

(n2 − 1)(n2 − 4) = [(2q)2 − 1][(2q)2 − 4]

= (4q2 − 1)(4q2 − 4)

= 4[(4q2 − 1)(q2 − 1)]

ดังน้ัน 4 | (n2 − 1)(n2 − 4)

กรณี n = 2q + 1 จะไดวา

(n2 − 1)(n2 − 4) = [(2q + 1)2 − 1][(2q + 1)2 − 4]

= (4q2 + 4q + 1− 1)(4q2 + 4q + 1− 4)

= (4q2 + 4q)(4q2 + 4q − 3)

= 4[(q2 + q)(4q2 + 4q − 3)]

ดังน้ัน 4 | (n2 − 1)(n2 − 4)
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Quiz 1 (v.2 ) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 22565 + 42565 + 52565 + 72565 ดวย 9

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 3 | (n2 − 1)(n2 + 5n+ 6)

4



เฉลย Quiz 1 (v.2) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 2

4 · 12 − 1
=

2

3
= 1− 1

3
= 1− 1

2(1) + 1
ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4k2 − 1
= 1− 1

2k + 1

ดังน้ัน
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4k2 − 1
+

2

4(k + 1)2 − 1
= 1− 1

2k + 1
+

2

4(k + 1)2 − 1

= 1− 1

2k + 1
+

2

[2(k + 1)− 1][2(k + 1) + 1]

= 1− 1

2k + 1
+

2

(2k + 1)(2k + 3)

= 1− 1

2k + 1
+

[
1

2k + 1
− 1

2k + 3

]
= 1− 1

2k + 3

= 1− 1

2(k + 1) + 1

ทำใหสรปุไดวา P (k + 1) เปนจรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร เราสรปุไดวา
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

สำหรับทกุจำนวนนับ n

5



2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 22565 + 42565 + 52565 + 72565 ดวย 9
วธิทีำ พิจารณา

9 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ −4
9 หาร 52565 เศษเหลอืเทากับ (−4)2565 = −42565

9 หาร 7 เศษเหลอืเทากับ −2
9 หาร 72565 เศษเหลอืเทากับ (−2)2565 = −22565

ดังน้ัน 9 หาร 22565 + 42565 + 52565 + 72565 เศษเหลอืเทากับ

22565 + 42565 − 42565 − 52565 = 0 #

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 3 | (n2 − 1)(n2 + 5n+ 6)

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนวธิกีารหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ n = 3q หรอื n = 3q+1 หรอื n = 3q+2

กรณี n = 3q จะไดวา

(n2 − 1)(n2 + 5n+ 6) = [(3q)2 − 1][(3q)2 + 5(3q) + 6]

= (9q2 − 1)(9q2 + 15q + 6)

= (9q2 − 1)3(3q2 + 5q + 2)

= 3[(9q2 − 1)(3q2 + 5q + 2)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 + 5n+ 6)

กรณี n = 3q + 1 จะไดวา

(n2 − 1)(n2 + 5n+ 6) = [(3q + 1)2 − 1][(3q + 1)2 + 5(3q + 1) + 6]

= (9q2 + 6q + 1− 1)(9q2 + 6q + 1 + 15q + 5 + 6)

= (9q2 + 6q)(9q2 + 21q + 12)

= 3[(3q2 + 2q)(9q2 + 21q + 12)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 + 5n+ 6)

กรณี n = 3q + 2 จะไดวา

(n2 − 1)(n2 + 5n+ 6) = [(3q + 2)2 − 1][(3q + 2)2 + 5(3q + 2) + 6]

= (9q2 + 12q + 4− 1)(9q2 + 12q + 4 + 15q + 10 + 6)

= (9q2 + 12q + 3)(9q2 + 27q + 20)

= 3[(3q2 + 4q + 1)(9q2 + 27q + 20)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 + 5n+ 6)

6



Quiz 1 (v.3 ) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 32565 + 42565 + 52565 + 62565 ดวย 9

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 3 | (n2 − 1)(n2 − 5n+ 6)

7



เฉลย Quiz 1 (v.3) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ อปุนัยเชงิคณติศาสตร และข้ันตอนวธิกีารหาร คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 3 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. (4 คะแนน) สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 2

4 · 12 − 1
=

2

3
= 1− 1

3
= 1− 1

2(1) + 1
ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4k2 − 1
= 1− 1

2k + 1

ดังน้ัน
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4k2 − 1
+

2

4(k + 1)2 − 1
= 1− 1

2k + 1
+

2

4(k + 1)2 − 1

= 1− 1

2k + 1
+

2

[2(k + 1)− 1][2(k + 1) + 1]

= 1− 1

2k + 1
+

2

(2k + 1)(2k + 3)

= 1− 1

2k + 1
+

[
1

2k + 1
− 1

2k + 3

]
= 1− 1

2k + 3

= 1− 1

2(k + 1) + 1

ทำใหสรปุไดวา P (k + 1) เปนจรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร เราสรปุไดวา
2

4 · 12 − 1
+

2

4 · 22 − 1
+

2

4 · 32 − 1
+ · · ·+ 2

4n2 − 1
= 1− 1

2n+ 1

สำหรับทกุจำนวนนับ n

8



2. (3 คะแนน) จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 32565 + 42565 + 52565 + 62565 ดวย 9
วธิทีำ พิจารณา

9 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ −4
9 หาร 52565 เศษเหลอืเทากับ (−4)2565 = −42565

9 หาร 6 เศษเหลอืเทากับ −3
9 หาร 62565 เศษเหลอืเทากับ (−3)2565 = −32565

ดังน้ัน 9 หาร 22565 + 42565 + 52565 + 72565 เศษเหลอืเทากับ

32565 + 42565 − 42565 − 32565 = 0 #

3. (3 คะแนน) ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ จงพิสจูนวา 3 | (n2 − 1)(n2 − 5n+ 6)

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนวธิกีารหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ n = 3q หรอื n = 3q+1 หรอื n = 3q+2

กรณี n = 3q จะไดวา

(n2 − 1)(n2 − 5n+ 6) = [(3q)2 − 1][(3q)2 − 5(3q) + 6]

= (9q2 − 1)(9q2 − 15q + 6)

= (9q2 − 1)3(3q2 − 5q + 2)

= 3[(9q2 − 1)(3q2 − 5q + 2)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 − 5n+ 6)

กรณี n = 3q + 1 จะไดวา

(n2 − 1)(n2 + 5n+ 6) = [(3q + 1)2 − 1][(3q + 1)2 − 5(3q + 1) + 6]

= (9q2 + 6q + 1− 1)(9q2 + 6q + 1− 15q − 5 + 6)

= (9q2 + 6q)(9q2 − 9q + 2)

= 3[(3q2 + 2q)(9q2 − 9q + 2)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 − 5n+ 6)

กรณี n = 3q + 2 จะไดวา

(n2 − 1)(n2 + 5n+ 6) = [(3q + 2)2 − 1][(3q + 2)2 − 5(3q + 2) + 6]

= (9q2 + 12q + 4− 1)(9q2 + 12q + 4− 15q − 10 + 6)

= (9q2 + 12q + 3)(9q2 − 3q)

= 3[(3q2 + 4q + 1)(9q2 − 3q)]

ดังน้ัน 3 | (n2 − 1)(n2 − 5n+ 6)

9



Quiz 2 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ การหารลงตัวของเลขฐานสบิ และสมบัตตัิวหารรวมมาก คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 5 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให ab7ba เปนจำนวนเต็มหาหลัก ซึง่หารดวย 63 ลงตัว จงหาจำนวนเต็มขางตนทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

2. (5 คะแนน) ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a2 | b2c และ gcd(a, b) = 1 แลว a2 | c

10



เฉลย Quiz 2 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ การหารลงตัวของเลขฐานสบิ และสมบัตตัิวหารรวมมาก คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 5 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให ab7ba เปนจำนวนเต็มหาหลัก ซึง่หารดวย 63 ลงตัว จงหาจำนวนเต็มขางตนทีเ่ปนไปไดท้ังหมด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 63 = 7 · 9 ซึง่ 63 | ab7ba และ gcd(7, 9) = 1 ดังน้ัน 7 | ab7ba และ 9 | ab7ba นัน่คอื

7 หาร 1a+ 3b+ 2(7)− 1b− 3a = 2b− 2a+ 14 = 2(b− a) + 14 ลงตัว

แต 7 | 14 ทำใหไดวา 7 | 2(b− a) เนือ่งจาก gcd(7, 2) = 1 ฉะน้ัน 7 | (b− a) จะไดวา
b− a = 0 หรอื b− a = 7 หรอื b− a = −7

พิจารณา 9 | ab7ba

9 หาร a+ b+ 7 + b+ a = 2a+ 2b+ 7 = 2(a+ b) + 7 ลงตัว จะไดวา 2(a+ b) = 2, 20

ฉะน้ัน a+ b = 1, 10

b− a = 0 b− a = 7 b− a = −7 ab7ba

a+ b = 1 เปนไปไมได a = −3, b = 4 a = 4, b = −3 เปนไปไมได
a+ b = 10 a = 5, b = 5 เปนไปไมได เปนไปไมได 55755

ดังน้ันจำนวนเต็มหาหลักทีเ่ปนไปไดมีจำนวนเดยีวคอื 55755 #

2. (5 คะแนน) ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา
a2 | b2c และ gcd(a, b) = 1 แลว a2 | c

บทพิสจูน . ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม สมมตวิา a2 | b2c
จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y, k ซึง่ 1 = ax+ by และ b2c = a2k จะไดวา

c = c · 12 = c(ax+ by)2

= c[(ax)2 + 2(ax)(by) + (by)2]

= c[a2x2 + 2abxy + b2y2]

= ca2x2 + 2cabxy + cb2y2

= a2(cx2) + 2cabxy · 1 + (b2c)y2

= a2(cx2) + 2cabxy(ax+ by) + (a2k)y2 ∵ b2c = a2k

= a2(cx2) + 2x2yca2b+ 2xy2cab2 + a2(ky2)

= a2(cx2) + a2(2x2ycb) + 2xy2a(b2c) + a2(ky2)

= a2(cx2) + a2(2x2ycb) + 2xy2a(a2k) + a2(ky2) ∵ b2c = a2k

= a2(cx2 + 2x2ycb+ 2xy2ak + ky2)

ดังน้ัน a2 | c
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Quiz 2 (v.2) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ การหารลงตัวของเลขฐานสบิ และสมบัตตัิวหารรวมมาก คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 5 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให ab7ba เปนจำนวนเต็มหาหลัก ซึง่หารดวย 21 ลงตัว จงหาจำนวนเต็มขางตนทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

2. (5 คะแนน) ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a2 | b2c และ gcd(a, b) = 1 แลว a2 | c2
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เฉลย Quiz 2 (v.2): ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ การหารลงตัวของเลขฐานสบิ และสมบัตตัิวหารรวมมาก คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 5 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให ab7ba เปนจำนวนเต็มหาหลัก ซึง่หารดวย 21 ลงตัว จงหาจำนวนเต็มขางตนทีเ่ปนไปไดท้ังหมด
แนวคำตอบ เนือ่งจาก 21 = 7 · 3 ซึง่ 21 | ab7ba และ gcd(7, 3) = 1 ดังน้ัน 7 | ab7ba และ 3 | ab7ba นัน่คอื

7 หาร 1a+ 3b+ 2(7)− 1b− 3a = 2b− 2a+ 14 = 2(b− a) + 14 ลงตัว

แต 7 | 14 ทำใหไดวา 7 | 2(b− a) เนือ่งจาก gcd(7, 2) = 1 ฉะน้ัน 7 | (b− a) จะไดวา
b− a = 0 หรอื b− a = 7 หรอื b− a = −7

พิจารณา 3 | ab7ba

3 หาร a+ b+ 7 + b+ a = 2a+ 2b+ 7 = 2(a+ b) + 7 ลงตัว จะไดวา 2(a+ b) = 2, 8, 14, 20, 26, 32

ฉะน้ัน a+ b = 1, 4, 7, 10, 13, 16

b− a = 0 b− a = 7 b− a = −7 ab7ba

a+ b = 1 เปนไปไมได a = −3, b = 4 a = 3, b = −4 เปนไปไมได
a+ b = 4 a = 2, b = 2 เปนไปไมได เปนไปไมได 22722 #
a+ b = 7 เปนไปไมได a = 0, b = 7 a = 7, b = 0 70707 #
a+ b = 10 a = 5, b = 5 เปนไปไมได เปนไปไมได 55755 #
a+ b = 13 เปนไปไมได a = 3, b = 10 a = 10, b = 3 เปนไปไมได
a+ b = 16 a = 8, b = 8 เปนไปไมได เปนไปไมได 88788 #

2. (5 คะแนน) ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา
a2 | b2c และ gcd(a, b) = 1 แลว a2 | c2

บทพิสจูน . ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม สมมตวิา a2 | b2c
จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y, k ซึง่ 1 = ax+ by และ b2c = a2k จะไดวา

c2 = c2 · 13 = c2(ax+ by)3

= c2[(ax)3 + 3(ax)2(by) + 3(ax)(by)2 + (by)3]

= c2[a3x3 + 3a2x2by + 3axb2y2 + b3y3]

= c2a3x3 + 3c2a2x2by + 3ac2xb2y2 + c2b3y3

= c2a3x3 + 3c2a2x2by + 3ac2xb2y2 + c2b3y3

= a2(ac2x3) + a2(3c2x2by) + 3axc(b2c)y2 + (b2c)cby3

= a2(ac2x3) + a2(3c2x2by) + 3axc(a2k)y2 + (a2k)cby3 ∵ b2c = a2k

= a2(ac2x3 + 3c2x2by + 3axcky2 + kcby3)

ดังน้ัน a2 | c2
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Quiz 3 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ สมภาค และทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 9 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ p เปนจำนวนเฉพาะ จงพิสจูนวา

ถา (p− 1)x ≡ y (mod p) แลว (p− 1)y ≡ x (mod p)

2. (5 คะแนน) แมทตี้ มีไขอยูในตูเย็นจำนวนหนึง่ เมือ่นำไขท้ังหมดมาจัดในถาดหลมุซึง่มีแถวละ 6 หลมุ โดยจัดไขลงหลมุ
ไปทีล่ะแถวปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 3 ฟอง แตเมือ่เปลีย่นถาดหลุมชนดิใหมซึง่มีแถวละ 5 หลมุ และ
ทำการจัดเช นเดมิอกีคร้ัง ปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 4 ฟอง แมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอยกีฟ่อง (ใช CRT)
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เฉลย Quiz 3: ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ สมภาค และทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 9 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ p เปนจำนวนเฉพาะ จงพิสจูนวา

ถา (p− 1)x ≡ y (mod p) แลว (p− 1)y ≡ x (mod p)

บทพิสจูน . ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ p เปนจำนวนเฉพาะ สมมตวิา (p− 1)x ≡ y (mod p) จะไดวา

(p− 1)2x ≡ (p− 1)y (mod p)
(p2 − 2p+ 1)x ≡ (p− 1)y (mod p)

เนือ่งจาก p2 − 2p+ 1 ≡ 1 (mod p) ดังน้ัน

(p− 1)y ≡ x (mod p)

2. (5 คะแนน) แมทตี้ มีไขอยูในตูเย็นจำนวนหนึง่ เมือ่นำไขท้ังหมดมาจัดในถาดหลมุซึง่มีแถวละ 6 หลมุ โดยจัดไขลงหลมุ
ไปทีล่ะแถวปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 3 ฟอง แตเมือ่เปลีย่นถาดหลุมชนดิใหมซึง่มีแถวละ 5 หลมุ และ
ทำการจัดเช นเดมิอกีคร้ัง ปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 4 ฟอง แมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอยกีฟ่อง (ใช CRT)
แนวคำตอบ ให x เปนจำนวนไขในตูเย็นของแมทตี้ จากเงือ่นไข x ตองสอดคลองกับ

x ≡ 3 (mod 6)
x ≡ 4 (mod 5)

พิจารณาสมการ
5x ≡ 1 (mod 6) −→ x1 = −1
6x ≡ 1 (mod 5) −→ x2 = 1

จะไดวา x0 = 5(−1)(3) + 6(1)(4) = 9 ดังน้ัน

x ≡ 9 (mod 30)

สรปุไดวาแมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอย 9 ฟอง #
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Quiz 3 (V.2): ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ สมภาค และทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 9 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จงพิสจูนวา

ถา (n− 1)2x ≡ y (mod n) แลว (n− 1)2y ≡ x (mod n)

2. (5 คะแนน) แมทตี้ มีไขอยูในตูเย็นจำนวนหนึง่ เมือ่นำไขท้ังหมดมาจัดในถาดหลมุซึง่มีแถวละ 6 หลมุ โดยจัดไขลงหลมุ
ไปทีล่ะแถวปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 4 ฟอง แตเมือ่เปลีย่นถาดหลุมชนดิใหมซึง่มีแถวละ 5 หลมุ และ
ทำการจัดเช นเดมิอกีคร้ัง ปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 3 ฟอง แมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอยกีฟ่อง (ใช CRT)
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เฉลย Quiz 3 (V.2): ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ สมภาค และทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 9 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จงพิสจูนวา

ถา (n− 1)2x ≡ y (mod n) แลว (n− 1)2y ≡ x (mod n)

บทพิสจูน . ให x, y เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก สมมตวิา (n− 1)2x ≡ y (mod n) จะไดวา

(n− 1)3x ≡ (n− 1)y (mod n)
(n3 − 3n2 + 3n− 1)x ≡ (n− 1)y (mod p)

เนือ่งจาก n3 − 3n2 + 3n− 1 ≡ −1 (mod n) และ n− 1 ≡ −1 (mod n) ดังน้ัน

(−1)x ≡ (n− 1)y (mod n)
(n− 1)(−1)x ≡ (n− 1)2y (mod n)

(−1)(−1)x ≡ (n− 1)2y (mod n)
x ≡ (n− 1)2y (mod n)

2. (5 คะแนน) แมทตี้ มีไขอยูในตูเย็นจำนวนหนึง่ เมือ่นำไขท้ังหมดมาจัดในถาดหลมุซึง่มีแถวละ 6 หลมุ โดยจัดไขลงหลมุ
ไปทีล่ะแถวปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 4 ฟอง แตเมือ่เปลีย่นถาดหลุมชนดิใหมซึง่มีแถวละ 5 หลมุ และ
ทำการจัดเช นเดมิอกีคร้ัง ปรากฎวาแถวสดุทายจัดไขลงหลมุไดเพียง 3 ฟอง แมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอยกีฟ่อง (ใช CRT)
แนวคำตอบ ให x เปนจำนวนไขในตูเย็นของแมทตี้ จากเงือ่นไข x ตองสอดคลองกับ

x ≡ 4 (mod 6)
x ≡ 3 (mod 5)

พิจารณาสมการ
5x ≡ 1 (mod 6) −→ x1 = −1
6x ≡ 1 (mod 5) −→ x2 = 1

จะไดวา x0 = 5(−1)(4) + 6(1)(3) = −2 = ดังน้ัน

x ≡ −2 ≡ 28 (mod 30)

สรปุไดวาแมทตี้ มีไขในตูเย็นอยางนอย 28 ฟอง #

17



Quiz 4 : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ ฟงกชันเทา ฟงกชันซกิมา และฟงกชันฟ  คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 14 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) จงหาคาของ ∑
d|100

σ(τ(d))

2. (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดทีส่อดคลอง

ϕ(6p) = ϕ(3p)
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เฉลย Quiz 4: ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ ฟงกชันเทา ฟงกชันซกิมา และฟงกชันฟ  คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 14 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) จงหาคาของ ∑
d|100

σ(τ(d))

แนวคำตอบ เนือ่งจากตัวหารของ 100 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100 ดังน้ัน∑
d|100

σ(τ(d)) = σ(τ(1)) + σ(τ(2)) + σ(τ(4)) + σ(τ(5)) + σ(τ(10))

+ σ(τ(20)) + σ(τ(25)) + σ(τ(50)) + σ(τ(100))

= σ(τ(1)) + σ(τ(2)) + σ(τ(22)) + σ(τ(5)) + σ(τ(2 · 5))
+ σ(τ(22 · 5)) + σ(τ(52)) + σ(τ(2 · 52)) + σ(τ(22 · 52))

= σ(1) + σ(1 + 1) + σ(1 + 2) + σ(1 + 1) + σ((1 + 1)(1 + 1))

+ σ((2 + 1)(1 + 1)) + σ(2 + 1) + σ((1 + 1)(2 + 1)) + σ((2 + 1)(2 + 1))

= σ(1) + σ(2) + σ(3) + σ(2) + σ(4) + σ(6) + σ(3) + σ(6) + σ(9)

= σ(1) + 2σ(2) + 2σ(3) + σ(4) + 2σ(6) + σ(9)

= σ(1) + 2σ(2) + 2σ(3) + σ(22) + 2σ(2 · 3) + σ(32)

= 1 + 2(1 + 2) + 2(1 + 3) + (1 + 2 + 22) + 2σ(2)σ(3) + (1 + 3 + 32)

= 1 + 6 + 8 + 7 + 2(1 + 2)(1 + 3) + 13

= 1 + 6 + 8 + 7 + 24 + 13

= 59 #
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2. (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดทีส่อดคลอง

ϕ(6p) = ϕ(3p)

แนวคำตอบ ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา gcd(6, p) = 1, 2, 3

กรณี gcd(6, p) = 1 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา gcd(3, p) = 1 ฉะน้ัน

ϕ(6p) = ϕ(3p)

ϕ(6)ϕ(p) = ϕ(3)ϕ(p)

ϕ(2 · 3) = ϕ(3)

ϕ(2)ϕ(3) = ϕ(3)

1 · ϕ(3) = ϕ(3)

สมการนี้ เปนจรงิ ดังน้ัน p เปนจำนวนเฉพาะซึง่ gcd(6, p) = 1 หรอื p = 5, 7, 11, 13, ...

กรณี gcd(6, p) = 2 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา p = 2 ฉะน้ัน

ϕ(6 · 2) = ϕ(3 · 2)
ϕ(22 · 3) = ϕ(2 · 3)

(22 − 2)(3− 1) = (2− 1)(3− 1)

4 = 2

สมการนี้ ไมเปนจรงิ ดังน้ันไมมี p ̸= 2

กรณี gcd(6, p) = 3 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา p = 3 ฉะน้ัน

ϕ(6 · 3) = ϕ(3 · 3)
ϕ(2 · 32) = ϕ(32)

(2− 1)(32 − 3) = (32 − 3)

6 = 6

สมการนี้ เปนจรงิ ดังน้ัน p = 3

สรปุไดวา p เปนจำนวนเฉพาะทกุจำนวนทีม่ากกวา 2 หรอื p = 3, 5, 7, 11, ... ทีท่ำให ϕ(6p) = ϕ(3p)
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Quiz 4 (V.2) : ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ ฟงกชันเทา ฟงกชันซกิมา และฟงกชันฟ  คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 14 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) จงหาคาของ ∑
d|50

τ(σ(d))

2. (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดทีส่อดคลอง

ϕ(6p) = 2ϕ(2p)
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เฉลย Quiz 4 (V.2): ทฤษฎจีำนวน MAC2302
หัวขอ ฟงกชันเทา ฟงกชันซกิมา และฟงกชันฟ  คะแนนเตม็ 10 คะแนน
เวลา สัปดาหที ่ 14 ป การศกึษา 1/2565
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา
ชือ่-สกลุ ....................................................................................... รหัสนักศกึษา......................................หมูเรยีน.............

1. (5 คะแนน) จงหาคาของ ∑
d|50

τ(σ(d))

แนวคำตอบ เนือ่งจากตัวหารของ 50 คอื 1, 2, 5, 10, 25, 50 ดังน้ัน∑
d|50

τ(σ(d)) = τ(σ(1)) + τ(σ(2)) + τ(σ(5)) + τ(σ(10)) + τ(σ(25)) + τ(σ(50))

= τ(σ(1)) + τ(σ(2)) + τ(σ(5)) + τ(σ(2 · 5)) + τ(σ(52)) + τ(σ(2 · 52))
= τ(1) + τ(1 + 2) + τ(1 + 5) + τ((1 + 2)(1 + 5)) + τ(1 + 5 + 52) + τ((1 + 2)(1 + 5 + 52))

= τ(1) + τ(3) + τ(6) + τ(18) + τ(31) + τ(62)

= τ(1) + τ(3) + τ(2 · 3) + τ(2 · 32) + τ(31) + τ(2 · 31)
= 1 + (1 + 1) + (1 + 1)(1 + 1) + (1 + 1)(2 + 1) + (1 + 1) + (1 + 1)(1 + 1)

= 1 + 2 + 4 + 6 + 2 + 4

= 19 #
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2. (5 คะแนน) จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดทีส่อดคลอง

ϕ(6p) = 2ϕ(2p)

แนวคำตอบ ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา gcd(6, p) = 1, 2, 3

กรณี gcd(6, p) = 1 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา gcd(2, p) = 1 ฉะน้ัน

ϕ(6p) = 2ϕ(2p)

ϕ(6)ϕ(p) = 2ϕ(2)ϕ(p)

ϕ(2 · 3) = 2ϕ(2)

ϕ(2)ϕ(3) = 2(2− 1)

(2− 1)(3− 1) = 2

2 = 2

สมการนี้ เปนจรงิ ดังน้ัน p เปนจำนวนเฉพาะซึง่ gcd(6, p) = 1 หรอื p = 5, 7, 11, 13, ...

กรณี gcd(6, p) = 2 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา p = 2 ฉะน้ัน

ϕ(6 · 2) = 2ϕ(2 · 2)
ϕ(22 · 3) = 2ϕ(22)

(22 − 2)(3− 1) = 2(22 − 21)

4 = 4

สมการนี้ เปนจรงิ ดังน้ัน p = 2

กรณี gcd(6, p) = 3 เนือ่งจาก p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา p = 3 ฉะน้ัน

ϕ(6 · 3) = 2ϕ(2 · 3)
ϕ(2 · 32) = 2ϕ(2)ϕ(3)

(2− 1)(32 − 3) = 2(2− 1)(3− 1)

6 = 4

สมการนี้ ไมเปนจรงิ ดังน้ัน p ̸= 3

สรปุไดวา p เปนจำนวนเฉพาะทกุจำนวนยกเวน 3 หรอื p = 2, 5, 7, 11, ... ทีท่ำให ϕ(6p) = 2ϕ(2p)
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