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พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค)

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา
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เนื้อหา Content

กลางภาค

บทที่ 1 ความรูพื้นฐาน

บทที่ 2 กรุป

บทที่ 3 กรุปยอย

บทที่ 4 กรุปยอยปกติ

ปลายภาค

บทที่ 5 สมสัณฐาน

บทที่ 6 ริง

บทที่ 7 โดเมนเชิงจำนวนเต็ม

บทที่ 8 ริงพหุนาม
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บทที่ 1 ความรูพื้นฐาน

1.1 วิวัฒนาการของวิชาพีชคณิตนามธรรม

1.2 พีชคณิตกับการจัดการเรียนรู

1.3 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร

1.4 ทฤษฎีจำนวนเบื้องตน

1.5 ความสัมพันธและฟงกชัน

1.6 การดำเนินการทวิภาค

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 3 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

1.1 วิวัฒนาการของวิชาพีชคณิตนามธรรม

ภาษาไทย ภาษาอังกฤษ ภาษาอาหรับ
พีชคณิต algebra al jebr

ศตวรรษที่ 9
โอมาร เคยแยม มูฮัมหมัดแหงคาริซม
(Omar Khayyam) (Mohammed of Kharizm)

พีชคณิต
หมายถึงวิทยาการการหาคำตอบของสมการ (the science of sloving equations)

ax+ b = 0 ax2 + bx+ c = 0 x3 + ax2 + bx = c x4 + ax3 + bx2 + cx = d
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กิโรลาโม คารแดน (Girolamo Cardan)

Girolamo Cardano 1501 Ars Magna (The Great Art, 1545)

ศตวรรษที่ 16 การหาคำตอบของสมการ x3 + ax+ b = 0
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วิธีคารแดน (Cardan's method)

ตัวอยาง (1.1.1)
จงหาคำตอบของสมการ x3 − 27x− 54 = 0 โดยวิธีคารแดน
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ตารแทกเลีย (Tartaglia)

Niccolò Fontana Tartaglia 1557 รูปแบบทั่วไปของสมการกำลังสาม
x3 + ax2 + bx+ c = 0

ลูโดวิโค เฟอรรารี (Ludovico Ferrari)

รูปแบบทั่วไปของสมการกำลังสี่
x4 + ax3 + bx2 + cx = d
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นีลส อาเบล (Niels Abel)

Neils Henrik Abel 1802 ป 1824

พิสูจนวาไมสามารถหาคำตอบในรูปทั่วไปของ
สมการกำลังที่มากกวาสี่
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เอวาริสต กาลัว (Evariste Galois)

Evariste Galois 1811-1832 ป 1828 ตีพิมพผลงานเกี่ยวกับ เศษสวนตอ
เนื่อง (continued fraction)

ป 1829 หาเงื่อนไขจำเปนและเพียงพอสำหรับ
การหาคำตอบของพหุนามดีกรีใด ๆ ซึ่งเปน
รากฐานของ ทฤษฎีกาลัว (Galois Theory) ได
รับการติมพิพหลังเขาตายไปแลวในป 1846

เปนคนแรกที่ใชคำวา กรุป (Group) ในฐานะ
ศัพทเฉพาะทาง

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 9 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

สัญลักษณเกี่ยวกับเซต

C เซตของจำนวนเชิงซอน R+ เซตของจำนวนจริงบวก
R เซตของจำนวนจริง R− เซตของจำนวนจริงลบ
Q เซตของจำนวนตรรกยะ Q+ เซตของจำนวนตรรกยะบวก
Qc เซตของจำนวนอตรรกยะ Q− เซตของจำนวนตรรกยะลบ
Z เซตของจำนวนเต็ม Z+ เซตของจำนวนเต็มบวก
N แทนเซตของจำนวนนับ Z− เซตของจำนวนเต็มลบ

C∗ เซตของจำนวนเชิงซอนที่ไมใชศูนย
R∗ เซตของจำนวนจริงที่ไมใชศูนย
Q∗ เซตของจำนวนตรรกยะที่ไมใชศูนย
Z∗ เซตของจำนวนเต็มที่ไมใชศูนย
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ชวงบนจำนวนจริง

{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดวย (a, b)
{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดวย [a, b]
{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดวย [a, b)
{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดวย (a, b]
{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดวย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดวย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดวย (−∞, b)
{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดวย (−∞, b]

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 11 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

การดำเนินการบนเซต

ยูเนียน (union) A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A หรือ x ∈ B}

อินเตอรเซกชัน (intersection) A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลตาง (difference) A− B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

สวนเติมเต็ม (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A} = U − A

ในกรณีที่ทราบจำนวนสมาชิกของเซต A เรียกวา เซตจำกัด (finite set) เขียน

|A| แทนจำนวนสมาชิกของ A

และเซตที่ไมใชเซตจำกัดเรียกวา เซตอนันต (infinite set)
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1.2 พีชคณิตกับการจัดการเรียนรู

สาระที่ 1: จำนวนและพีชคณิต
เรียนรูเกี่ยวกับ ระบบจำนวนจริง สมบัติเกี่ยวกับจำนวนจริง อัตราสวน รอยละ การประมาณคา
การแกปญหาเกี่ยวกับจำนวน การใชจำนวนในชีวิตจริง แบบรูปความสัมพันธ ฟงกชัน เซต
ตรรกศาสตร นิพจน เอกนาม พหุนาม สมการ ระบบสมการ อสมการ กราฟ ดอกเบี้ยและมูลคา
ของเงิน ลำดับและอนุกรม และการนำความรูเกี่ยวกับจำนวนและพีชคณิตไปใชในสถานการณตาง ๆ
สาระและมาตรฐานการเรียนรู

1 มาตรฐาน ค 1.1 เขาใจความหลากหลายของการแสดงจำนวน ระบบจำนวน การดำเนินการ
ของจำนวน ผลที่เกิดขึ้นจากการดำเนินการ สมบัติของการดำเนินการ และนำไปใช

2 มาตรฐาน ค 1.2 เขาใจและวิเคราะหแบบรูป ความสัมพันธ ฟงกชัน ลำดับและอนุกรม และ
นำไปใช

3 มาตรฐาน ค 1.3 ใชนิพจน สมการ และอสมการ อธิบายความสัมพันธหรือชวยแกปญหาที่
กำหนดให
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1.3 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร

หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle : WOP)

ให S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะไดวา S มีสมาชิกตัวเล็กสุด หรือ
มี m ∈ S ซึ่ง m ≤ s ทุก ๆ s ∈ S
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หลักการอารคิมีดีส (Archimedean Principle : AP)

ทฤษฎีบท (1.3.1)

สำหรับจำนวนเต็มบวก a และ b ใด ๆ จะมีจำนวนเต็มบวก n ซึ่ง na ≥ b
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ทฤษฎีบท (1.3.2)

ถา S ⊆ N สอดคลอง 2 เงื่อนไขตอไปนี้

1 1 ∈ S

2 ถา k ∈ S แลว k+ 1 ∈ S

แลวจะไดวา S = N
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หลักโดมิโน
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การพิสูจนโดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร

อุปนัยเชิงคณิตศาสตร

P(n) แทนขอความที่เกี่ยวของกับ n เมื่อ n ∈ N

การพิสูจนทำได 2 ขั้นตอนดังนี้

1 ขั้นฐาน : P(1) เปนจริง

2 ขั้นอุปนัย : สำหรับจำนวนนับ k ถา P(k) เปนจริง แลว P(k+ 1) เปนจริง

แลวสรุปไดวา P(n) เปนจริงสำหรับทุก ๆ จำนวนนับ n
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ตัวอยาง (1.3.3)

จงพิสูจนขอความตอไปนี้โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
สำหรับทุกจำนวนนับ n
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อุปนัยเชิงคณิตศาสตรที่ขั้นฐานเริ่มตนที่ n0 ∈ Z

อุปนัยเชิงคณิตศาสตร

P(n) แทนขอความที่เกี่ยวของกับ n เมื่อ n ∈ N

การพิสูจนทำได 2 ขั้นตอนดังนี้

1 ขั้นฐาน : P(n0) เปนจริง

2 ขั้นอุปนัย : สำหรับจำนวนเต็ม k ซึ่ง k ≥ n0 ถา P(k) เปนจริง แลว P(k+ 1) เปนจริง

สรุปไดวา P(n) เปนจริงสำหรับทุก ๆ จำนวนเต็ม n ≥ n0
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ตัวอยาง (1.3.4)

จงหาจำนวนนับ n0 เริ่มตนที่ทำให 2n ≥ n2 ทุก ๆ จำนวนนับ n ≥ n0
พรอมทั้งพิสูจนขอความขางตน
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อุปนัยเชิงคณิตศาสตรแบบเขม Strong Mathematical
Induction

อุปนัยเชิงคณิตศาสตรแบบเขม

P(n) แทนขอความที่เกี่ยวของกับ n เมื่อ n ∈ N

การพิสูจนทำได 2 ขั้นตอนดังนี้

1 ขั้นฐาน : P(1) เปนจริง

2 ขั้นอุปนัย : ถา P(k) เปนจริงสำหรับทุกจำนวนนับ k ที่ k < m แลว P(m) เปนจริง

สรุปไดวา P(n) เปนจริงสำหรับทุกจำนวนนับ n
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ตัวอยาง (1.3.5)
ลำดับลูคัส (Lucus sequence) นิยามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ

an = an−1 + an−2 สำหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสูจนวา an <
(
7

4

)n
เปนจริงสำหรับทุกจำนวนนับ n
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1.4 ทฤษฎีจำนวนเบื้องตน

บทนิยาม (1.4.1)

ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว เขียนแทนดวยสัญลักษณ
a | b นิยามโดย

a | b ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็ม c ที่ทำให b = ac

เรียก a วาตัวหาร (divisor) ของ b ถา a หาร b ไมลงตัว เขียนแทนดวย a - b

ขอสังเกต (1.4.2)
สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ

1 1 | a 2 a | 0 เมื่อ a ̸= 0 3 a | a เมื่อ a ̸= 0
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ทฤษฎีบท (1.4.3)

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|

2 ถา a | b และ b | a แลว a = ±b

ทฤษฎีบท (1.4.4)

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม

1 ถา a | b และ b | c แลว a | c

2 ถา a | b แลว (ac) | (bc) เมื่อ c ̸= 0

3 ถา a | b และ c | d แลว ac | bd
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ทฤษฎีบท (1.4.5)

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

2 ถา a | b แลว a | (bx) ทุก ๆ จำนวนเต็ม x

3 ถา a | b และ a | c แลว a | (bx+ cy) ทุก ๆ จำนวนเต็ม x และ y

ทฤษฎีบท (1.4.6)

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม

ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c
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ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm : DA)

ทฤษฎีบท (1.4.7)

ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 แลวมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงคูเดียวที่ทำให

b = aq+ r โดยที่ 0 ≤ r < |a|

เรียก q วาผลหาร (quotient) และ r วาเศษเหลือ (remainder)
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ตัวหารรวมมาก (Greatest Common Divisior : G.C.D)

บทนิยาม (1.4.8)

ให a และ b เปนจำนวนเต็มที่ไมใชศูนยพรอมกัน จำนวนเต็ม d เปนตัวหารรวมมาก (greatest
common divisior) ของ a และ b เขียนแทนดวย gcd(a, b) ก็ตอเมื่อ

(ก) d | a และ d | b

(ข) ทุกจำนวนเต็ม c ถา c | a และ c | b แลว c ≤ d

ในกรณี gcd(a, b) = 1 จะเรียก a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime)
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สมบัติเชิงเสนของตัวหารรวมมาก

ทฤษฎีบท (1.4.9)

ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

จะมี x, y ∈ Z ที่ทำให d = ax+ by

ทฤษฎีบท (1.4.10)

ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอเมื่อ มี x, y ∈ Z ที่ทำให 1 = ax+ by
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ทฤษฎีบท (1.4.11)

ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 หรือ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

gcd
(a
d ,

b
d

)
= 1

บทแทรก (1.4.12)

ให a1, a2, ..., an ∈ Z โดยที่ ai ไมใชศูนยบาง i ∈ {1, 2, ..., n}
และ d = gcd(a1, a2, ..., an) = d แลว

gcd
(a1
d ,

a2
d , ...,

an
d
)
= 1
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Theorem (1.4.13)
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1 ถา a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c

2 ถา a | c และ b | c โดยที่ gcd(a, b) = 1 แลว (ab) | c
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ตัวคูณรวมนอย (Least Common Multiple : L.C.M)

บทนิยาม (1.4.14)

ให a และ b เปนจำนวนเต็มที่ไมใชศูนย จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคูณรวมนอย (least
common multiple) ของ a และ b เขียนแทนดวย ℓcm(a, b) ก็ตอเมื่อ

(ก) a | m และ b | m

(ข) ทุกจำนวนเต็มบวก c ถา a | c และ b | c แลว m ≤ c

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 32 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ความสัมพันธของ G.C.D. และ L.C.M

ทฤษฎีบท (1.4.15)

ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะไดวา

gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|
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จำนวนเฉพาะ (Prime)

บทนิยาม (1.4.16)

จำนวนเต็ม p ∈ Z ซึ่ง |p| > 1 เรียกวา จำนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอเมื่อ

p มีตัวหารคือ ±1 และ ±p เทานั้น

จำนวนเต็มที่มากกวา 1 หรือนอยกวา −1 ที่ไมใชจำนวนเฉพาะเรียกวา จำนวนประกอบ
(composite number)

จากบทนิยามจะเห็นวาถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว −p เปนจำนวนเฉพาะดวย เพื่อใหงายตอการ
ศึกษาทฤษฎีบทตาง ๆ เราจะศึกษาในกรณีที่ p > 1 เทานั้น ซึ่งผลที่ไดสามารถครอบคลุมถึง
p < −1 ดวยเชนกัน
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ขอสังเกตที่ไดจากบทนิยามของจำนวนเฉพาะ

ขอสังเกต (1.4.17)

1 2 เปนจำนวนเฉพาะที่เปนจำนวนคูเพียงตัวเดียวเทานั้น

2 p เปนจำนวนเฉพาะ ก็ตอเมื่อ d - p ทุก ๆ จำนวนเต็ม d ซึ่ง 1 < d < p

3 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา a | p แลว a = ±1 หรือ a = ±p

4 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p | a ก็ตอเมื่อ gcd(a, p) = p

5 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p - a ก็ตอเมื่อ gcd(a, p) = 1

6 ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะ ถา p | q แลว p = q

7 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็ม d ซึ่ง 1 < d < a ที่ทำให d | a

8 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็ม b, c ซึ่ง 1 < b ≤ c < a ที่ทำให a = bc
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ทฤษฎีบท (1.4.18)

ทุกจำนวนเต็ม a ที่มากกวา 1 จะมีจำนวนเฉพาะ p ที่ p | a

ทฤษฎีบท (1.4.19)

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดวา

ถา p | ab แลว p | a หรือ p | b

ทฤษฎีบท (1.4.20)

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a1, a2, ..., an ∈ Z เมื่อ n ∈ N จะไดวา

ถา p | (a1a2...an) แลว p | ai สำหรับบางจำนวน i ∈ {1, 2, ..., n}
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ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต (The Fundamental Theorem of
Arithmematic)

ทฤษฎีบท (1.4.21)

จำนวนเต็มที่มากกวา 1 สามารถเขียนในรูปผลคูณของจำนวนเฉพาะได และถาไมคิดลำดับเปนสำคัญ
แลวการเขียนนี้ทำไดเพียงวิธีเดียวเทานั้น หรือกลาวไดวาจำนวนเต็ม n > 1 สามารถเขียนในรูป

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยที่ p1, p2, p3, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะซึ่ง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สำหรับ
ทุก i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรูปดังกลาวไดเพียงแบบเดียวเทานั้น เรียกการเขียน n รูปแบบ
นี้วา รูปแบบบัญญัติ (canonical form) ของ n
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ตัวอยางจำนวนที่เขียนในรูปแบบบัญญัติ

36

1502

1225

4725
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ฟงกชันฟ (Phi Function)

บทนิยาม (1.4.22)
ให n ∈ N เรียก ϕ วาฟงกชันฟ (phi function) นิยามโดย

ϕ(n) = จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

ขอสังเกต (1.4.23)

ϕ(1) = 1 และ ϕ(p) = p− 1 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ
ถา n อยูในรูปแบบบัญญัติ n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk แลว

ϕ(n) = (pa11 − pa1−1
1 )(pa22 − pa2−1

2 ) · · · (pakk − pak−1
k )

โดยเฉพาะอยางยิ่ง ϕ(pk) = pk − pk−1 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ และ k ∈ N
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ตัวอยางการหาคาฟงกชันฟ

ϕ(100)

ϕ(300)

ϕ(360)

ϕ(1332 − 1302)
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ฟงกชันเทา (Tau Function)

บทนิยาม (1.4.24)
ให n ∈ N เรียก τ วา ฟงกชันเทา (tau function) นิยามโดย

τ(n) = จำนวนของตัวหารที่เปนบวกของ n

ขอสังเกต (1.4.25)

τ(1) = 1 และ τ(p) = 2 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ
ถา n อยูในรูปแบบบัญญัติ n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk แลว

τ(n) = (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (ak + 1)

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 41 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยางการหาคาฟงกชันเทา

τ(72)

τ(100)

τ(1502)

τ(10!)
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1.5 ความสัมพันธและฟงกชัน

บทนิยาม (1.5.1)
ให A และ B เปนเซตใด ๆ ผลคูณคารทีเซียน (cartesian product) นิยามโดย

A× B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}

สำหรับ A× A จะเขียนแทนดวย A2

ตัวอยาง (1.5.2)
ให A = {1, 2} และ B = {3, 4, 5} จงหาผลคูณคารเซียน A× B และ B× A

ทฤษฎีบท (1.5.3)

ให A และ B เปนเซตจำกัด แลว |A× B| = |A| · |B|
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ความสัมพันธ (Relation)

บทนิยาม (1.5.4)
ความสัมพันธ (relation) จากเซต A ไป B คือเซตยอยของ A× B

ถา R เปนความสัมพันธจาก A ไป B และ (a, b) ∈ R เขียนแทนดวย a R b

ในกรณีที่ R เปนความสัมพันธจาก A ไป A จะเรียก r วาความสัมพันธใน A
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ความสัมพันธสมมูล (Equivalence Relation)

บทนิยาม (1.5.5)

ให R เปนความสัมพันธใน A โดยที่ A เปนเซตที่ไมใชเซตวาง แลวจะเรียก R วา ความสัมพันธ
สมมูล (equivalence relation) ก็ตอเมื่อมีสมบัติ 3 ขอดังตอไปนี้

1 สะทอน (Reflexive) ก็ตอเมื่อ a R a ทุก ๆ a ∈ A

2 สมมาตร (Symmetric) ก็ตอเมื่อ ถา a R b แลว b R a ทุก ๆ a, b ∈ A

3 ถายทอด (Transitive) ก็ตอเมื่อ ถา a R b และ b R c แลว a R c ทุก ๆ a, b, c ∈ A
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ชั้นสมมูล (Eequivalence Class)

ถา R เปนความสัมพันธสมมูล และ a ∈ A ชั้นสมมูลของ a มอดุโล R (equivalence class of
a modulo R) เขียนแทนดวย [a] นิยามโดย

[a] = {x ∈ A : xR a}

และเซตของชั้นสมมูลเรียกวา A มอดุโล R (A modulo R) เขียนแทนดวย A/R ดังนั้น

A/R = {[a] : a ∈ A}
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ตัวอยาง (1.5.6)
ให x, y ∈ Z กำหนดให

xR y ก็ตอเมื่อ 3 | (y− x)

จงพิสูจนวา R เปนความสัมพันธสมมูลใน Z พรอมหา Z/R
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Z มอดุโล R หรือ Z/R

[−3] = {x ∈ Z : 3 | (−3 − x)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...} = {3k : k ∈ Z}

[−2] = {x ∈ Z : 3 | (−2 − x)} = {...,−8,−5,−2, 1, 4, 7, ...} = {3k + 1 : k ∈ Z}

[−1] = {x ∈ Z : 3 | (−1 − x)} = {...,−7,−4,−1, 2, 5, 8, ...} = {3k + 2 : k ∈ Z}

[0] = {x ∈ Z : 3 | (0 − x)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...} = {3k : k ∈ Z}

[1] = {x ∈ Z : 3 | (1 − x)} = {...,−8,−5,−2, 1, 4, 7, ...} = {3k + 1 : k ∈ Z}

[2] = {x ∈ Z : 3 | (2 − x)} = {...,−7,−4,−1, 2, 5, 8, ...} = {3k + 2 : k ∈ Z}

[3] = {x ∈ Z : 3 | (0 − 3)} = {...,−6,−3, 0, 3, 6, ...} = {3k : k ∈ Z}

จะสังเกตเห็นวา [0] = [3k], [1] = [3k + 1] และ [2] = [3k + 2] ทุกจำนวนเต็ม k ดังนั้น

Z/R = {[0], [1], [2]}
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สมบัติชั้นสมมูล

ทฤษฎีบท (1.5.7)

ให R เปนความสัมพันธสมมูลในเซต A ̸= ∅ แลว

1 ∀a ∈ A, [a] ̸= ∅

2 ∀a, b ∈ A, [a] ∩ [b] ̸= ∅ ↔ a R b

3 ∀a, b ∈ A, [a] = [b] ↔ a R b

4 ∀a, b ∈ A, [a] ̸= [b] ↔ [a] ∩ [b] = ∅
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ผลแบงกั้น (Partition)

บทนิยาม (1.5.8)

ให A เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ Λ เปนเซตดรรชนี จะกลาววา

Π = {Aα : ∅ ̸= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เปนผลแบงกั้น (partition) ของ A ถา

(1) A =
∪
α∈Λ

Aα := {x : x ∈ Aα สำหรับบาง α ∈ Λ}

(2) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรือ Aα ∩ Aβ = ∅

ทฤษฎีบท (1.5.9)

ให A เปนเซตไมใชเซตวาง และ R เปนความสัมพันธสมมูลใน A แลว A/R เปนผลแบงกั้นหนึ่งของ
A
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จำนวนเต็มมอดุโล n

ให ∼ เปนความสัมพันธใน Z นิยามโดย

a ∼ b ก็ตอเมื่อ n | (b− a)

เมื่อ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา ∼ เปนความสัมพันธสมมูลใน Z

ชั้นสมมูลของ a ∈ Z มอดุโล ∼ เขียนแทนดวย ā นั่นคือ

ā = {a+ kn : k ∈ Z}

ขอสังเกต (1.5.10)

ā = b̄ ก็ตอเมื่อ b = a+ kn สำหรับบางจำนวนเต็ม k
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เซตของจำนวนเต็มมอดุโล n

ชั้นสมมูลที่แตกตางกันมีทั้งหมด n เซตดังนี้

0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1

เรียกเซตของชั้นสมมูลวา เซตของจำนวนเต็มมอดุโล n (the set of integer modulo n) เขียน
แทนดวย Zn ดังนั้น

Zn = {0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1}
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ตัวอยางเซตของจำนวนเต็มมอดุโล n

เซตของจำนวนเต็มมอดุโล n แจกแจงสมาชิก
Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7

Z11
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ตัวอยาง (1.5.11)

จงเขียนสมาชิกตอไปนี้ใหอยูในรูปสมาชิกในตาราง 1.2

1 1265 และ 78961 ใน Z3

2 2564 และ 20261 ใน Z4

3 11698 และ 5523 ใน Z9

4 11236 และ 66337 ใน Z11
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ตัวอยาง (1.5.12)

จงเขียนสมาชิกใน Z7 ตอไปนี้ใหอยูในรูปสมาชิกในตาราง 1.2

1 121415 2 1234321 3 11223344
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ฟงกชัน (Function)

บทนิยาม (1.5.13)

จะกลาววาความสัมพันธ f ⊆ A× B เปนฟงกชัน (function) ก็ตอเมื่อ

แตละ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา x1 = x2 แลว y1 = y2

ถา f เปนฟงกชัน และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x) หรือ x 7→ f(x)

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 56 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ฟงกชันจาก A ไป B

บทนิยาม (1.5.14)
f เปนฟงกชันจาก A ไป B (function from A into B) เขียนแทนดวย f : A→ B
ก็ตอเมื่อ

1 f เปนฟงกชัน 2 Dom(f) = A 3 Ran(f) ⊆ B

เมื่อ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรียกวา โดเมน (domain) ของ f
และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรียกวา เรนจ (range) ของ f

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 57 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและฟงกชันทั่วถึง

บทนิยาม (1.5.15)
กำหนดให f : A→ B จะกลาววา

1 f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง (injection) หรือ ฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมื่อ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2)→ x1 = x2

2 f เปนฟงกชันทั่วถึง (surjection) ก็ตอเมื่อ Ran(f) = B

3 f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึง (bijection) ก็ตอเมื่อ f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและ
เปนฟงกชันทั่วถึง
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ขอสังเกต (1.5.16)

ให f : A→ B โดยที่ A และ B เปนเซตจำกัด

1 ถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง แลว |A| ≤ |B|

2 ถา f เปนฟงกชันทั่วถึง แลว |A| ≥ |B|

3 ถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึง แลว |A| = |B|

ในกรณี A = {a1, a2, a3, ..., an} และ f ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึง จาก A ไป B เขียนแทน
ดวยแผนภาพตอไปนี้  a1 a2 a3 · · · an

f(a1) f(a2) f(a3) · · · f(an)
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ตัวอยางการเขียนฟงกชันแทนดวยแผนภาพ

ตัวอยาง (1.5.17)

จงเขียนแผนภาพแทนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึงจาก A ไป A เมื่อ A = {1, 2, 3}

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 60 / 159
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ฟงกชันประกอบ (Composite Function)

บทนิยาม (1.5.18)
ให f : A→ B และ g : B→ C แลว g ◦ f : A→ C เรียกวาฟงกชันประกอบ (composite
function) ของ f และ g นิยามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ฟงกชันเอกลักษณ (indentity function) คือ iA : A→ A นิยามโดย iA(x) = x
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ตัวอยาง (1.5.19)

ให A = {1, 2, 3, 4} และ f, g เปนฟงกชันจาก A ไป A โดยที่

f =

1 2 3 4

2 1 4 3

 และ g =

1 2 3 4

3 1 2 4


จงหาฟงกชันตอไปนี้

1 iA 2 f ◦ g 3 g ◦ f 4 f ◦ f
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ฟงกชันผกผันได (Invertible Function)

บทนิยาม (1.5.20)
ให f : A→ B จะกลาววา f เปนฟงกชันผกผันได (invertible function)
ก็ตอเมื่อ

f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เปนฟงกชัน

และเรียก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function) ของ f
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ทฤษฎีบท (1.5.21)

ให f : A→ B แลวจะไดวา

f เปนฟงกชันผกผันได ก็ตอเมื่อ f เปนฟงกชัน 1-1

ทฤษฎีบท (1.5.22)

f : A→ B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทั่วถึง ก็ตอเมื่อ f−1 : B→ A เปนฟงกชัน 1-1 แบบทั่วถึง
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ตัวอยาง (1.5.23)

ให A = {1, 2, 3, 4} และ f, g เปนฟงกชันจาก A ไป A โดยที่

f =

1 2 3 4

2 1 3 4

 และ g =

1 2 3 4

3 4 2 1


จงหาฟงกชันตอไปนี้

1 f−1 2 g−1 3 f−1 ◦ g−1 4 (f ◦ g)−1
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ทฤษฎีบท (1.5.24)

ให f : A→ B แลว

1 f ◦ iA = f 2 iB ◦ f = f

ทฤษฎีบท (1.5.25)

ให f : A→ B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทั่วถึง จะไดวา

1 f ◦ f−1 = iB 2 f−1 ◦ f = iA

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 66 / 159
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1.6 การดำเนินการทวิภาค

บทนิยาม (1.6.1)

ให G เปนเซตที่ไมใชเซตวาง แลว ∗ เปน การดำเนินการทวิภาค (binary operation) บน G ก็ตอ
เมื่อ

∗ : G× G→ G

นิยมเขียน a ∗ b = c แทน ∗(a, b) = c

ขอสังเกต
ถา ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบน G แลว

a ∗ b ∈ G ทุก ๆ a, b ∈ G
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ตัวอยาง

ตอไปนี้เปนตัวอยางการดำเนินการทวิภาคที่คุนเคย เชน

1 + เปนการดำเนินการทวิภาคบน R เขียน a+ b แทน +((a, b))

2 × เปนการดำเนินการทวิภาคบน R เขียน a× b แทน ×((a, b))

3 ∩ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเอกภพสัมพัทธ เขียน A ∩ B แทน ∩((A,B))

ตัวอยาง
จงตรวจสอบวา ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคหรือไม

1 a ∗ b = a+ b+ 1 บน Z 2 a ∗ b =
a+ b
2

บน Z
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ตารางเคยเลย (Cayley table)

สำหรับการดำเนินการบนเซตจำกัดเพื่อใหแสดงถึงคาตาง ๆ ที่เกิดจากการดำเนินการที่กำหนดให
โดยมีหลักวาตัวดำเนินการตัวหนากำหนดไวเปนหลักแรกและตัวดำเนินการตัวหลังกำหนดไวแถวบน
สุด และผลการดำเนินการคือสวนตารางที่เกิดการจากตัวหนาและตัวหลัง ดังตัวอยาง ∗ เปนการ
ดำเนินการทวิภาคบนเซต {a, b, c}

∗ a b c
a a ∗ a a ∗ b a ∗ c
b b ∗ a b ∗ b b ∗ c
c c ∗ a c ∗ b c ∗ c

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 69 / 159
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ตัวอยาง

จงสรางตารางเคยเลยสำหรับดำเนินการทวิภาค ∗ ดังตอไปนี้

1 a ∗ b = ab บน {0, 1}

2 a ∗ b = ab บน {−1, 1}

3 a ∗ b =
(−1)a + (−1)b

2
บน {−1, 0, 1}

4 ā ∗ b̄ = a+ b บน Z3 = {0̄, 1̄, 2̄}
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สมบัติการปด (closure property)

บทนิยาม
ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G และให A ⊆ G และ A ̸= ∅ ถา

a ∗ b ∈ A ทุก ๆ a, b ∈ A

แลวจะกลาววา A มสีมบัติการปด (closure property) ภายใต ∗ หรือ ∗ มีสมบัติการปดบน A

ตัวอยาง
ให E = {0,±2,±4,±6, ...} และ O = {±1,±3,±5, ...} จะเห็นไดวา

1 เซตของจำนวนคู E

2 เซตของจำนวนคี่ O
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สมบัติการสลับที่ (commutative property)

บทนิยาม
ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G ถา

a ∗ b = b ∗ a ทุก ๆ a, b ∈ G

จะกลาววา G มีสมบัติการสลับที่ (commutative property) ภายใต ∗ หรือ ∗ มีสมบัติการสลับที่
บน G

ตัวอยาง

พิจารณาการดำเนินทวิภาคตอไปนี้

1 กำหนดให a ∗ b = a+ b+ 5 เมื่อ a, b ∈ N

2 กำหนดให a ∗ b = a2 + ab เมื่อ a, b ∈ Z
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สมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property)

บทนิยาม
ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G ถา

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ทุก ๆ a, b, c ∈ G

แลวจะกลาววา G มสีมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) ที่ภายใต ∗ หรือ ∗ มีสมบัติ
การเปลี่ยนหมูบน G

ตัวอยาง

จงตรวจสอบสมบัติการเปลี่ยนหมูของการดำเนินทวิภาคตอไปนี้

1 กำหนดให a ∗ b = a+ b+ 1 เมื่อ a, b ∈ N

2 กำหนดให a ∗ b = a+ 2b เมื่อ a, b ∈ Z
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เอกลักษณ (identity)

บทนิยาม

ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G ถามี e ∈ G ซึ่งสอดคลอง

a ∗ e = a = e ∗ a ทุก ๆ a ∈ G

แลวจะกลาววา G มี e เปน เอกลักษณ (identity) ภายใต ∗

ตัวอยาง

จงหาเอกลักษณ (ถามี) ของการดำเนินการบนเซตในแตละขอตอไปนี้

1 ให a ∗ b = a+ b− 7 เมื่อ a, b ∈ Z

2 ให a ∗ b = 7ab เมื่อ a, b ∈ Z

3 ให a ∗ b = a− 2b เมื่อ a, b ∈ Q
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ทฤษฎีบท

ถา G มีเอกลักษณภายใตการดำเนินการ ∗ จะมีไดเพียงตัวเดียวเทานั้น

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 75 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวผกผัน (inverse)

บทนิยาม

ให ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G ที่มี e เปนเอกลักษณ ถา a ∈ G และ

มี b ∈ G ซึ่ง a ∗ b = e = b ∗ a

จะกลาววา b เปนตัวผกผัน (inverse) ของ a ภายใต ∗ หรือเรียกสั้น ๆ วา b เปนตัวผกผันของ a
เขียนสัญลักษณแทนดวย a−1

ตัวอยาง
กำหนดให a ∗ b = a+ b− 7 สำหรับ a, b ∈ Z จงหาตัวผกผันของ

1 2

2 14

3 19

4 x ∈ Z
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ทฤษฎีบท

ให n ∈ N สำหรับ ā, b̄ ∈ Zn โดยที่

ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

เปนการดำเนินการทวิภาคบน Zn และเรียกวาการบวกและการคูณบน Zn ตามลำดับ
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ตัวอยาง

จงหาตัวผกผันสำหรับการบวกและการคูณของแตละสมาชิกใน Z5
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บทที่ 2 กรุป

2.1 นิยามและตัวอยางของกรุป

2.2 สมบัติกรุปเบื้องตน

2.3 ผลคูณตรงของกรุป

2.4 กรุปการเรียงสับเปลี่ยน

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 79 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

2.1 นิยามและตัวอยางของกรุป

บทนิยาม

กรุป (Group) หมายถึงเซต G กับการดำเนินการทวิภาค ∗ เขียนแทนดวยคูอันดับ (G, ∗) ที่มี
สมบัติ 3 ขอตอไปนี้

1 สมบัติการเปลี่ยนหมู กลาวคือ a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c สำหรับทุก ๆ a, b, c ∈ G

2 การมีเอกลักษณ กลาวคือ มี e ∈ G ซึ่ง a ∗ e = a = e ∗ a สำหรับทุก ๆ a ∈ G

เรียก e วาเอกลักษณใน G

3 การมีตัวผกผัน กลาวคือ ทุก ๆ a ∈ G จะมี b ∈ G ซึ่ง a ∗ b = e = b ∗ a

เรียก b วาตัวผกผันของ a เขียนแทนดวย a−1

ถา (G, ∗) มีสมบัติขอที่ 1 เทานั้นเรียกวา กึ่งกรุป (semigroup)
ถามีสมบัติขอที่ 1 และขอที่ 2 เรียกวา โมนอยด (monoid)
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บทนิยาม

ถากรุป (G, ∗) มีสมบัติการสลับที่ นั่นคือ

a ∗ b = b ∗ a สำหรับทุก ๆ a, b ∈ G

เรียก (G, ∗) วากรุปสลับที่ (commutative group) หรือ กรุปอาบีเลียน (abelian group) ซึ่งตั้ง
ชื่อเพื่อเปนเกียรติใหกับนักคณิตศาสตรชาวนอรเวยนามวา นีลส อาเบล (Niels Abel)

บทนิยาม

ถา (G, ∗) เปนกรุปโดยที่ G เปนเซตจำกัด เรียกวา กรุปจำกัด (finite group) ถาสนใจจำนวน
สมาชิกของเซต G จะกลาววา (G, ∗) เปนกรุปจำกัดอันดับ |G| (finite group of order |G|) ถา
G เปนเซตอนันตเรียก (G, ∗) วา กรุปอนันต (infinite group)
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คูอันดับ สมบัติ เอกลักษณ การมี ชนิด
การเปลี่ยนหมู ตัวผกผัน

(Z,+) X 0 X กรุป
(Q,+) X 0 X กรุป
(R,+) X 0 X กรุป
(C,+) X 0 X กรุป
(Z+,+) X ไมมี × กึ่งกรุป
(Q+,+) X ไมมี × กึ่งกรุป
(R+,+) X ไมมี × กึ่งกรุป

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 82 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

คูอันดับ สมบัติ เอกลักษณ การมี ชนิด
การเปลี่ยนหมู ตัวผกผัน

(Z, ·) X 1 × โมนอยด
(Q, ·) X 1 × โมนอยด
(R, ·) X 1 × โมนอยด
(C, ·) X 1 × โมนอยด
(Z+, ·) X 1 × โมนอยด
(Q+, ·) X 1 X กรุป
(R+, ·) X 1 X กรุป
(Z∗, ·) X 1 × โมนอยด
(Q∗, ·) X 1 X กรุป
(R∗, ·) X 1 X กรุป
(C∗, ·) X 1 X กรุป

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 83 / 159
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ตัวอยาง
กำหนดให

a ∗ b = a+ b+ 2 เมื่อ a, b ∈ Z

จงแสดงวา (Z, ∗) เปนกรุปอาบีเลียน

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 84 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
กำหนดให

a ∗ b = 3ab เมื่อ a, b ∈ Q+

แลว (Q+, ∗) เปนกรุปหรือไมเพราะเหตุใด

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 85 / 159
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กรุปไคลนโฟว (Klein 4-group)

ให K4 = {e, a, b, c} และ e เปนเอกลักษณใน K4 ซึ่ง

a ∗ a = b ∗ b = c ∗ c = a ∗ b ∗ c = e

แลว (K4, ∗) เปนกรุป จะเรียกวา กรุปไคลนโฟว (Klein 4-group) ซึ่งจะเห็นวาทุกสมาชิกในกรุป
มีตัวผกผันของตัวเอง
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กรุปควอเทอรเนียน (Quaternion Group)

กำหนดให Q8 = {1,−1, i,−i, j− j, k,−k} นิยามการดำเนินการ ∗ ดังนี้

1 ∗ a = a = a ∗ 1 และ (−1) ∗ a = −a ∗ (−1) = a สำหรับทุก a ∈ Q8

และ (−1) ∗ (−1) = 1, i ∗ i = j ∗ j = k ∗ k = −1, i ∗ j = k, j ∗ k = i, k ∗ i = j, j ∗ i = −k,
k ∗ j = −i และ i ∗ k = −j แลว (Q8, ∗) เปนกรุป ซึ่งเรียกวา กรุปควอเทอรเนียน (Quaternion
Group) และเห็นไดวา Q8 ไมเปนอาบีเลียนกรุป
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กรุปของจำนวนเต็มมอดุโล n

ตอไปจะพิจารณากรุปบนเซตของจำนวนเต็มมอดุโล n หรือ Zn จะไดวา

ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

ทฤษฎีบท

(Zn,+) เปนกรุปอาบีเลียนแบบจำกัด

ทฤษฎีบท

Zn มีสมบัติการสลับที่และสมบัติการเปลี่ยนหมูภายใตการคูณ
และมี 1̄ เปนเอกลักษณการคูณ
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ทฤษฎีบท

(Z∗
p , ·) เปนกรุปอาบีเลียนแบบจำกัดอันดับ p− 1 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ

ทฤษฎีบท

ให ā เปนสมาชิกใน Z∗
n จะไดวา

ā มีตัวผกผันการคูณ ก็ตอเมื่อ gcd(a, n) = 1

บทแทรก
กำหนดให

Z×
n = {ā ∈ Zn : 0 < a < n และ gcd(a, n) = 1}

แลว (Z×
n , ·) เปนกรุปอาบีเลียนอันดับ ϕ(n)
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กรุปของเมทริกซ

เมทริกซ (Matrix) คือสี่เหลี่ยมผืนผาของจำนวนจริง หรือสมาชิกในริง (จะกลาวถึงในบทที่ 6) โดย
แนวนอนเรียกวา แถว (row) แนวตั้งเรียกวา หลัก (column) และเรียกจำนวนแถว × จำนวนหลัก
วาขนาดของเมทริกซ ตัวอยางเชน −1 3 0 2

1 0 1 0


เปนเมทริกซขนาด 2× 4 เนื่องจากมี 2 แถว และ 4 หลัก หรือกลาวยอ ๆ วา เมทริกซ 2× 4 จะ
เรียก 3 ที่อยูแถวที่ 1 หลักที่ 2 วาสมาชิก (element) ของเมทริกซ
รูปแบบทั่วไปของเมทริกซขนาด m× n หรือ เมทริกซ m× n เขียนไดเปน

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


นิยมใชอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญแทนเมทริกซ เชนเมทริกซ A ขนาด m× n เขียนแทนดวย
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นิยมใชอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญแทนเมทริกซ เชนเมทริกซ A ขนาด m× n เขียนแทนดวย

[aij]m×n หรือ [aij]

โดยที่ aij คือสมาชิกของเมทริกซที่อยูแถวที่ i หลักที่ j และในกรณีที่จำนวนแถวเทากับจำนวนหลัก
เรียกวา เมทริกซจตุรัส (square matrix)
การเทากันของสองเมทริกซหมายถึงเมทริกซที่มีขนาดเดียวกันและทุกตำแหนงในเมทริกซทั้งสองเทา
กัน และเมทริกซศูนย (zero matrix) หมายถึงทุกตำแหนงมีคาเปนศูนยเขียนแทนดวย 0

บทนิยาม

ให A = [aij] และ B = [bij] เปนเมทริกซที่มีขนาดเดียวกัน และ c เปนจำนวนจริง แลวนิยาม

1 A+ B = [aij + bij] 2 A− B = [aij − bij] 3 cA = [caij]

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 91 / 159
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ทฤษฎีบท

ให A และ B เปนเมทริกซที่มีขนาด m× n และ 0 = [0]m×n จะไดวา

1 A+ B = B+ A

2 (A+ B) + C = A+ (B+ C)

3 A+ 0 = A = 0 + A

4 A+ (−A) = 0 = (−A) + A

ทฤษฎีบท

(Mmn(R),+) เปนกรุปอาบีเลียน

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 92 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

บทนิยาม
ให A = [aij] เปนเมทริกซขนาด m× r และ B = [bij] เปนเมทริกซขนาด r× n แลว

AB =



a11 a12 · · · a1r
a21 a22 · · · a2r
...

...
...

ai1 ai2 · · · air
...

...
...

am1 am2 · · · amr




b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n
...

...
...

...
br1 br2 · · · brj · · · brn

 = [cij]m×n

โดยที่ cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ airbrj

ทฤษฎีบท

ให n ∈ N แลว (GLn(R), ·) เปนกรุป โดยที่

GLn(R) = {A ∈ Mnn(R) : det(A) ̸= 0}

และเรียกวา กรุปเชิงเสนทั่วไป (general linear group)ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 93 / 159
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กรุปของฟงกชัน

ให A ⊆ R โดยที่ A ̸= ∅ กำหนดให

SA = {f : A→ A : f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง }

ตัวอยาง
(SA,+) และ (SA, ·) เปนกรุปหรือไม

ทฤษฎีบท

(SA, ◦) เปนกรุป ซึ่งเรียกวา กรุปสมมาตร (symmetric group) บนเซต A

ขอสังเกต

ถา A เปนเซตจำกัด โดยที่ |A| ≥ 3 จะไดวา (SA, ◦) เปนกรุปไมสลับที่แบบจำกัด
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2.2 สมบัติกรุปเบื้องตน

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป จะไดวา

1 เอกลักษณใน G มีเพียงตัวเดียว เขียนแทนดวย e

2 สำหรับแตละ a ∈ G จะมีตัวผกผันของ a เพียงตัวเดียว เขียนแทนดวย a−1

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป และ a, b ∈ G จะไดวา

1 (a−1)−1 = a 2 (ab)−1 = b−1a−1

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 95 / 159
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ทฤษฎีบท
กฎการตัดออก (Law of Cancellation)
ให G เปนกรุป และ a, b, c ∈ G

1 ถา ac = bc แลว a = b

2 ถา ca = cb แลว a = b
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ทฤษฎีบท

ให G เปนกึ่งกรุป จะไดวา G เปนกรุป ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ a, b ∈ G

มี x ∈ G ซึ่ง ax = b และ มี y ∈ G ซึ่ง ya = b
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อันดับของสมาชิกกรุป

บทนิยาม

ให G เปนกรุป และ a ∈ G ถามีจำนวนเต็มบวก n ที่นอยที่สุดที่ทำให

an = e หรือ n = min{k ∈ N : ak = e}

จะเรียก n วา อันดับ (order) ของ a เขียนแทนดวย ◦(a) หรือเรียกวา a มีอันดับจำกัด (finite
order) ในกรณีที่ไมมีจำนวนเต็มบวกที่สอดคลองเงื่อนไขดังกลาวใหเรียก a วามอีันดับอนันต
(infinite order) เขียนแทนดวย ◦(a) =∞

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 98 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ขอสังเกต
ให a มีอันดับจำกัด จากบทนิยามของอันดับจะไดวา

1 ◦(a) = 1 ก็ตอเมื่อ a = e

2 ถา am = e แลว ◦(a) ≤ m

3 ◦(a) = n ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ k ∈ N ซึ่ง ak = e จะไดวา n ≤ k

4 จากบทนิยาม 0.96 อันดับของ a คือจำนวนเต็มบวก n นอยสุดที่ทำให an = e

ตัวอยาง
จงแสดงวาทุกสมาชิกในกรุป (Z,+) มีอันดับอนันต ยกเวน 0
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ตัวอยาง
จงแสดงวาทุกสมาชิกในกรุป (Q∗, ·) มีอันดับอนันต ยกเวน −1 และ 1

ตัวอยาง
จงหาอันดับของสมาชิกตอไปในกรุป (C∗, ·)

1 i และ −i 2

√
2

2
+

√
2

2
i 3 1

2
−
√
3

2
i

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 100 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทฤษฎีบท

ให a เปนสมาชิกของกรุป G จะไดวา a และตัวผกผันของ a มีอันดับเดียวกัน

ตัวอยาง

จงหาอันดับของทุกสมาชิกใน Z∗
p เมื่อ p = 2, 3 ภายใตการคูณ
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ตัวอยาง

จงหาอันดับของสมาชิกตอไปนี้ใน (GL2(R), ·)

1 A =

1 1

0 −1

 2 B =

−1 1

0 1

 3 C =

1 0

0 −1
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ทฤษฎีบท

ให a เปนสมาชิกของกรุป G ถา ◦(a) = m แลวจะไดวา

สำหรับ k ∈ Z จะไดวา ak = e ก็ตอเมื่อ m | k
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2.3 ผลคูณตรงของกรุป (direct product of groups)

การขยายแนวคิดไปยังการพิจารณา G1 × G2 เมื่อ (G1, ⋄) และ (G2,~) เปนกรุป โดยนิยาม

(a, b) ∗ (c, d) = (a ⋄ c, b~ d) (1)

ทฤษฎีบท

ให (G1, ⋄) และ (G2,~) เปนกรุป ถานิยามการดำเนินการ ∗ ดังสมการ (1) แลว
(G1×G2, ∗) เปนกรุป และเรียก G1×G2 วา ผลคูณตรงของกรุป (direct product of groups)
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ขอสังเกต

1 (e1, e2) เปนเอกลักษณของ G1 × G2 เมื่อ e1 และ e2 เปนเอกลักษณของ G1 และ G2

2 (a−1, b−1) เปนตัวผกผันของ (a, b) ∈ G1 × G2 เมื่อ a−1 และ b−1 เปนตัวผกผันของ a
และ b ตามลำดับ

ตัวอยาง
จงหาตัวผกผันและอันดับของทุกสมาชิกในกรุป Z2 × Z3
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ทฤษฎีบท

ให G1 และ G2 เปนกรุป โดยที่ a ∈ G1 และ b ∈ G2 มีอันดับจำกัด
จะไดวา (a, b) ∈ G1 × G2 มีอันดับจำกัด และ

◦((a, b)) = ℓcm(◦(a), ◦(b))

ตัวอยาง
จงหาอันดับของ (3̄, 7̄) ในกรุปการคูณ Z∗

5 × Z∗
11
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2.4 กรุปการเรียงสับเปลี่ยน (permutation group)

บทนิยาม

ให A เปนเซตจำกัดที่ไมใชเซตวาง กำหนดให

SA = {σ : A→ A : σ เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง }

แลว SA เปนกรุปภายใตการดำเนินการ ◦ เรียกวา กรุปการเรียงสับเปลี่ยน (permutation
group) สมาชิก σ ใน SA จะเรียกวา การเรียงสับเปลี่ยน (permutation) ของ A

สำหรับกรณี A = {1, 2, ..., n} กรุปสมมาตร A เขียนแทนดวย Sn และเขียน σ : A→ A โดย

σ =

 1 2 3 ... n
σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)
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จะไดตัวผกผันของ σ คือ σ−1 : A→ A เขียนไดเปน

σ−1 =

σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)
1 2 3 ... n


เอกลักษณของ Sn เขียนแทนดวย (1) หมายถึง

(1) =

1 1 3 ... n
1 2 3 ... n


ตัวอยาง Sn เมื่อ n = 1, 2, 3

S1 =


1

1


S2 =


1 2

1 2

 ,

1 2

2 1


S3 =


1 2 3

1 2 3

 ,

1 2 3

1 3 2

 ,

1 2 3

2 1 3

 ,

1 2 3

2 3 1

 ,

1 2 3

3 1 2

 ,

1 2 3

3 2 1
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บทนิยาม

ให α, β ∈ Sn เมื่อ n ∈ N แลว ผลคูณ (product) ของ α และ β คือ α ◦ β เขียนแทนดวย α · β

หรือ αβ นั่นคือ
αβ = α ◦ β

สำหรับ k ∈ N ผลคูณของ α จำนวน k ตัวเขียนแทนดวย αk และ α0 = (1)

α−1 เขียนแทนตัวผกผันของ α และผลคูณของ α−1 จำนวน k ตัวเขียนแทนดวย α−k

ขอสังเกต

(Sn, ·) เปนกรุปที่มีอันดับเปน n! นั่นคือ |Sn| = n!

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 109 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง

ให α =

1 2 3

1 3 2

 และ β =

1 2 3

3 1 2

 เปนสมาชิกใน S3 จงหาผลคูณตอไปนี้

1 αβ

2 βα

3 α−1

4 β−1

5 α2

6 β3

7 α−3

8 α6
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บทนิยาม

ให A = {1, 2, 3, ..., n} โดยที่ a1, a2, ..., am เปนสมาชิกของ A ที่แตกตางกัน
จะเรียก (a1 a2...am) วา วัฏจักร (cycle) ซึ่งความหมายวา

a1 7→ a2, a2 7→ a3, ..., am−1 7→ am และ am 7→ a1

เขียนแทนดวย
a1 7→ a2 7→ a3 7→ · · · 7→ am 7→ a1

โดยที่ทุก ๆ สมาชิก a ∈ A− {a1, a2, ..., am} จะสงคาฟงกชันไปยังคาเดิมหรือ a 7→ a
เรียก m วา ความยาว (length) ของวัฏจักร (a1 a2...am) สำหรับเอกลักษณเขียนแทนดวย (1)

ตัวอยางใน S5 วัฏจักร (1 2 4) หมายถึง1 2 3 4 5

2 4 3 1 5
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ตัวอยาง

จงเขียนวัฏจักรตอไปนี้ในรูปการเรียงสับเปลี่ยน

1 (1 3 2) ∈ S3

2 (1 3 4 2) ∈

S4

3 (1 4 5) ∈ S5

4 (1 5 3 6) ∈

S7

ตัวอยาง

จงเขียนวัฏจักรตอไปนี้ในรูปการเรียงสับเปลี่ยน

1

1 2 3

1 3 2



2

1 2 3 4

3 4 2 1


3

1 2 3 4 5 6

6 2 1 3 5 4


4

1 2 3 4 5 6 7

1 4 3 7 5 6 2
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วัฏจักรไมมีสวนรวม (disjoint cycle)

บทนิยาม

ถา α และ β เปนวัฏจักรไมมีสมาชิกซ้ำกันจะกลาววา α และ β เปน วัฏจักรไมมีสวนรวม
(disjoint cycle)

ขอสังเกต
ถา α และ β เปนวัฏจักรตางสมาชิก แลว

αk และ βd เปนวัฏจักรตางสมาชิก ทุก ๆ k, d ∈ Z
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.
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตอไปนี้ในรูปวัฏจักรไมมีสวนรวม

1

1 2 3 4

3 4 1 2



2

1 2 3 4 5

2 4 5 1 3


3

1 2 3 4 5 6 7

1 6 2 7 3 5 4


4

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 6 2 4 1 8
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ทฤษฎีบท

ถา α, β ∈ Sn เปนวัฏจักรไมมีสวนรวม จะไดวา

1 αβ = βα 2 (αβ)−1 = α−1β−1

ทฤษฎีบท

ถา α, β ∈ Sn เปนวัฏจักรไมมีสวนรวม และ k ∈ N จะไดวา

(αβ)k = αkβk

ตัวอยาง

จงหาอันดับของสมาชิกตอไปนี้

1 (1 2) ∈ S2 2 (1 2 3) ∈ S3
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ทฤษฎีบท

ถาวัฏจักร α มีความยาว m แลวจะไดวา ◦(α) = m

ตัวอยาง

จงหาอันดับของสมาชิกตอไปนี้ S5

1 (1 2) 2 (1 2 3) 3 (1 2 3 5)
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ทฤษฎีบท

ให α และ β เปนวัฏจักรไมมีสวนรวมกัน โดยแตละวัฏจักรมีความยาว m และ k ตามลำดับ แลว

◦(αβ) = ℓcm(m, k)

ตัวอยาง

จงหาอันดับของสมาชิกตอไปนี้ใน S6

1 (1 2 4)(3 6)

2 (1 2 4)(3 5 6)

3 (1 2)(3 4)(5 6)

4 (1 2)(3 4)(1 5)
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บทที่ 3 กรุปยอย

3.1 นิยามและตัวอยางของกรุปยอย

3.2 กรุปวัฏจักร

3.3 แลตทิชของกรุป
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3.1 นิยามและตัวอยางของกรุปยอย

บทนิยาม
ให (G, ∗) เปนกรุป และ H ⊆ G จะกลาววา H เปน กรุปยอย (subgroup) ของ G เขียนแทนดวย
H ≤ G ถา (H, ∗) เปนกรุป

ขอสังเกต

ให H ⊆ G เมื่อ (G, ∗) เปนกรุป

1 ถา H ≤ G แลว H ̸= ∅

2 ∗ มีสมบัติการเปลี่ยนหมูบน H

3 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลวทุก ๆ กรุปยอยของ G เปนกรุปอาบีเลียน

4 H = {e} เปนกรุปยอยเสมอ เรียกวา กรุปยอยชัด (trivial subgroup) ของ G

5 ถา H = G แลว H ≤ G
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ตัวอยางกรุปยอยภายใตการบวก

Z ≤ Q, Z ≤ R, Q ≤ R, Q ≤ C และ R ≤ C

ตัวอยางกรุปยอยภายใตการคูณ

Q+ ≤ R+, Q+ ≤ R∗ และ R∗ ≤ C∗

เมื่อกลาวถึงกรุป Z,Q,R,C ใหหมายถึงกรุปของเซตเหลานั้นกับการบวก และเมื่อกลาวถึงกรุป
Q+,R+,Q∗,R∗,C∗ ใหหมายถึงกรุปของเซตเหลานั้นกับการคูณ เมื่อกลาวถึงกรุปของ Zn จะ
หมายถึงกรุปของเซตดังกลาวกับการบวก และ Z∗

p , Z×
n จะหมายถึงกรุปของเซตดังกลาวกับการคูณ

เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ และ n เปนจำนวนนับ

ตัวอยาง

จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z3
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ตัวอยาง

จงตรวจสอบวาเซตยอยในขอใดตอไปนี้เปนกรุปยอยของ Z6

1 H1 = {0̄, 3̄} 2 H2 = {0̄, 1̄, 4̄} 3 H3 = {0̄, 2̄, 4̄}

ตัวอยาง

จงหากรุปยอยทั้งหมดของ S2

ตัวอยาง
จงแสดงวา H = {(1), (1 2 3), (1 3 2)} เปนกรุปยอย S3
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เกณฑการพิจารณากรุปยอย (Subgroup Criterion)

ทฤษฎีบท

ให H เปนเซตยอยของกรุป G โดยที่ H ̸= ∅ แลวจะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1 H ≤ G

2 ab−1 ∈ H สำหรับทุก ๆ a, b ∈ H

3 ab ∈ H และ a−1 ∈ H สำหรับทุก ๆ a, b ∈ H

จากทฤษฎีบท จะไดวากรุปยอย H มีเอกลักษณตัวเดียวกับ G และสรุปการตรวจสอบวา H กรุป
ยอยดวยสมบัติ 3 ขอตอไปนี้

1 e ∈ H

2 H มีสมบัติการปด

3 ตัวผกผันทุกตัวของสมาชิกใน H เปนสมาชิกใน H
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ตัวอยาง

จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z4

ตัวอยาง

จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z∗
5
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ทฤษฎีบท

ให nZ = {nk : k ∈ Z} เมื่อ n ∈ Z จะไดวา nZ เปนกรุปยอยของ (Z,+)

ตัวอยาง

จงตรวจสอบวาเซตยอยตอไปนี้เปนกรุปยอยของ (GL2(R), ·) หรือไม

1 H =


a 0

0 a

 : a ̸= 0


2 H =


a a
0 b

 : a ̸= 0 และ b ̸= 0



ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 124 / 159
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ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป ถา H และ K เปนกรุปยอยของ G แลว

H ∩ K เปนกรุปยอยของ G

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 125 / 159



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป และ {Hα}α∈Λ เปนกลุมของกรุปยอยของ G เมื่อ Λ เปนเซตดรรชนี จะไดวา
∩
α∈Λ

Hα = {x : x ∈ Hα ทุก ๆ α ∈ Λ} กรุปยอยของ G

บทนิยาม

ให G เปนกรุป และ S เปนเซตยอยของ G ที่ไมใชเซตวาง และให {Hα}α∈Λ เปนเซตของกรุปยอย
ของ G เมื่อ Λ เปนเซตดรรชนี โดยที่ S ⊆ Hα ทุก ๆ α ∈ Λ หรือจะกลาววา Hα เปนกรุปยอยของ
G ที่บรรจุ S แลวนิยาม

⟨S⟩ =
∩
α∈Λ

Hα

เรียกวา กรุปยอยของ G ที่กอกำเนิดโดย S (subgroup of G generated by S)
ในกรณี S = {a1, a2, ..., ak} เขียนแทน ⟨S⟩ ดวย ⟨a1, a2, ..., ak⟩ ฉะนั้น ⟨a⟩ = ⟨{a}⟩
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ตัวอยาง

จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอไปนี้ ใน (Z12,+)

1 ⟨2̄⟩ 2 ⟨4̄⟩ 3 ⟨6̄⟩ 4 ⟨2̄, 3̄⟩ 5 ⟨2̄, 4̄⟩

ทฤษฎีบท

ให S และ T เปนเซตยอยที่ไมใชเซตวางของกรุป G จะไดวา

⟨S⟩ = ⟨T⟩ ก็ตอเมื่อ S ⊆ ⟨T⟩ และ T ⊆ ⟨S⟩
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Theorem

ให S เปนเซตยอยที่ไมใชเซตวางของกรุป G แลว

⟨S⟩ = {ar11 ar22 ...arnn : ai ∈ S, ri ∈ Z, เมื่อ 1 ≤ i ≤ n และ n ∈ N}

บทแทรก

ให G เปนกรุป และ a, b ∈ G จะไดวา

1 ⟨a⟩ = {ar : r ∈ Z}

2 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลว ⟨a, b⟩ = {aibj : i, j ∈ Z}

ทฤษฎีบท

ให m และ n เปนสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยที่ n ̸= 0 จะไดวา

⟨m⟩ ⊆ ⟨n⟩ ก็ตอเมื่อ n | m
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ขอสังเกต

ให m เปนสมาชิกในกรุป (Z,+) ถา ⟨m⟩ ⊆ ⟨0⟩ แลว m = 0 เนื่องจาก ⟨0⟩ = {0}

บทแทรก

ให m และ n เปนสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยที่ n ̸= 0 จะไดวา

⟨m⟩ = ⟨n⟩ ก็ตอเมื่อ n = ±m

ตัวอยาง

ให K4 เปนกรุปไคลนโฟว ถา a และ b เปนสมาชิกที่ไมใชเอกลักษณของ K4

จงแสดงวา
⟨a, b⟩ = {e, a, b, ab} = K4
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ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป และ a, b ∈ G โดยที่ ◦(a) = n และ ◦(b) = m จะไดวา

1 ⟨a⟩ = {e, a, a2, ..., an−1}

2 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลว

⟨a, b⟩ = {aibj, bjai : i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, j ∈ {0, 1, ...,m− 1}}

ขอสังเกต

ให a เปนสมาชิกในกรุป G และมีอันดับจำกัด จะไดวา ◦(a) = | ⟨a⟩ |

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 130 / 159
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3.2 กรุปวัฏจักร

บทนิยาม

ให G เปนกรุป จะกลาววา G เปน กรุปวัฏจักร (cyclic group) ถามี a ∈ G ซึ่ง

G = ⟨a⟩

เรียก a วา ตัวกอกำเนิด (generator) ของ G

ขอสังเกต

ตัวกอกำเนิดของกรุปวัฏจักรอาจมีมากกวาหนึ่งตัว
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ตัวอยาง

จงตรวจสอบวากรุปตอไปนี้เปนกรุปวัฏจักรหรือไม

1 Z3

2 Z6

3 Z∗
5

4 Z×
8
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ทฤษฎีบท

กรุปวัฏจักรเปนกรุปอาบีเลียน

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุปจำกัด และ a ∈ G จะไดวา

a เปนตัวกอกำเนิดของ G ก็ตอเมื่อ ◦(a) = |G|

ขอสังเกต
จะไดวา

1 G เปนกรุปวัฏจักร ก็ตอเมื่อ มี a ∈ G ซึ่ง ◦(a) = |G|

2 ถา a เปนตัวกอกำเนิดของ G แลว a−1 เปนตัวกอกำเนิด G เนื่องจาก ◦(a) = ◦(a−1)
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ตัวอยาง

จงหาตัวกอกำเนิดทั้งหมดของกรุปตอไปนี้

1 Z5 2 Z6 3 Z∗
5

ทฤษฎีบท

ทุก ๆ กรุปยอยของกรุปวัฏจักรยอมเปนกรุปวัฏจักร

ตัวอยาง

จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z6
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ทฤษฎีบท

ให G1 และ G2 เปนกรุปวัฏจักรจำกัด โดย a1 และ a2 เปนตัวกอกำเนิดของ G1 และ G2 ตาม
ลำดับ สมมติวา ◦(a1) = m และ ◦(a2) = n โดยที่ gcd(m, n) = 1 จะไดวา

G1 × G2 เปนกรุปวัฏจักรจำกัดซึ่งมี (a1, a2) เปนตัวกอกำเนิดและ |G1 × G2| = mn

ตัวอยาง

จงตรวจสอบวากรุปตอไปนี้เปนกรุปวัฏจักรหรือไม

1 Z2 × Z3

2 Z2 × Z2

บทแทรก
ให m, n ∈ N ถา gcd(m, n) = 1 แลว Zn × Zm เปนกรุปวัฏจักร

ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา)พีชคณิตนามธรรม Abstract Algebra (กลางภาค) 135 / 159
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ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุปวัฏจักร โดย |G| = n และ a เปนตัวกอกำเนิดของ G
สำหรับ 1 ≤ k < n เมื่อ k ∈ N จะไดวา

ak เปนตัวกอกำเนิด G ก็ตอเมื่อ gcd(k, n) = 1

ตัวอยาง

จงหาตัวกอกำเนิดทั้งหมดของกรุปวัฏจักรตอไปนี้

1 Z5

2 Z8

3 Z12
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ตัวอยาง

จงหาตัวกอกำเนิดทั้งหมดของ Z2 × Z5

ตัวอยาง

จงหาจำนวนตัวกอกำเนิดทั้งหมดกรุปวัฏจักรตอไปนี้

1 Z12 2 Z25 3 Z144 4 Z5000 5 Z25 × Z36

ตัวอยาง
จงหาจำนวนตัวกอกำเนิดของ Z×

25
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ทฤษฎีบท

ถา ⟨a⟩ เปนกรุปอนันต แลว

am = an ก็ตอเมื่อ m = n

ทฤษฎีบท

ตัวกอกำเนิดของกรุปวัฏจักรอนันตมีเพียง 2 ตัวซึ่งเปนตัวผกผันกันและกัน

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุปวัฏจักรจำกัด ถา d ∈ Z+ ซึ่ง d หาร |G| ลงตัว แลว

G จะมีกรุปยอยอันดับ d เพียงกรุปเดียว
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3.3 แลตทิชของกรุป

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงแผนภาพการแสดงกรุปยอยทั้งหมดของกรุปจำกัดซึ่งเรียกวา แลตทิชของกรุป
ยอย (lattice of subgroups ) ของกรุปจำกัด G หรือเรียกสั้น ๆ วา แลตทิช (lattice) ซึ่ง
ประกอบไปดวย กรุปยอยของ G และสวนของเสนตรงเชื่อมระหวางกรุปยอย A และ B เมื่อ
A ≤ B และไมมี C ≤ G ซึ่ง A ≤ C ≤ B (A ≤ C และ C ≤ B) โดย B จะถูกเขียนไวเหนือ A ดัง
ตัวอยางตอไปนี้ แลตทิชของ Z6

Z6

⟨2̄⟩
⟨3̄⟩

⟨6̄⟩
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ตัวอยาง
จงเขียนแลตทิชของ Z12

ตัวอยาง
จงเขียนแลตทิชของ Z×

10
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ตัวอยาง
จงเขียนแลตทิชของ Z∗

7

ตัวอยาง
จงเขียนแลตทิชของ S3
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บทที่ 4 กรุปยอยปกติ

4.1 โคเซตและทฤษฎีบทลากรานจ

4.2 นิยามและตัวอยางของกรุปยอยปกติ

4.3 กรุปผลหาร
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4.1 โคเซตและทฤษฎีบทลากรานจ

บทนิยาม

ให (G, ∗) เปนกรุปและ H ≤ G โดยที่ a ∈ G กำหนดให

H ∗ a = {h ∗ a : h ∈ H} และ a ∗ H = {a ∗ h : h ∈ H}

เรียกวา โคเซตขวา (right coset) สำหรับ a ของ H ใน G และ โคเซตซาย (left coset)
สำหรับ a ของ H ใน G ตามลำดับ และเรียก โคเซต (coset) เมื่อเปนโคเซตขวาหรือโคเซตซาย

ขอสังเกต
ให G เปนกรุป จะไดวา

1 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลว Ha = aH ทุก ๆ a ∈ G

2 He = H = He
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ตัวอยาง

ให H = ⟨2̄⟩ โดยที่ H ≤ Z6 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอไปนี้

ตัวอยาง

ให H = ⟨(1 3)⟩ โดยที่ H ≤ S3 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอไปนี้
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โคเซตเปนผลแบงกั้นของกรุป G นั่นคือ

G =
∪
a∈G

Ha และ G =
∪
a∈G

aH

สำหรับกรุป G ที่มีโคเซตขวาที่แตกตางกันทั้งหมด 4 เซตคือ He,Ha,Hb และ Hc อาจแสดง
ตัวอยางการแบงกั้นไดดังรูปตอไปนี้

Ha
He

Hb
Hc

สำหรับ a, b ∈ G ใด ๆ จะไดสมบัติดังตอไปนี้

1 Ha ∩ Hb ̸= ∅ ←→ ab−1 ∈ H ←→ Ha = Hb

2 aH ∩ bH ̸= ∅ ←→ a−1b ∈ H ←→ aH = bH
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Theorem

ให H เปนกรุปยอยของกรุป G โดยที่ a, b ∈ G
สำหรับโคเซตขวา ขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1 ab−1 ∈ H

2 มี h ∈ H ซึ่ง a = hb

3 a ∈ Hb

4 Ha = Hb

สำหรับโคเซตซาย ขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1 a−1b ∈ H

2 มี h ∈ H ซึ่ง b = ah

3 b ∈ aH

4 aH = bH
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ตัวอยาง

ให H = ⟨4̄⟩ โดยที่ H ≤ Z12 จงหาโคเซตทั้งหมดที่เทากับโคเซต 1̄ + H

ตัวอยาง

ให H = ⟨(1 3)⟩ โดยที่ H ≤ S3 จงหาโคเซตทั้งหมดที่เทากับโคเซต (1 2)H

ทฤษฎีบท

ให H เปนกรุปยอยของกรุป G และ a, b ∈ G จะไดวา

มีฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึงจาก aH ไป Hb
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บทแทรก

ให H เปนกรุปยอยของกรุปจำกัด G และ a, b ∈ G จะไดวา

|Ha| = |H| = |bH|

ตัวอยาง

จงหาโคเซตทั้งหมดของ ⟨3̄⟩ ใน Z12

ทฤษฎีบท

ให H เปนกรุปยอยของกรุป G กำหนดให

R(H) = {Ha : a ∈ G} และ L(H) = {aH : a ∈ G}

จะไดวามีฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึงจาก R(H) ไป L(H)
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ทฤษฎีบทลากรานจ (Lagrange's Theorem)

บทนิยาม
ให H เปนกรุปยอยของกรุปจำกัด G แลวจำนวนสมาชิกของ R(H) หรือ L(H) จะเรียกวา ดรรชนี
(index) ของ H ใน G เขียนแทนดวย [G : H]

ทฤษฎีบท

ทฤษฎีบทลากรานจ (Lagrange's Theorem)
ให H เปนกรุปยอยของกรุปจำกัด G แลวจะไดวา |H| หาร |G| ลงตัว และ

[G : H] = |G||H|

บทแทรก

ให G เปนกรุปจำกัดที่มีอันดับเปนจำนวนเฉพาะ แลว

1 G มีกรุปยอยเพียง 2 กรุปเทานั้นคือ {e} และ G

2 G เปนกรุปวัฏจักร

3 สมาชิกทุกตัวที่ไมใชเอกลักษณเปนตัวกอกำเนิดของ G
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บทแทรก

ให a เปนสมาชิกของกรุป G โดยที่ |G| = n จะไดวา an = e

ตัวอยาง

จงหาดรรชนี [G : H] ที่กำหนดใหตอไปนี้โดยใชทฤษฎีบทลากรานจ

1 G = Z12 และ H = ⟨3̄⟩

2 G = Z30 และ H =
⟨
10

⟩
3 G = Z×

20 และ H =
⟨
11

⟩
4 G = Z3 × Z6 และ H = ⟨(0̄, 2̄)⟩

5 G = S3 และ H = ⟨(1 2)⟩

6 G = S7 และ H = ⟨(1 3 4 5 6)⟩
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4.2 นิยามและตัวอยางของกรุปยอยปกติ

บทนิยาม

ให H และ K เปนเซตยอยของ G โดยที่ g ∈ G กำหนดให

gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} และ HK = {hk : h ∈ H และ k ∈ K}

ขอสังเกต
ให H และ K เปนเซตยอยของ G แลว

1 ถา H ⊆ K แลว gHg−1 ⊆ gKg−1 ทุก ๆ g ∈ G

2 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลว gHg−1 = H ทุก ๆ g ∈ G

3 ถา H และ K เปนกรุปยอยของกรุปอาบีเลียน แลว HK = KH
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ตัวอยาง

จงหา gHg−1, HK และ KH ใน Z12 เมื่อกำหนดให

H = {1̄, 4̄, 8̄}, K = {2̄, 3̄} และ g = 7̄

ตัวอยาง

จงหา gHg−1, HK และ KH ใน S3 เมื่อกำหนดให

H = ⟨(2 3)⟩, K = ⟨(1 3)⟩ และ g = (1 2 3)

ขอสังเกต
ให H และ K เปนเซตยอยของ G แลว

1 ถา g ∈ H และ H ≤ G แลว gHg−1 = H

2 HK =
∪
h∈H

hK =
∪
k∈K

Hk
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บทนิยาม
ให N กรุปยอยของกรุป G จะกลาววา N เปน กรุปยอยปกติ (normal subgroup) ของ G เขียน
แทนดวย N E G ก็ตอเมื่อ

gNg−1 = N ทุก ๆ g ∈ G

ขอสังเกต
ให N ≤ G จะไดวา

1 {e} และ G เปนกรุปยอยปกติของ G เสมอ

2 ถา G กรุปอาบีเลียน แลว N E G ทุก N ≤ G

ตัวอยาง
จงตรวจสอบวากรุปยอย ⟨(1 2)⟩ และ ⟨(1 2 3)⟩ เปนกรุปยอยปกติของ S3 หรือไม
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เกณฑการพิจารณากรุปยอยปกติ (Normal Subgroup
Criterion)

ทฤษฎีบท

ให N เปนกรุปยอยของกรุป G แลวขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(1) N E G

(2) gNg−1 = N ทุก ๆ g ∈ G

(3) gN = Ng ทุก ๆ g ∈ G

(4) (Ng)(Nh) = N(gh) ทุก ๆ g, h ∈ G

(5) (gN)(hN) = (gh)N ทุก ๆ g, h ∈ G

(6) gNg−1 ⊆ N ทุก ๆ g ∈ G
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ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป ถา N E G และ K E G แลว N ∩ K E G

ทฤษฎีบท

ให H และ K เปนกรุปยอยของกรุป G จะไดวา

HK ≤ G ก็ตอเมื่อ HK = KH

บทแทรก
ให H และ K เปนกรุปยอยของกรุป G จะไดวา

1 ถา H E G หรือ K E G แลว HK ≤ G

2 ถา K E G แลว H ∩ K E K และ K E HK
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ทฤษฎีบท

ให H และ K เปนกรุปยอยจำกัดของกรุป G แลว

|HK| = |H| · |K||H ∩ K|

ทฤษฎีบท

ให N เปนกรุปยอยของกรุป G จะไดวา

ถา [G : N] = 2 แลว N E G

ตัวอยาง
กรุปยอย ⟨(1 3 2)⟩ เปนกรุปยอยปกติของ S3 หรือไม
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4.3 กรุปผลหาร (quotient group)

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป และ N E G นิยามการดำเนินการทวิภาค ∗ ใน R(N) โดย

(Ng) ∗ (Nh) = (Ng)(Nh) เมื่อ g, h ∈ G

จะไดวา

1 (R(N), ∗) เปนกรุป

2 ถา G เปนกรุปอาบีเลียน แลว (R(N), ∗) เปนกรุปอาบีเลียน

3 ถา G เปนกรุปวัฏจักร แลว (R(N), ∗) เปนกรุปวัฏจักร
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บทนิยาม
ให G เปนกรุป และ N E G แลวกรุป (R(N), ∗) จะเรียกวา กรุปผลหาร (quotient group)
ของ G เขียนแทนดวย G/N

ขอสังเกต
ถา G เปนกรุปจำกัด และ N E G แลว

|G/N| = [G : N] = |G||N|

ตัวอยาง

จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอไปนี้

1 Z/3Z 2 Z/4Z 3 Z/7Z
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ทฤษฎีบท

ให n, r ∈ N โดยที่ 0 ≤ r < n สมมติวา nZ+ r เปนตัวกอกำเนิด Z/nZ
ถา k ∈ N ซึ่ง 1 ≤ k < n จะไดวา

nZ+ kr เปนตัวกอกำเนิดของ Z/nZ ก็ตอเมื่อ gcd(n, k) = 1

ตัวอยาง

จงหาตัวกอกำเนิดทั้งหมดของ Z/6Z

ทฤษฎีบท

ให G เปนกรุป และ N E G และ [G : N] = n จะไดวา

1 an = N สำหรับทุก ๆ a ∈ G/N

2 gn ∈ N สำหรับทุก ๆ g ∈ G
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