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ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 1 / 192
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ทฤษฎจีำนวน Number Theory (ปลายภาค)

บทที่ 5 สมภาค

บทที่ 6 ฟงกชันเลขคณติ

บทที่ 7 สมการไดโอแฟนไทน

บทที่ 8 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 2 / 192
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บทที่ 5 สมภาค

5.1 นยิามและสมบัติ

5.2 สมการสมภาค

5.3 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี

5.4 ระบบสวนตกคางลดทอน
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 3 / 192
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นยิามและสมบัติ

บทนยิาม
ให a, b ∈ Z และ m ∈ Z+ จะกลาววา
a และ b สมภาคกัน (congruent) มอดโุล (modulo) m หรอื
a สมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡ b (mod m) นยิามโดย

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m | (b− a)

a ไมสมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡/ b (mod m)

ขอสังเกต
1 a ≡/ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m - (b− a)

2 a ≡ b (mod 1) และ a ≡ a (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 4 / 192
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลเกีย่วกับการสมภาคตอไปนี้

1 2 ≡ 5 (mod 3) เพราะวา 3 | (5− 3)

2 −3 ≡ 7 (mod 5) เพราะวา 5 | (7− (−3))

3 −15 ≡ −3 (mod 6) เพราะวา 6 | (−3− (−15))

4 5 ≡/ 7 (mod 3) เพราะวา 3 - (7− 5)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 5 / 192
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ทฤษฎบีท

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

a ≡ b (mod m) ก็ตอเม่ือ a และ b มีเศษเหลือจากการหารดวย m เทากัน

บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z และ m ∈ Z+ โดยข้ันตอนวธิกีารหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q1, q2, r1, r2 ซึง่

a = mq1 + r1 เมือ่ 0 ≤ r1 < m
b = mq2 + r2 เมือ่ 0 ≤ r2 < m

จะไดวา b− a = m(q2 − q1) + (r2 − r1) โดยที่ 0 ≤ |r2 − r1| < m
สมมตวิา a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a) จะไดวา m | (r2 − r1) เนือ่งจาก m - (r2 − r1) เมือ่
0 < |r2 − r1| < m ทำใหไดวา |r2 − r1| = 0 นัน่คอื r1 = r2 ในทางกลับกันสมมตวิา r1 = r2 เห็นไดชัดวา
m | (b− a) สรปุไดวา a ≡ b (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 6 / 192
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลสมภาคตอไปนี้

1 123 ≡ 192 (mod 3) เพราะวา 3 หาร 123 และ 192 เหลอืเศษ 0 เทากัน

2 −124 ≡/ 77 (mod 5) เพราะวา 5 หาร -124 เหลอืเศษ 1 แตหาร 77 เหลอืเศษ 2

3 687 ≡ 176 (mod 7) เพราะวา 7 หาร 687 และ 176 เหลอืเศษ 1 เทากัน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 7 / 192
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ทฤษฎบีท

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

1 สมบัติสะทอน (Reflexive law)
a ≡ a (mod m)

2 สมบัติสมมาตร (Symmetric law)
ถา a ≡ b (mod m) แลว b ≡ a (mod m)

3 สมบัติถายทอด (Transitive law)
ถา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) แลว a ≡ c (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 8 / 192
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บทพสิจูน .
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก

1 เนือ่งจาก m | (a− a) ดังน้ัน a ≡ a (mod m)

2 สมมตวิา a ≡ b (mod m) ดังน้ัน m | (b− a) เนือ่งจาก a− b = −(b− a) นัน่คอื m | (a− b) สรปุได
วา b ≡ a (mod m)

3 สมมตวิา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) จะไดวา m | (b− a) และ m | (c− b) เนือ่งจาก
c− a = (b− a) + (c− b) ดังน้ัน m | (c− a) สรปุไดวา a ≡ c (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 9 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทฤษฎบีท
ให a, b, c, d ∈ Z และ m ∈ Z+ ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว

1 a+ c ≡ b+ d (mod m)

2 ac ≡ bd (mod m)

บทพสิจูน .
ให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมตวิา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m)

จะไดวา m | (b− a) และ m | (d− c)
1. เนือ่งจาก (b+ d)− (a+ c) = (b− a) + (d− c) ดังน้ัน m | [(b+ d)− (a+ c)] สรปุไดวา
a+ c ≡ b+ d (mod m)

2. จะไดวา m | (bc− ac) และ m | (bd− bc) เนือ่งจาก ac− bd = (bc− ac) + (bd− bc) ดังน้ัน
m | (bd− ac) สรปุไดวา ac ≡ bd (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 10 / 192
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ทฤษฎบีท

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m) แลว

1 ถา a ≡ b (mod m) แลว a+ c ≡ b+ c (mod m)

2 ถา a ≡ b (mod m) แลว ac ≡ bc (mod m)

บทพสิจูน .
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมติ a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a)
1. เนือ่งจาก (b+ c)− (a+ c) = b− a ดังน้ัน m | [(b+ c)− (a+ c)] สรปุไดวา a+ c ≡ b+ c (mod m)

2. จะไดวา m | (bc− ac) ดังน้ัน ac ≡ bc (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 11 / 192
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ตัวอยาง
ให a, b, c, d, x, y เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จงแสดงวา

ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m)

ทฤษฎบีท

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m, k เปนจำนวนเต็มบวก แลว

ถา a ≡ b (mod m) แลว ak ≡ bk (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 12 / 192
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 41 หาร 220 − 1 ลงตัว

วธิทีำ เนือ่งจาก 25 ≡ −9 (mod 41) และ 81 ≡ −1 (mod 41) จะไดวา

(25)4 ≡ (−9)4 (mod 41)

220 ≡ (81)(81) (mod 41)

≡ (−1)(−1) (mod 41)

≡ 1 (mod 41)

ดังน้ัน 41 | (220 − 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 13 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร

1 8 หาร 310

วธิทีำ เนือ่งจาก 32 ≡ 1 (mod 8) จะไดวา

(32)5 ≡ 14 (mod 8)

310 ≡ 1 (mod 8)

ดังน้ัน 8 หาร 310 เศษเหลอืเทากับ 1

2 51 หาร 310

วธิทีำ เนือ่งจาก 35 ≡ −12 (mod 51) จะไดวา

(35)2 ≡ (−12)2 (mod 51)

310 ≡ 144 (mod 51)

≡ 42 (mod 51)

ดังน้ัน 51 หาร 310 เศษเหลอืเทากับ 42
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 14 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

วธิทีำ เนือ่งจาก 34 ≡ 1 (mod 10) จะไดวา

(34)1000 ≡ 11000 (mod 10)

34000 ≡ 1 (mod 10)

ดังน้ันเลขโดดหลักสดุทายของ 34000 คอื 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 15 / 192
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) เห็นไดชัดวา 41 ≡ 1 + 3(1) (mod 9)

ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ ให k ∈ N สมมตวิา P(k) เปนจรงิ นัน่คอื 4k ≡ 1 + 3k (mod 9) จะไดวา

4k · 4 ≡ 4(1 + 3k) (mod 9)

4k+1 ≡ 4 + 12k (mod 9)

เนือ่งจาก 12 ≡ 3 (mod 9) แลว 12k ≡ 3k (mod 9) ดังน้ัน

4k+1 ≡ 4 + 3k (mod 9)

≡ 1 + 3(k+ 1) (mod 9)

ดังน้ัน P(k+ 1) เปนจรงิ โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา

4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 16 / 192
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

บทพสิจูน .
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมตวิา a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a) นัน่คอืมี
จำนวนเต็ม x ซึง่ b− a = mx หรอื b = a+ mx โดยทฤษฎบีท ?? จะไดวา

gcd(b,m) = gcd(a+ mx,m) = gcd(a,m)

Theorem
ให a, b, n ∈ Z และ m เปนจำนวนเต็มบวก ซึ่ง d = gcd(m, n) จะไดวา

an ≡ bn (mod m) ก็ตอเม่ือ a ≡ b
(
mod m

d
)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 17 / 192
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บทแทรก

ให a, b, p เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา an ≡ bn (mod m) และ gcd(m, n) = 1 แลว a ≡ b (mod m)

2 ถา an ≡ bn (mod p) และ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p - n แลว a ≡ b (mod p)

Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2))

2 ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) และ gcd(m1,m2) = 1 แลว a ≡ b (mod m1m2)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 18 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000

วธิทีำ เนือ่งจาก 32 ≡ 1 (mod 4) และ 320 = (35 · 35)2 ≡ [(−7)(−7)]2 ≡ 1 (mod 25) จะไดวา

34000 = (32)2000 ≡ 12000 ≡ 1 (mod 4)

34000 = (320)200 ≡ 1200 ≡ 1 (mod 25)

∴ 34000 ≡ 1 (mod 100)

ดังน้ันเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000 คอื 01

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 19 / 192
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Theorem

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา a ≡ b (mod mi) i = 1, 2, ..., k แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2, ...,mk))

2 ถา a ≡ b (mod m1) และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุค ู แลว
a ≡ b (mod m1m2 · · ·mk)

Theorem
ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมีจำนวนเต็ม r เพียงตัวเดียวท่ี 0 ≤ r < m เม่ือ m เปนจำนวนเต็มบวก และ

a ≡ r (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 20 / 192
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บทนยิาม
ถา a ≡ b (mod m) จะเรยีก b วาเปนสวนตกคาง (residue) ของ a มอดโุล m เซตของ

{a1, a2, ..., am}

จะเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณ (complete residue system) มอดโุล m ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมี
ai เพียงตัวเดยีวทีท่ำให a ≡ ai (mod m) ช้ันสมมูลของ ai คอื

{a : a ∈ Z, a ≡ ai (mod m)}

จะเรยีกวา ช้ันส วนตกคาง (residue class) ของ ai มอดโุล m

ตัวอยาง
จงหาสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดทีเ่ปนไปได

วธิทีำ ให b เปนสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ดังน้ัน 5 ≡ b (mod 7) สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ b = 5 + 7k ดัง
น้ันสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดคอื 5 + 7k เมือ่ k ∈ Z ตัวอยางเช น b = −9,−2, 5, 12, 19, 26 เปน
สวนตกคางของ 5 มอดโุล 7

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 21 / 192
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบวาจงหาเซตตอไปนี้ ระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5 หรอืไม

1 {−1, 5, 6, 7, 8}

วธิทีำ เนือ่งจาก −1 ≡ 4 (mod 5), 5 ≡ 0 (mod 5), 6 ≡ 1 (mod 5), 7 ≡ 2 (mod 5) และ
8 ≡ 3 (mod 5) ดังน้ัน {−1, 5, 6, 7, 8} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

2 {−11,−3, 18, 16, 22}

วธิทีำ เนือ่งจาก −11 ≡ 4 (mod 5), −3 ≡ 2 (mod 5), 18 ≡ 3 (mod 5), 16 ≡ 1 (mod 5) และ
22 ≡ 2 (mod 5) ดังน้ัน {−11,−3, 18, 16, 22} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

3 {8,−2, 6, 12, 1}

วธิทีำ เนือ่งจาก 8 ≡ −2 (mod 5) ดังน้ัน {8,−2, 6, 12, 1} ไมเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 22 / 192
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บทนยิาม
เราจะเรยีกเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

{0, 1, 2, ...,m− 1}

วาระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเป นคาลบนอยสดุ (least non-negative complete residue system)
มอดโุล m

ตัวอยางเช น {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเปนคาลบนอยสดุ มอดโุล 7

Theorem

{a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบริบรูณ มอดโุล m และ gcd(c,m) = 1

จะไดวา {ca1, ca2, ..., cam} เปนระบบสวนตกคางบริบรูณ มอดโุล m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 23 / 192
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สมการสมภาค
พิจารณาจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองสมการสมภาค

6x ≡ 4 (mod 8)

จะไดวา 6x = 4 + 8k เมือ่ k ∈ Z นัน่คอื

x =
4 + 8k

6
=

2 + 4k
3

มีเขียนคำตอบบางสวน ดังตารางตอไปนี้
k x
-11 -14
-5 -6
1 2
7 10
13 18

k x
-8 -10
-2 -2
4 6
10 14
16 22

สำหรับคำตอบในระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 8 จะไดคำตอบคอื x = 2, 6 ซึง่เรยีกวาคำตอบทีไ่มสมภาค
กันในมอดโุล 8
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก แลว

ax ≡ b (mod m)

เรยีกวา สมการสมภาคเชงิเสน (linear congruence equation) ในหัวขอนี้สนใจคำตอบของสมการทีไ่มสม
ภาคกันในมอดโุล m มีวธิกีารหาผลเฉลยดังทฤษฎบีทตอไปนี้

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 24 / 192
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก และ gcd(a,m) = d จะไดวา

สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีคำตอบ x ∈ Z ก็ตอเม่ือ d | b

ถา d | b จะมีคำตอบอย ู d คำตอบท่ีไมสมภาคกันในมอดโุล m และคำตอบน่ันคือ

x ≡ x0 + tmd (mod m) เม่ือ t = 0, 1, 2, ..., d− 1

โดยท่ี x0 คือคำตอบหน่ึงของสมการ a
d x ≡

b
d

(
mod m

d
)

จากทฤษฎบีท พบวา
1 ถา d - b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) ไมมีคำตอบ
2 ถา d | b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m
3 ถา d = 1 แลวสมการ ax ≡ b (mod m) มีเพียงคำตอบเดยีวทีไ่มสมภาคกัน

ในมอดโุล m หรอืกลาวไดอกีนัยวา ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ ax ≡ b (mod m)

แลว x1 ≡ x2 (mod m)

4 ถา x0 เปนคำตอบหนึง่ของสมการ a
d x ≡ 1

(
mod m

d
)

แลว x1 =
b
d x0 จะเปนคำตอบ

ของสมการ a
d x ≡

b
d

(
mod m

d
)อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 25 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้

1 9x ≡ 21 (mod 30)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(9, 30) = 3 และ 3 | 21 ดังน้ัน 9x ≡ 21 (mod 30) มีคำตอบ หา x0
จากสมการ 3x ≡ 7 (mod 10) จะได x0 = 9 เนือ่งจาก 3(9) ≡ 7 (mod 10)

ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 9 + 10t (mod 30)

โดยที่ t = 0, 1, 2 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 9, 19, 29 (mod 30)

2 14x ≡ 15 (mod 28)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(14, 28) = 7 และ 7 - 15 ดังน้ัน 14x ≡ 15 (mod 28) ไมมีคำตอบ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 26 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสน 6x ≡ 21 (mod 39)

เนือ่งจาก gcd(6, 39) = 3 และ 3 | 21 ดังน้ัน 6x ≡ 21 (mod 39) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
2x ≡ 7 (mod 13) จะได x0 = 10 เนือ่งจาก 2(10) ≡ 7 (mod 13) ดังน้ันคำตอบคอื

x ≡ 10 + 13t (mod 39)

โดยที่ t = 0, 1, 2 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 10, 23, 36 (mod 39)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 27 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสน 39x ≡ 65 (mod 52)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(39, 52) = 13 และ 13 | 65 ดังน้ัน 39x ≡ 65 (mod 52) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
3x ≡ 5 (mod 4) จะได x0 = 3 เนือ่งจาก 3(3) ≡ 5 (mod 4) ดังน้ันคำตอบคอื

x ≡ 3 + 4t (mod 52)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, ..., 12 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51 (mod 52)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 28 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบทีไ่มสมภาคกัน ของสมการสมภาคเชงิเสน 91x ≡ 98 (mod 119)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(91, 119) = 7 และ 7 | 98 ดังน้ัน 91x ≡ 98 (mod 119) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
13x ≡ 14 (mod 17) พิจารณา

13x ≡ 14 (mod 17)

−4x ≡ −3 (mod 17)

4x ≡ 3 (mod 17)

16x ≡ 12 (mod 17)

−x ≡ −5 (mod 17)

x ≡ 5 (mod 17)

จะได x0 = 5 ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 5 + 17t (mod 119)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 5, 22, 39, 56, 73, 90, 107 (mod 119)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 29 / 192
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ตัวอยาง

โรงงานผลติเสื้อยืดแหงหนึง่พบวาเมือ่แบงจำนวนเสื้อยืดคอกลมออกเปน 102 กอง จะเหลอืเสื้อยืดคอกลม
จำนวน 12 ตัว ถาจำนวนเสื้อยืดคอกลมมีจำนวนเปน 36 เทาของเสื้อยืดคอวี พบวาจำนวนเสื้อยืดคอวมีีมากกวา
80 ตัว แตไมเกนิ 100 ตัว จงหาจำนวนเสื้อยืดคอวแีละคอกลม

วธิทีำ ให x แทนจำนวนของเสื้อยืดคอวี ดังน้ันจำนวนเสื้อยืดคอกลมคอื 36x ตัว และสอดคลองสมการ

36x ≡ 12 (mod 102)

เนือ่งจาก gcd(36, 102) = 6 และ 6 | 12 ดังน้ัน 36x ≡ 12 (mod 102) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
6x ≡ 2 (mod 17) พิจารณา

6x ≡ 2 (mod 17)

18x ≡ 6 (mod 17)

x ≡ 6 (mod 17)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 30 / 192
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จะได x0 = 6 ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 6 + 17t (mod 102)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 6, 23, 40, 57, 74, 91 (mod 102)

ดังน้ัน เสื้อยืดคอวมีีจำนวน 91 ตัว และเสื้อยืดคอกลมมีจำนวน 3276 ตัว

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 31 / 192
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ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี

คำถามหนึง่ทีมั่กไดยินบอยคร้ังในเรือ่งการหารคอื มีจำนวนเต็มอะไรเมือ่หารดวย 4 เศษเหลอืเปน 3 และหาร
ดวย 5 เศษเหลอืเปน 4 คำถามนี้คอืจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองระบบสมการสมภาค

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

นัน่คอืตองหา x ทีส่อดคลอง x = 3 + 4t และ x = 4 + 5s เมือ่ t, s ∈ Z เมือ่พิจารณาแลวจะได x = 79 เมือ่
t = 19 และ s = 15 ให z เปนคำตอบของระบบสมการจะไดวา

z ≡ 79 (mod 4) และ z ≡ 79 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ัน z ≡ 79 (mod 20) คำตอบของระบบสมการนี้คอื

79 + 20k, k ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 32 / 192
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พิจารณาระบบสมการสมภาค
nx ≡ 1 (mod m)

mx ≡ 1 (mod n)

ให m, n ∈ N และ gcd(m, n) = 1 ข้ันแรกให x1 และ x2 เปนคำของระบบสมการ nx ≡ 1 (mod m) และ
mx ≡ 1 (mod n) ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม a, b จะไดวา

nx1a ≡ a (mod m)

mx2b ≡ b (mod n)

นัน่คอื x1a และ x2b เปนคำตอบของระบบสมการ

nx ≡ a (mod m)

mx ≡ b (mod n)

ให x0 = nx1a+ mx2b จะไดวา

x0 = nx1a+ mx2b ≡ nx1a+ 0 ≡ a (mod m)

x0 = nx1a+ mx2b ≡ 0 + mx2b ≡ b (mod n)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 33 / 192
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นี้คอืการแสดงวา x0 = nx1a+ mx2b เปนคำตอบของระบบสมการ

x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

Theorem

ให m, n ∈ N และ gcd(m, n) = 1 จะไดวาระบบสมการ

x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล mn กลาวคือ จะมี x0 ∈ Z ซึ่ง
x0 ≡ a (mod m) และ x0 ≡ b (mod n) และถา x1 และ x2 เปนคำตอบของระบบ
แลว x1 ≡ x2 (mod mn)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 34 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 9)

วธิทีำ เห็นไดวา gcd(7, 9) = 1 ให a = 2, b = 5,m = 7, n = 9 พิจารณาระบบสมการ

9x ≡ 1 (mod 7)

7x ≡ 1 (mod 9)

จะไดวา x1 = 4 และ x2 = 4 เปนคำของระบบสมการ 9x ≡ 1 (mod 7) และ 7x ≡ 1 (mod 9)

ตามลำดับ แลว
x0 = nx1a+ mx2b = 9(4)(2) + 7(4)(5) = 212

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 212 ≡ 23 (mod 63) นัน่คอื

23 + 63t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 35 / 192
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ 3 หารดวย 11 เศษเหลอืเทากับ 5

วธิทีำ ให x เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลองระบบสมการ

x ≡ 3 (mod 6)

x ≡ 5 (mod 11)

เห็นไดวา gcd(6, 11) = 1 ให a = 3, b = 5,m = 6, n = 11 พิจารณาระบบสมการ

11x ≡ 1 (mod 6)

6x ≡ 1 (mod 11)

จะไดวา x1 = 5 และ x2 = 2 เปนคำของระบบสมการ 11x ≡ 1 (mod 6) และ 6x ≡ 1 (mod 11) ตามลำดับ
แลว

x0 = nx1a+ mx2b = 11(5)(3) + 6(2)(5) = 225

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 225 ≡ 27 (mod 66) นัน่คอื

27 + 66t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 36 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

2x ≡ 1 (mod 5)

3x ≡ 5 (mod 11)

วธิทีำ พิจารณา
2x ≡ 1 (mod 5)

6x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 5)

และ
3x ≡ 5 (mod 11)

12x ≡ 20 (mod 11)

x ≡ 9 (mod 11)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 37 / 192
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ดังน้ันคำตอบ x จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 9 (mod 11)

เห็นไดวา gcd(5, 11) = 1 ให a = 3, b = 9,m = 5, n = 11 พิจารณาระบบสมการ

11x ≡ 1 (mod 5)

5x ≡ 1 (mod 11)

จะไดวา x1 = 1 และ x2 = 9 เปนคำของระบบสมการ 11x ≡ 1 (mod 5) และ 5x ≡ 1 (mod 11) ตามลำดับ
แลว

x0 = nx1a+ mx2b = 11(1)(3) + 5(9)(9) = 438

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 438 ≡ 53 (mod 55) นัน่คอื

53 + 55t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 38 / 192
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ตอไปจะพิจารณาในระบบสมการทีม่ากกวา 2 สมการ เช นจงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

เมือ่ gcd(m1,m2) = gcd(m1,m3) = gcd(m2,m3) = 1

ให x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3 สำหรับจำนวนเต็ม x1, x2, x3 ใด ๆ จะไดวา

x0 ≡ m2m3x1a1 + 0 + 0 (mod m1)

x0 ≡ 0 + m1m3x2a2 + 0 (mod m2)

x0 ≡ 0 + 0 + m1m2x3a3 (mod m3)

ในการหาคำตอบของระบบสมการขางตนเลอืก x1, x2, x3 ทีส่อดคลองสมการ

m2m3x ≡ a1 (mod m1)

m1m3x ≡ a2 (mod m2)

m1m2x ≡ a3 (mod m3)

ถา x1, x2 เปนคำตอบของระบบสมการ จะไดวา x1 ≡ x2 (mod m1m2m3)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 39 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 7)

วธิทีำ เห็นไดวา gcd(3, 4) = gcd(3, 7) = gcd(4, 7) = 1

ให a1 = 2, a2 = 5, a3 = 4,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

4(7)x = 28x = x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 5x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 1, x2 = 1 และ x3 = 3 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(7)(1)(2) + 3(7)(1)(5) + 3(4)(3)(4)

= 56 + 105 + 144

= 305

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 305 ≡ 53 (mod 84) นัน่คอื

53 + 84t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 40 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (Chinese Remainder Theorem)
ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกซึ่ง gcd(mi,mj) = 1 สำหรับ i ̸= j
จะไดวาระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล m = m1m2m3...mk กลาวคือจะมี x0 ∈ Z ซึ่ง
x0 ≡ ai (mod mi) ทกุ i = 1, 2, ..., k ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ x1 ≡ x2 (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 41 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาค 17x ≡ 9 (mod 276)

วธิทีำ เนือ่งจาก 276 = 3 · 4 · 23 ดังน้ัน x เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลองระบบสมการ
17x ≡ 9 (mod 3) −→ 2x ≡ 0 (mod 3)

17x ≡ 9 (mod 4) −→ x ≡ 1 (mod 4)

17x ≡ 9 (mod 23) −→ 17x ≡ 9 (mod 23)

จะสอดคลองสมการ 17x ≡ 9 (mod 276) พิจารณา

2x ≡ 0 (mod 3)

10x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 0 (mod 0)

และ
17x ≡ 9 (mod 23)

−6x ≡ 9 (mod 23)

24x ≡ −36 (mod 23)

x ≡ 10 (mod 23)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 42 / 192
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ดังน้ันหาคำตอบจากระบบสมการสมภาค
x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 4)

x ≡ 10 (mod 23)

เห็นไดวา gcd(3, 4) = gcd(3, 23) = gcd(3, 23) = 1

ให a1 = 0, a2 = 1, a3 = 10,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 23 พิจารณาระบบสมการ

4(23)x = 92x = 2x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(23)x = 69x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 12x ≡ 1 (mod 23) ... (3)

จะไดวา x1 = 2, x2 = 1 และ x3 = 2 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(23)(2)(0) + 3(23)(1)(1) + 3(4)(2)(10)

= 0 + 69 + 240

= 309

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 309 ≡ 33 (mod 276) นัน่คอื

33 + 276t, t ∈ Z

สรปุไดวาเปนคำตอบของสมการ 17x ≡ 9 (mod 276)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 43 / 192
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Theorem

ให m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2 ∈ Z จะไดระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

มีคำตอบ ก็ตอเม่ือ gcd(m1,m2) | (a1 − a2)
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล m = ℓcm(m1,m2)

ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 11 (mod 16)

x ≡ 5 (mod 20)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(16, 20) = 4 และ 4 - (11− 5) ดังน้ันระบบสมการนี้ ไมมีคำตอบ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 44 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 13 (mod 15)

x ≡ 7 (mod 21)

วธิทีำ จะเห็นวา gcd(15, 21) = 3 และ 3 | (13− 7) ดังน้ันระบบสมการนี้ มีคำตอบ
จาก x ≡ 13 (mod 15) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 13 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 13 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

จาก x ≡ 7 (mod 21) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 7 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 7 (mod 7) −→ x ≡ 0 (mod 7)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 45 / 192
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ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 0 (mod 7)

ให a1 = 1, a2 = 3, a3 = 0,m1 = 3,m2 = 5,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

5(7)x = 35x = 2x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 5) ... (2)

3(5)x = 15x = x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 2, x2 = 1 และ x3 = 1 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 5(7)(2)(1) + 3(7)(1)(3) + 3(5)(1)(0)

= 70 + 63 + 0

= 133

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 133 ≡ 28 (mod 105) นัน่คอื

28 + 105t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 46 / 192
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Theorem

ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2, ..., ak ∈ Z

จะไดวาระบบสมการสมภาค
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบ ก็ตอเม่ือ gcd(mi,mj) | (ai − aj) สำหรับทกุ i, j ∈ {1, 2, ..., k}
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล ℓcm(m1,m2, ...,mk)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 47 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 17 (mod 21)

x ≡ 3 (mod 28)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(6, 21) = 3 ซึง่ 3 | (17 − 5), gcd(6, 28) = 2 ซึง่ 2 | (5 − 3)

และ gcd(21, 28) = 7 ซึง่ 7 | (17 − 3) ดังน้ันระบบสมการนี้ มีคำตอบ
จาก x ≡ 5 (mod 6) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 5 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 5 (mod 3) −→ x ≡ 2 (mod 3)

จาก x ≡ 17 (mod 21) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 17 (mod 3) −→ x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 17 (mod 7) −→ x ≡ 3 (mod 7)

จาก x ≡ 3 (mod 28) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 3 (mod 7)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 48 / 192
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เนือ่งจากคำของสมการ x ≡ 3 (mod 4) จะเปนคำตอบของสมการ x ≡ 1 (mod 2) ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้ จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 3 (mod 7)

ให a1 = 2, a2 = 3, a3 = 3,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

4(7)x = 28x = x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 5x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 1, x2 = 1 และ x3 = 3 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(7)(1)(2) + 3(7)(1)(3) + 3(4)(3)(3)

= 56 + 63 + 108

= 227

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 227 ≡ 59 (mod 84) นัน่คอื

59 + 84t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 49 / 192
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ระบบสวนตกคางลดทอน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 50 / 192
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บทนยิาม
ระบบสวนตกคางลดทอน (reduced residue system) มอดโุล m คอืเซตของจำนวนเต็มในระบบสวนตกคาง
บรบูิรณทีเ่ปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ m

(ก) ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่ดจากระบบสวนตกคางบรบูิรณ {0, 1, 2, ...,m− 1} คอื

{k : 0 ≤ k < m และ gcd(k,m) = 1}

เรยีกวา ระบบสวนตกคางลดทอนทีไ่มเป นลบคานอยสดุ (least non-negative reduced residue
system) มอดโุล m

(ข) ϕ(m) แทนจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 51 / 192
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ขอสังเกต
จากนยิามขางตนจะไดวา

1 เซตของจำนวนเต็ม ri เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ก็ตอเมือ่

(1) gcd(ri,m) = 1 ทกุ ๆ ri
(2) ถา i ̸= j แลว ri ≡/ rj (mod m)

(3) ถา x ∈ Z ที่ gcd(x,m) = 1 แลวมี ri ที่ x ≡ ri (mod m)

2 ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทกุระบบมีจำนวนสมาชกิเทากัน

3 ϕ(p) = p− 1 เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 52 / 192
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ตัวอยาง
จงยกตัวอยางระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล 5 และ 8 มาอยางนอย 2 ระบบ

วธิทีำ แสดงไดดังตารางตอไปนี้

มอดโุล m ระบบสวนตกคางบรบูิรณ ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
5 {0, 1, 2, 3, 4} {1, 2, 3, 4}

{8,−1, 11,−15, 7} {8,−1, 11, 7}

8 {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} {1, 3, 5, 7}

{8,−1, 14, 5, 12,−5, 10, 1} {−1, 5,−5, 1}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 53 / 192
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Theorem

ถา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึ่งทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และ
ทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/ aj (mod m) แลว {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

บทพสิจูน .

สมมตวิา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึง่ทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/
aj (mod m) ให ri เปนเศษเหลอืจากการหาร ai ดวย m ดังน้ัน ai ≡ ri (mod m) และ gcd(ri,m) = 1 แสดงวา

{r1, r2, ..., rϕ(m)} ⊆ {0, 1, 2, ...,m− 1}

และมีสมาชกิ ϕ(m) ตัว ดังน้ัน {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่มเปนลบคานอย
สดุ ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ gcd(a,m) = 1 และให r เปนเศษเหลอืจากการหาร a ดวย m ทำใหไดวา
a ≡ r (mod m) และ gcd(r,m) = 1 ดังน้ันจะมี i ซึง่ r = ii นัน่คอื

a ≡ r = r ≡ ai (mod m)

สรปุไดวา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 54 / 192
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Theorem

ให gcd(a,m) = 1 และ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m จะไดวา

{ar1, ar2, ..., arϕ(m)}

เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

บทพสิจูน .

ให gcd(a,m) = 1 สมมติ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m เนือ่งจาก
gcd(a,m) = 1 และ gcd(ri,m) = 1 จะได gcd(ari,m) = 1 โดยทฤษฎบีท 12 เพียงพอทีจ่ะแสดงวาแตละคูไม
สมภาคกัน สมมตวิา ari ≡ arj (mod m) เนือ่งจาก gcd(a,m) = 1 จะได ri ≡ rj (mod m) ฉะน้ัน ri = rj

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 55 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทของออยเลอร (Euler's Theorem)
ถา a ∈ Z และ m ∈ N ซึ่ง gcd(a,m) = 1 แลว

aϕ(m) ≡ 1 (mod m)

บทพสิจูน .

ให a ∈ Z และ m ∈ N ซึง่ gcd(a,m) = 1 ให {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m จะได
วา {ar1, ar2, ..., arϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ดังน้ัน

ar1 · ar2 · ... · arϕ(m) ≡ r1r2...rϕ(m) (mod m)

aϕ(m)r1r2 · · · rϕ(m) ≡ r1r2...rϕ(m) (mod m)

เนือ่งจาก gcd(m, ri) = 1 ทกุ ๆ i จะไดวา gcd(r1r2...rϕ(m),m) = 1 สรปุไดวา aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 56 / 192
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ตัวอยาง
100 หาร 3256 มีเศษเหลอืเทาใด

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(100, 3) = 1 และ ϕ(100) = 40 โดยทฤษฎบีทของออยเลอรจะได

340 ≡ 1 (mod 100)

3240 = (340)6 ≡ 16 (mod 100)

3240 ≡ 1 (mod 100)

เนือ่งจาก 34 = 81 ≡ −19 (mod 100) ดังน้ัน

(34)4 ≡ (−19)4 (mod 100)

316 ≡ (−19)2(−19)2 (mod 100)

≡ (361)(361) (mod 100)

≡ (61)(61) (mod 100)

≡ 3721 (mod 100)

≡ 21 (mod 100)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 57 / 192
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ทำใหไดวา
3240 · 316 ≡ 1 · 21 (mod 100)

3256 · 316 ≡ 21 (mod 100)

สรปุไดวา 100 หาร 3256 เศษเหลอืเทากับ 21

ตัวอยาง
จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(1000, 7) = 1 และ ϕ(1000) = 400 โดยทฤษฎบีทของออยเลอรจะได

7400 ≡ 1 (mod 1000)

(7400)25 ≡ 125 (mod 1000)

710000 ≡ 1 (mod 1000)

สรปุไดวา เลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000 คอื 001

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 58 / 192
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บทแทรก

ทฤษฎบีทของแฟรมาต (Fermat's Little Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z โดยที่ p - a แลว

ap−1 ≡ 1 (mod p)

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17

วธิทีำ เนือ่งจาก 17 เปนจำนวนเฉพาะซึง่ 17 - 3 โดยทฤษฎบีทของแฟรมาตจะได

317−1 = 316 ≡ 1 (mod 17)

3992 = (316)62 ≡ 162 = 1 (mod 17)

31000 = 3992 · 38 ≡ 1 · 38 (mod 17)

≡ 34 · 34 (mod 17)

≡ (81)(81) (mod 17)

≡ (−4)(−4) (mod 17)

≡ 16 (mod 17)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17 คอื 16
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 59 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทของวลิสัน (Wilson's Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 60 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17

วธิทีำ เนือ่งจาก 17 เปนจำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎบีทของวลิสันจะไดวา 16! ≡ −1 (mod 17) ดังน้ัน

16 · 15! ≡ −1 (mod 17)

(−1) · 15! ≡ −1 (mod 17)

15! ≡ 1 (mod 17)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17 คอื 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 61 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26)! ดวย 29

วธิทีำ เนือ่งจาก 29 เปนจำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎบีทของวลิสันจะไดวา 28! ≡ −1 (mod 29) ดังน้ัน

28 · 27 · 26! ≡ −1 (mod 29)

(−1)(−2) · 26! ≡ −1 (mod 29)

2(26!) ≡ 1 (mod 29)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26!) ดวย 29 คอื −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 62 / 192
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บทที่ 6 ฟงกชันเลขคณติ

6.1 ฟงกชันเชงิการคณู
6.2 ฟงกชันเทา
6.3 ฟงกชันซกิมา
6.4 ฟงกชันออยเลอร-ฟ 

6.5 ฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุ
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 63 / 192
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ฟงกชันเลขคณติ
บทนยิาม
ฟงกชันทีมี่โดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอน เรยีกวา ฟงกชัน
เลขคณติ

ตัวอยางฟงกชันเลขคณติ

1 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2 f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i

3 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = จำนวนตัวประกอบทีเ่ปนจำนวนเฉพาะของ n

ตัวอยางฟงกชันทีไ่มเปนฟงกชันเลขคณติ

1 f : C → R กำหนดโดย f(x) = |x|

2 f : Z → R กำหนดโดย f(n) = n2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 64 / 192
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ตัวอยาง

ให λ : N → Z กำหนดโดย

λ(n) =

1 เมือ่ n = 1

(−1)α1+α2+···+αk เมือ่ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k (รปูแบบบัญญัต)ิ

เรยีกวา ฟงกชันลอีวูลิล (Liouville's λ-function) จงหา λ(2), λ(6) และ λ(12)

1 λ(2) = (−1)1 = −1

2 λ(6) = λ(2 · 3) = (−1)1+1 = 1

3 λ(12) = λ(22 · 3) = (−1)2+1 = −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 65 / 192
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ตัวอยาง
ให Λ : N → R กำหนดโดย

Λ(n) =

log p ถา n = pa เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N

0 ถา n เปนอยางอืน่

เรยีกวา ฟงกชันมานเกอลท (Mangoldt's function) จงหา Λ(2),Λ(6) และ Λ(9)

1 Λ(2) = log 2

2 Λ(6) = Λ(2 · 3) = 0

3 Λ(9) = Λ(32) = log 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 66 / 192
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ตัวอยาง
ให µ : N → Z กำหนดโดย

µ(n) =


1 ถา n = 1

0 ถามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p2 | n
(−1)k ถา n = p1p2 · · · pk เมือ่ pi เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน

เรยีกวา ฟงกชันเมอบิอสุ (Mobius function) จงหา µ(2), µ(6), µ(9) และ µ(105)

1 µ(2) = (−1)1 = −1

2 µ(6) = µ(2 · 3) = (−1)2 = 1

3 µ(9) = µ(32) = 0

4 µ(105) = µ(3 · 5 · 7) = (−1)3 = −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 67 / 192
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ฟงกชันเชงิการคณู

บทนยิาม
ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณู (multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m, n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ (completely multiplicative function) ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 68 / 192
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ตัวอยาง

จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการคณู และ/หรอื ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

1 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา
f(mn) = 0 = 0 · 0 = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

2 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n
วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา

f(mn) = mn = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

3 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n2
วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา

f(mn) = (mn)2 = m2n2 = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

4 f : N → C กำหนดโดย f(n) = n + i
วธิทีำ เลอืก m = 2 และ n = 3 ซึง่ gcd(m, n) = 1 และ

f(2 · 3) = f(6) = 6 + i ̸= 5 + 5i = (2 + i)(3 + i) = f(2)f(3)

ดังน้ัน f ไมเปนฟงกชันเชงิการคณูอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 69 / 192
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Theorem

ให f เปนฟงก ชันเลขคณิต โดยท่ี f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

f เปนฟงก ชันเชงิการคณู ก็ตอเม่ือ f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(pα1

1 )f(pα2
2 )...f(pαk

k )

Theorem

ให f เปนฟงก ชันเลขคณิต โดยท่ี f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ จะไดวา f เปน

ฟงก ชันเชงิการคณูแบบบริบรูณ ก็ตอเม่ือ

f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(p1)α1 f(p2)α2 ...f(pk)αk

บทแทรก
ให f เปนฟงกชันเชงิการคณู โดยที่ f(1) = 1 และ n ∈ N จะไดวา f เปนฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่

f(pm) = (f(p))m เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p | n และ m ∈ N

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 70 / 192
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ตอไปจะกลาวถงึสัญลักษณแทนการบวกของฟงกชันเลขคณติ f คอื∑
d|n

f(d) หมายถงึ ผลบวกของ f(d) เมือ่ d เปนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

ตัวอยางเช น
∑
d|3

f(d) = f(1) + f(3) และ
∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) เปนตน

ตัวอยาง
ใหฟงกชันเลขคณติ f(n) = n2 จงหาของ

∑
d|4

f(d),
∑
d|6

f(d) และ
∑
d|12

f(d)

วธิทีำ ∑
d|4

f(d) = f(1) + f(2) + f(4) = 12 + 22 + 42 = 21

∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) = 12 + 22 + 32 + 62 = 50

∑
d|12

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12)

= 12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 71 / 192
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สัญลักษณแทนการคณูของฟงกชันเลขคณติ f คอื

k∏
i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) · · · f(k)

ตัวอยางเช น
3∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) และ
5∏

n=1

n = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 5! เปนตน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 72 / 192
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ฟงกชันเทา
บทนยิาม
ให n ∈ N กำหนดให

τ(n) = จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันเทา (tau function)

ขอสังเกต
ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 τ เปนฟงกชันเลขคณติ

2 τ(1) = 1

3 τ(n) =
∑
d|n

1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 73 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 τ(12)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1, 2, 3, 4, 6, 12 เปนตัวหารของ 12 ดังน้ัน τ(12) = 6

2 τ(23)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1, 23 เปนตัวหารของ 23 ดังน้ัน τ(23) = 2

3 τ(308)

วธิทีำ เนือ่งจาก 308 = 22 · 7 · 11 นัน่คอื 1, 2, 4, 7, 11, 14, 22, 28, 44, 77, 154, 308 เปนตัวหารของ
308 ดังน้ัน τ(308) = 12

4 τ(625)

เนือ่งจาก 625 = 52 = 4 นัน่คอื 1, 5, 25, 125, 625 เปนตัวหารของ 625 ดังน้ัน τ(625) = 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 74 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ a ∈ N แลว

1 τ(p) = 2

2 τ(pa) = a+ 1

Theorem

ให n ∈ N และ n > 1 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

τ(n) =
k∏

i=1

(αi + 1) = (a1 + 1)(a2 + 2) · · · (ak + 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 75 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 τ(500)

วธิทีำ τ(500) = τ(22 · 53) = (2 + 1)(3 + 1) = 12

2 τ(720)

วธิทีำ τ(720) = τ(24 · 32 · 5) = (4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 30

3 τ(1000)

วธิทีำ τ(1000) = τ(23 · 53) = (3 + 1)(3 + 1) = 16

4 τ(8820)

วธิทีำ τ(8820) = τ(22 · 32 · 5 · 72) = (2 + 1)(2 + 1)(1 + 1)(2 + 1) = 54

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 76 / 192
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Theorem
ฟงก ชันเทาเปนฟงก ชันเชงิการคณู

ตัวอยาง
ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ τ(n)

วธิทีำ เห็นไดชัดวา gcd(2k − 1, 2k−1) = 1 เนือ่งจาก τ เปนฟงกชันเชงิการคณู และ 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ
จะไดวา

τ(n) = τ(2k−1 · (2k − 1))

= τ(2k−1)τ(2k − 1)

= (k− 1 + 1)(2) = 2k

ดังน้ัน τ(n) = 2k

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 77 / 192
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ฟงกชันซกิมา

บทนยิาม
ให n, k ∈ N กำหนดให

σ(n) = ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันซกิมา (sigma function) และนยิาม

σk(n) = ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 78 / 192
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ขอสังเกต
ให n, k ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 σ และ σk เปนฟงกชันเลขคณติ ทกุ ๆ k ∈ N

2 σ = σ1

3 σ(1) = 1 และ σk(1) = 1

4 σ(n) =
∑
d|n

d และ σk(n) =
∑
d|n

dk

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 79 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(6) และ σ2(6)

วธิทีำ σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 และ σ2(6) = 12 + 22 + 32 + 62 = 50

2 σ(7) และ σ3(7)

วธิทีำ σ(7) = 1 + 7 = 8 และ σ3(7) = 13 + 73 = 344

3 σ(81) และ σ2(81)

วธิทีำ σ(81) = σ(34) = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 = 121 และ
σ2(81) = σ2(34) = 12 + 32 + 92 + 272 + 812 = 7381

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 80 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว

σ(p) = 1 + p และ σk(p) = 1 + pk

Theorem

ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว

σ(pa) = pa+1 − 1

p− 1
และ σk(pa) = (pk)a+1 − 1

pk − 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 81 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(16)

วธิทีำ σ(16) = σ(24) =
25 − 1

2− 1
= 31

2 σ2(343)

วธิทีำ σ2(343) = σ2(7
3) =

(72)4 − 1

72 − 1
= 120100

3 σ(729)

วธิทีำ σ(729) = σ(36) =
37 − 1

3− 1
= 1093

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 82 / 192
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Lemma

ให n1, n2 เปนจำนวนเต็มซึ่ง gcd(n1, n2) = 1 จะไดวาทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก d ซึ่ง d | n1n2 ก็ตอเม่ือ มี
จำนวนเต็มบวก d1 และ d2 ท่ี d = d1d2 และ d1 | n1, d2 | n2 นอกจากน้ี ถา d1 | n1, d2 | n2 และ d′1 | n1,
d′2 | n2 โดยท่ี d1d2 = d′1d′2 แลว d1 = d′1 และ d2 = d′2

Theorem
ฟงก ชันซกิมาเปนฟงก ชันเชงิการคณู

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 83 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(600)

วธิทีำ σ(600) = σ(23 · 3 · 52) = σ(23)σ(3)σ(52) =
24 − 1

2− 1
(1 + 3)

53 − 1

5− 1
= 1860

2 σ2(200)

วธิทีำ σ2(200) = σ2(2
3 · 52) = σ2(2

3)σ2(5
2) =

(22)4 − 1

22 − 1
·
(52)3 − 1

52 − 1
= 55355

3 σ(3250)

วธิทีำ σ(3250) = σ(2 · 53 · 13) = σ(2)σ(53)σ(13) = (1 + 2)
54 − 1

5− 1
(1 + 13) = 6552

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 84 / 192
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Theorem
ถา n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k รปูแบบบัญญัติ แลว

σ(n) =
k∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
และ σk(n) =

k∏
i=1

(pki )αi+1 − 1

pki − 1

ตัวอยาง

ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ σ(n)

วธิทีำ เนือ่งจาก 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ gcd(2k−1, 2k − 1) = 1 ดังน้ัน

σ(n) = σ(2k−1(2k − 1)) = σ(2k−1)σ(2k − 1)

=
2k − 1

2− 1
· (1 + 2k + 1)

= (2k − 1)(2k)

= 2 · 2k−1(2k − 1) = 2n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 85 / 192
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บทนยิาม
เรยีกจำนวนนับ n วา จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถา σ(n) = 2n

จากตัวอยางทีผ่านมาทำใหไดตัวอยางจำนวนสมบูรณดังตาราง

k 2k − 1 จำนวนสมบูรณ n = 2k−1(2k − 1)

2 3 6
3 7 28
5 31 496
7 127 8,128
13 8191 335,500,336
17 131071 8,589,869,056

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 86 / 192
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ฟงกชันออยเลอร-ฟ 

บทนยิาม
ให n ∈ N นยิาม

ϕ(n) = จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรยีกวา ฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) หรอื ฟงกชันฟ  (phi function)

ขอสังเกต
ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 ϕ เปนฟงกชันเลขคณติ

2 ϕ(1) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 87 / 192
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ตอไปแสดงตัวอยาง ϕ(n) เมือ่ 2 ≤ n ≤ 10

n จำนวนเต็มบวก k ≤ n ซึง่ gcd(k, n) = 1 ϕ(n)
2 1 1
3 1,2 2
4 1,3 2
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2
7 1,2,3,4,5,6 6
8 1,3,5,7 4
9 1,2,4,5,7,8 6
10 1,3,7,9 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 88 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(15)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 15 ซึง่ gcd(k, 15) = 1 คอื 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 ดังน้ัน ϕ(15) = 8

2 ϕ(17)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 17 ซึง่ gcd(k, 17) = 1 คอื 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,
16 ดังน้ัน ϕ(17) = 16

3 ϕ(25)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 25 ซึง่ gcd(k, 25) = 1 คอื 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17,
18, 19, 21, 22, 23, 24 ดังน้ัน ϕ(25) = 20

4 ϕ(36)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 36 ซึง่ gcd(k, 36) = 1 คอื 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35 ดัง
น้ัน ϕ(36) = 12

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 89 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว ϕ(p) = p− 1

ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(37)

วธิทีำ เนือ่งจาก 37 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(37) = 37− 1 = 36

2 ϕ(101)

วธิทีำ เนือ่งจาก 101 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(101) = 101− 1 = 100

3 ϕ(1277)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1277 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(1277) = 1277− 1 = 1276

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 90 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ ϕ(625)

วธิทีำ เนือ่งจาก 625 = 54 พิจารณา

1 2 3 4 5

6 7 8 9 2(5)

11 12 13 14 3(5)

...
621 622 623 624 125(5) = 53(5) = 625

นัน่คอืจำนวนเเต็มที ่ 5 หารลงตัวอยูแนวต้ังสดุทาย มีจำนวนท้ังหมดเทากับ 125 = 53 ตัว ดังน้ันจำนวนเต็ม k
ซึง่ gcd(k, 625) = 1 เทากับ 54 − 53 สรปุไดวา ϕ(625) = ϕ(54) = 54 − 53 = 500

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 91 / 192
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Theorem

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว ϕ(pa) = pa − pa−1

1 ϕ(97)

วธิทีำ ϕ(97) = 971 − 970 = 96

2 ϕ(64)

วธิทีำ ϕ(64) = ϕ(26) = 26 − 25 = 32

3 ϕ(343)

วธิทีำ ϕ(343) = ϕ(73) = 73 − 72 = 294

4 ϕ(625)

วธิทีำ ϕ(625) = ϕ(54) = 54 − 53 = 500

5 ϕ(729)

วธิทีำ ϕ(729) = ϕ(36) = 36 − 35 = 486

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 92 / 192
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Theorem

ฟงก ชันฟ ออยเลอร เปนฟงก ชันเชงิการคณู

บทแทรก
ให m1,m2, ...,mk ∈ N และ gcd(mi,mj) = 1 ทกุ ๆ i ̸= j แลว

ϕ(m1,m2...mk) = ϕ(m1)ϕ(m2)...ϕ(mk)
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(72)

วธิทีำ ϕ(72) = ϕ(23 · 32) = ϕ(23)ϕ(32) = (23 − 22)(32 − 31) = 4(6) = 24

2 ϕ(500)

วธิทีำ ϕ(500) = ϕ(22 · 53) = ϕ(22)ϕ(53) = (22 − 21)(53 − 52) = 2(100) = 200

3 ϕ(1000)

วธิทีำ ϕ(1000) = ϕ(23 · 53) = ϕ(23)ϕ(53) = (23 − 22)(53 − 52) = 4(100) = 400
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บทแทรก
ถา n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k เปนการเขียน n ในรปูแบบบัญญัติ แลว

ϕ(n) = n
k∏

i=1

(
1−

1

pi

)

1 ϕ(225)

วธิทีำ เนือ่งจาก 225 = 32 · 52 ดังน้ัน

ϕ(225) = 225

(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 120

2 ϕ(360)

วธิทีำ เนือ่งจาก 360 = 23 · 32 · 5 ดังน้ัน

ϕ(360) = 360

(
1−

1

2

)(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 96

3 ϕ(900)

วธิทีำ เนือ่งจาก 900 = 22 · 32 · 52 ดังน้ัน

ϕ(900) = 900

(
1−

1

2

)(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 240
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

∑
d|n

ϕ(d) เมือ่

1 n = 12

ตัวประกอบ (d) ของ 12 1 2 3 4 6 12
ϕ(d) 1 1 2 2 2 4

ดังน้ัน
∑
d|12

ϕ(d) = 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12

2 n = 20

ตัวประกอบ (d) ของ 20 1 2 4 5 10 20
ϕ(d) 1 1 2 4 4 8

ดังน้ัน
∑
d|20

ϕ(d) = 1 + 1 + 2 + 4 + 4 + 8 = 20
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Theorem
ให n ∈ N แลว ∑

d|n
ϕ(d) = n
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ฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุ

บทนยิาม
สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

เรยีก [x] วา ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ (the greatest integer function)

ตัวอยางเช น [1.5] = 1, [−2.14] = −3, [√3] = 1, [ 15
7
] = 2 และ [3] = 3

ขอสังเกต
สำหรับจำนวนจรงิ x จะไดวา

1 [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2 0 ≤ x− [x] ≤ 1
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โดยสมบัตจิำนวนจรงิทีว่า ทกุจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะมีจำนวนเต็ม n ที่ n ≤ x < n + 1 ทำใหได

x = n + (x − n) โดยที่ 0 ≤ x − n < 1

นัน่คอื x = n + k เมือ่ k เปนจำนวนจรงิที ่ 0 ≤ k < 1 ซึง่ในกรณนีี้ [x] = k นัน่เอง

Theorem

สำหรับจำนวนจริง x ใด ๆ จะไดวา

1 ถา x ≥ 0 แลว [x] =
∑

1≤i≤x
1

2 [x] + [−x] =

0 ถา x ∈ Z

−1 ถา x /∈ Z

3 [x + m] = [x] + m เม่ือ m เปนจำนวนเต็ม

4
[ x
m
]
=

[
[x]
m

]
เม่ือ m เปนจำนวนเต็มบวก

5 −[−x] คือจำนวนเต็มคานอยสดุท่ีมากกวาหรือเทากับ x

6 ถา n และ m เปนจำนวนเต็มบวก จำนวนของจำนวนเต็มจากเซตของ {1, 2, ..., n} ท่ีหาร n ลงตัวดวย m คือ
[ n
m
]
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สำหรับจำนวนเต็ม a และ b โดยข้ันตอนการหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ b = aq+ r เมือ่ 0 ≤ r < a
ทำใหไดวา

b
a = q+

r
a โดยที่ 0 ≤

r
a < 1

นัน่คอื

q =

[ b
a
]

และ r = b− aq = b− a
[ b
a
]

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248

วธิทีำ ให b = −934 และ a = 248 แลว q =

[
−934

248

]
= [−3.67] = −4 ดังน้ัน

r = b− aq = −934− 248(−4) = 58

ดังน้ันเศษทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248 เทากับ 58
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ตอไปจะใชฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุช วยในการเขียนรปูแบบบัญญัตขิองจำนวนทีอ่ยูในรปูแฟคทอเรยีล
กำหนดให A = {1, 2, 3, ..., n} และ a ∈ N ให

Xa = {x ∈ A : a หาร x ลงตัว }

แลวจะไดวา |Xa| =
[ n
a
]
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 2k หาร 100! ลงตัว นัน่คอื 100! เขียนรปูแบบ

บัญญัตคิอื
100! = 2k · 3a1 · 5a2 · 7a3 · · · 97

พิจารณา 100! = 1 · 2 · 3 · 4 · · · 97 · 98 · 99 · 100 พบวาถา A = {1, 2, 3, ..., 100} จะไดวา

X21 = {x ∈ A : 21 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X21 | =

[
100

21

]
= 50

X22 = {x ∈ A : 22 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X22 | =

[
100

22

]
= 25

X23 = {x ∈ A : 23 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X23 | =

[
100

23

]
= 12

X24 = {x ∈ A : 24 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X24 | =

[
100

24

]
= 6
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X25 = {x ∈ A : 25 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X25 | =

[
100

25

]
= 3

X26 = {x ∈ A : 26 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X26 | =

[
100

26

]
= 1

ดังน้ัน k = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 นัน่คอื

k =
6∑

i=1

|X2i | =
6∑

i=1

[
100

2i

]

จะใชสัญลักษณ ep(n) แทน
∞∑
i=1

[ n
pi
]
ในตัวอยางนี้คอื k = e2(100) จากการสังเกตนี้ทำใหไดทฤษฎบีทตอไปนี้

Theorem

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวากำลังสงูสดุของ p
ท่ีหาร n! ลงตัวคือ

ep(n) =
∞∑
i=1

[ n
pi
]
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 3k หาร 500! ลงตัว
วธิทีำ โดยทฤษฎบีท 31 จะไดวา k = e3(500) ดังน้ัน

k = e3(500) =
∞∑
i=1

[
500

3i

]

=

[
500

3

]
+

[
500

32

]
+

[
500

33

]
+

[
500

34

]
+

[
500

35

]
+

[
500

36

]
= 166 + 55 + 18 + 6 + 2

= 247
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 18k หาร 100! ลงตัว
วธิทีำ เนือ่งจาก 18 = 2 · 32 พิจารณากำลังสงูสดุของจำนวนเฉพาะ 2 และ 3 ไดดังนี้

e2(100) =
∞∑
i=1

[
100

2i

]
=

[
100

2

]
+

[
100

22

]
+

[
100

23

]
+

[
100

24

]
+

[
100

25

]
+

[
100

26

]
= 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97

e3(100) =
∞∑
i=1

[
100

3i

]
=

[
100

3

]
+

[
100

32

]
+

[
100

33

]
+

[
100

34

]
= 33 + 11 + 3 + 1 = 48

ดังน้ันรปูแบบบัญญัตขิอง 100! คอื 100! = 297 · 348 · 5m · 7d · · · 97 เนือ่งจาก

297 · 348 = 273 · 224 · (32)24 = 273(2 · 32)24 = 273(18)24

ดังน้ัน k = 24
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000!

วธิทีำ จำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000! คอืกำลังสงูสดุของ 10 ทีห่าร 1000! ลงตัว เนือ่งจาก
10 = 2 · 5 นัน่คอืคาตำ่สดุของ e2(1000) และ e5(1000) เนือ่งจาก e5(1000) < e2(1000) ดังน้ันกำลังสงูสดุ
ของ 10 ทีห่าร 1000! ลงตัวเทากับ e5(1000) หาไดจาก

e5(1000) =
∞∑
i=1

[
1000

5i

]
=

[
1000

5

]
+

[
1000

52

]
+

[
1000

53

]
+

[
1000

54

]
= 200 + 40 + 8 + 1

= 249

ดังน้ัน จำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000! เทากับ 249 จำนวน
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บทที่ 7 สมการไดโอแฟนไทน

7.1 สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่

7.2 สมการพีทาโกรัส

7.3 สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง
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สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่

ในหัวขอนี้ เราสนใจหาเงือ่นไขทีเ่พียงพอทีจ่ะแสดงวาสมการ

ax+ by = c เมือ่ a, b, c ∈ Z

ถา a = 0 หรอื b = 0 สามารถหาคำตอบไดโดยงาย เช น ax = c สมการนี้ มีคำตอบก็ตอเมือ่ a | c และคำตอบ
คอื x =

c
a ทำใหสนใจกรณทีี ่ a ̸= 0 และ b ̸= 0

Theorem

ให a, b, c ∈ Z ซึ่ง a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

สมการ ax+ by = c มีคำตอบ x, y ∈ Z ก็ตอเม่ือ gcd(a, b) | c
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บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 กำหนดให gcd(a, b) = d สมมตวิา x0, y0 ∈ Z เปนคำตอบของสมการ
ax+ by = c ดังน้ัน ax0 + by0 = c เนือ่งจาก d | a และ d | b ดังน้ัน d | (ax0 + by0) นัน่คอื d | c ในทางกลับ
กัน สมมตวิา d | c ดังน้ัน c = dk สำหรับบางจำนวนเต็ม k เนือ่งจาก gcd(a, b) = d จะไดวามีจำนวนเต็ม
x1, y1 ซึง่ d = ax1 + by1 นัน่คอื

c = dk = a(kx1) + b(ky1)

ดังน้ัน kx1, ky1 เปนคำตอบของสมการ ax+ by = c

จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม

1 2x+ 3y = 5

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(2, 3) = 1 และ 1 | 5 ดังน้ัน 2x+ 3y = 5 มีคำตอบ

2 42x+ 21y = 15

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(42, 21) = 7 และ 7 - 15 ดังน้ัน 42x+ 21y = 15 ไมมีคำตอบ

3 50x+ 15y = 20

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(50, 15) = 5 และ 5 | 20 ดังน้ัน 50x+ 15y = 20 มีคำตอบ
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Theorem

ให a, b, c ∈ Z ซึ่ง a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถาสมการ ax+ by = c มีคำตอบเปน x = x0 และ y = y0 เรียกคำตอบ
น้ีวาคำตอบเฉพาะราย (particular solution) และ d = gcd(a, b) แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการ
ax+ by = c เขียนในรปู

x = x0 +
b
d t, y = y0 −

a
d t เม่ือ t ∈ Z
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 4x+ 5y = 13

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ันสมการ 4x+ 5y = 13 มีคำตอบ ตอไปจะหาคำตอบเฉพาะรายโดยใชข้ัน
ตอนวธิแีบบยุคลดิ

5 = 5(1) + 4(0) 5 1 0 R1
4 = 5(0) + 4(1) 4 0 1 R2
1 = 5(1) + 4(−1) 1 1 −1 R3 = R1 − R2

ดังน้ัน 5(1) + 4(−1) = 1 นัน่คอื 4(−13) + 5(13) = 13 จะไดวา x0 = −13 และ y0 = 13 สรปุไดวาคำ
ตอบของสมการ 4x+ 5y = 13 คอื

x = −13 + 5t, y = 13− 4t เมือ่ t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 110 / 192
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จากตัวอยางขางตนการหาคำตอบเฉพาะรายอาจทำไดอกีวธิี เมือ่พิจารณา 4x + 5y = 13

พบวา 4x − 13 = −5y หรอื 5y − 13 = −4x
จะไดวา 5 | (4x − 13) หรอื 4 | (5y − 13)

ดังน้ัน 4x ≡ 13 (mod 5) หรอื 5y ≡ 13 (mod 4)

จะไดวา
4x ≡ 3 (mod 5)

4 · 4x ≡ 4 · 3 (mod 5)

16x ≡ 12 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 5)

เลอืก x0 = 2 จะได 4(2) + 5y0 = 13 นัน่คอื y0 = 1 ดังน้ัน x0 = 2, y0 = 1 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการ 4x + 5y = 13

วธิกีารคำตอบเฉพาะรายของ ax + by = c
พบวา ax − c = −by หรอื by − c = −ax
จะไดวา b | (ax − c) หรอื a | (by − c)
ดังน้ัน ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)

สรปุวธิหีาคำตอบเฉพาะรายของ ax + by = c ดวยคำตอบของสมการสมภาค

ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)
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สรปุข้ันตอนการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน ax+ by = c
1 หา d = gcd(a, b)
2 ตรวจสอบวา d | c หรอื d - c
3 ถา d - c แลวสมการ ax+ by = c ไมมีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม
4 ถา d | c แลวสมการ ax+ by = c มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม

หาคำตอบเฉพาะราย โดยเลอืกได 2 วธิี ดังนี้

(ก) ข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ จาก d = ax1 + by1 และ c = dk เลอืก x0 = kx1 และ
y0 = ky1

(ข) สมการสมภาค ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)
หา x0 เปนคำตอบของ ax ≡ c (mod b) แลวหา y0 จากสมการ
ax0 + by0 = c
หา y0 เปนคำตอบของ by ≡ c (mod a) แลวหา x0 จากสมการ
ax0 + by0 = c

5 สรางคำตอบท้ังหมด
x = x0 +

b
d t, y = y0 −

a
d t เมือ่ t ∈ Z
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน 80x− 62y = 90 โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(80,−62) = 2 จะไดวา 2 | 90 ดังน้ันสมการ 80x− 62y = 90 มีคำตอบ ตอไปจะหาคำ
ตอบเฉพาะราย โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

80 = 80(1) + 62(0) 80 1 0 R1
62 = 80(0) + 62(1) 62 0 1 R2
18 = 80(1) + 62(−1) 18 1 −1 R3 = R1 − R2
8 = 80(−3) + 62(4) 8 −3 4 R4 = R2 − 3R3
2 = 80(7) + 62(−9) 2 7 −9 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน 80(7)− 62(9) = 2 นัน่คอื 80(315)− 62(405) = 90 จะไดวา x0 = 315 และ y0 = 405 เปนคำตอบ
เฉพาะรายของ 80x− 62y = 90

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 113 / 192
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ตัวอยาง
เด็กชายเอ ไดเงินคาขนมจากพอจำนวน 200 บาท ถาเราทราบเพียงวาพอของเด็กชายเอใหเปนธนบัตร 2 ชนดิ
คอืธนบัตรชนดิ 20 บาท และธนบัตรชนดิ 50 บาทเทาน้ัน จงหาจำนวนธนบัตรทีเ่ด็กชายเอไดรับท้ังหมด

วธิทีำ ให x แทนจำนวนธนบัตรชนดิ 20 บาท และ y แทนจำนวนธนบัตรชนดิ 50 บาท จะไดวา

20x+ 50y = 200

เนือ่งจาก gcd(20, 50) = 10 แลว 10 | 200 ดังน้ัน สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม เห็นไดชัดวา x0 = 0

และ y0 = 4 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการนี้ ดังน้ัน

x = 5t, y = 4− 2t เมือ่ t ∈ Z

เนือ่งจาก 5t = x > 0 ดังน้ัน t > 0 และ 4− 2t = y > 0 ดังน้ัน t < 2 ทำใหได t = 1 สรปุไดวา x = 5, y = 2

นัน่คอื เด็กชายเอมีธนบัตรชนดิ 20 บาทจำนวน 5 ใบ และธนบัตรชนดิ 50 บาทจำนวน 2 ใบ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 114 / 192
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พิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

ax+ by+ cz = m

ให d = gcd(a, b, c) และ d0 = gcd(a, b) ถา d | m สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม พิจารณาสมการ

ax+ by = m− cz

ดังน้ัน d0 | (m− cz) นัน่คอื
cz ≡ m (mod d0)

ให z0 เปนคำตอบของสมการ cz ≡ m (mod d0) เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = gcd(gcd(a, b), c) = d และ d | m
ดังน้ัน

z = z0 +
d0
d t เมือ่ t ∈ Z

เมือ่แทน z ลงในสมการไดโอแฟนไทน ax+ by+ cz = m ทำใหไดสมการไดโอแฟนไทน 2 ตัวแปร แลวดำเนนิ
การหาคำตอบของสมการดวยวธิเีดมิทีก่ลาวมาแลว
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y+ 9z = 63

วธิทีำ ให gcd(3,−6, 9) = 3 เนือ่งจาก 3 | 63 ดังน้ันสมการ 3x− 6y+ 9z = 63 มีคำตอบในระบบ
จำนวนเต็ม จะไดวา

3x− 6y = 63− 9z
เนือ่งจาก gcd(3,−6) = 3 ดังน้ัน 3 | (63− 9z) นัน่คอื 9z ≡ 63 (mod 3) เห็นไดชัดวาคำตอบของสมการสม
ภาคนี้คอืจำนวนเต็มใดก็ได ให z = t เมือ่ t ∈ Z นัน่คอื

3x− 6y = 63− 9t
x− 2y = 21− 3t

x = 21− 3t+ 2y
x = 21− 3t+ 2s

ให y = s เมือ่ s ∈ Z ดังน้ันคำตอบของสมการ 3x− 6y+ 9z = 63 คอื
x = 21− 3t+ 2s
y = s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 116 / 192
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ตัวอยาง

มานะมีธนบัตร 1 ใบมูลคา 50 บาท ตองการแลกเหรยีญ 3 ชนดิคอื เหรยีญ 2 บาท เหรยีญ 5 บาท และเหรยีญ 10 บาท ถามวามานะจะไดเหรยีญ
ท้ังหมดกีแ่บบโดยตองมีเหรยีญแตละชนดิอยางนอย 1 เหรยีญ

วธิทีำ ให x แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 2 บาท
y แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 5 บาท
z แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 10 บาท

จะไดวาสมการไดโอแฟนไทนคอื
2x + 5y + 10z = 50

ให gcd(2, 5, 10) = 1 เนือ่งจาก 1 | 50 ดังน้ันสมการ 2x + 5y + 10z = 50 มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม จะไดวา

2x + 5y = 50 − 10z

เนือ่งจาก gcd(2, 5) = 1 ดังน้ัน 1 | (50 − 10z) นัน่คอื 10z ≡ 50 (mod 1) เห็นไดชัดวาคำตอบของสมการสมภาคนี้คอืจำนวนเต็มใดก็ได ให
z = t เมือ่ t ∈ Z นัน่คอื

2x + 5y = 50 − 10t
2x + 10t = 50 − 5y
2(x + 5t) = 5(10 − y)

ดังน้ัน 2 | 5(10 − y) เนือ่งจาก gcd(2, 5) = 1 ดังน้ัน 2 | (10 − y) ให 10 − y = 2s หรอื y = 10 − 2s เมือ่ s ∈ Z จะไดวา

2x + 5(10 − 2s) = 50 − 10t
2x + 50 − 10s = 50 − 10t

x = 5s − 5t

ดังน้ันคำตอบของสมการ 2x + 5y + 10z = 50 คอื

x = 5s − 5t
y = 10 − 2s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 117 / 192
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เนือ่งจาก x, y, z ไมเปนจำนวนเต็มลบ ดังน้ัน z = t > 0 และ y = 10 − 2s > 0 นัน่คอื s < 5 และ x = 5s − 5t > 0 จะได t < s ดังน้ัน
สรปุเงือ่นไขไดดังตอไปนี้

t > 0, t < s และ s < 5

เขียนแจกแจงดังตารางตอไปนี้

t s x = 5s − 5t y = 10 − 2s z = t
1 2 5 6 1

1 3 10 4 1

1 4 15 2 1

2 3 5 4 2

2 4 10 2 2

3 4 5 2 3

ดังน้ันมานะสามารถแลกเหรยีญไดท้ังหมด 6 แบบ ดังนี้

แบบที่ จำนวนเหรญีชนดิ 2 บาท จำนวนเหรยีญชนดิ 5 บาท จำนวนเหรยีญชนดิ 10 บาท
1 5 6 1

2 10 4 1

3 15 2 1

4 5 4 2

5 10 2 2

6 5 2 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 118 / 192
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ตัวอยาง
จงหาสมการไดโอแฟนไทนมาอยางนอยหนึง่สมการทีมี่คำตอบเปน

x = 12 + 4s− 7t
y = 5− 2s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t

วธิทีำ จากสมการ x = 12 + s− 7t และ 2s = 5− y และ z = t จะไดวา

2x = 24 + 8s− 14t
2x = 24 + 4(5− y)− 14z
2x = 24 + 20− 4y− 14z

2x+ 4y+ 14z = 44

ดังน้ันสมการไดโอแฟนไทนทีมี่คำตอบดังกลาวคอื 2x+ 4y+ 14z = 44

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 119 / 192
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สมการพีทาโกรัส
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาสมการพีทาโกรัส

x2 + y2 = z2

เพือ่ศกึษาวธิกีารหาคำตอบทีเ่ปนจำนวนเต็มบวกท้ังหมด ซึง่เรยีกวาสมการไดโอแฟนไทนดกีรสีอง 3 ตัวแปร
หรอืกลาวอกีนัยคอืการหาความยาวดานท้ังสามของสามเหลีย่มมุมฉาก

z x

y

รปูที่ 3 สามเหลีย่มมุมฉากแสดงความยาวแตละดาน

ให x0, y0, z0 เปนคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 เราเขียนแทนดวย {x0, y0, z0} ตัวอยางเช น {3, 4, 5}

และ {5, 12, 13} เปนตน
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 120 / 192
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บทนยิาม
ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x < z และ y < z
สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple) คอื {x, y, z} ทีส่อดคลองสมการ

x2 + y2 = z2

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เช น {3, 4, 5}, {4, 3, 5}, {7, 24, 25} เปนตน
จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสหรอืไม

1 {15, 8, 17}

วธิทีำ เนือ่งจาก 152 + 82 = 225 + 64 = 289 = 172

ดังน้ัน {15, 8, 17} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
2 {21, 20, 29}

วธิทีำ เนือ่งจาก 212 + 202 = 441 + 400 = 841 = 292

ดังน้ัน {21, 20, 29} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
3 {12, 84, 87}

วธิทีำ เนือ่งจาก 122 + 842 = 144 + 7056 = 7200 ̸= 7569 = 872

ดังน้ัน {12, 84, 87} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
4 {39, 80, 89}

วธิทีำ เนือ่งจาก 392 + 802 = 1521 + 6400 = 7921 = 892

ดังน้ัน {39, 80, 89} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 121 / 192
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พีทาโกรัสไดใหคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 ไววา

x = k, y =
k2 − 1

2
และ z = k2 + 1

2
เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ซึง่จะเห็นวา

x2 + y2 = k2 +

( k2 − 1

2

)2

= k2 +
k4 − 2k2 + 1

4

=
k4 + 2k2 + 1

2
=

( k2 + 1

2

)2

= z2

ดังน้ัน
{
k, k

2 − 1

2
,
k2 + 1

2

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 122 / 192
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ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากคำตอบของพีทาโกรัสแสดงดังตารางตอไปนี้

x = k y =
k2 − 1

2
z = k2 + 1

2

3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61
13 84 85
15 112 113
17 144 145
19 180 181
21 220 221

x = k y =
k2 − 1

2
z = k2 + 1

2

23 264 265
25 312 313
27 364 365
29 420 421
31 480 481
33 544 545
35 612 613
37 684 685
39 760 761
41 840 841

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 123 / 192
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Theorem

ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N แลว

{ka, kb, kc} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N จะไดวา

a2 + b2 = c2

k2a2 + k2b2 = k2c2

(ka)2 + (kb)2 = (kc)2

เนือ่งจาก a < c, b < c และ k ∈ N จะไดวา ka < kc และ kb < kc
ดังน้ัน {ka, kb, kc} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 124 / 192
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Theorem
ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) แลว{ a

d ,
b
d ,

c
d
}

เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

มากกวาน้ันจะไดดวยวา gcd
( a
d ,

b
d ,

c
d
)

= 1

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) จะไดวา

a2 + b2 = c2
a2 + b2

d2 =
c2
d2( a

d
)2

+

( b
d
)2

=

( c
d
)2

เนือ่งจาก a < c, b < c และ d > 0 จะไดวา a
d <

c
d และ b

d <
c
d

ดังน้ัน
{ a

d ,
b
d ,

c
d
}

เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 125 / 192
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Theorem

ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 แลว

gcd(a, b) = gcd(a, c) = gcd(b, c) = 1

บทพสิจูน .
ให {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 ให d = gcd(a, b)
สมตวิามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | d จะไดวา p | a และ p | b นัน่คอื p | a2 และ p | b2 ฉะน้ัน p | (a2 + b2) จะ
ไดวา p | c2 นัน่คอื p | c ดังน้ัน p เปนตัวหารของ a, b, c เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = 1 ดังน้ัน p = 1 เกดิขอขัด
แยงที ่ p เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ันไมมีจำนวนเฉพาะใด ๆ ทีห่าร d ลงตัวนัน่คอื d = 1 พิสจูนในทำนองเดยีวกัน
gcd(a, c) = 1 และ gcd(b, c) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 126 / 192
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บทนยิาม
เรยีกสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} วา สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (Primitive Pythagorean
Triple) ถา gcd(a, b, c) = 1

จงตรวจสอบสามสิง่อันดับพีทาโกรัสตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานหรอืไม

1 {3, 4, 5}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(3, 4, 5) = 1 ดังน้ัน {3, 4, 5} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2 {8, 15, 17}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(8, 15, 17) = 1 ดังน้ัน {8, 15, 17} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

3 {10, 24, 26}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(10, 24, 26) = 2 ̸= 1

ดังน้ัน {10, 24, 26} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

4 {45, 200, 205}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(45, 200, 205) = 5 ̸= 1

ดังน้ัน {45, 200, 205} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 127 / 192
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Theorem

ถา {a, b, c} สามสิ่งอันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน จะไดวา a ≡/ b (mod 2)

หมายเหตุ a ≡/ b (mod 2) หมายความวา a, b เปนจำนวนคูพรอมกันไมได และเปนจำนวนคีพ่รอมกันไมได นัน่
คอืถาตัวหนึง่เปนจำนวนคูอกีตัวหนึง่จะเปนจำนวนคี่

Theorem

{a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ก็ตอเม่ือ มีจำนวนเต็ม u, v ซึ่ง
u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u ≡/ v (mod 2) ท่ีทำให

a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 128 / 192
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จากทฤษฎบีทดังกลาว ทำใหทราบวาสามารถหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานไดไมจำกัดจำนวน ดังแสดง
ตัวอยางตามตาราง

u v a b c
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65

u v a b c
7 6 13 84 85
8 1 63 16 65
8 3 55 48 73
8 5 39 80 89
8 7 15 112 113
9 1 80 36 85
9 4 65 72 97
9 5 56 90 106
9 7 32 126 130
9 8 17 144 145

u v a b c
10 1 99 20 101
10 3 91 60 109
10 7 51 140 149
10 9 19 180 181
11 2 117 44 125
11 4 105 88 137
11 6 85 132 157
11 8 57 176 185
11 10 21 220 221
12 1 143 24 145

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 129 / 192
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ตัวอยาง
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน โดยใชทฤษฎบีท 38
เมือ่ u = 15 และ u = 23

วธิทีำ กรณี u = 15 เนือ่งจาก 15 > v และ gcd(15, v) = 1 ซึง่ 15 ≡/ v (mod 2)

จะได v = 2, 4, 8, 14 หาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} โดย

a = 152 − v2, b = 2(15)v และ c = 152 + v2

สรปุไดดังตารางตอไปนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
15 2 221 60 229
15 4 209 120 241
15 8 161 240 289
15 14 29 420 421

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 130 / 192
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กรณี u = 23 เนือ่งจาก 23 > v และ gcd(23, v) = 1 ซึง่ 23 ≡/ v (mod 2)

จะได v = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22 หาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} โดย
a = 232 − v2, b = 2(23)v และ c = 232 + v2

สรปุไดดังตารางตอไปนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
23 2 525 92 533
23 4 513 184 545
23 6 493 276 565
23 8 465 368 593
23 10 429 460 629
23 12 385 552 673
23 14 333 644 725
23 16 273 736 785
23 18 205 828 853
23 20 129 920 929
23 22 45 1012 1013

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 131 / 192
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ในกรณี u = p เมือ่ p > 2 เปนจำนวนเฉพาะ หา v ทีส่อดคลองเงือ่นไข gcd(u, v) = 1 คอื
v = 1, 2, 3, 4, ..., p− 1 แต v ตองไมเปนจำนวนคีเ่พราะวา u เปนจำนวนคี่ ดังน้ัน

v = 2, 4, 6, ..., p− 1

และจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานเทากับ p− 1

2
ชดุ

ตอไปจะกลาวถงึวธิกีารหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} เมือ่กำหนด a หรอื b โดยอาศัยทฤษฎบีท
38 จะเห็นวา b = 2uv เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = u2 − v2 = (u− v)(u+ v) เปนจำนวนคี่ จงึพิจารณาเปน 2
กรณคีอืจำนวนน้ันเปนจำนวนคีแ่ละเปนจำนวคู
กรณี x เป นจำนวนเตม็คี่

1 แยกตัวประกอบของ x ออกเปนผลคณูของสองจำนวน

2 เขียนตัวประกอบมากสดุในรปู u+ v
เขียนตัวประกอบนอยสดุในรปู u− v

3 แกสมการใน ขอ 2. เพือ่หา u และ v

4 หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 132 / 192
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ตัวอยาง
กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1 35

วธิทีำ เนือ่งจาก 35 = 1 · 35 = 5 · 7 จะไดวา
u− v u+ v u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
1 35 18 17 35 612 613
5 7 6 1 35 12 37

ดังน้ัน {35, 12, 37} และ {35, 612, 613} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
2 51

วธิทีำ เนือ่งจาก 51 = 1 · 51 = 3 · 17 จะไดวา
u− v u+ v u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
1 51 26 25 51 1300 1301
3 17 10 7 51 140 149

ดังน้ัน {51, 140, 149} และ {51, 1300, 1301} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 133 / 192
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ในกรณี x เปนจำนวนคู จะได x = 2uv และ u, v ไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ันมีจำนวนหนึง่เปนจำนวนคูทำให
ได 4 | x ถา 4 - x สรปุไดวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
กรณี x เป นจำนวนเตม็คู

1 ถา 4 - x แสดงวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2 ถา 4 | x แลว x = 2uv โดยที่ gcd(u, v) = 1 และ u > v > 0 ดังน้ันมี u หรอื v เปนจำนวนคู และอกี
จำนวนหนึง่เปนจำนวนคี่

3 หา u และ v ทีส่อดคลอง ขอ 2.

4 หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 134 / 192
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ตัวอยาง
กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1 24

วธิทีำ เนือ่งจาก 4 | 24 ดังน้ันพิจารณา 24 = 2(12) = 2(12 · 1) = 2(2 · 6) = 2(3 · 4) จะไดวา

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
12 1 143 24 145
4 3 7 24 25

ดังน้ัน {143, 24, 145} และ {7, 24, 25} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

1 42

วธิทีำ เนือ่งจาก 4 - 42 ดังน้ัน 42 ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 135 / 192
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Lemma

ให x เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1 เศษเหลือท่ีเกิดจากการหาร x ดวย 3 เทากับ 0 หรือ 1 เทาน้ัน

2 เศษเหลือท่ีเกิดจากการหาร x ดวย 5 เทากับ 0 หรือ 1 หรือ 4 เทาน้ัน

บทพสิจูน .
ให x เปนจำนวนเต็ม

1 โดยข้ันตอนการหารจะไดวา x ≡ 0 หรอื 1 หรอื 2 (mod 3) นัน่คอื x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 (mod 3)

สรปุไดวา x2 ≡ 0 หรอื 1 (mod 3)

2 โดยข้ันตอนการหารจะไดวา x ≡ 0 หรอื 1 หรอื 2 หรอื 3 หรอื 4 (mod 5)

นัน่คอื x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 หรอื 9 หรอื 16 (mod 5) สรปุไดวา x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 (mod 5)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 136 / 192
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Theorem
ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

1 3 | a หรือ 3 | b

2 5 | a หรือ 5 | b หรือ 5 | c

Theorem

ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 137 / 192
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Theorem

ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} และ {x, y, z} จะไดวา a2 + b2 = c2 และ x2 + y2 = z2 แลว

|by− ax|2 + (bx+ ay)2 = b2y2 − 2abxy+ a2x2 + b2x2 + 2abxy+ a2y2

= b2(y2 + x2) + a2(x2 + y2)
= (a2 + b2)(x2 + y2)
= c2z2

ดังน้ัน {|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทแทรก
ให {a, b, c} จะไดวา {|b2 − a2|, 2ab, c2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .

จากทฤษฎบีท 42 เนือ่งจาก {a, b, c} และ {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 138 / 192
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ตัวอยาง
จงหาสามจำนวนของปทาโกรัส ทีเ่กดิจากสามจำนวนของปทาโกรัสทีก่ำหนดให

1 {3, 4, 5} และ {3, 4, 5}

วธิทีำ จะไดวา 42 − 32 = 7, 2(3)(4) = 24 และ 52 = 25

ดังน้ัน {7, 24, 25} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

2 {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}

วธิทีำ จะไดวา 4(12)− 3(5) = 33, 3(12) + 4(5) = 56 และ 5(13) = 65

ดังน้ัน {33, 56, 65} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

3 {3, 4, 5} และ {8, 15, 17}

วธิทีำ จะไดวา 4(15)− 3(8) = 36, 3(15) + 4(8) = 77 และ 5(17) = 85

ดังน้ัน {36, 77, 85} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

4 {8, 15, 17} และ {7, 24, 25}

วธิทีำ จะไดวา 15(24)− 8(7) = 304, 8(24) + 15(7) = 297 และ 17(25) = 425

ดังน้ัน {297, 304, 425} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 139 / 192
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สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง

Theorem

ให c เปนจำนวนเต็ม สมการ x2 − y2 = c มีคำตอบเปนจำนวนเต็ม ก็ตอเม่ือ

c เปนจำนวนเต็มค่ี หรือ 4 | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 140 / 192
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บทพสิจูน .

c เปนจำนวนเต็ม ให x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c ดังน้ัน x20 − y20 = c
กรณี x0 ≡ y0 (mod 2) จะไดวา x0 ≡ −y0 (mod 2) ดังน้ัน 2 | (x0 + y0) และ 2 | (x0 + y0)
นัน่คอื 4 | (x20 − y20) ดังน้ัน 4 | c
กรณี x0 ≡/ y0 (mod 2) จะไดวา x, y ไมเปนจำนวนคูพรอมกัน หรอืไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ัน x2 − y2 = c เปนจำนวนคี่
ในทางกลับกัน สมมตวิา c เปนจำนวนคี่ นัน่คอื c = 2k + 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k เลอืก x0 = k + 1 และ y0 = k จะไดวา

x2 − y2 = (x − y)(x + y)
= (k + 1 − k)(k + 1 + k)
= 2k + 1

= c

ดังน้ัน x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c ถา 4 | c ให c = 4q สำหรับบางจำนวนเต็ม q เลอืก x0 = q+1 และ y0 = q− 1 จะไดวา

x2 − y2 = (x − y)(x + y)
= (q + 1 − q + 1)(q + 1 + q − 1)

= 4q
= c

ดังน้ัน x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 141 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 15

วธิทีำ จาก x2 − y2 = (x− y)(x+ y) จะไดวา (x− y)(x+ y) = 15 = 1 · 15 = 3 · 5 พิจารณาไดดังตาราง
ตอไปนี้

x− y x+ y x y
1 15 8 7
-1 -15 -8 -7
15 1 8 -7
-15 -1 -8 7
3 5 4 1
-3 -5 -4 -1
5 3 4 -1
-5 -3 -4 1

ดังน้ันคำตอบทีส่อดคลองสมการนี้คอื (8, 7), (8,−7), (−8, 7), (−8,−7), (4, 1), (−4, 1), (4,−1) และ
(−4,−1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 142 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 24

วธิทีำ จาก x2 − y2 = (x− y)(x+ y) จะไดวา (x− y)(x+ y) = 24 = 1 · 24 = 2 · 12 = 3 · 8 = 4 · 6 x, y
จะเปนจำนวนเต็มก็ตอเมือ่ตัวประกอบท้ังคูเปนจำนวนคูพรอมกัน พิจารณาไดดังตารางตอไปนี้

x− y x+ y x y
2 12 7 5
-2 -12 -7 -5
12 2 7 -5
-12 -2 -7 5
4 6 5 1
-4 -6 -5 -1
6 4 5 -1
-6 -4 -5 1

ดังน้ันคำตอบทีส่อดคลองสมการนี้คอื (7, 5), (7,−5), (−7, 5), (−7,−5), (5, 1), (−5, 1), (5,−1) และ
(−5,−1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 143 / 192
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Theorem
ให c ∈ Z แลวมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึ่ง x2 + y2 − z2 = c

บทพสิจูน .

c เปนจำนวนเต็ม จะมีจำนวนเต็ม x ซึง่ c− x2 เปนจำนวนคี่ ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 43 นัน่คอืมีจำนวนเต็ม y, z ที่
ทำให y2 − z2 = c− x2 นัน่คอืมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึง่ x2 + y2 − z2 = c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 144 / 192
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ตัวอยาง

จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 + y2 − z2 = 8 มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ

วธิทีำ พิจารณา y2 − z2 = 8 − x2 จะไดวา (y − z)(y + z) = 8 − x2
พิจารณา 8 − x2 เปนจำนวนคี่ นัน่คอื x เปนจำนวนคี่ จะไดวาสำหรับบางจำนวนเต็ม k, t จะได 8 − x2 = 2k + 1 และ x = 2t + 1 แลว

8 − (2t + 1)
2

= 2k + 1

8 − 4t2 − 4t − 1 = 2k + 1

6 − 4t2 − 4t = 2k
3 − 2t2 − 2t = k

จาก (y − z)(y + z) = 8 − x2 นัน่คอื (y − z)(y + z) = 2k + 1 = 1 · (2k + 1)

เลอืก y − z = 1 และ y + z = 2k + 1 จะไดวา y = k + 1 และ z = k ดังน้ันคำตอบรปูแบบหนึง่ของสมการ x2 + y2 − z2 = 8 นี้คอื

x = 2t + 1

y = k + 1 เมือ่ t, k ∈ Z และ k = 3 − 2t2 − 2t
z = k

ตารางตอไปนี้ แสดงคำตอบบางชดุของสมการ x2 + y2 − z2 = 8

t k = 3 − 2t2 − 2t x = 2t + 1 y = k + 1 z = k
-1 3 -1 4 3
0 3 1 4 3
1 -1 3 0 -1
2 -9 5 -8 -9
3 -21 7 -20 -21

ดังน้ันคำตอบ 5 ชดุ ทีส่อดคลองสมการนี้คอื (−1, 4, 3), (1, 4, 3), (3, 0,−1), (5,−8,−9) และ (7,−20,−21)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 145 / 192
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c ทีเ่ปนคำตอบของสมการ

a3 − b3 − c3 = 3abc
a2 = 2(b+ c)

วธิทีำ เนือ่งจาก 3abc เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา b3 < a3 และ c3 < a3 นัน่คอื b < a และ c < a ดังน้ัน
b+ c < 2a แลว

a2 = 2(b+ c) < 4a

ฉะน้ัน a < 4 นัน่คอื a = 1, 2, 3 เนือ่งจาก a2 = 2(b+ c) แสดงวา a เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = 2

ทำใหไดวา และ 22 = 2(b+ c) นัน่คอื b+ c = 2 จะได b = c = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 146 / 192
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บทที่ 8 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

8.1 พหนุาม

8.2 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

8.3 เศษสวนยอย

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 147 / 192
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พหนุาม
บทนยิาม
ให n ∈ N ∪ {0} แลว

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา พหนุาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา สัมประสทิธิ์ (coefficient) ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลำดับ ถา an ̸= 0 เรยีกวา พหนุามดกีรี n และเขียน n แทนดวย deg P(x)
เรยีก an ̸= 0 วา สัมประสทิธิ์ ตัวนำ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P(x) วา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)
กรณี deg P(x) = 0 หรอื P(x) = a0 ̸= 0 เรยีก P(x) วา พหนุามคงตัว (constant polynomial)
กรณี P(x) = 0 เรยีก พหนุามศนูย (zero polynomaial) และไมนยิามดกีรสีำหรับพหนุามศนูย

กำหนดเซตของพหนุามข้ึนกับชนดิของสัมประสทิธิ์ดังตอไปนี้

Z[x] = {anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 | an, an−1, ..., a1, a0 ∈ Z และ n ∈ N ∪ {0}}

R[x] = {anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 | an, an−1, ..., a1, a0 ∈ R และ n ∈ N ∪ {0}}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 148 / 192
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ตัวอยาง
จงบอกองคประกอบของพหนุามตอไปนี้

1 1 + 2x+ x3
เปนพหนุามโมนกิดกีรี 3 ทีมี่ 1, 2, 0, 1 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3 ตามลำดับ

2 −2x4 + 1.5x− 5

เปนพหนุามดกีรี 4 ทีมี่ −5, 1.5, 0, 0,−2 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3, x4 ตามลำดับ
มีสัมประสทิธิ์ตัวนำคอื −2

3 3x5 − 3
5
x4 +

√
2

เปนพหนุามดกีรี 5 ทีมี่ √
2, 0, 0, 0,− 3

5
, 3 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3, x4, x5 ตามลำดับ

มีสัมประสทิธิ์ตัวนำคอื 3

4 x1.5 + x+ 1

ไมเปนพหนุามเนือ่งจากมีเลขยกกำลังของ x เปน 1.5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 149 / 192
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บทนยิาม

ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P(x) = Q(x)
ถา deg P(x) = deg Q(x) และอยูในรปู

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0
Q(x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมือ่ n ∈ N ∪ {0} และ an = bn, an−1 = bn−1, ..., a1 = b1, a0 = b0

เมือ่พิจารณาพหนุาม P(x) และ Q(x) ในแงของฟงกชันจะไดวา P และ Q เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ ดังน้ัน
P = Q ก็ตอเมือ่ P(x) = Q(x) ทกุ ๆ x ∈ R

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 150 / 192
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บทนยิาม

ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุามซึง่

P(x) = amxm + am−1xm−1 + · · ·+ a1x+ a0
Q(x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมือ่ m, n ∈ N ∪ {0} และ m ≤ n แลว

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ am+1xm+1 + amxm + · · ·+ a1x+ a0

โดยที่ am+1 = am+2 = ... = an = 0 เมือ่ m < n นยิามการบวกและการคณู P(x) และ Q(x) คอื

P(x) + Q(x) = (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)xn−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0)
P(x) · Q(x) = cm+nxm+n + cm+n−1xm+n−1 + · · ·+ ckxk + · · ·+ c1x+ c0

เมือ่ ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 โดยที่ k = 0, 1, 2, ...,m+ n ซึง่ ak = bk = 0 ทกุ ๆ k > n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 151 / 192
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สำหรับการคณูอาจทำไดโดยการใชกฎการแจกแจงจากน้ันรวมพจนทีค่ลายกันเขาดวยกัน หรอือาจใช grid method ทำไดดังนี้

amxm am−1xm−1 am−2xm−2 · · · a1x a0
bnxn ambnxm+n am−1bnxm+n−1 am−2bnxm+n−2 · · · a1bnxn+1 a0bnxn

bn−1xn−1 ambn−1xm+n−1 am−1bn−1xm+n−2 am−2bn−1xm+n−3 · · · a1bn−1xn a0bn−1xn−1

bn−2xn−2 ambn−2xm+n−2 am−1bn−2xm+n−3 am−2bn−2xm+n−4 · · · a1bn−2xn−1 a0bn−2xn−2

...
...

b1x amb1xm+1 am−1b1xm−2 am−2b1xm−3 · · · a1b1x2 a0b1x
b0x amb0xm am−1b0xm−1 am−2b0xm−2 · · · a1b0x a0b0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 152 / 192
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ตัวอยาง

กำหนดให P(x) = x3 + x2 − 3x + 1 และ Q(x) = x2 − 3

จงหา P(x) + Q(x) และ P(x) · Q(x)

วธิทีำ จะไดวา

P(x) + Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1) + (x2 − 3) = (x3 + x2 − 3x + 1) + (0x3 + x2 + 0x − 3)

= (1 + 0)x3 + (1 + 1)x2 + (−3 + 0)x + (1 − 3)

= x3 + 2x2 − 3x − 2

สำหรับการคณู P(x) · Q(x) จะแสดงใหวธิกีารคณูท้ัง 3 วธิี ดังนี้
1. โดยบทนยิาม ให a0 = 1, a1 = −3, a2 = 1, a3 = 1, a4 = a5 = 0 และ b0 = −3, b1 = 0, b2 = 1, b3 = b4 = b5 = 0 จะ
ไดวา

c0 = a0b0 = 1(−3) = −3

c1 = a0b1 + a1b0 = 0 − 3(−3) = 9

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0 = 1(1) + 0 + 1(−3) = −2

c3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0 = 0 − 3(1) + 0 + 1(−3) = −6

c4 = a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0 = 0 + 0 + 1(1) + 0 + 0 = 1

c5 = a0b5 + a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + a5b0 = 0 + 0 + 0 + 1(1) + 0 + 0 = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 153 / 192
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ดังน้ัน

P(x) · Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1)(x2 − 3)

= c5x5 + c4x4 + c3x3 + c)2x2 + c1x + c0
= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3

2. โดยวธิกีารแจกแจง

P(x) · Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1)(x2 − 3)

= x5 − 3x3 + x4 − 3x2 − 3x3 + 9x + x2 − 3

= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3

3. โดย grid method

x3 x2 −3x 1

x2 x5 x4 −3x3 x2
0x 0x4 0x3 0x2 0x
−3 −3x3 −3x2 9x −3

ดังน้ัน

P(x) · Q(x) = x5 + (1 + 0)x4 + (−3 + 0 − 3)x3 + (1 + 0 − 3)x2 + (0 + 9)x3

= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 154 / 192
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ตัวอยาง

กำหนดให Ax3 + Bx2 + Cx + D = (x − 2)(x + 3)(x + 1) + 7 ทกุ ๆ x ∈ R จงหาคาของ A, B และ C

วธิทีำ พิจารณา

Ax3 + Bx2 + Cx + D = (x − 2)(x + 3)(x + 1) + 7

= (x2 + x − 6)(x + 1) + 7

= x3 + 2x2 − 5x + 1

ดังน้ัน A = 1, B = 2, C = −5 และ D = 1

ตัวอยาง

ถา a, b, c และ d เปนจำนวนเต็มซึง่ (x − 1)2(ax + b) = cx3 + dx + 4 ทกุ ๆ x ∈ R แลว a + b + c + d เทากับเทาใด

วธิทีำ พิจารณา

(x − 1)
2
(ax + b) = cx3 + dx + 4

(x2 − 2x + 1)(ax + b) = cx3 + dx + 4

ax3 + (b − 2a)x2 + (a − 2b)x + b = cx3 + dx + 4

จะไดวา b = 4, a− 2b = d, b− 2a = 0 และ a = c ดังน้ัน a = 2, c = 2, d = −6 แลวจะไดวา a+ b+ c+ d = 2+4+2− 6 = 2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 155 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ A, B และ C ทีท่ำให

พหนุาม A(x− 1)(x− 2) + B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) เทากับพหนุามคงตัว 1

วธิทีำ สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

A(x− 1)(x− 2) + B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) = 1

เมือ่ x = 1 จะไดวา A(0)(−1) + B(0)(−2) + C(−1)(−2) = 1 นัน่คอื 2C = 1 ดังน้ัน C = 1
2

เมือ่ x = 2 จะไดวา A(1)(0) + B(1)(−1) + C(0)(−1) = 1 นัน่คอื −B = 1 ดังน้ัน B = −1

เมือ่ x = 3 จะไดวา A(2)(1) + B(2)(0) + C(1)(0) = 1 นัน่คอื 2A = 1 ดังน้ัน A = 1
2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 156 / 192
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Theorem

ให P(x),Q(x) ∈ Z[x] ซึ่ง P(x) และ Q(x) ไมใชพหนุามศนูย จะไดวา

deg (P(x) + Q(x)) ≤ max{deg P(x), deg Q(x)}
deg (P(x) · Q(x)) = deg P(x) + deg Q(x)

เม่ือ max{deg P(x), deg Q(x)} คือคามากสดุของ deg P(x) และ deg Q(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 157 / 192
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Theorem

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให P(x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยท่ี S(x) ไมใชพหนุามศนูย แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) เพียงค ูเดียวท่ี
สอดคลองกับ

P(x) = Q(x)S(x) + R(x) เม่ือ R(x) = 0 หรือ deg R(x) < deg S(x)

เรียก Q(x) วาผลหาร และ R(x) วาเศษเหลือ

ขอสังเกต ถา R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P(x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 158 / 192
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ตัวอยาง

จงเขียนข้ันตอนวธิกีารหารของ S(x) หาร P(x)

1 S(x) = x − 1 และ P(x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5

วธิทีำ พิจารณา

P(x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5

= (x3 − 3x2 + 3x − 1) + 5x2 + x + 6

= (x − 1)
3
+ 5(x2 − 2x + 1) + 11x + 1

= (x − 1)
3
+ 5(x − 1)

2
+ 11(x − 1) + 12

= (x − 1)[(x − 1)
2
+ 5(x − 1) + 11] + 12

= (x − 1)(x2 + 3x − 3) + 12

ดังน้ัน P(x) = S(x)(x2 + 3x − 3) + 12

2 S(x) = x2 − 1 และ P(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1

วธิทีำ พิจารณา

P(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1

= (x4 − 2x2 + 1) + x3 + 3x2 + x
= (x2 − 1)

2
+ x(x2 − 1) + 3x2 + 2x

= (x2 − 1)
2
+ x(x2 − 1) + 3(x2 − 1) + 2x + 3

= (x2 − 1)[(x2 − 1) + x + 3] + 2x + 3

= (x2 − 1)(x2 + x + 2) + 2x + 3

ดังน้ัน P(x) = S(x)(x2 + x + 2) + 2x + 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 159 / 192
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การเขียนข้ันตอนวธิกีารหารอาจใช การหารยาว (long division) เพือ่หาผลหารและเศษเหลอื ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง

จงเขียนข้ันตอนวธิกีารหารของ x2 + x + 1 หาร x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3

วธิทีำ พิจารณาการเขียนข้ันตอนวธิกีารหาร 2 วธิคีอื
วธิทีี ่ 1. จัดรปูพหนุาม x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 ในรปู x2 + x + 1

x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 = x3(x2 + x + 1) − x4 + 2x3 + 2x2 + x − 3

= x3(x2 + x + 1) − x2(x2 + x + 1) + 3x3 + 3x2 + x − 3

= x3(x2 + x + 1) − x2(x2 + x + 1) + 3x(x2 + x + 1) − 2x − 3

= (x2 + x + 1)(x3 − x2 + 3x) − 2x − 3

วธิทีี ่ 2. การหารยาว
x3 − x2 + 3x

x2 + x + 1 x5 + 0x4 + 3x3 + 2x2 + x − 3

− (x5 + x4 + x3)
− x4 + 2x3 + 2x2 + x − 3

−( − x4 − x3 − x2)
3x3 + 3x2 + x − 3

−( 3x3 + 3x2 + 3x)
− 2x − 3

ดังน้ัน x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 = (x2 + x + 1)(x3 − x2 + 3x) − 2x − 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 160 / 192
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ตัวอยาง
ให P(x) = x3 + ax2 + bx+ 10 เมือ่ a, b เปนจำนวนเต็ม และ Q(x) = x2 + 9 ถา Q(x) หาร P(x) เศษ
เหลอืเทากับ 1 แลว P(a+ b) เทากับเทาใด

วธิทีำ โดยข้ันตอนการหารจะไดมีพหนุาม F(x) ซึง่

P(x) = Q(x)F(x) + 1

x3 + ax2 + bx+ 10 = (x2 + 9)F(x) + 1

ดังน้ัน deg F(x) = 1 ให F(x) = cx+ d แลว

x3 + ax2 + bx+ 10 = (x2 + 9)(cx+ d) + 1

= cx3 + dx2 + 9cx+ 9d+ 1

จะไดวา c = 1, d = a, b = 9c, 10 = 9d+ 1 ดังน้ัน a = 1 และ b = 9 แลว

P(1 + 9) = P(10) = 103 + 102 + 9(10) + 10 = 1200

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 161 / 192
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บทนยิาม
ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุาม จะกลาววา Q(x) หาร P(x) ลงตัว เขียนแทนดวย Q(x) | P(x) ถามีพหนุาม
S(x) ซึง่ P(x) = Q(x)S(x) หรอืกลาวอกีนัยคอืเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร P(x) ดวย Q(x) เทากับ 0 และเรยีก
Q(x) วา ตัวประกอบ (factor) ของ P(x)

ตัวอยาง
จงแสดงวา x3 + 1 หาร x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 ลงตัว
วธิทีำ พิจารณา

x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 = x2(x3 + 1)− x4 + 5x3 − x+ 5

= x2(x3 + 1)− x(x3 + 1) + 5x3 + 5

= x2(x3 + 1)− x(x3 + 1) + 5(x3 + 1)

= (x2 − x+ 5)(x3 + 1)

ดังน้ัน x3 + 1 หาร x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 ลงตัว

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 162 / 192
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ตัวอยาง
จงหาตัวประกอบท้ังหมดของ x4 − 13x2 + 36

วธิทีำ พิจารณา

x4 − 13x2 + 36 = (x2 − 4)(x2 − 9)

= (x− 2)(x+ 2)(x− 3)(x+ 3)

ดังน้ัน x− 2, x+ 2, x− 3 และ x+ 3 เปนตัวประกอบของ x4 − 13x2 + 36

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 163 / 192
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ทฤษฎเีศษเหลอื
Theorem

ทฤษฎีบทเศษเหลือ (The Remainder Theorem)
ให P(x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P(x) เศษเหลือเทากับ P(c)

บทพสิจูน .

จากข้ันตอนวธิกีารหาร x− c หาร P(x) จะไดวามี Q(x) และ R(x) ซึง่

P(x) = Q(x)(x− c) + R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < 1

กรณี R(x) = 0 จะไดวา P(x) = Q(x)(x− c) แลว P(c) = R(x)
กรณี deg R(x) = 0 แลว R(x) = d เมือ่ d เปนคาคงที ่ จะไดวา P(x) = Q(x)(x− c) + d

แลว P(c) = d = R(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 164 / 192
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บทแทรก

ให P(x) เปนพหนุามซึง่ deg P(x) > 0 และ c ∈ R แลว

x− c เปนตัวประกอบของ P(x) ก็ตอเมือ่ P(c) = 0

บทพสิจูน .

ให P(x) เปนพหนุามซึง่ deg P(x) > 0 และ c ∈ R สมมตวิา x− c เปนตัวประกอบของ P(x) นัน่คอื x− c หาร
P(x) เศษเหลอืเทากับ 0 โดยทฤษฎบีท 47 จะไดวา x− c หาร P(x) เศษเหลอืเทากับ P(c) ดังน้ัน P(c) = 0 ใน
ทางกลับกันสมมตวิา P(c) = 0 โดยทฤษฎบีท 47 เมือ่ x− c หาร P(x) เศษเหลอืเทากับ P(c) = 0 ดังน้ัน x− c
เปนตัวประกอบของ P(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 165 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร P(x) ดวยตัวหารทีก่ำหนดในแตละขอตอไปนี้

1 x− 1 หาร P(x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

วธิทีำ เศษเหลอืเทากับ P(1) = 14 − 13 + 4(1)2 + 5(1) + 2 = 11

2 x+ 2 หาร P(x) = x3 + 2x2 + x− 3

วธิทีำ เศษเหลอืเทากับ P(−2) = (−2)3 + 2(−2)2 + (−2)− 3 = −5

ตัวอยาง
จงหาคา k ทีท่ำให x+ 1 หาร 3x4 + 2x2 + kx− 5 เศษเหลอืเทากับ −3

วธิทีำ จะไดวา

3(−1)4 + 2(−1)2 + k(−1)− 5 = −3

3 + 2− k− 5 = −3

k = 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 166 / 192
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ตัวอยาง
ถาพหนุาม 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดวย x− 1 ลงตัว แตหารดวย x+ 1 เศษเหลอืเทากับ −24 แลว
2a− b เทากับเทาใด

วธิทีำ จะไดวา

6(−1)3 + a(−1)2 + b(−1)− 1 = 0

a− b = 7

และ

6(1)3 + a(1)2 + b(1)− 1 = −24

a+ b = −29

ดังนัน a = −11 และ b = −18 แลว 2a− b = 2(−11)− (−18) = −4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 167 / 192
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ตัวอยาง
ให P(x) เปนพหนุาม ถาหาร P(x) ดวย x− 1 จะเศษเหลอืเทากับ 3 และถาหาร P(x) ดวย x− 3 จะเศษ
เหลอืเทากับ 5 ถา r(x) = ax+ b คอืเศษเหลอืจากการหาร P(x) ดวย (x− 1)(x− 3) แลว 3a+2b เทากับ
เทาใด

วธิทีำ โดยทฤษฎบีทเศษเหลอืจะไดวา P(1) = 3 และ P(3) = 5

และโดยข้ันตอนวธิกีารหารพหนุาม Q(x) ซึง่

P(x) = (x− 1)(x− 3)Q(x) + ax+ b

แลว

3 = P(1) = 0 + a+ b
5 = P(3) = 0 + 3a+ b

ดังนัน a = 1 และ b = 2 แลว 3a+ 2b = 3(1) + 2(2) = 7

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 168 / 192
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จากทฤษฎบีทเศษเหลอื เมือ่ x− c หาร P(x) จะไดเศษเหลอืเทากับ P(c) จะไดวา

P(x) = (x− c)Q(x) + P(c)

ให P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 เปนพหนุามดกีรี n ซึง่ n ≥ 1 จะไดวา deg Q(x) = n− 1

นัน่คอืให
Q(x) = qn−1xn−1 + · · ·+ q1x+ q0

ดังน้ัน

anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 = (qn−1xn−1 + · · ·+ q1x+ q0)(x− c) + P(c)
= qn−1xn +qn−2xn−1 + · · ·+ q0x

−cqn−1xn−1 − · · · − cq1x+ cq0 + P(c)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 169 / 192
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จะไดวา

qn−1 = an
qn−2 − cqn−1 = an−1 หรอื qn−2 = an−1 + cqn−1

qn−3 − cqn−2 = an−2 หรอื qn−3 = an−2 + cqn−2

...
...

q1 − cq2 = a2 หรอื q1 = a2 + cq2
q0 − cq1 = a1 หรอื q0 = a1 + cq1
P(c) − cq0 = a0 หรอื P(c) = a0 + cq0

หรอือาจเขียนไดเปน

an an−1 an−2 an−3 · · · a1 a0
+ cqn−1 cqn−2 cqn−3 · · · cq1

qn−1 qn−2 qn−3 qn−4 · · · q0 P(c)

เราเรยีกการวธิกีารเขียนแบบนี้ วา การหารสังเคราะห (sythetic division) ทำใหไดผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิ
จากการหาร P(x) ดวย x− c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 170 / 192
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ตัวอยาง
จงหาผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 3x4 − 2x3 + x2 + 3x− 5 ดวย x− 2

วธิทีำ จะไดวา c = 2 และ a4 = q3 = 3 ดังน้ัน

3 −2 1 3 −5

+ 2(3) 2(4) 2(9) 2(21)

3 4 9 21 37

ดังน้ันผลหารเทากับ 3x3 + 4x2 + 9x+ 21 และเศษเหลอืคอื 37 เขียนข้ันตอนวธิกีารหารไดเปน

3x4 − 2x3 + x2 + 3x− 5 = (3x3 + 4x2 + 9x+ 21)(x− 2) + 37
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บทนยิาม
ให P(x) เปนพหนุาม ถา P(α) = 0 จะเรยีก α วาราก (root) ของพหนุาม P(x) หรอื α เปนคำตอบ
(solution) ของสมการ P(x) = 0

ขอสังเกต
โดยบทแทรก 4.15 จะไดวา

1 α เปนรากของก็ตอเมือ่ x− α เปนตัวประกอบของ P(x)

2 ถา P(x) = Q(x)S(x) แลวรากทกุตัวของ Q(x) และรากทกุตัวของ S(x) เปนรากของ P(x)
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ตัวอยาง
จงหารากของพหนุาม P(x) เมือ่กำหนดให

1 P(x) = x+ 2

วธิทีำ เนือ่งจาก P(−2) = −2 + 2 = 0 ดังน้ัน −2 เปนรากของ P(x)

2 P(x) = x2 − 1

วธิทีำ เนือ่งจาก P(x) = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) ดังน้ัน P(1) = 0 และ P(−1) = 0

จะไดวา 1 และ −1 เปนรากของ P(x)

3 P(x) = x3 − x2 − 2x
วธิทีำ เนือ่งจาก P(x) = x3 − x2 − 2x = x(x2 − x− 2) = x(x+ 1)(x− 2) ดังน้ัน P(0) = 0,
P(−1) = 0 และ P(2) = 0 จะไดวา 0,−1 และ 2 เปนรากของ P(x)
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Theorem

ให m, k ∈ Z โดยท่ี m ̸= 0 ซึ่ง gcd(m, k) = 1 และ

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

เม่ือ P(x) ∈ Z[x] เปนพหนุามดีกรี n โดยท่ี a0 ̸= 0

ถา x− k
m เปนตัวประกอบของ P(x) แลว m | an และ k | a0

บทแทรก
ให P(x) ∈ Z[x] และ n ∈ N โดยที่ a0 ̸= 0 ซึง่

P(x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มของ P(x) ตองเปนตัวหารของ a0
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ตัวอยาง
จงหารากทีเ่ปนจำนวนตรรกยะท้ังหมดทีเ่ปนไปไดของพหนุามตอไปนี้

1 P(x) = 4x2 − 1

วธิทีำ จะไดวา a0 = −1 และ a2 = 4 ดังน้ัน m | 4 คอื m = ±1,±2± 4 และ k | (−1) คอื k = ±1

ดังน้ัน k
m = ±1,±

1

2
,±

1

4

2 P(x) = 6x3 + 11x2 − 4x− 4

วธิทีำ จะไดวา a0 = −4 และ a3 = 6 ดังน้ัน m | 6 คอื m = ±1,±2,±3,±6 และ k | (−4) คอื
k = ±1,±2,±4 ดังน้ัน k

m ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดคอื ±1,±2,±4,±
1

2
,±

1

3
,±

2

3
,±

4

3
,±

1

6

3 P(x) = x3 − 4x2 + x+ 6

วธิทีำ จะไดวา a0 = 6 แลว รากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6
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ตัวอยาง
จงหาแสดงวาพหนุาม P(x) = x3 + x+ 1 ไมมีรากเปนจำนวนเต็ม

วธิทีำ สมมตวิา α ∈ Z เปนรากของ P(x) ดังน้ัน α | 1 นัน่คอื α = 1 หรอื −1 แต

P(1) = 13 + 1 + 1 = 3 ̸= 0

P(−1) = (−1)3 + (−1) + 1 = −1 ̸= 0

เกดิขอขัดแยงที ่ α เปนรากของ P(x) ดังน้ัน P(x) = x3 + x+ 1 ไมมีรากทีเ่ปนจำนวนเต็ม

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 176 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง

จงหารากทีเ่ปนจำนวนเต็มท้ังหมดของ P(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6

วธิทีำ จะไดวา a0 = −6 แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ −6 คอื ±1,±2,±3,±6 ตรวจ
สอบตัวหารทีไ่ดดังนี้

P(−1) = (−1)3 − 6(−1)2 + 11(−1)− 6 = −24

P(1) = 13 − 6(1)2 + 11(1)− 6 = 0

P(−2) = (−2)3 − 6(−2)2 + 11(−2)− 6 = −60

P(2) = (2)3 − 6(2)2 + 11(2)− 6 = 0

P(−3) = (−3)3 − 6(−3)2 + 11(−3)− 6 = −120

P(3) = (3)3 − 6(3)2 + 11(3)− 6 = 0

P(−6) = (−6)3 − 6(−6)2 + 11(−6)− 6 = −504

P(−2) = (6)3 − 6(6)2 + 11(6)− 6 = 60

ดังน้ัน 1, 2 และ 3 เปนรากของ P(x)
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จงหารากทีเ่ปนจำนวนเต็มท้ังหมดของ P(x) = x4 + 2x3 − 13x2 − 14x + 24

วธิทีำ จะไดวา a0 = 24 แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ 24 คอื ±1,±2,±3,±6, ±8,±12,±24 เนือ่งจาก
P(1) = 14 + 2(1)3 − 13(1)2 − 14(1) + 24 = 0 ดังน้ัน x − 1 เปนตัวประกอบของ P(x) พิจารณาการหารสังเคราะห จะไดวา c = 2

และ a4 = q3 = 3 ดังน้ัน

1 2 −13 −14 24

+ 1(1) 1(3) 1(−10) 1(−24)

1 3 −10 −24 0

ดังน้ันผลหารเทากับ x3 + 3x2 − 10x − 24 เขียนไดเปน

P(x) = (x3 + 3x2 − 10x − 24)(x − 1)

ให Q(x) = x3 + 3x2 − 10x − 24 หารากของ Q(x) โดยใชตัวหารเช นเดยีวกับ P(x) จะไดวา Q(3) = 33 + 3(3)2 − 10(3) − 24 = 0

ดังน้ัน x − 3 เปนตัวประกอบของ Q(x) หารสังเคราะหไดดังนี้

1 3 −10 −24

+ 3(1) 3(6) 3(8)

1 6 8 0

ดังน้ัน Q(x) = (x2 + 6x + 8)(x − 3) จะไดวา

P(x) = (x2 + 6x + 8)(x − 3)(x − 1)

= (x + 2)(x + 4)(x − 3)(x − 1)

สรปุไดวา 1, 3,−2 และ −4 เปนรากของ P(x)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 178 / 192
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เศษสวนยอย
พิจารณาเศษสวนทีตั่วเศษและตัวสวนเปนพหนุามซึง่อยูในรปู

P(x)
Q(x) เมือ่ P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามทีไ่มใช พหนุามศนูย

ในแงฟงกชันจะเรยีก P(x)
Q(x) วาฟงกชันตรรกยะ (rational function) และนยิามการบวกและการคณูฟงกชันตรรกยะดังน้ัน

P1(x)
Q1(x)

+
P1(x)
Q1(x)

=
P1(x)Q2(x) + P2(x)Q1(x)

Q1(x)Q2(x)
P1(x)
Q1(x)

·
P1(x)
Q1(x)

=
P1(x)P2(x)
Q1(x)Q2(x)

ในหัวขอนี้ จะพิจารณาวาสำหรับแตละฟงกชันตรรกยะ P(x)
Q(x) จะสามารถเขียนในรปู

P(x)
Q(x) =

P1(x)
Q1(x)

+
P2(x)
Q2(x)

+ · · · +
Pn(x)
Qn(x)

ไดหรอืไม โดยแตละ Pi(x) และ Qi(x) มีดกีรนีอยกวา P(x) และ Q(x) ตามลำดับ โดยเรยีกแตละ Pi(x)
Qi(x)

วาเศษส วนยอย (partial fraction) ของ
P(x)
Q(x) สำหรับ i = 1, 2, ..., n
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Theorem

ให P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามท่ีไมใชพหนุามศนูย
จะไดวามีพหนุาม S(x) และ R(x) โดยท่ี R(x) = 0 หรือ deg R(x) < deg Q(x) ซึ่งสอดคลอง

P(x)
Q(x) = S(x) + R(x)

Q(x)

บทพสิจูน .

ให P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามทีไ่มใช พหนุามศนูย
โดยข้ันตอนวธิกีารหารจะไดวามีพหนุาม S(x) และ R(x) เพียงคูเดยีวทีส่อดคลองกับ

P(x) = Q(x)S(x) + R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)

ดังน้ัน
P(x)
Q(x) = S(x) + R(x)

Q(x)
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ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูแบบตามทฤษฎบีท

1 x2 − 1

x+ 3
วธิทีำ พิจารณาการสังเคราะห

1 0 −1

+ −3(1) −3(−3)

1 −3 8

ดังน้ัน x− 3 และ 8 เปนผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x2 − 1 ดวย x+ 3 ทำใหไดวา
x2 − 1

x+ 3
= x− 3 +

8

x+ 3

2 x2 + x+ 5

x2 + 1
วธิทีำ จะไดวา

x2 + x+ 5

x2 + 1
=

(x2 + 1) + x+ 4

x2 + 1
= 1 +

x+ 4

x2 + 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 181 / 192
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Theorem

ให Q(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an) เปนพหนุามดีกรี n ∈ N เม่ือ a1, a2, ..., an เปนจำนวนจริงท่ีแตก
ตางกัน และ P(x) เปนพหนุามท่ี deg P(x) < n จะไดวา P(x)

Q(x) สามารถเขียนเปนผลบวกของเศษสวนยอยในรปู
แบบ

P(x)
Q(x) =

c1
x− a1 +

c2
x− a2 + · · ·+

cn
x− an

เม่ือ ci = P(ai)
Qi(ai) โดยท่ี Qi(x) = (x− a1) · · · (x− ai−1)(x− ai+1) · · · (x− an) สำหรับ i = 1, 2, ..., n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 182 / 192
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 + 4x+ 1

x3 − x ในรปูผลบวกของเศษสวนยอย

วธิทีำ ให P(x) = x2 + 4x+ 1 และ Q(x) = x3 − x = x(x− 1)(x+ 1) ดังน้ัน

P(x)
Q(x) =

x2 + 4x+ 1

x3 − x =
c1
x +

c2
x− 1

+
c3

x+ 1

ให Q1 = (x− 1)(x+ 1), Q2 = x(x+ 1) และ Q3 = x(x− 1) จะไดวา

c1 =
P(0)
Q1(0)

=
02 + 4(0) + 1

(0− 1)(0 + 1)
= −1

c2 =
P(1)
Q2(1)

=
12 + 4(1) + 1

1(1 + 1)
= 3

c3 =
P(−1)

Q3(−1)
=

(−1)2 + 4(−1) + 1

(−1)(−1− 1)
= −1

ดังน้ัน
x2 + 4x+ 1

x3 − x = −
1

x +
3

x− 1
−

1

x+ 1
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 − 6x+ 4

x3 − 4x ในรปูผลบวกของเศษสวนยอย

วธิทีำ ให c1, c2, c3 เปนจำนวนจรงิซึง่

x2 − 6x+ 4

x3 − 4x =
x2 − 6x+ 2

x(x− 2)(x+ 2)
=

c1
x +

c2
x− 2

+
c3

x+ 2

=
c1(x− 2)(x+ 2) + c2x(x+ 2) + c3x(x− 2)

x(x− 2)(x+ 2)

ดังน้ัน x2 − 6x+ 4 = c1(x− 2)(x+ 2) + c2x(x+ 2) + c3x(x− 2)

เมือ่ x = 0 จะไดวา c1(−2)(2) + 0 + 0 = 4 นัน่คอื −4c1 = 4 ดังน้ัน c1 = −1

เมือ่ x = 2 จะไดวา 0 + c2(2)(4) + 0 = −4 นัน่คอื 8c2 = −4 ดังน้ัน c2 = −
1

2

เมือ่ x = −2 จะไดวา 0 + 0 + c3(−2)(−4) = 14 นัน่คอื −8c3 = 14 ดังน้ัน c3 = −
7

4

ดังน้ัน
x2 − 6x+ 4

x3 − 4x = −
1

x −
1

2(x− 2)
−

7

4(x+ 2)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 184 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง

จงหาผลบวกของอนกุรม
n∑

k=2

1

n2 − 1
เมือ่ n เปนจำนวนบวกคี่

วธิทีำ พิจารณาฟงกชันตรรกยะ
1

n2 − 1
=

1

(n − 1)(n + 1)
=

c1
n − 1

+
c2

n + 1

จะไดวา 1 = c1(n + 1) + c2(n + 1) แลว c1 =
1

2
และ c2 = −

1

2
ดังน้ัน

1

n2 − 1
=

1

2

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)
n∑

k=2

1

n2 − 1
=

1

2

n∑
k=2

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)

=
1

2

[(
1

1
−

1

3

)
+

(
1

2
−

1

4

)
+

(
1

3
−

1

5

)
+

(
1

4
−

1

6

)
+ · · · +

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)]

เนือ่งจาก n เปนจำนวนคี่ จะไดวา n + 1 เปนจำนวนคู ดังน้ัน

n∑
k=2

1

n2 − 1
=

1

2

[(
1 −

1

n − 2

)
+

(
1

2
−

1

n + 1

)]

=
1

2

[
3

2
−

1

n − 2
−

1

n + 1

]
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ตัวอยาง

จงหา
∫

1

x3 − x dx

วธิทีำ พิจารณาฟงกชันตรรกยะ

1

x3 − x =
1

x(x− 1)(x+ 1)
=

c1
x +

c2
x− 1

+
c3

x+ 1

จะไดวา 1 = c1(x− 1)(x+ 1) + c2x(x+ 1) + c3x(x− 1)

แลว c1 = −1, c2 =
1

2
และ c3 = −

1

2
ดังน้ัน

1

x3 − x = −
1

x +
1

2(x− 1)
−

1

2(x+ 1)∫
1

x3 − x dx = −
∫

1

x dx+ 1

2

∫
1

x− 1
dx− 1

2

∫
1

x+ 1
dx

= −ℓn|x|+ 1

2
ℓn|x− 1| −

1

2
ℓn|x+ 1|+ C
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Theorem

ให Q(x) = (x− a)n เม่ือ a ∈ R และ P(x) เปนพหนุามท่ี deg P(x) < n จะไดวามีจำนวนจริง c1, c2, ..., cn ท่ี
ทำให

P(x)
Q(x) =

c1
x− a +

c2
(x− a)2 + · · ·+

cn
(x− a)n

บทแทรก

ให Q(x) = (x− a)nR(x) เปนพหนุาม เมือ่ a ∈ R และ R(x) เปนพหนุาม และ P(x) เปนพหนุามที่
deg P(x) < deg Q(x) จะไดวามีจำนวนจรงิ c1, c2, ..., cn และพหนุาม S(x) ซึง่ดกีรนีอยกวา R(x) ทีท่ำให

P(x)
Q(x) =

c1
x− a +

c2
(x− a)2 + · · ·+

cn
(x− a)n +

S(x)
R(x)
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ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูผลบวกเศษสวนยอย โดยไมตองคำนวนคาคงตัว

1 1

(x− 1)3

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3 ทีท่ำให

1

(x− 1)3
=

c1
x− 1

+
c2

(x− 1)2
+

c3
(x− 1)3

2 x2 + 1

(x− 2)2(x2 − x− 2)

วธิทีำ เนือ่งจาก (x− 2)2(x2 − x− 2) = (x− 2)2(x− 2)(x+ 1) = (x− 2)3(x+ 1)

ดังน้ันมีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4 ทีท่ำให

x2 + 1

(x− 2)3(x+ 1)
=

c1
x− 2

+
c2

(x− 2)2
+

c3
(x− 2)3

+
c4

x+ 1
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จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
ในรปูผลบวกเศษสวนยอย

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3 ทีท่ำให

x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
=

c1
x+ 1

+
c2

(x+ 1)2
+

c3
x− 1

=
c1(x+ 1)(x− 1) + c2(x− 1) + c3(x+ 1)2

(x− 1)2(x+ 1)

ดังน้ัน x2 + x+ 6 = c1(x+ 1)(x− 1) + c2(x− 1) + c3(x+ 1)2

เมือ่ x = 1 จะไดวา c1(2)(0) + c2(0) + c3(8) = 8 นัน่คอื 8c3 = 8 ดังน้ัน c3 = 1

เมือ่ x = −1 จะไดวา c1(0)(−2) + c2(−2) + c3(0) = 6 นัน่คอื −2c2 = 6 ดังน้ัน c2 = −3

เมือ่ x = 0 จะไดวา c1(1)(−1) + c2(−1) + c3(1) = 6 นัน่คอื −c1 + 3 + 1 = 6 ดังน้ัน c1 = −2

สรปุไดวา

x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
= −

2

x+ 1
−

3

(x+ 1)2
+

1

x− 1
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ตอไปนี้จะเปนผลบวกเศษสวนยอยในรปูแบบโดยทัว่ไปซึง่เปนผลจาก ทฤษฎบีทตางๆกอนหนานี้ กลาวคอืถา
Q(x) = [q1(x)]n1 [q2(x)]n2 · · · [qk(x)]nk โดยทีแ่ตละ qi(x) เปนพหนุามโมนกิ ซึง่ deg qi(x) ≥ 1 และไมซ้ำกัน
มีสมบัตวิาทกุ ๆ พหนุาม q(x) ซึง่ q(x) | qi(x) แลว q(x) = ±1 หรอื q(x) = ±qi(x) ให P(x) เปนพุนามทีมี่
ดกีรนีอยกวาดกีรขีอง Q(x) จะไดวา

P(x)
Q(x) =

n1∑
i=1

c1i(x)
[q1(x)]i +

n2∑
i=1

c2i(x)
[q2(x)]i + · · ·+

nk∑
i=1

cki(x)
[qk(x)]i

เมือ่ cij(x) เปนพหนุาม โดยที่ cij(x) = 0 หรอื deg cij(x) < deg qi(x) ทกุ ๆ i, j
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ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูผลบวกเศษสวนยอย โดยไมตองคำนวนคาคงตัว

1 1

(x2 + 1)(x+ 1)

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ A, B, C ทีท่ำให

1

(x2 + 1)(x+ 1)
=

Ax+ B
x2 + 1

+
C

x+ 1

2 x2 + 3

(x2 + 1)2(x+ 1)2(x− 1)

วธิทีำ ดังน้ันมีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4, c5, c6 ทีท่ำให

x2 + 3

(x2 + 1)2(x+ 1)2(x− 1)
=

c1 + c2x
x2 + 1

+
c3 + c4x
(x2 + 1)2

+
c4

x+ 1
+

c5
(x+ 1)2

+
c6

x− 1
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ 2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

ในรปูผลบวกเศษสวนยอย

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4, c5 ทีท่ำให

2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

=
c1 + c2x
x2 + 1

+
c3 + c4x
(x2 + 1)2

+
c5

x − 1

ดังน้ัน 2x4 + 3x2 − x = (c1 + c2x)(x2 + 1)(x − 1) + (c3 + c4x)(x − 1) + c5(x2 + 1)2

เมือ่ x = 1 จะไดวา 4c5 = 4 นัน่คอื c5 = 1 พิจารณาการแทนคา x = 0,−1, 2,−2 จะไดวา

−c1 − c3 = −1

−4c1 + 4c2 − 2c3 + 2c4 = 2

5c1 + 10c2 + c3 + 2c4 = 17

−15c1 + 30c2 − 3c3 + 6c4 = 21

จากการแกระบบสมการดังกลาวจะไดวา c1 = 1, c2 = 1, c3 = 0, c4 = 1 ดังน้ัน

2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

=
1 + x
x2 + 1

+
x

(x2 + 1)2
+

1

x − 1
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