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ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 1 / 192
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ทฤษฎจีำนวน Number Theory (ปลายภาค)

บทที่ 5 สมภาค

บทที่ 6 ฟงกชันเลขคณติ

บทที่ 7 สมการไดโอแฟนไทน

บทที่ 8 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 2 / 192
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บทที่ 5 สมภาค

5.1 นยิามและสมบัติ

5.2 สมการสมภาค

5.3 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี

5.4 ระบบสวนตกคางลดทอน
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 3 / 192
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นยิามและสมบัติ

บทนยิาม
ให a, b ∈ Z และ m ∈ Z+ จะกลาววา
a และ b สมภาคกัน (congruent) มอดโุล (modulo) m หรอื
a สมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡ b (mod m) นยิามโดย

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m | (b− a)

a ไมสมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡/ b (mod m)

ขอสังเกต
1 a ≡/ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m - (b− a)

2 a ≡ b (mod 1) และ a ≡ a (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 4 / 192
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลเกีย่วกับการสมภาคตอไปนี้

1 2 ≡ 5 (mod 3) เพราะวา 3 | (5− 3)

2 −3 ≡ 7 (mod 5) เพราะวา 5 | (7− (−3))

3 −15 ≡ −3 (mod 6) เพราะวา 6 | (−3− (−15))

4 5 ≡/ 7 (mod 3) เพราะวา 3 - (7− 5)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 5 / 192
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ทฤษฎบีท

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

a ≡ b (mod m) ก็ตอเม่ือ a และ b มีเศษเหลือจากการหารดวย m เทากัน

บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z และ m ∈ Z+ โดยข้ันตอนวธิกีารหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q1, q2, r1, r2 ซึง่

a = mq1 + r1 เมือ่ 0 ≤ r1 < m
b = mq2 + r2 เมือ่ 0 ≤ r2 < m

จะไดวา b− a = m(q2 − q1) + (r2 − r1) โดยที่ 0 ≤ |r2 − r1| < m
สมมตวิา a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a) จะไดวา m | (r2 − r1) เนือ่งจาก m - (r2 − r1) เมือ่
0 < |r2 − r1| < m ทำใหไดวา |r2 − r1| = 0 นัน่คอื r1 = r2 ในทางกลับกันสมมตวิา r1 = r2 เห็นไดชัดวา
m | (b− a) สรปุไดวา a ≡ b (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 6 / 192
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลสมภาคตอไปนี้

1 123 ≡ 192 (mod 3) เพราะวา 3 หาร 123 และ 192 เหลอืเศษ 0 เทากัน

2 −124 ≡/ 77 (mod 5) เพราะวา 5 หาร -124 เหลอืเศษ 1 แตหาร 77 เหลอืเศษ 2

3 687 ≡ 176 (mod 7) เพราะวา 7 หาร 687 และ 176 เหลอืเศษ 1 เทากัน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 7 / 192
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ทฤษฎบีท

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

1 สมบัติสะทอน (Reflexive law)
a ≡ a (mod m)

2 สมบัติสมมาตร (Symmetric law)
ถา a ≡ b (mod m) แลว b ≡ a (mod m)

3 สมบัติถายทอด (Transitive law)
ถา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) แลว a ≡ c (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 8 / 192
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บทพสิจูน .
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก

1 เนือ่งจาก m | (a− a) ดังน้ัน a ≡ a (mod m)

2 สมมตวิา a ≡ b (mod m) ดังน้ัน m | (b− a) เนือ่งจาก a− b = −(b− a) นัน่คอื m | (a− b) สรปุได
วา b ≡ a (mod m)

3 สมมตวิา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) จะไดวา m | (b− a) และ m | (c− b) เนือ่งจาก
c− a = (b− a) + (c− b) ดังน้ัน m | (c− a) สรปุไดวา a ≡ c (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 9 / 192
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ทฤษฎบีท
ให a, b, c, d ∈ Z และ m ∈ Z+ ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว

1 a+ c ≡ b+ d (mod m)

2 ac ≡ bd (mod m)

บทพสิจูน .
ให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมตวิา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m)

จะไดวา m | (b− a) และ m | (d− c)
1. เนือ่งจาก (b+ d)− (a+ c) = (b− a) + (d− c) ดังน้ัน m | [(b+ d)− (a+ c)] สรปุไดวา
a+ c ≡ b+ d (mod m)

2. จะไดวา m | (bc− ac) และ m | (bd− bc) เนือ่งจาก ac− bd = (bc− ac) + (bd− bc) ดังน้ัน
m | (bd− ac) สรปุไดวา ac ≡ bd (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 10 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทฤษฎบีท

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m) แลว

1 ถา a ≡ b (mod m) แลว a+ c ≡ b+ c (mod m)

2 ถา a ≡ b (mod m) แลว ac ≡ bc (mod m)

บทพสิจูน .
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมติ a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a)
1. เนือ่งจาก (b+ c)− (a+ c) = b− a ดังน้ัน m | [(b+ c)− (a+ c)] สรปุไดวา a+ c ≡ b+ c (mod m)

2. จะไดวา m | (bc− ac) ดังน้ัน ac ≡ bc (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 11 / 192
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ตัวอยาง
ให a, b, c, d, x, y เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จงแสดงวา

ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m)

ทฤษฎบีท

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m, k เปนจำนวนเต็มบวก แลว

ถา a ≡ b (mod m) แลว ak ≡ bk (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 12 / 192
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 41 หาร 220 − 1 ลงตัว

วธิทีำ เนือ่งจาก 25 ≡ −9 (mod 41) และ 81 ≡ −1 (mod 41) จะไดวา

(25)4 ≡ (−9)4 (mod 41)

220 ≡ (81)(81) (mod 41)

≡ (−1)(−1) (mod 41)

≡ 1 (mod 41)

ดังน้ัน 41 | (220 − 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 13 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร

1 8 หาร 310

วธิทีำ เนือ่งจาก 32 ≡ 1 (mod 8) จะไดวา

(32)5 ≡ 14 (mod 8)

310 ≡ 1 (mod 8)

ดังน้ัน 8 หาร 310 เศษเหลอืเทากับ 1

2 51 หาร 310

วธิทีำ เนือ่งจาก 35 ≡ −12 (mod 51) จะไดวา

(35)2 ≡ (−12)2 (mod 51)

310 ≡ 144 (mod 51)

≡ 42 (mod 51)

ดังน้ัน 51 หาร 310 เศษเหลอืเทากับ 42
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 14 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

วธิทีำ เนือ่งจาก 34 ≡ 1 (mod 10) จะไดวา

(34)1000 ≡ 11000 (mod 10)

34000 ≡ 1 (mod 10)

ดังน้ันเลขโดดหลักสดุทายของ 34000 คอื 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 15 / 192
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) เห็นไดชัดวา 41 ≡ 1 + 3(1) (mod 9)

ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ ให k ∈ N สมมตวิา P(k) เปนจรงิ นัน่คอื 4k ≡ 1 + 3k (mod 9) จะไดวา

4k · 4 ≡ 4(1 + 3k) (mod 9)

4k+1 ≡ 4 + 12k (mod 9)

เนือ่งจาก 12 ≡ 3 (mod 9) แลว 12k ≡ 3k (mod 9) ดังน้ัน

4k+1 ≡ 4 + 3k (mod 9)

≡ 1 + 3(k+ 1) (mod 9)

ดังน้ัน P(k+ 1) เปนจรงิ โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา

4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 16 / 192
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

บทพสิจูน .
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก สมมตวิา a ≡ b (mod m) จะไดวา m | (b− a) นัน่คอืมี
จำนวนเต็ม x ซึง่ b− a = mx หรอื b = a+ mx โดยทฤษฎบีท ?? จะไดวา

gcd(b,m) = gcd(a+ mx,m) = gcd(a,m)

Theorem
ให a, b, n ∈ Z และ m เปนจำนวนเต็มบวก ซึ่ง d = gcd(m, n) จะไดวา

an ≡ bn (mod m) ก็ตอเม่ือ a ≡ b
(
mod m

d
)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 17 / 192
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บทแทรก

ให a, b, p เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา an ≡ bn (mod m) และ gcd(m, n) = 1 แลว a ≡ b (mod m)

2 ถา an ≡ bn (mod p) และ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p - n แลว a ≡ b (mod p)

Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2))

2 ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) และ gcd(m1,m2) = 1 แลว a ≡ b (mod m1m2)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 18 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000

วธิทีำ เนือ่งจาก 32 ≡ 1 (mod 4) และ 320 = (35 · 35)2 ≡ [(−7)(−7)]2 ≡ 1 (mod 25) จะไดวา

34000 = (32)2000 ≡ 12000 ≡ 1 (mod 4)

34000 = (320)200 ≡ 1200 ≡ 1 (mod 25)

∴ 34000 ≡ 1 (mod 100)

ดังน้ันเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000 คอื 01

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 19 / 192
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Theorem

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

1 ถา a ≡ b (mod mi) i = 1, 2, ..., k แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2, ...,mk))

2 ถา a ≡ b (mod m1) และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุค ู แลว
a ≡ b (mod m1m2 · · ·mk)

Theorem
ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมีจำนวนเต็ม r เพียงตัวเดียวท่ี 0 ≤ r < m เม่ือ m เปนจำนวนเต็มบวก และ

a ≡ r (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 20 / 192
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บทนยิาม
ถา a ≡ b (mod m) จะเรยีก b วาเปนสวนตกคาง (residue) ของ a มอดโุล m เซตของ

{a1, a2, ..., am}

จะเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณ (complete residue system) มอดโุล m ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมี
ai เพียงตัวเดยีวทีท่ำให a ≡ ai (mod m) ช้ันสมมูลของ ai คอื

{a : a ∈ Z, a ≡ ai (mod m)}

จะเรยีกวา ช้ันส วนตกคาง (residue class) ของ ai มอดโุล m

ตัวอยาง
จงหาสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดทีเ่ปนไปได

วธิทีำ ให b เปนสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ดังน้ัน 5 ≡ b (mod 7) สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ b = 5 + 7k ดัง
น้ันสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดคอื 5 + 7k เมือ่ k ∈ Z ตัวอยางเช น b = −9,−2, 5, 12, 19, 26 เปน
สวนตกคางของ 5 มอดโุล 7

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 21 / 192
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบวาจงหาเซตตอไปนี้ ระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5 หรอืไม

1 {−1, 5, 6, 7, 8}

วธิทีำ เนือ่งจาก −1 ≡ 4 (mod 5), 5 ≡ 0 (mod 5), 6 ≡ 1 (mod 5), 7 ≡ 2 (mod 5) และ
8 ≡ 3 (mod 5) ดังน้ัน {−1, 5, 6, 7, 8} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

2 {−11,−3, 18, 16, 22}

วธิทีำ เนือ่งจาก −11 ≡ 4 (mod 5), −3 ≡ 2 (mod 5), 18 ≡ 3 (mod 5), 16 ≡ 1 (mod 5) และ
22 ≡ 2 (mod 5) ดังน้ัน {−11,−3, 18, 16, 22} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

3 {8,−2, 6, 12, 1}

วธิทีำ เนือ่งจาก 8 ≡ −2 (mod 5) ดังน้ัน {8,−2, 6, 12, 1} ไมเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 22 / 192
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บทนยิาม
เราจะเรยีกเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

{0, 1, 2, ...,m− 1}

วาระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเป นคาลบนอยสดุ (least non-negative complete residue system)
มอดโุล m

ตัวอยางเช น {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเปนคาลบนอยสดุ มอดโุล 7

Theorem

{a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบริบรูณ มอดโุล m และ gcd(c,m) = 1

จะไดวา {ca1, ca2, ..., cam} เปนระบบสวนตกคางบริบรูณ มอดโุล m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 23 / 192
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สมการสมภาค
พิจารณาจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองสมการสมภาค

6x ≡ 4 (mod 8)

จะไดวา 6x = 4 + 8k เมือ่ k ∈ Z นัน่คอื

x =
4 + 8k

6
=

2 + 4k
3

มีเขียนคำตอบบางสวน ดังตารางตอไปนี้
k x
-11 -14
-5 -6
1 2
7 10
13 18

k x
-8 -10
-2 -2
4 6
10 14
16 22

สำหรับคำตอบในระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 8 จะไดคำตอบคอื x = 2, 6 ซึง่เรยีกวาคำตอบทีไ่มสมภาค
กันในมอดโุล 8
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก แลว

ax ≡ b (mod m)

เรยีกวา สมการสมภาคเชงิเสน (linear congruence equation) ในหัวขอนี้สนใจคำตอบของสมการทีไ่มสม
ภาคกันในมอดโุล m มีวธิกีารหาผลเฉลยดังทฤษฎบีทตอไปนี้

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 24 / 192
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก และ gcd(a,m) = d จะไดวา

สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีคำตอบ x ∈ Z ก็ตอเม่ือ d | b

ถา d | b จะมีคำตอบอย ู d คำตอบท่ีไมสมภาคกันในมอดโุล m และคำตอบน่ันคือ

x ≡ x0 + tmd (mod m) เม่ือ t = 0, 1, 2, ..., d− 1

โดยท่ี x0 คือคำตอบหน่ึงของสมการ a
d x ≡

b
d

(
mod m

d
)

จากทฤษฎบีท พบวา
1 ถา d - b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) ไมมีคำตอบ
2 ถา d | b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m
3 ถา d = 1 แลวสมการ ax ≡ b (mod m) มีเพียงคำตอบเดยีวทีไ่มสมภาคกัน

ในมอดโุล m หรอืกลาวไดอกีนัยวา ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ ax ≡ b (mod m)

แลว x1 ≡ x2 (mod m)

4 ถา x0 เปนคำตอบหนึง่ของสมการ a
d x ≡ 1

(
mod m

d
)

แลว x1 =
b
d x0 จะเปนคำตอบ

ของสมการ a
d x ≡

b
d

(
mod m

d
)อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 25 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้

1 9x ≡ 21 (mod 30)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(9, 30) = 3 และ 3 | 21 ดังน้ัน 9x ≡ 21 (mod 30) มีคำตอบ หา x0
จากสมการ 3x ≡ 7 (mod 10) จะได x0 = 9 เนือ่งจาก 3(9) ≡ 7 (mod 10)

ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 9 + 10t (mod 30)

โดยที่ t = 0, 1, 2 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 9, 19, 29 (mod 30)

2 14x ≡ 15 (mod 28)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(14, 28) = 7 และ 7 - 15 ดังน้ัน 14x ≡ 15 (mod 28) ไมมีคำตอบ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 26 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสน 6x ≡ 21 (mod 39)

เนือ่งจาก gcd(6, 39) = 3 และ 3 | 21 ดังน้ัน 6x ≡ 21 (mod 39) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
2x ≡ 7 (mod 13) จะได x0 = 10 เนือ่งจาก 2(10) ≡ 7 (mod 13) ดังน้ันคำตอบคอื

x ≡ 10 + 13t (mod 39)

โดยที่ t = 0, 1, 2 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 10, 23, 36 (mod 39)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 27 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสน 39x ≡ 65 (mod 52)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(39, 52) = 13 และ 13 | 65 ดังน้ัน 39x ≡ 65 (mod 52) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
3x ≡ 5 (mod 4) จะได x0 = 3 เนือ่งจาก 3(3) ≡ 5 (mod 4) ดังน้ันคำตอบคอื

x ≡ 3 + 4t (mod 52)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, ..., 12 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51 (mod 52)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 28 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบทีไ่มสมภาคกัน ของสมการสมภาคเชงิเสน 91x ≡ 98 (mod 119)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(91, 119) = 7 และ 7 | 98 ดังน้ัน 91x ≡ 98 (mod 119) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
13x ≡ 14 (mod 17) พิจารณา

13x ≡ 14 (mod 17)

−4x ≡ −3 (mod 17)

4x ≡ 3 (mod 17)

16x ≡ 12 (mod 17)

−x ≡ −5 (mod 17)

x ≡ 5 (mod 17)

จะได x0 = 5 ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 5 + 17t (mod 119)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 5, 22, 39, 56, 73, 90, 107 (mod 119)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 29 / 192
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ตัวอยาง

โรงงานผลติเสื้อยืดแหงหนึง่พบวาเมือ่แบงจำนวนเสื้อยืดคอกลมออกเปน 102 กอง จะเหลอืเสื้อยืดคอกลม
จำนวน 12 ตัว ถาจำนวนเสื้อยืดคอกลมมีจำนวนเปน 36 เทาของเสื้อยืดคอวี พบวาจำนวนเสื้อยืดคอวมีีมากกวา
80 ตัว แตไมเกนิ 100 ตัว จงหาจำนวนเสื้อยืดคอวแีละคอกลม

วธิทีำ ให x แทนจำนวนของเสื้อยืดคอวี ดังน้ันจำนวนเสื้อยืดคอกลมคอื 36x ตัว และสอดคลองสมการ

36x ≡ 12 (mod 102)

เนือ่งจาก gcd(36, 102) = 6 และ 6 | 12 ดังน้ัน 36x ≡ 12 (mod 102) มีคำตอบ หา x0 จากสมการ
6x ≡ 2 (mod 17) พิจารณา

6x ≡ 2 (mod 17)

18x ≡ 6 (mod 17)

x ≡ 6 (mod 17)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 30 / 192
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จะได x0 = 6 ดังน้ันคำตอบคอื
x ≡ 6 + 17t (mod 102)

โดยที่ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5 นัน่คอืสมการสมภาคเชงิเสนจะมีคำตอบคอื

x ≡ 6, 23, 40, 57, 74, 91 (mod 102)

ดังน้ัน เสื้อยืดคอวมีีจำนวน 91 ตัว และเสื้อยืดคอกลมมีจำนวน 3276 ตัว

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 31 / 192
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ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี

คำถามหนึง่ทีมั่กไดยินบอยคร้ังในเรือ่งการหารคอื มีจำนวนเต็มอะไรเมือ่หารดวย 4 เศษเหลอืเปน 3 และหาร
ดวย 5 เศษเหลอืเปน 4 คำถามนี้คอืจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองระบบสมการสมภาค

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

นัน่คอืตองหา x ทีส่อดคลอง x = 3 + 4t และ x = 4 + 5s เมือ่ t, s ∈ Z เมือ่พิจารณาแลวจะได x = 79 เมือ่
t = 19 และ s = 15 ให z เปนคำตอบของระบบสมการจะไดวา

z ≡ 79 (mod 4) และ z ≡ 79 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ัน z ≡ 79 (mod 20) คำตอบของระบบสมการนี้คอื

79 + 20k, k ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 32 / 192
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พิจารณาระบบสมการสมภาค
nx ≡ 1 (mod m)

mx ≡ 1 (mod n)

ให m, n ∈ N และ gcd(m, n) = 1 ข้ันแรกให x1 และ x2 เปนคำของระบบสมการ nx ≡ 1 (mod m) และ
mx ≡ 1 (mod n) ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม a, b จะไดวา

nx1a ≡ a (mod m)

mx2b ≡ b (mod n)

นัน่คอื x1a และ x2b เปนคำตอบของระบบสมการ

nx ≡ a (mod m)

mx ≡ b (mod n)

ให x0 = nx1a+ mx2b จะไดวา

x0 = nx1a+ mx2b ≡ nx1a+ 0 ≡ a (mod m)

x0 = nx1a+ mx2b ≡ 0 + mx2b ≡ b (mod n)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 33 / 192
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นี้คอืการแสดงวา x0 = nx1a+ mx2b เปนคำตอบของระบบสมการ

x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

Theorem

ให m, n ∈ N และ gcd(m, n) = 1 จะไดวาระบบสมการ

x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล mn กลาวคือ จะมี x0 ∈ Z ซึ่ง
x0 ≡ a (mod m) และ x0 ≡ b (mod n) และถา x1 และ x2 เปนคำตอบของระบบ
แลว x1 ≡ x2 (mod mn)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 34 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 9)

วธิทีำ เห็นไดวา gcd(7, 9) = 1 ให a = 2, b = 5,m = 7, n = 9 พิจารณาระบบสมการ

9x ≡ 1 (mod 7)

7x ≡ 1 (mod 9)

จะไดวา x1 = 4 และ x2 = 4 เปนคำของระบบสมการ 9x ≡ 1 (mod 7) และ 7x ≡ 1 (mod 9)

ตามลำดับ แลว
x0 = nx1a+ mx2b = 9(4)(2) + 7(4)(5) = 212

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 212 ≡ 23 (mod 63) นัน่คอื

23 + 63t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 35 / 192
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ 3 หารดวย 11 เศษเหลอืเทากับ 5

วธิทีำ ให x เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลองระบบสมการ

x ≡ 3 (mod 6)

x ≡ 5 (mod 11)

เห็นไดวา gcd(6, 11) = 1 ให a = 3, b = 5,m = 6, n = 11 พิจารณาระบบสมการ

11x ≡ 1 (mod 6)

6x ≡ 1 (mod 11)

จะไดวา x1 = 5 และ x2 = 2 เปนคำของระบบสมการ 11x ≡ 1 (mod 6) และ 6x ≡ 1 (mod 11) ตามลำดับ
แลว

x0 = nx1a+ mx2b = 11(5)(3) + 6(2)(5) = 225

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 225 ≡ 27 (mod 66) นัน่คอื

27 + 66t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 36 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

2x ≡ 1 (mod 5)

3x ≡ 5 (mod 11)

วธิทีำ พิจารณา
2x ≡ 1 (mod 5)

6x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 5)

และ
3x ≡ 5 (mod 11)

12x ≡ 20 (mod 11)

x ≡ 9 (mod 11)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 37 / 192
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ดังน้ันคำตอบ x จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 9 (mod 11)

เห็นไดวา gcd(5, 11) = 1 ให a = 3, b = 9,m = 5, n = 11 พิจารณาระบบสมการ

11x ≡ 1 (mod 5)

5x ≡ 1 (mod 11)

จะไดวา x1 = 1 และ x2 = 9 เปนคำของระบบสมการ 11x ≡ 1 (mod 5) และ 5x ≡ 1 (mod 11) ตามลำดับ
แลว

x0 = nx1a+ mx2b = 11(1)(3) + 5(9)(9) = 438

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 438 ≡ 53 (mod 55) นัน่คอื

53 + 55t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 38 / 192
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ตอไปจะพิจารณาในระบบสมการทีม่ากกวา 2 สมการ เช นจงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

เมือ่ gcd(m1,m2) = gcd(m1,m3) = gcd(m2,m3) = 1

ให x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3 สำหรับจำนวนเต็ม x1, x2, x3 ใด ๆ จะไดวา

x0 ≡ m2m3x1a1 + 0 + 0 (mod m1)

x0 ≡ 0 + m1m3x2a2 + 0 (mod m2)

x0 ≡ 0 + 0 + m1m2x3a3 (mod m3)

ในการหาคำตอบของระบบสมการขางตนเลอืก x1, x2, x3 ทีส่อดคลองสมการ

m2m3x ≡ a1 (mod m1)

m1m3x ≡ a2 (mod m2)

m1m2x ≡ a3 (mod m3)

ถา x1, x2 เปนคำตอบของระบบสมการ จะไดวา x1 ≡ x2 (mod m1m2m3)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 39 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 7)

วธิทีำ เห็นไดวา gcd(3, 4) = gcd(3, 7) = gcd(4, 7) = 1

ให a1 = 2, a2 = 5, a3 = 4,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

4(7)x = 28x = x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 5x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 1, x2 = 1 และ x3 = 3 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(7)(1)(2) + 3(7)(1)(5) + 3(4)(3)(4)

= 56 + 105 + 144

= 305

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 305 ≡ 53 (mod 84) นัน่คอื

53 + 84t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 40 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (Chinese Remainder Theorem)
ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกซึ่ง gcd(mi,mj) = 1 สำหรับ i ̸= j
จะไดวาระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล m = m1m2m3...mk กลาวคือจะมี x0 ∈ Z ซึ่ง
x0 ≡ ai (mod mi) ทกุ i = 1, 2, ..., k ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ x1 ≡ x2 (mod m)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 41 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการสมภาค 17x ≡ 9 (mod 276)

วธิทีำ เนือ่งจาก 276 = 3 · 4 · 23 ดังน้ัน x เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลองระบบสมการ
17x ≡ 9 (mod 3) −→ 2x ≡ 0 (mod 3)

17x ≡ 9 (mod 4) −→ x ≡ 1 (mod 4)

17x ≡ 9 (mod 23) −→ 17x ≡ 9 (mod 23)

จะสอดคลองสมการ 17x ≡ 9 (mod 276) พิจารณา

2x ≡ 0 (mod 3)

10x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 0 (mod 0)

และ
17x ≡ 9 (mod 23)

−6x ≡ 9 (mod 23)

24x ≡ −36 (mod 23)

x ≡ 10 (mod 23)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 42 / 192
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ดังน้ันหาคำตอบจากระบบสมการสมภาค
x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 4)

x ≡ 10 (mod 23)

เห็นไดวา gcd(3, 4) = gcd(3, 23) = gcd(3, 23) = 1

ให a1 = 0, a2 = 1, a3 = 10,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 23 พิจารณาระบบสมการ

4(23)x = 92x = 2x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(23)x = 69x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 12x ≡ 1 (mod 23) ... (3)

จะไดวา x1 = 2, x2 = 1 และ x3 = 2 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(23)(2)(0) + 3(23)(1)(1) + 3(4)(2)(10)

= 0 + 69 + 240

= 309

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 309 ≡ 33 (mod 276) นัน่คอื

33 + 276t, t ∈ Z

สรปุไดวาเปนคำตอบของสมการ 17x ≡ 9 (mod 276)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 43 / 192
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Theorem

ให m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2 ∈ Z จะไดระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

มีคำตอบ ก็ตอเม่ือ gcd(m1,m2) | (a1 − a2)
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล m = ℓcm(m1,m2)

ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 11 (mod 16)

x ≡ 5 (mod 20)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(16, 20) = 4 และ 4 - (11− 5) ดังน้ันระบบสมการนี้ ไมมีคำตอบ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 44 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 13 (mod 15)

x ≡ 7 (mod 21)

วธิทีำ จะเห็นวา gcd(15, 21) = 3 และ 3 | (13− 7) ดังน้ันระบบสมการนี้ มีคำตอบ
จาก x ≡ 13 (mod 15) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 13 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 13 (mod 5) −→ x ≡ 3 (mod 5)

จาก x ≡ 7 (mod 21) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 7 (mod 3) −→ x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 7 (mod 7) −→ x ≡ 0 (mod 7)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 45 / 192
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ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 0 (mod 7)

ให a1 = 1, a2 = 3, a3 = 0,m1 = 3,m2 = 5,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

5(7)x = 35x = 2x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 5) ... (2)

3(5)x = 15x = x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 2, x2 = 1 และ x3 = 1 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 5(7)(2)(1) + 3(7)(1)(3) + 3(5)(1)(0)

= 70 + 63 + 0

= 133

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 133 ≡ 28 (mod 105) นัน่คอื

28 + 105t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 46 / 192
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Theorem

ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2, ..., ak ∈ Z

จะไดวาระบบสมการสมภาค
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบ ก็ตอเม่ือ gcd(mi,mj) | (ai − aj) สำหรับทกุ i, j ∈ {1, 2, ..., k}
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดียวในมอดโุล ℓcm(m1,m2, ...,mk)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 47 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 17 (mod 21)

x ≡ 3 (mod 28)

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(6, 21) = 3 ซึง่ 3 | (17 − 5), gcd(6, 28) = 2 ซึง่ 2 | (5 − 3)

และ gcd(21, 28) = 7 ซึง่ 7 | (17 − 3) ดังน้ันระบบสมการนี้ มีคำตอบ
จาก x ≡ 5 (mod 6) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 5 (mod 2) −→ x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 5 (mod 3) −→ x ≡ 2 (mod 3)

จาก x ≡ 17 (mod 21) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 17 (mod 3) −→ x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 17 (mod 7) −→ x ≡ 3 (mod 7)

จาก x ≡ 3 (mod 28) มีคำตอบเดยีวกับระบบคำตอบของสมการ

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 3 (mod 7)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 48 / 192
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เนือ่งจากคำของสมการ x ≡ 3 (mod 4) จะเปนคำตอบของสมการ x ≡ 1 (mod 2) ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้ จะสอดคลองระบบสมการ

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 3 (mod 7)

ให a1 = 2, a2 = 3, a3 = 3,m1 = 3,m2 = 4,m3 = 7 พิจารณาระบบสมการ

4(7)x = 28x = x ≡ 1 (mod 3) ... (1)

3(7)x = 21x = x ≡ 1 (mod 4) ... (2)

3(4)x = 12x = 5x ≡ 1 (mod 7) ... (3)

จะไดวา x1 = 1, x2 = 1 และ x3 = 3 เปนคำของระบบสมการ (1), (2) และ (3) ตามลำดับ แลว

x0 = m2m3x1a1 + m1m3x2a2 + m1m2x3a3
= 4(7)(1)(2) + 3(7)(1)(3) + 3(4)(3)(3)

= 56 + 63 + 108

= 227

จะไดวาคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 227 ≡ 59 (mod 84) นัน่คอื

59 + 84t, t ∈ Z

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 49 / 192
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ระบบสวนตกคางลดทอน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 50 / 192
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บทนยิาม
ระบบสวนตกคางลดทอน (reduced residue system) มอดโุล m คอืเซตของจำนวนเต็มในระบบสวนตกคาง
บรบูิรณทีเ่ปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ m

(ก) ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่ดจากระบบสวนตกคางบรบูิรณ {0, 1, 2, ...,m− 1} คอื

{k : 0 ≤ k < m และ gcd(k,m) = 1}

เรยีกวา ระบบสวนตกคางลดทอนทีไ่มเป นลบคานอยสดุ (least non-negative reduced residue
system) มอดโุล m

(ข) ϕ(m) แทนจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
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ขอสังเกต
จากนยิามขางตนจะไดวา

1 เซตของจำนวนเต็ม ri เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ก็ตอเมือ่

(1) gcd(ri,m) = 1 ทกุ ๆ ri
(2) ถา i ̸= j แลว ri ≡/ rj (mod m)

(3) ถา x ∈ Z ที่ gcd(x,m) = 1 แลวมี ri ที่ x ≡ ri (mod m)

2 ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทกุระบบมีจำนวนสมาชกิเทากัน

3 ϕ(p) = p− 1 เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 52 / 192
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ตัวอยาง
จงยกตัวอยางระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล 5 และ 8 มาอยางนอย 2 ระบบ

วธิทีำ แสดงไดดังตารางตอไปนี้

มอดโุล m ระบบสวนตกคางบรบูิรณ ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
5 {0, 1, 2, 3, 4} {1, 2, 3, 4}

{8,−1, 11,−15, 7} {8,−1, 11, 7}

8 {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} {1, 3, 5, 7}

{8,−1, 14, 5, 12,−5, 10, 1} {−1, 5,−5, 1}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 53 / 192
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Theorem

ถา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึ่งทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และ
ทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/ aj (mod m) แลว {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

บทพสิจูน .

สมมตวิา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึง่ทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/
aj (mod m) ให ri เปนเศษเหลอืจากการหาร ai ดวย m ดังน้ัน ai ≡ ri (mod m) และ gcd(ri,m) = 1 แสดงวา

{r1, r2, ..., rϕ(m)} ⊆ {0, 1, 2, ...,m− 1}

และมีสมาชกิ ϕ(m) ตัว ดังน้ัน {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่มเปนลบคานอย
สดุ ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ gcd(a,m) = 1 และให r เปนเศษเหลอืจากการหาร a ดวย m ทำใหไดวา
a ≡ r (mod m) และ gcd(r,m) = 1 ดังน้ันจะมี i ซึง่ r = ii นัน่คอื

a ≡ r = r ≡ ai (mod m)

สรปุไดวา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
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Theorem

ให gcd(a,m) = 1 และ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m จะไดวา

{ar1, ar2, ..., arϕ(m)}

เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

บทพสิจูน .

ให gcd(a,m) = 1 สมมติ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m เนือ่งจาก
gcd(a,m) = 1 และ gcd(ri,m) = 1 จะได gcd(ari,m) = 1 โดยทฤษฎบีท 12 เพียงพอทีจ่ะแสดงวาแตละคูไม
สมภาคกัน สมมตวิา ari ≡ arj (mod m) เนือ่งจาก gcd(a,m) = 1 จะได ri ≡ rj (mod m) ฉะน้ัน ri = rj

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 55 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทของออยเลอร (Euler's Theorem)
ถา a ∈ Z และ m ∈ N ซึ่ง gcd(a,m) = 1 แลว

aϕ(m) ≡ 1 (mod m)

บทพสิจูน .

ให a ∈ Z และ m ∈ N ซึง่ gcd(a,m) = 1 ให {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m จะได
วา {ar1, ar2, ..., arϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ดังน้ัน

ar1 · ar2 · ... · arϕ(m) ≡ r1r2...rϕ(m) (mod m)

aϕ(m)r1r2 · · · rϕ(m) ≡ r1r2...rϕ(m) (mod m)

เนือ่งจาก gcd(m, ri) = 1 ทกุ ๆ i จะไดวา gcd(r1r2...rϕ(m),m) = 1 สรปุไดวา aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 56 / 192
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ตัวอยาง
100 หาร 3256 มีเศษเหลอืเทาใด

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(100, 3) = 1 และ ϕ(100) = 40 โดยทฤษฎบีทของออยเลอรจะได

340 ≡ 1 (mod 100)

3240 = (340)6 ≡ 16 (mod 100)

3240 ≡ 1 (mod 100)

เนือ่งจาก 34 = 81 ≡ −19 (mod 100) ดังน้ัน

(34)4 ≡ (−19)4 (mod 100)

316 ≡ (−19)2(−19)2 (mod 100)

≡ (361)(361) (mod 100)

≡ (61)(61) (mod 100)

≡ 3721 (mod 100)

≡ 21 (mod 100)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 57 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทำใหไดวา
3240 · 316 ≡ 1 · 21 (mod 100)

3256 · 316 ≡ 21 (mod 100)

สรปุไดวา 100 หาร 3256 เศษเหลอืเทากับ 21

ตัวอยาง
จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(1000, 7) = 1 และ ϕ(1000) = 400 โดยทฤษฎบีทของออยเลอรจะได

7400 ≡ 1 (mod 1000)

(7400)25 ≡ 125 (mod 1000)

710000 ≡ 1 (mod 1000)

สรปุไดวา เลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000 คอื 001

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 58 / 192
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บทแทรก

ทฤษฎบีทของแฟรมาต (Fermat's Little Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z โดยที่ p - a แลว

ap−1 ≡ 1 (mod p)

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17

วธิทีำ เนือ่งจาก 17 เปนจำนวนเฉพาะซึง่ 17 - 3 โดยทฤษฎบีทของแฟรมาตจะได

317−1 = 316 ≡ 1 (mod 17)

3992 = (316)62 ≡ 162 = 1 (mod 17)

31000 = 3992 · 38 ≡ 1 · 38 (mod 17)

≡ 34 · 34 (mod 17)

≡ (81)(81) (mod 17)

≡ (−4)(−4) (mod 17)

≡ 16 (mod 17)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17 คอื 16
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 59 / 192
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Theorem

ทฤษฎีบทของวลิสัน (Wilson's Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 60 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17

วธิทีำ เนือ่งจาก 17 เปนจำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎบีทของวลิสันจะไดวา 16! ≡ −1 (mod 17) ดังน้ัน

16 · 15! ≡ −1 (mod 17)

(−1) · 15! ≡ −1 (mod 17)

15! ≡ 1 (mod 17)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17 คอื 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 61 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26)! ดวย 29

วธิทีำ เนือ่งจาก 29 เปนจำนวนเฉพาะ โดยทฤษฎบีทของวลิสันจะไดวา 28! ≡ −1 (mod 29) ดังน้ัน

28 · 27 · 26! ≡ −1 (mod 29)

(−1)(−2) · 26! ≡ −1 (mod 29)

2(26!) ≡ 1 (mod 29)

สรปุไดวา เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26!) ดวย 29 คอื −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 62 / 192
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บทที่ 6 ฟงกชันเลขคณติ

6.1 ฟงกชันเชงิการคณู
6.2 ฟงกชันเทา
6.3 ฟงกชันซกิมา
6.4 ฟงกชันออยเลอร-ฟ 

6.5 ฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุ
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 63 / 192
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ฟงกชันเลขคณติ
บทนยิาม
ฟงกชันทีมี่โดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอน เรยีกวา ฟงกชัน
เลขคณติ

ตัวอยางฟงกชันเลขคณติ

1 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2 f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i

3 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = จำนวนตัวประกอบทีเ่ปนจำนวนเฉพาะของ n

ตัวอยางฟงกชันทีไ่มเปนฟงกชันเลขคณติ

1 f : C → R กำหนดโดย f(x) = |x|

2 f : Z → R กำหนดโดย f(n) = n2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 64 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง

ให λ : N → Z กำหนดโดย

λ(n) =

1 เมือ่ n = 1

(−1)α1+α2+···+αk เมือ่ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k (รปูแบบบัญญัต)ิ

เรยีกวา ฟงกชันลอีวูลิล (Liouville's λ-function) จงหา λ(2), λ(6) และ λ(12)

1 λ(2) = (−1)1 = −1

2 λ(6) = λ(2 · 3) = (−1)1+1 = 1

3 λ(12) = λ(22 · 3) = (−1)2+1 = −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 65 / 192
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ตัวอยาง
ให Λ : N → R กำหนดโดย

Λ(n) =

log p ถา n = pa เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N

0 ถา n เปนอยางอืน่

เรยีกวา ฟงกชันมานเกอลท (Mangoldt's function) จงหา Λ(2),Λ(6) และ Λ(9)

1 Λ(2) = log 2

2 Λ(6) = Λ(2 · 3) = 0

3 Λ(9) = Λ(32) = log 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 66 / 192
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ตัวอยาง
ให µ : N → Z กำหนดโดย

µ(n) =


1 ถา n = 1

0 ถามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p2 | n
(−1)k ถา n = p1p2 · · · pk เมือ่ pi เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน

เรยีกวา ฟงกชันเมอบิอสุ (Mobius function) จงหา µ(2), µ(6), µ(9) และ µ(105)

1 µ(2) = (−1)1 = −1

2 µ(6) = µ(2 · 3) = (−1)2 = 1

3 µ(9) = µ(32) = 0

4 µ(105) = µ(3 · 5 · 7) = (−1)3 = −1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 67 / 192
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ฟงกชันเชงิการคณู

บทนยิาม
ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณู (multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m, n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ (completely multiplicative function) ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 68 / 192
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ตัวอยาง

จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการคณู และ/หรอื ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

1 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา
f(mn) = 0 = 0 · 0 = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

2 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n
วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา

f(mn) = mn = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

3 f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n2
วธิทีำ ให n,m ∈ N จะไดวา

f(mn) = (mn)2 = m2n2 = f(m)f(n)

ดังน้ัน f ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ

4 f : N → C กำหนดโดย f(n) = n + i
วธิทีำ เลอืก m = 2 และ n = 3 ซึง่ gcd(m, n) = 1 และ

f(2 · 3) = f(6) = 6 + i ̸= 5 + 5i = (2 + i)(3 + i) = f(2)f(3)

ดังน้ัน f ไมเปนฟงกชันเชงิการคณูอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 69 / 192
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Theorem

ให f เปนฟงก ชันเลขคณิต โดยท่ี f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

f เปนฟงก ชันเชงิการคณู ก็ตอเม่ือ f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(pα1

1 )f(pα2
2 )...f(pαk

k )

Theorem

ให f เปนฟงก ชันเลขคณิต โดยท่ี f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ จะไดวา f เปน

ฟงก ชันเชงิการคณูแบบบริบรูณ ก็ตอเม่ือ

f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(p1)α1 f(p2)α2 ...f(pk)αk

บทแทรก
ให f เปนฟงกชันเชงิการคณู โดยที่ f(1) = 1 และ n ∈ N จะไดวา f เปนฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่

f(pm) = (f(p))m เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p | n และ m ∈ N

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 70 / 192
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ตอไปจะกลาวถงึสัญลักษณแทนการบวกของฟงกชันเลขคณติ f คอื∑
d|n

f(d) หมายถงึ ผลบวกของ f(d) เมือ่ d เปนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

ตัวอยางเช น
∑
d|3

f(d) = f(1) + f(3) และ
∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) เปนตน

ตัวอยาง
ใหฟงกชันเลขคณติ f(n) = n2 จงหาของ

∑
d|4

f(d),
∑
d|6

f(d) และ
∑
d|12

f(d)

วธิทีำ ∑
d|4

f(d) = f(1) + f(2) + f(4) = 12 + 22 + 42 = 21

∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) = 12 + 22 + 32 + 62 = 50

∑
d|12

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12)

= 12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 71 / 192
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สัญลักษณแทนการคณูของฟงกชันเลขคณติ f คอื

k∏
i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) · · · f(k)

ตัวอยางเช น
3∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) และ
5∏

n=1

n = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 5! เปนตน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 72 / 192
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ฟงกชันเทา
บทนยิาม
ให n ∈ N กำหนดให

τ(n) = จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันเทา (tau function)

ขอสังเกต
ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 τ เปนฟงกชันเลขคณติ

2 τ(1) = 1

3 τ(n) =
∑
d|n

1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 73 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 τ(12)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1, 2, 3, 4, 6, 12 เปนตัวหารของ 12 ดังน้ัน τ(12) = 6

2 τ(23)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1, 23 เปนตัวหารของ 23 ดังน้ัน τ(23) = 2

3 τ(308)

วธิทีำ เนือ่งจาก 308 = 22 · 7 · 11 นัน่คอื 1, 2, 4, 7, 11, 14, 22, 28, 44, 77, 154, 308 เปนตัวหารของ
308 ดังน้ัน τ(308) = 12

4 τ(625)

เนือ่งจาก 625 = 52 = 4 นัน่คอื 1, 5, 25, 125, 625 เปนตัวหารของ 625 ดังน้ัน τ(625) = 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 74 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ a ∈ N แลว

1 τ(p) = 2

2 τ(pa) = a+ 1

Theorem

ให n ∈ N และ n > 1 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

τ(n) =
k∏

i=1

(αi + 1) = (a1 + 1)(a2 + 2) · · · (ak + 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 75 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 τ(500)

วธิทีำ τ(500) = τ(22 · 53) = (2 + 1)(3 + 1) = 12

2 τ(720)

วธิทีำ τ(720) = τ(24 · 32 · 5) = (4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 30

3 τ(1000)

วธิทีำ τ(1000) = τ(23 · 53) = (3 + 1)(3 + 1) = 16

4 τ(8820)

วธิทีำ τ(8820) = τ(22 · 32 · 5 · 72) = (2 + 1)(2 + 1)(1 + 1)(2 + 1) = 54

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 76 / 192
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Theorem
ฟงก ชันเทาเปนฟงก ชันเชงิการคณู

ตัวอยาง
ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ τ(n)

วธิทีำ เห็นไดชัดวา gcd(2k − 1, 2k−1) = 1 เนือ่งจาก τ เปนฟงกชันเชงิการคณู และ 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ
จะไดวา

τ(n) = τ(2k−1 · (2k − 1))

= τ(2k−1)τ(2k − 1)

= (k− 1 + 1)(2) = 2k

ดังน้ัน τ(n) = 2k

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 77 / 192
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ฟงกชันซกิมา

บทนยิาม
ให n, k ∈ N กำหนดให

σ(n) = ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันซกิมา (sigma function) และนยิาม

σk(n) = ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 78 / 192
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ขอสังเกต
ให n, k ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 σ และ σk เปนฟงกชันเลขคณติ ทกุ ๆ k ∈ N

2 σ = σ1

3 σ(1) = 1 และ σk(1) = 1

4 σ(n) =
∑
d|n

d และ σk(n) =
∑
d|n

dk

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 79 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(6) และ σ2(6)

วธิทีำ σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 และ σ2(6) = 12 + 22 + 32 + 62 = 50

2 σ(7) และ σ3(7)

วธิทีำ σ(7) = 1 + 7 = 8 และ σ3(7) = 13 + 73 = 344

3 σ(81) และ σ2(81)

วธิทีำ σ(81) = σ(34) = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 = 121 และ
σ2(81) = σ2(34) = 12 + 32 + 92 + 272 + 812 = 7381

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 80 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว

σ(p) = 1 + p และ σk(p) = 1 + pk

Theorem

ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว

σ(pa) = pa+1 − 1

p− 1
และ σk(pa) = (pk)a+1 − 1

pk − 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 81 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(16)

วธิทีำ σ(16) = σ(24) =
25 − 1

2− 1
= 31

2 σ2(343)

วธิทีำ σ2(343) = σ2(7
3) =

(72)4 − 1

72 − 1
= 120100

3 σ(729)

วธิทีำ σ(729) = σ(36) =
37 − 1

3− 1
= 1093

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 82 / 192
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Lemma

ให n1, n2 เปนจำนวนเต็มซึ่ง gcd(n1, n2) = 1 จะไดวาทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก d ซึ่ง d | n1n2 ก็ตอเม่ือ มี
จำนวนเต็มบวก d1 และ d2 ท่ี d = d1d2 และ d1 | n1, d2 | n2 นอกจากน้ี ถา d1 | n1, d2 | n2 และ d′1 | n1,
d′2 | n2 โดยท่ี d1d2 = d′1d′2 แลว d1 = d′1 และ d2 = d′2

Theorem
ฟงก ชันซกิมาเปนฟงก ชันเชงิการคณู

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 83 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 σ(600)

วธิทีำ σ(600) = σ(23 · 3 · 52) = σ(23)σ(3)σ(52) =
24 − 1

2− 1
(1 + 3)

53 − 1

5− 1
= 1860

2 σ2(200)

วธิทีำ σ2(200) = σ2(2
3 · 52) = σ2(2

3)σ2(5
2) =

(22)4 − 1

22 − 1
·
(52)3 − 1

52 − 1
= 55355

3 σ(3250)

วธิทีำ σ(3250) = σ(2 · 53 · 13) = σ(2)σ(53)σ(13) = (1 + 2)
54 − 1

5− 1
(1 + 13) = 6552

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 84 / 192
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Theorem
ถา n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k รปูแบบบัญญัติ แลว

σ(n) =
k∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
และ σk(n) =

k∏
i=1

(pki )αi+1 − 1

pki − 1

ตัวอยาง

ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ σ(n)

วธิทีำ เนือ่งจาก 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ gcd(2k−1, 2k − 1) = 1 ดังน้ัน

σ(n) = σ(2k−1(2k − 1)) = σ(2k−1)σ(2k − 1)

=
2k − 1

2− 1
· (1 + 2k + 1)

= (2k − 1)(2k)

= 2 · 2k−1(2k − 1) = 2n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 85 / 192
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บทนยิาม
เรยีกจำนวนนับ n วา จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถา σ(n) = 2n

จากตัวอยางทีผ่านมาทำใหไดตัวอยางจำนวนสมบูรณดังตาราง

k 2k − 1 จำนวนสมบูรณ n = 2k−1(2k − 1)

2 3 6
3 7 28
5 31 496
7 127 8,128
13 8191 335,500,336
17 131071 8,589,869,056

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 86 / 192
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ฟงกชันออยเลอร-ฟ 

บทนยิาม
ให n ∈ N นยิาม

ϕ(n) = จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรยีกวา ฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) หรอื ฟงกชันฟ  (phi function)

ขอสังเกต
ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1 ϕ เปนฟงกชันเลขคณติ

2 ϕ(1) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 87 / 192
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ตอไปแสดงตัวอยาง ϕ(n) เมือ่ 2 ≤ n ≤ 10

n จำนวนเต็มบวก k ≤ n ซึง่ gcd(k, n) = 1 ϕ(n)
2 1 1
3 1,2 2
4 1,3 2
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2
7 1,2,3,4,5,6 6
8 1,3,5,7 4
9 1,2,4,5,7,8 6
10 1,3,7,9 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 88 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(15)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 15 ซึง่ gcd(k, 15) = 1 คอื 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 ดังน้ัน ϕ(15) = 8

2 ϕ(17)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 17 ซึง่ gcd(k, 17) = 1 คอื 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,
16 ดังน้ัน ϕ(17) = 16

3 ϕ(25)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 25 ซึง่ gcd(k, 25) = 1 คอื 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17,
18, 19, 21, 22, 23, 24 ดังน้ัน ϕ(25) = 20

4 ϕ(36)

วธิทีำ จำนวนเต็มบวก k ≤ 36 ซึง่ gcd(k, 36) = 1 คอื 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35 ดัง
น้ัน ϕ(36) = 12

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 89 / 192
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Theorem
ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว ϕ(p) = p− 1

ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(37)

วธิทีำ เนือ่งจาก 37 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(37) = 37− 1 = 36

2 ϕ(101)

วธิทีำ เนือ่งจาก 101 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(101) = 101− 1 = 100

3 ϕ(1277)

วธิทีำ เนือ่งจาก 1277 เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน ϕ(1277) = 1277− 1 = 1276

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 90 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
จงหาคาของ ϕ(625)

วธิทีำ เนือ่งจาก 625 = 54 พิจารณา

1 2 3 4 5

6 7 8 9 2(5)

11 12 13 14 3(5)

...
621 622 623 624 125(5) = 53(5) = 625

นัน่คอืจำนวนเเต็มที ่ 5 หารลงตัวอยูแนวต้ังสดุทาย มีจำนวนท้ังหมดเทากับ 125 = 53 ตัว ดังน้ันจำนวนเต็ม k
ซึง่ gcd(k, 625) = 1 เทากับ 54 − 53 สรปุไดวา ϕ(625) = ϕ(54) = 54 − 53 = 500
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Theorem

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว ϕ(pa) = pa − pa−1

1 ϕ(97)

วธิทีำ ϕ(97) = 971 − 970 = 96

2 ϕ(64)

วธิทีำ ϕ(64) = ϕ(26) = 26 − 25 = 32

3 ϕ(343)

วธิทีำ ϕ(343) = ϕ(73) = 73 − 72 = 294

4 ϕ(625)

วธิทีำ ϕ(625) = ϕ(54) = 54 − 53 = 500

5 ϕ(729)

วธิทีำ ϕ(729) = ϕ(36) = 36 − 35 = 486

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 92 / 192
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Theorem

ฟงก ชันฟ ออยเลอร เปนฟงก ชันเชงิการคณู

บทแทรก
ให m1,m2, ...,mk ∈ N และ gcd(mi,mj) = 1 ทกุ ๆ i ̸= j แลว

ϕ(m1,m2...mk) = ϕ(m1)ϕ(m2)...ϕ(mk)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 93 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

1 ϕ(72)

วธิทีำ ϕ(72) = ϕ(23 · 32) = ϕ(23)ϕ(32) = (23 − 22)(32 − 31) = 4(6) = 24

2 ϕ(500)

วธิทีำ ϕ(500) = ϕ(22 · 53) = ϕ(22)ϕ(53) = (22 − 21)(53 − 52) = 2(100) = 200

3 ϕ(1000)

วธิทีำ ϕ(1000) = ϕ(23 · 53) = ϕ(23)ϕ(53) = (23 − 22)(53 − 52) = 4(100) = 400
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บทแทรก
ถา n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k เปนการเขียน n ในรปูแบบบัญญัติ แลว

ϕ(n) = n
k∏

i=1

(
1−

1

pi

)

1 ϕ(225)

วธิทีำ เนือ่งจาก 225 = 32 · 52 ดังน้ัน

ϕ(225) = 225

(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 120

2 ϕ(360)

วธิทีำ เนือ่งจาก 360 = 23 · 32 · 5 ดังน้ัน

ϕ(360) = 360

(
1−

1

2

)(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 96

3 ϕ(900)

วธิทีำ เนือ่งจาก 900 = 22 · 32 · 52 ดังน้ัน

ϕ(900) = 900

(
1−

1

2

)(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)
= 240
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ตัวอยาง
จงหาคาของ

∑
d|n

ϕ(d) เมือ่

1 n = 12

ตัวประกอบ (d) ของ 12 1 2 3 4 6 12
ϕ(d) 1 1 2 2 2 4

ดังน้ัน
∑
d|12

ϕ(d) = 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12

2 n = 20

ตัวประกอบ (d) ของ 20 1 2 4 5 10 20
ϕ(d) 1 1 2 4 4 8

ดังน้ัน
∑
d|20

ϕ(d) = 1 + 1 + 2 + 4 + 4 + 8 = 20
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Theorem
ให n ∈ N แลว ∑

d|n
ϕ(d) = n
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ฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุ

บทนยิาม
สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

เรยีก [x] วา ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ (the greatest integer function)

ตัวอยางเช น [1.5] = 1, [−2.14] = −3, [√3] = 1, [ 15
7
] = 2 และ [3] = 3

ขอสังเกต
สำหรับจำนวนจรงิ x จะไดวา

1 [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2 0 ≤ x− [x] ≤ 1
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โดยสมบัตจิำนวนจรงิทีว่า ทกุจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะมีจำนวนเต็ม n ที่ n ≤ x < n + 1 ทำใหได

x = n + (x − n) โดยที่ 0 ≤ x − n < 1

นัน่คอื x = n + k เมือ่ k เปนจำนวนจรงิที ่ 0 ≤ k < 1 ซึง่ในกรณนีี้ [x] = k นัน่เอง

Theorem

สำหรับจำนวนจริง x ใด ๆ จะไดวา

1 ถา x ≥ 0 แลว [x] =
∑

1≤i≤x
1

2 [x] + [−x] =

0 ถา x ∈ Z

−1 ถา x /∈ Z

3 [x + m] = [x] + m เม่ือ m เปนจำนวนเต็ม

4
[ x
m
]
=

[
[x]
m

]
เม่ือ m เปนจำนวนเต็มบวก

5 −[−x] คือจำนวนเต็มคานอยสดุท่ีมากกวาหรือเทากับ x

6 ถา n และ m เปนจำนวนเต็มบวก จำนวนของจำนวนเต็มจากเซตของ {1, 2, ..., n} ท่ีหาร n ลงตัวดวย m คือ
[ n
m
]
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สำหรับจำนวนเต็ม a และ b โดยข้ันตอนการหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ b = aq+ r เมือ่ 0 ≤ r < a
ทำใหไดวา

b
a = q+

r
a โดยที่ 0 ≤

r
a < 1

นัน่คอื

q =

[ b
a
]

และ r = b− aq = b− a
[ b
a
]

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248

วธิทีำ ให b = −934 และ a = 248 แลว q =

[
−934

248

]
= [−3.67] = −4 ดังน้ัน

r = b− aq = −934− 248(−4) = 58

ดังน้ันเศษทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248 เทากับ 58
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ตอไปจะใชฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุช วยในการเขียนรปูแบบบัญญัตขิองจำนวนทีอ่ยูในรปูแฟคทอเรยีล
กำหนดให A = {1, 2, 3, ..., n} และ a ∈ N ให

Xa = {x ∈ A : a หาร x ลงตัว }

แลวจะไดวา |Xa| =
[ n
a
]
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 2k หาร 100! ลงตัว นัน่คอื 100! เขียนรปูแบบ

บัญญัตคิอื
100! = 2k · 3a1 · 5a2 · 7a3 · · · 97

พิจารณา 100! = 1 · 2 · 3 · 4 · · · 97 · 98 · 99 · 100 พบวาถา A = {1, 2, 3, ..., 100} จะไดวา

X21 = {x ∈ A : 21 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X21 | =

[
100

21

]
= 50

X22 = {x ∈ A : 22 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X22 | =

[
100

22

]
= 25

X23 = {x ∈ A : 23 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X23 | =

[
100

23

]
= 12

X24 = {x ∈ A : 24 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X24 | =

[
100

24

]
= 6
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X25 = {x ∈ A : 25 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X25 | =

[
100

25

]
= 3

X26 = {x ∈ A : 26 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X26 | =

[
100

26

]
= 1

ดังน้ัน k = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 นัน่คอื

k =
6∑

i=1

|X2i | =
6∑

i=1

[
100

2i

]

จะใชสัญลักษณ ep(n) แทน
∞∑
i=1

[ n
pi
]
ในตัวอยางนี้คอื k = e2(100) จากการสังเกตนี้ทำใหไดทฤษฎบีทตอไปนี้

Theorem

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวากำลังสงูสดุของ p
ท่ีหาร n! ลงตัวคือ

ep(n) =
∞∑
i=1

[ n
pi
]
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 3k หาร 500! ลงตัว
วธิทีำ โดยทฤษฎบีท 31 จะไดวา k = e3(500) ดังน้ัน

k = e3(500) =
∞∑
i=1

[
500

3i

]

=

[
500

3

]
+

[
500

32

]
+

[
500

33

]
+

[
500

34

]
+

[
500

35

]
+

[
500

36

]
= 166 + 55 + 18 + 6 + 2

= 247
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 18k หาร 100! ลงตัว
วธิทีำ เนือ่งจาก 18 = 2 · 32 พิจารณากำลังสงูสดุของจำนวนเฉพาะ 2 และ 3 ไดดังนี้

e2(100) =
∞∑
i=1

[
100

2i

]
=

[
100

2

]
+

[
100

22

]
+

[
100

23

]
+

[
100

24

]
+

[
100

25

]
+

[
100

26

]
= 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97

e3(100) =
∞∑
i=1

[
100

3i

]
=

[
100

3

]
+

[
100

32

]
+

[
100

33

]
+

[
100

34

]
= 33 + 11 + 3 + 1 = 48

ดังน้ันรปูแบบบัญญัตขิอง 100! คอื 100! = 297 · 348 · 5m · 7d · · · 97 เนือ่งจาก

297 · 348 = 273 · 224 · (32)24 = 273(2 · 32)24 = 273(18)24

ดังน้ัน k = 24
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000!

วธิทีำ จำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000! คอืกำลังสงูสดุของ 10 ทีห่าร 1000! ลงตัว เนือ่งจาก
10 = 2 · 5 นัน่คอืคาตำ่สดุของ e2(1000) และ e5(1000) เนือ่งจาก e5(1000) < e2(1000) ดังน้ันกำลังสงูสดุ
ของ 10 ทีห่าร 1000! ลงตัวเทากับ e5(1000) หาไดจาก

e5(1000) =
∞∑
i=1

[
1000

5i

]
=

[
1000

5

]
+

[
1000

52

]
+

[
1000

53

]
+

[
1000

54

]
= 200 + 40 + 8 + 1

= 249

ดังน้ัน จำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000! เทากับ 249 จำนวน
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บทที่ 7 สมการไดโอแฟนไทน

7.1 สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่

7.2 สมการพีทาโกรัส

7.3 สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง
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สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่

ในหัวขอนี้ เราสนใจหาเงือ่นไขทีเ่พียงพอทีจ่ะแสดงวาสมการ

ax+ by = c เมือ่ a, b, c ∈ Z

ถา a = 0 หรอื b = 0 สามารถหาคำตอบไดโดยงาย เช น ax = c สมการนี้ มีคำตอบก็ตอเมือ่ a | c และคำตอบ
คอื x =

c
a ทำใหสนใจกรณทีี ่ a ̸= 0 และ b ̸= 0

Theorem

ให a, b, c ∈ Z ซึ่ง a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

สมการ ax+ by = c มีคำตอบ x, y ∈ Z ก็ตอเม่ือ gcd(a, b) | c
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บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 กำหนดให gcd(a, b) = d สมมตวิา x0, y0 ∈ Z เปนคำตอบของสมการ
ax+ by = c ดังน้ัน ax0 + by0 = c เนือ่งจาก d | a และ d | b ดังน้ัน d | (ax0 + by0) นัน่คอื d | c ในทางกลับ
กัน สมมตวิา d | c ดังน้ัน c = dk สำหรับบางจำนวนเต็ม k เนือ่งจาก gcd(a, b) = d จะไดวามีจำนวนเต็ม
x1, y1 ซึง่ d = ax1 + by1 นัน่คอื

c = dk = a(kx1) + b(ky1)

ดังน้ัน kx1, ky1 เปนคำตอบของสมการ ax+ by = c

จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม

1 2x+ 3y = 5

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(2, 3) = 1 และ 1 | 5 ดังน้ัน 2x+ 3y = 5 มีคำตอบ

2 42x+ 21y = 15

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(42, 21) = 7 และ 7 - 15 ดังน้ัน 42x+ 21y = 15 ไมมีคำตอบ

3 50x+ 15y = 20

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(50, 15) = 5 และ 5 | 20 ดังน้ัน 50x+ 15y = 20 มีคำตอบ
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Theorem

ให a, b, c ∈ Z ซึ่ง a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถาสมการ ax+ by = c มีคำตอบเปน x = x0 และ y = y0 เรียกคำตอบ
น้ีวาคำตอบเฉพาะราย (particular solution) และ d = gcd(a, b) แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการ
ax+ by = c เขียนในรปู

x = x0 +
b
d t, y = y0 −

a
d t เม่ือ t ∈ Z
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 4x+ 5y = 13

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ันสมการ 4x+ 5y = 13 มีคำตอบ ตอไปจะหาคำตอบเฉพาะรายโดยใชข้ัน
ตอนวธิแีบบยุคลดิ

5 = 5(1) + 4(0) 5 1 0 R1
4 = 5(0) + 4(1) 4 0 1 R2
1 = 5(1) + 4(−1) 1 1 −1 R3 = R1 − R2

ดังน้ัน 5(1) + 4(−1) = 1 นัน่คอื 4(−13) + 5(13) = 13 จะไดวา x0 = −13 และ y0 = 13 สรปุไดวาคำ
ตอบของสมการ 4x+ 5y = 13 คอื

x = −13 + 5t, y = 13− 4t เมือ่ t ∈ Z
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จากตัวอยางขางตนการหาคำตอบเฉพาะรายอาจทำไดอกีวธิี เมือ่พิจารณา 4x + 5y = 13

พบวา 4x − 13 = −5y หรอื 5y − 13 = −4x
จะไดวา 5 | (4x − 13) หรอื 4 | (5y − 13)

ดังน้ัน 4x ≡ 13 (mod 5) หรอื 5y ≡ 13 (mod 4)

จะไดวา
4x ≡ 3 (mod 5)

4 · 4x ≡ 4 · 3 (mod 5)

16x ≡ 12 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 5)

เลอืก x0 = 2 จะได 4(2) + 5y0 = 13 นัน่คอื y0 = 1 ดังน้ัน x0 = 2, y0 = 1 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการ 4x + 5y = 13

วธิกีารคำตอบเฉพาะรายของ ax + by = c
พบวา ax − c = −by หรอื by − c = −ax
จะไดวา b | (ax − c) หรอื a | (by − c)
ดังน้ัน ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)

สรปุวธิหีาคำตอบเฉพาะรายของ ax + by = c ดวยคำตอบของสมการสมภาค

ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)
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สรปุข้ันตอนการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน ax+ by = c
1 หา d = gcd(a, b)
2 ตรวจสอบวา d | c หรอื d - c
3 ถา d - c แลวสมการ ax+ by = c ไมมีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม
4 ถา d | c แลวสมการ ax+ by = c มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม

หาคำตอบเฉพาะราย โดยเลอืกได 2 วธิี ดังนี้

(ก) ข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ จาก d = ax1 + by1 และ c = dk เลอืก x0 = kx1 และ
y0 = ky1

(ข) สมการสมภาค ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)
หา x0 เปนคำตอบของ ax ≡ c (mod b) แลวหา y0 จากสมการ
ax0 + by0 = c
หา y0 เปนคำตอบของ by ≡ c (mod a) แลวหา x0 จากสมการ
ax0 + by0 = c

5 สรางคำตอบท้ังหมด
x = x0 +

b
d t, y = y0 −

a
d t เมือ่ t ∈ Z
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน 80x− 62y = 90 โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(80,−62) = 2 จะไดวา 2 | 90 ดังน้ันสมการ 80x− 62y = 90 มีคำตอบ ตอไปจะหาคำ
ตอบเฉพาะราย โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

80 = 80(1) + 62(0) 80 1 0 R1
62 = 80(0) + 62(1) 62 0 1 R2
18 = 80(1) + 62(−1) 18 1 −1 R3 = R1 − R2
8 = 80(−3) + 62(4) 8 −3 4 R4 = R2 − 3R3
2 = 80(7) + 62(−9) 2 7 −9 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน 80(7)− 62(9) = 2 นัน่คอื 80(315)− 62(405) = 90 จะไดวา x0 = 315 และ y0 = 405 เปนคำตอบ
เฉพาะรายของ 80x− 62y = 90
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ตัวอยาง
เด็กชายเอ ไดเงินคาขนมจากพอจำนวน 200 บาท ถาเราทราบเพียงวาพอของเด็กชายเอใหเปนธนบัตร 2 ชนดิ
คอืธนบัตรชนดิ 20 บาท และธนบัตรชนดิ 50 บาทเทาน้ัน จงหาจำนวนธนบัตรทีเ่ด็กชายเอไดรับท้ังหมด

วธิทีำ ให x แทนจำนวนธนบัตรชนดิ 20 บาท และ y แทนจำนวนธนบัตรชนดิ 50 บาท จะไดวา

20x+ 50y = 200

เนือ่งจาก gcd(20, 50) = 10 แลว 10 | 200 ดังน้ัน สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม เห็นไดชัดวา x0 = 0

และ y0 = 4 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการนี้ ดังน้ัน

x = 5t, y = 4− 2t เมือ่ t ∈ Z

เนือ่งจาก 5t = x > 0 ดังน้ัน t > 0 และ 4− 2t = y > 0 ดังน้ัน t < 2 ทำใหได t = 1 สรปุไดวา x = 5, y = 2

นัน่คอื เด็กชายเอมีธนบัตรชนดิ 20 บาทจำนวน 5 ใบ และธนบัตรชนดิ 50 บาทจำนวน 2 ใบ
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พิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

ax+ by+ cz = m

ให d = gcd(a, b, c) และ d0 = gcd(a, b) ถา d | m สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม พิจารณาสมการ

ax+ by = m− cz

ดังน้ัน d0 | (m− cz) นัน่คอื
cz ≡ m (mod d0)

ให z0 เปนคำตอบของสมการ cz ≡ m (mod d0) เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = gcd(gcd(a, b), c) = d และ d | m
ดังน้ัน

z = z0 +
d0
d t เมือ่ t ∈ Z

เมือ่แทน z ลงในสมการไดโอแฟนไทน ax+ by+ cz = m ทำใหไดสมการไดโอแฟนไทน 2 ตัวแปร แลวดำเนนิ
การหาคำตอบของสมการดวยวธิเีดมิทีก่ลาวมาแลว
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y+ 9z = 63

วธิทีำ ให gcd(3,−6, 9) = 3 เนือ่งจาก 3 | 63 ดังน้ันสมการ 3x− 6y+ 9z = 63 มีคำตอบในระบบ
จำนวนเต็ม จะไดวา

3x− 6y = 63− 9z
เนือ่งจาก gcd(3,−6) = 3 ดังน้ัน 3 | (63− 9z) นัน่คอื 9z ≡ 63 (mod 3) เห็นไดชัดวาคำตอบของสมการสม
ภาคนี้คอืจำนวนเต็มใดก็ได ให z = t เมือ่ t ∈ Z นัน่คอื

3x− 6y = 63− 9t
x− 2y = 21− 3t

x = 21− 3t+ 2y
x = 21− 3t+ 2s

ให y = s เมือ่ s ∈ Z ดังน้ันคำตอบของสมการ 3x− 6y+ 9z = 63 คอื
x = 21− 3t+ 2s
y = s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t
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ตัวอยาง

มานะมีธนบัตร 1 ใบมูลคา 50 บาท ตองการแลกเหรยีญ 3 ชนดิคอื เหรยีญ 2 บาท เหรยีญ 5 บาท และเหรยีญ 10 บาท ถามวามานะจะไดเหรยีญ
ท้ังหมดกีแ่บบโดยตองมีเหรยีญแตละชนดิอยางนอย 1 เหรยีญ

วธิทีำ ให x แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 2 บาท
y แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 5 บาท
z แทนจำนวนเหรยีญชนดิ 10 บาท

จะไดวาสมการไดโอแฟนไทนคอื
2x + 5y + 10z = 50

ให gcd(2, 5, 10) = 1 เนือ่งจาก 1 | 50 ดังน้ันสมการ 2x + 5y + 10z = 50 มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม จะไดวา

2x + 5y = 50 − 10z

เนือ่งจาก gcd(2, 5) = 1 ดังน้ัน 1 | (50 − 10z) นัน่คอื 10z ≡ 50 (mod 1) เห็นไดชัดวาคำตอบของสมการสมภาคนี้คอืจำนวนเต็มใดก็ได ให
z = t เมือ่ t ∈ Z นัน่คอื

2x + 5y = 50 − 10t
2x + 10t = 50 − 5y
2(x + 5t) = 5(10 − y)

ดังน้ัน 2 | 5(10 − y) เนือ่งจาก gcd(2, 5) = 1 ดังน้ัน 2 | (10 − y) ให 10 − y = 2s หรอื y = 10 − 2s เมือ่ s ∈ Z จะไดวา

2x + 5(10 − 2s) = 50 − 10t
2x + 50 − 10s = 50 − 10t

x = 5s − 5t

ดังน้ันคำตอบของสมการ 2x + 5y + 10z = 50 คอื

x = 5s − 5t
y = 10 − 2s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t
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เนือ่งจาก x, y, z ไมเปนจำนวนเต็มลบ ดังน้ัน z = t > 0 และ y = 10 − 2s > 0 นัน่คอื s < 5 และ x = 5s − 5t > 0 จะได t < s ดังน้ัน
สรปุเงือ่นไขไดดังตอไปนี้

t > 0, t < s และ s < 5

เขียนแจกแจงดังตารางตอไปนี้

t s x = 5s − 5t y = 10 − 2s z = t
1 2 5 6 1

1 3 10 4 1

1 4 15 2 1

2 3 5 4 2

2 4 10 2 2

3 4 5 2 3

ดังน้ันมานะสามารถแลกเหรยีญไดท้ังหมด 6 แบบ ดังนี้

แบบที่ จำนวนเหรญีชนดิ 2 บาท จำนวนเหรยีญชนดิ 5 บาท จำนวนเหรยีญชนดิ 10 บาท
1 5 6 1

2 10 4 1

3 15 2 1

4 5 4 2

5 10 2 2

6 5 2 3
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ตัวอยาง
จงหาสมการไดโอแฟนไทนมาอยางนอยหนึง่สมการทีมี่คำตอบเปน

x = 12 + 4s− 7t
y = 5− 2s เมือ่ t, s ∈ Z

z = t

วธิทีำ จากสมการ x = 12 + s− 7t และ 2s = 5− y และ z = t จะไดวา

2x = 24 + 8s− 14t
2x = 24 + 4(5− y)− 14z
2x = 24 + 20− 4y− 14z

2x+ 4y+ 14z = 44

ดังน้ันสมการไดโอแฟนไทนทีมี่คำตอบดังกลาวคอื 2x+ 4y+ 14z = 44
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สมการพีทาโกรัส
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาสมการพีทาโกรัส

x2 + y2 = z2

เพือ่ศกึษาวธิกีารหาคำตอบทีเ่ปนจำนวนเต็มบวกท้ังหมด ซึง่เรยีกวาสมการไดโอแฟนไทนดกีรสีอง 3 ตัวแปร
หรอืกลาวอกีนัยคอืการหาความยาวดานท้ังสามของสามเหลีย่มมุมฉาก

z x

y

รปูที่ 3 สามเหลีย่มมุมฉากแสดงความยาวแตละดาน

ให x0, y0, z0 เปนคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 เราเขียนแทนดวย {x0, y0, z0} ตัวอยางเช น {3, 4, 5}

และ {5, 12, 13} เปนตน
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บทนยิาม
ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x < z และ y < z
สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple) คอื {x, y, z} ทีส่อดคลองสมการ

x2 + y2 = z2

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เช น {3, 4, 5}, {4, 3, 5}, {7, 24, 25} เปนตน
จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสหรอืไม

1 {15, 8, 17}

วธิทีำ เนือ่งจาก 152 + 82 = 225 + 64 = 289 = 172

ดังน้ัน {15, 8, 17} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
2 {21, 20, 29}

วธิทีำ เนือ่งจาก 212 + 202 = 441 + 400 = 841 = 292

ดังน้ัน {21, 20, 29} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
3 {12, 84, 87}

วธิทีำ เนือ่งจาก 122 + 842 = 144 + 7056 = 7200 ̸= 7569 = 872

ดังน้ัน {12, 84, 87} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
4 {39, 80, 89}

วธิทีำ เนือ่งจาก 392 + 802 = 1521 + 6400 = 7921 = 892

ดังน้ัน {39, 80, 89} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
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พีทาโกรัสไดใหคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 ไววา

x = k, y =
k2 − 1

2
และ z = k2 + 1

2
เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ซึง่จะเห็นวา

x2 + y2 = k2 +

( k2 − 1

2

)2

= k2 +
k4 − 2k2 + 1

4

=
k4 + 2k2 + 1

2
=

( k2 + 1

2

)2

= z2

ดังน้ัน
{
k, k

2 − 1

2
,
k2 + 1

2

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1
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ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากคำตอบของพีทาโกรัสแสดงดังตารางตอไปนี้

x = k y =
k2 − 1

2
z = k2 + 1

2

3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61
13 84 85
15 112 113
17 144 145
19 180 181
21 220 221

x = k y =
k2 − 1

2
z = k2 + 1

2

23 264 265
25 312 313
27 364 365
29 420 421
31 480 481
33 544 545
35 612 613
37 684 685
39 760 761
41 840 841
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Theorem

ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N แลว

{ka, kb, kc} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N จะไดวา

a2 + b2 = c2

k2a2 + k2b2 = k2c2

(ka)2 + (kb)2 = (kc)2

เนือ่งจาก a < c, b < c และ k ∈ N จะไดวา ka < kc และ kb < kc
ดังน้ัน {ka, kb, kc} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 124 / 192
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Theorem
ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) แลว{ a

d ,
b
d ,

c
d
}

เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

มากกวาน้ันจะไดดวยวา gcd
( a
d ,

b
d ,

c
d
)

= 1

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) จะไดวา

a2 + b2 = c2
a2 + b2

d2 =
c2
d2( a

d
)2

+

( b
d
)2

=

( c
d
)2

เนือ่งจาก a < c, b < c และ d > 0 จะไดวา a
d <

c
d และ b

d <
c
d

ดังน้ัน
{ a

d ,
b
d ,

c
d
}

เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 125 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Theorem

ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 แลว

gcd(a, b) = gcd(a, c) = gcd(b, c) = 1

บทพสิจูน .
ให {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 ให d = gcd(a, b)
สมตวิามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | d จะไดวา p | a และ p | b นัน่คอื p | a2 และ p | b2 ฉะน้ัน p | (a2 + b2) จะ
ไดวา p | c2 นัน่คอื p | c ดังน้ัน p เปนตัวหารของ a, b, c เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = 1 ดังน้ัน p = 1 เกดิขอขัด
แยงที ่ p เปนจำนวนเฉพาะ ดังน้ันไมมีจำนวนเฉพาะใด ๆ ทีห่าร d ลงตัวนัน่คอื d = 1 พิสจูนในทำนองเดยีวกัน
gcd(a, c) = 1 และ gcd(b, c) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 126 / 192
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บทนยิาม
เรยีกสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} วา สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (Primitive Pythagorean
Triple) ถา gcd(a, b, c) = 1

จงตรวจสอบสามสิง่อันดับพีทาโกรัสตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานหรอืไม

1 {3, 4, 5}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(3, 4, 5) = 1 ดังน้ัน {3, 4, 5} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2 {8, 15, 17}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(8, 15, 17) = 1 ดังน้ัน {8, 15, 17} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

3 {10, 24, 26}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(10, 24, 26) = 2 ̸= 1

ดังน้ัน {10, 24, 26} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

4 {45, 200, 205}

วธิทีำ เนือ่งจาก gcd(45, 200, 205) = 5 ̸= 1

ดังน้ัน {45, 200, 205} ไมเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 127 / 192
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Theorem

ถา {a, b, c} สามสิ่งอันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน จะไดวา a ≡/ b (mod 2)

หมายเหตุ a ≡/ b (mod 2) หมายความวา a, b เปนจำนวนคูพรอมกันไมได และเปนจำนวนคีพ่รอมกันไมได นัน่
คอืถาตัวหนึง่เปนจำนวนคูอกีตัวหนึง่จะเปนจำนวนคี่

Theorem

{a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ก็ตอเม่ือ มีจำนวนเต็ม u, v ซึ่ง
u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u ≡/ v (mod 2) ท่ีทำให

a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 128 / 192
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จากทฤษฎบีทดังกลาว ทำใหทราบวาสามารถหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานไดไมจำกัดจำนวน ดังแสดง
ตัวอยางตามตาราง

u v a b c
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65

u v a b c
7 6 13 84 85
8 1 63 16 65
8 3 55 48 73
8 5 39 80 89
8 7 15 112 113
9 1 80 36 85
9 4 65 72 97
9 5 56 90 106
9 7 32 126 130
9 8 17 144 145

u v a b c
10 1 99 20 101
10 3 91 60 109
10 7 51 140 149
10 9 19 180 181
11 2 117 44 125
11 4 105 88 137
11 6 85 132 157
11 8 57 176 185
11 10 21 220 221
12 1 143 24 145

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 129 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน โดยใชทฤษฎบีท 38
เมือ่ u = 15 และ u = 23

วธิทีำ กรณี u = 15 เนือ่งจาก 15 > v และ gcd(15, v) = 1 ซึง่ 15 ≡/ v (mod 2)

จะได v = 2, 4, 8, 14 หาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} โดย

a = 152 − v2, b = 2(15)v และ c = 152 + v2

สรปุไดดังตารางตอไปนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
15 2 221 60 229
15 4 209 120 241
15 8 161 240 289
15 14 29 420 421

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 130 / 192
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กรณี u = 23 เนือ่งจาก 23 > v และ gcd(23, v) = 1 ซึง่ 23 ≡/ v (mod 2)

จะได v = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22 หาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} โดย
a = 232 − v2, b = 2(23)v และ c = 232 + v2

สรปุไดดังตารางตอไปนี้

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
23 2 525 92 533
23 4 513 184 545
23 6 493 276 565
23 8 465 368 593
23 10 429 460 629
23 12 385 552 673
23 14 333 644 725
23 16 273 736 785
23 18 205 828 853
23 20 129 920 929
23 22 45 1012 1013

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 131 / 192
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ในกรณี u = p เมือ่ p > 2 เปนจำนวนเฉพาะ หา v ทีส่อดคลองเงือ่นไข gcd(u, v) = 1 คอื
v = 1, 2, 3, 4, ..., p− 1 แต v ตองไมเปนจำนวนคีเ่พราะวา u เปนจำนวนคี่ ดังน้ัน

v = 2, 4, 6, ..., p− 1

และจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานเทากับ p− 1

2
ชดุ

ตอไปจะกลาวถงึวธิกีารหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} เมือ่กำหนด a หรอื b โดยอาศัยทฤษฎบีท
38 จะเห็นวา b = 2uv เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = u2 − v2 = (u− v)(u+ v) เปนจำนวนคี่ จงึพิจารณาเปน 2
กรณคีอืจำนวนน้ันเปนจำนวนคีแ่ละเปนจำนวคู
กรณี x เป นจำนวนเตม็คี่

1 แยกตัวประกอบของ x ออกเปนผลคณูของสองจำนวน

2 เขียนตัวประกอบมากสดุในรปู u+ v
เขียนตัวประกอบนอยสดุในรปู u− v

3 แกสมการใน ขอ 2. เพือ่หา u และ v

4 หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 132 / 192
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ตัวอยาง
กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1 35

วธิทีำ เนือ่งจาก 35 = 1 · 35 = 5 · 7 จะไดวา
u− v u+ v u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
1 35 18 17 35 612 613
5 7 6 1 35 12 37

ดังน้ัน {35, 12, 37} และ {35, 612, 613} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
2 51

วธิทีำ เนือ่งจาก 51 = 1 · 51 = 3 · 17 จะไดวา
u− v u+ v u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
1 51 26 25 51 1300 1301
3 17 10 7 51 140 149

ดังน้ัน {51, 140, 149} และ {51, 1300, 1301} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 133 / 192
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ในกรณี x เปนจำนวนคู จะได x = 2uv และ u, v ไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ันมีจำนวนหนึง่เปนจำนวนคูทำให
ได 4 | x ถา 4 - x สรปุไดวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
กรณี x เป นจำนวนเตม็คู

1 ถา 4 - x แสดงวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2 ถา 4 | x แลว x = 2uv โดยที่ gcd(u, v) = 1 และ u > v > 0 ดังน้ันมี u หรอื v เปนจำนวนคู และอกี
จำนวนหนึง่เปนจำนวนคี่

3 หา u และ v ทีส่อดคลอง ขอ 2.

4 หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 134 / 192
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ตัวอยาง
กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1 24

วธิทีำ เนือ่งจาก 4 | 24 ดังน้ันพิจารณา 24 = 2(12) = 2(12 · 1) = 2(2 · 6) = 2(3 · 4) จะไดวา

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2
12 1 143 24 145
4 3 7 24 25

ดังน้ัน {143, 24, 145} และ {7, 24, 25} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

1 42

วธิทีำ เนือ่งจาก 4 - 42 ดังน้ัน 42 ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 135 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Lemma

ให x เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1 เศษเหลือท่ีเกิดจากการหาร x ดวย 3 เทากับ 0 หรือ 1 เทาน้ัน

2 เศษเหลือท่ีเกิดจากการหาร x ดวย 5 เทากับ 0 หรือ 1 หรือ 4 เทาน้ัน

บทพสิจูน .
ให x เปนจำนวนเต็ม

1 โดยข้ันตอนการหารจะไดวา x ≡ 0 หรอื 1 หรอื 2 (mod 3) นัน่คอื x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 (mod 3)

สรปุไดวา x2 ≡ 0 หรอื 1 (mod 3)

2 โดยข้ันตอนการหารจะไดวา x ≡ 0 หรอื 1 หรอื 2 หรอื 3 หรอื 4 (mod 5)

นัน่คอื x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 หรอื 9 หรอื 16 (mod 5) สรปุไดวา x2 ≡ 0 หรอื 1 หรอื 4 (mod 5)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 136 / 192
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Theorem
ถา {a, b, c} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

1 3 | a หรือ 3 | b

2 5 | a หรือ 5 | b หรือ 5 | c

Theorem

ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 137 / 192
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Theorem

ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .
สมมตวิา {a, b, c} และ {x, y, z} จะไดวา a2 + b2 = c2 และ x2 + y2 = z2 แลว

|by− ax|2 + (bx+ ay)2 = b2y2 − 2abxy+ a2x2 + b2x2 + 2abxy+ a2y2

= b2(y2 + x2) + a2(x2 + y2)
= (a2 + b2)(x2 + y2)
= c2z2

ดังน้ัน {|by− ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทแทรก
ให {a, b, c} จะไดวา {|b2 − a2|, 2ab, c2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทพสิจูน .

จากทฤษฎบีท 42 เนือ่งจาก {a, b, c} และ {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 138 / 192
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ตัวอยาง
จงหาสามจำนวนของปทาโกรัส ทีเ่กดิจากสามจำนวนของปทาโกรัสทีก่ำหนดให

1 {3, 4, 5} และ {3, 4, 5}

วธิทีำ จะไดวา 42 − 32 = 7, 2(3)(4) = 24 และ 52 = 25

ดังน้ัน {7, 24, 25} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

2 {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}

วธิทีำ จะไดวา 4(12)− 3(5) = 33, 3(12) + 4(5) = 56 และ 5(13) = 65

ดังน้ัน {33, 56, 65} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

3 {3, 4, 5} และ {8, 15, 17}

วธิทีำ จะไดวา 4(15)− 3(8) = 36, 3(15) + 4(8) = 77 และ 5(17) = 85

ดังน้ัน {36, 77, 85} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

4 {8, 15, 17} และ {7, 24, 25}

วธิทีำ จะไดวา 15(24)− 8(7) = 304, 8(24) + 15(7) = 297 และ 17(25) = 425

ดังน้ัน {297, 304, 425} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 139 / 192
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สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง

Theorem

ให c เปนจำนวนเต็ม สมการ x2 − y2 = c มีคำตอบเปนจำนวนเต็ม ก็ตอเม่ือ

c เปนจำนวนเต็มค่ี หรือ 4 | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 140 / 192
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บทพสิจูน .

c เปนจำนวนเต็ม ให x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c ดังน้ัน x20 − y20 = c
กรณี x0 ≡ y0 (mod 2) จะไดวา x0 ≡ −y0 (mod 2) ดังน้ัน 2 | (x0 + y0) และ 2 | (x0 + y0)
นัน่คอื 4 | (x20 − y20) ดังน้ัน 4 | c
กรณี x0 ≡/ y0 (mod 2) จะไดวา x, y ไมเปนจำนวนคูพรอมกัน หรอืไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ัน x2 − y2 = c เปนจำนวนคี่
ในทางกลับกัน สมมตวิา c เปนจำนวนคี่ นัน่คอื c = 2k + 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k เลอืก x0 = k + 1 และ y0 = k จะไดวา

x2 − y2 = (x − y)(x + y)
= (k + 1 − k)(k + 1 + k)
= 2k + 1

= c

ดังน้ัน x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c ถา 4 | c ให c = 4q สำหรับบางจำนวนเต็ม q เลอืก x0 = q+1 และ y0 = q− 1 จะไดวา

x2 − y2 = (x − y)(x + y)
= (q + 1 − q + 1)(q + 1 + q − 1)

= 4q
= c

ดังน้ัน x0, y0 เปนคำตอบของสมการ x2 − y2 = c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 141 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 15

วธิทีำ จาก x2 − y2 = (x− y)(x+ y) จะไดวา (x− y)(x+ y) = 15 = 1 · 15 = 3 · 5 พิจารณาไดดังตาราง
ตอไปนี้

x− y x+ y x y
1 15 8 7
-1 -15 -8 -7
15 1 8 -7
-15 -1 -8 7
3 5 4 1
-3 -5 -4 -1
5 3 4 -1
-5 -3 -4 1

ดังน้ันคำตอบทีส่อดคลองสมการนี้คอื (8, 7), (8,−7), (−8, 7), (−8,−7), (4, 1), (−4, 1), (4,−1) และ
(−4,−1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 142 / 192
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ตัวอยาง
จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 24

วธิทีำ จาก x2 − y2 = (x− y)(x+ y) จะไดวา (x− y)(x+ y) = 24 = 1 · 24 = 2 · 12 = 3 · 8 = 4 · 6 x, y
จะเปนจำนวนเต็มก็ตอเมือ่ตัวประกอบท้ังคูเปนจำนวนคูพรอมกัน พิจารณาไดดังตารางตอไปนี้

x− y x+ y x y
2 12 7 5
-2 -12 -7 -5
12 2 7 -5
-12 -2 -7 5
4 6 5 1
-4 -6 -5 -1
6 4 5 -1
-6 -4 -5 1

ดังน้ันคำตอบทีส่อดคลองสมการนี้คอื (7, 5), (7,−5), (−7, 5), (−7,−5), (5, 1), (−5, 1), (5,−1) และ
(−5,−1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 143 / 192
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Theorem
ให c ∈ Z แลวมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึ่ง x2 + y2 − z2 = c

บทพสิจูน .

c เปนจำนวนเต็ม จะมีจำนวนเต็ม x ซึง่ c− x2 เปนจำนวนคี่ ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 43 นัน่คอืมีจำนวนเต็ม y, z ที่
ทำให y2 − z2 = c− x2 นัน่คอืมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึง่ x2 + y2 − z2 = c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 144 / 192
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ตัวอยาง

จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 + y2 − z2 = 8 มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ

วธิทีำ พิจารณา y2 − z2 = 8 − x2 จะไดวา (y − z)(y + z) = 8 − x2
พิจารณา 8 − x2 เปนจำนวนคี่ นัน่คอื x เปนจำนวนคี่ จะไดวาสำหรับบางจำนวนเต็ม k, t จะได 8 − x2 = 2k + 1 และ x = 2t + 1 แลว

8 − (2t + 1)
2

= 2k + 1

8 − 4t2 − 4t − 1 = 2k + 1

6 − 4t2 − 4t = 2k
3 − 2t2 − 2t = k

จาก (y − z)(y + z) = 8 − x2 นัน่คอื (y − z)(y + z) = 2k + 1 = 1 · (2k + 1)

เลอืก y − z = 1 และ y + z = 2k + 1 จะไดวา y = k + 1 และ z = k ดังน้ันคำตอบรปูแบบหนึง่ของสมการ x2 + y2 − z2 = 8 นี้คอื

x = 2t + 1

y = k + 1 เมือ่ t, k ∈ Z และ k = 3 − 2t2 − 2t
z = k

ตารางตอไปนี้ แสดงคำตอบบางชดุของสมการ x2 + y2 − z2 = 8

t k = 3 − 2t2 − 2t x = 2t + 1 y = k + 1 z = k
-1 3 -1 4 3
0 3 1 4 3
1 -1 3 0 -1
2 -9 5 -8 -9
3 -21 7 -20 -21

ดังน้ันคำตอบ 5 ชดุ ทีส่อดคลองสมการนี้คอื (−1, 4, 3), (1, 4, 3), (3, 0,−1), (5,−8,−9) และ (7,−20,−21)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 145 / 192
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c ทีเ่ปนคำตอบของสมการ

a3 − b3 − c3 = 3abc
a2 = 2(b+ c)

วธิทีำ เนือ่งจาก 3abc เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา b3 < a3 และ c3 < a3 นัน่คอื b < a และ c < a ดังน้ัน
b+ c < 2a แลว

a2 = 2(b+ c) < 4a

ฉะน้ัน a < 4 นัน่คอื a = 1, 2, 3 เนือ่งจาก a2 = 2(b+ c) แสดงวา a เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = 2

ทำใหไดวา และ 22 = 2(b+ c) นัน่คอื b+ c = 2 จะได b = c = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 146 / 192
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บทที่ 8 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

8.1 พหนุาม

8.2 ทฤษฎบีทเศษเหลอื

8.3 เศษสวนยอย

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 147 / 192
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พหนุาม
บทนยิาม
ให n ∈ N ∪ {0} แลว

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา พหนุาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา สัมประสทิธิ์ (coefficient) ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลำดับ ถา an ̸= 0 เรยีกวา พหนุามดกีรี n และเขียน n แทนดวย deg P(x)
เรยีก an ̸= 0 วา สัมประสทิธิ์ ตัวนำ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P(x) วา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)
กรณี deg P(x) = 0 หรอื P(x) = a0 ̸= 0 เรยีก P(x) วา พหนุามคงตัว (constant polynomial)
กรณี P(x) = 0 เรยีก พหนุามศนูย (zero polynomaial) และไมนยิามดกีรสีำหรับพหนุามศนูย

กำหนดเซตของพหนุามข้ึนกับชนดิของสัมประสทิธิ์ดังตอไปนี้

Z[x] = {anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 | an, an−1, ..., a1, a0 ∈ Z และ n ∈ N ∪ {0}}

R[x] = {anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 | an, an−1, ..., a1, a0 ∈ R และ n ∈ N ∪ {0}}
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ตัวอยาง
จงบอกองคประกอบของพหนุามตอไปนี้

1 1 + 2x+ x3
เปนพหนุามโมนกิดกีรี 3 ทีมี่ 1, 2, 0, 1 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3 ตามลำดับ

2 −2x4 + 1.5x− 5

เปนพหนุามดกีรี 4 ทีมี่ −5, 1.5, 0, 0,−2 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3, x4 ตามลำดับ
มีสัมประสทิธิ์ตัวนำคอื −2

3 3x5 − 3
5
x4 +

√
2

เปนพหนุามดกีรี 5 ทีมี่ √
2, 0, 0, 0,− 3

5
, 3 เปนสัมประสทิธิ์ของ 1, x, x2, x3, x4, x5 ตามลำดับ

มีสัมประสทิธิ์ตัวนำคอื 3

4 x1.5 + x+ 1

ไมเปนพหนุามเนือ่งจากมีเลขยกกำลังของ x เปน 1.5
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บทนยิาม

ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P(x) = Q(x)
ถา deg P(x) = deg Q(x) และอยูในรปู

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0
Q(x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมือ่ n ∈ N ∪ {0} และ an = bn, an−1 = bn−1, ..., a1 = b1, a0 = b0

เมือ่พิจารณาพหนุาม P(x) และ Q(x) ในแงของฟงกชันจะไดวา P และ Q เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ ดังน้ัน
P = Q ก็ตอเมือ่ P(x) = Q(x) ทกุ ๆ x ∈ R
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บทนยิาม

ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุามซึง่

P(x) = amxm + am−1xm−1 + · · ·+ a1x+ a0
Q(x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมือ่ m, n ∈ N ∪ {0} และ m ≤ n แลว

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ am+1xm+1 + amxm + · · ·+ a1x+ a0

โดยที่ am+1 = am+2 = ... = an = 0 เมือ่ m < n นยิามการบวกและการคณู P(x) และ Q(x) คอื

P(x) + Q(x) = (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)xn−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0)
P(x) · Q(x) = cm+nxm+n + cm+n−1xm+n−1 + · · ·+ ckxk + · · ·+ c1x+ c0

เมือ่ ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 โดยที่ k = 0, 1, 2, ...,m+ n ซึง่ ak = bk = 0 ทกุ ๆ k > n
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สำหรับการคณูอาจทำไดโดยการใชกฎการแจกแจงจากน้ันรวมพจนทีค่ลายกันเขาดวยกัน หรอือาจใช grid method ทำไดดังนี้

amxm am−1xm−1 am−2xm−2 · · · a1x a0
bnxn ambnxm+n am−1bnxm+n−1 am−2bnxm+n−2 · · · a1bnxn+1 a0bnxn

bn−1xn−1 ambn−1xm+n−1 am−1bn−1xm+n−2 am−2bn−1xm+n−3 · · · a1bn−1xn a0bn−1xn−1

bn−2xn−2 ambn−2xm+n−2 am−1bn−2xm+n−3 am−2bn−2xm+n−4 · · · a1bn−2xn−1 a0bn−2xn−2

...
...

b1x amb1xm+1 am−1b1xm−2 am−2b1xm−3 · · · a1b1x2 a0b1x
b0x amb0xm am−1b0xm−1 am−2b0xm−2 · · · a1b0x a0b0
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ตัวอยาง

กำหนดให P(x) = x3 + x2 − 3x + 1 และ Q(x) = x2 − 3

จงหา P(x) + Q(x) และ P(x) · Q(x)

วธิทีำ จะไดวา

P(x) + Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1) + (x2 − 3) = (x3 + x2 − 3x + 1) + (0x3 + x2 + 0x − 3)

= (1 + 0)x3 + (1 + 1)x2 + (−3 + 0)x + (1 − 3)

= x3 + 2x2 − 3x − 2

สำหรับการคณู P(x) · Q(x) จะแสดงใหวธิกีารคณูท้ัง 3 วธิี ดังนี้
1. โดยบทนยิาม ให a0 = 1, a1 = −3, a2 = 1, a3 = 1, a4 = a5 = 0 และ b0 = −3, b1 = 0, b2 = 1, b3 = b4 = b5 = 0 จะ
ไดวา

c0 = a0b0 = 1(−3) = −3

c1 = a0b1 + a1b0 = 0 − 3(−3) = 9

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0 = 1(1) + 0 + 1(−3) = −2

c3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0 = 0 − 3(1) + 0 + 1(−3) = −6

c4 = a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0 = 0 + 0 + 1(1) + 0 + 0 = 1

c5 = a0b5 + a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + a5b0 = 0 + 0 + 0 + 1(1) + 0 + 0 = 1
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ดังน้ัน

P(x) · Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1)(x2 − 3)

= c5x5 + c4x4 + c3x3 + c)2x2 + c1x + c0
= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3

2. โดยวธิกีารแจกแจง

P(x) · Q(x) = (x3 + x2 − 3x + 1)(x2 − 3)

= x5 − 3x3 + x4 − 3x2 − 3x3 + 9x + x2 − 3

= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3

3. โดย grid method

x3 x2 −3x 1

x2 x5 x4 −3x3 x2
0x 0x4 0x3 0x2 0x
−3 −3x3 −3x2 9x −3

ดังน้ัน

P(x) · Q(x) = x5 + (1 + 0)x4 + (−3 + 0 − 3)x3 + (1 + 0 − 3)x2 + (0 + 9)x3

= x5 + x4 − 6x3 − 2x2 + 9x − 3
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ตัวอยาง

กำหนดให Ax3 + Bx2 + Cx + D = (x − 2)(x + 3)(x + 1) + 7 ทกุ ๆ x ∈ R จงหาคาของ A, B และ C

วธิทีำ พิจารณา

Ax3 + Bx2 + Cx + D = (x − 2)(x + 3)(x + 1) + 7

= (x2 + x − 6)(x + 1) + 7

= x3 + 2x2 − 5x + 1

ดังน้ัน A = 1, B = 2, C = −5 และ D = 1

ตัวอยาง

ถา a, b, c และ d เปนจำนวนเต็มซึง่ (x − 1)2(ax + b) = cx3 + dx + 4 ทกุ ๆ x ∈ R แลว a + b + c + d เทากับเทาใด

วธิทีำ พิจารณา

(x − 1)
2
(ax + b) = cx3 + dx + 4

(x2 − 2x + 1)(ax + b) = cx3 + dx + 4

ax3 + (b − 2a)x2 + (a − 2b)x + b = cx3 + dx + 4

จะไดวา b = 4, a− 2b = d, b− 2a = 0 และ a = c ดังน้ัน a = 2, c = 2, d = −6 แลวจะไดวา a+ b+ c+ d = 2+4+2− 6 = 2
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ตัวอยาง
จงหาคาของ A, B และ C ทีท่ำให

พหนุาม A(x− 1)(x− 2) + B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) เทากับพหนุามคงตัว 1

วธิทีำ สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

A(x− 1)(x− 2) + B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) = 1

เมือ่ x = 1 จะไดวา A(0)(−1) + B(0)(−2) + C(−1)(−2) = 1 นัน่คอื 2C = 1 ดังน้ัน C = 1
2

เมือ่ x = 2 จะไดวา A(1)(0) + B(1)(−1) + C(0)(−1) = 1 นัน่คอื −B = 1 ดังน้ัน B = −1

เมือ่ x = 3 จะไดวา A(2)(1) + B(2)(0) + C(1)(0) = 1 นัน่คอื 2A = 1 ดังน้ัน A = 1
2
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Theorem

ให P(x),Q(x) ∈ Z[x] ซึ่ง P(x) และ Q(x) ไมใชพหนุามศนูย จะไดวา

deg (P(x) + Q(x)) ≤ max{deg P(x), deg Q(x)}
deg (P(x) · Q(x)) = deg P(x) + deg Q(x)

เม่ือ max{deg P(x), deg Q(x)} คือคามากสดุของ deg P(x) และ deg Q(x)
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Theorem

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให P(x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยท่ี S(x) ไมใชพหนุามศนูย แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) เพียงค ูเดียวท่ี
สอดคลองกับ

P(x) = Q(x)S(x) + R(x) เม่ือ R(x) = 0 หรือ deg R(x) < deg S(x)

เรียก Q(x) วาผลหาร และ R(x) วาเศษเหลือ

ขอสังเกต ถา R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P(x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P(x)
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ตัวอยาง

จงเขียนข้ันตอนวธิกีารหารของ S(x) หาร P(x)

1 S(x) = x − 1 และ P(x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5

วธิทีำ พิจารณา

P(x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5

= (x3 − 3x2 + 3x − 1) + 5x2 + x + 6

= (x − 1)
3
+ 5(x2 − 2x + 1) + 11x + 1

= (x − 1)
3
+ 5(x − 1)

2
+ 11(x − 1) + 12

= (x − 1)[(x − 1)
2
+ 5(x − 1) + 11] + 12

= (x − 1)(x2 + 3x − 3) + 12

ดังน้ัน P(x) = S(x)(x2 + 3x − 3) + 12

2 S(x) = x2 − 1 และ P(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1

วธิทีำ พิจารณา

P(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1

= (x4 − 2x2 + 1) + x3 + 3x2 + x
= (x2 − 1)

2
+ x(x2 − 1) + 3x2 + 2x

= (x2 − 1)
2
+ x(x2 − 1) + 3(x2 − 1) + 2x + 3

= (x2 − 1)[(x2 − 1) + x + 3] + 2x + 3

= (x2 − 1)(x2 + x + 2) + 2x + 3

ดังน้ัน P(x) = S(x)(x2 + x + 2) + 2x + 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 159 / 192
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การเขียนข้ันตอนวธิกีารหารอาจใช การหารยาว (long division) เพือ่หาผลหารและเศษเหลอื ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง

จงเขียนข้ันตอนวธิกีารหารของ x2 + x + 1 หาร x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3

วธิทีำ พิจารณาการเขียนข้ันตอนวธิกีารหาร 2 วธิคีอื
วธิทีี ่ 1. จัดรปูพหนุาม x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 ในรปู x2 + x + 1

x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 = x3(x2 + x + 1) − x4 + 2x3 + 2x2 + x − 3

= x3(x2 + x + 1) − x2(x2 + x + 1) + 3x3 + 3x2 + x − 3

= x3(x2 + x + 1) − x2(x2 + x + 1) + 3x(x2 + x + 1) − 2x − 3

= (x2 + x + 1)(x3 − x2 + 3x) − 2x − 3

วธิทีี ่ 2. การหารยาว
x3 − x2 + 3x

x2 + x + 1 x5 + 0x4 + 3x3 + 2x2 + x − 3

− (x5 + x4 + x3)
− x4 + 2x3 + 2x2 + x − 3

−( − x4 − x3 − x2)
3x3 + 3x2 + x − 3

−( 3x3 + 3x2 + 3x)
− 2x − 3

ดังน้ัน x5 + 3x3 + 2x2 + x − 3 = (x2 + x + 1)(x3 − x2 + 3x) − 2x − 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 160 / 192
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ตัวอยาง
ให P(x) = x3 + ax2 + bx+ 10 เมือ่ a, b เปนจำนวนเต็ม และ Q(x) = x2 + 9 ถา Q(x) หาร P(x) เศษ
เหลอืเทากับ 1 แลว P(a+ b) เทากับเทาใด

วธิทีำ โดยข้ันตอนการหารจะไดมีพหนุาม F(x) ซึง่

P(x) = Q(x)F(x) + 1

x3 + ax2 + bx+ 10 = (x2 + 9)F(x) + 1

ดังน้ัน deg F(x) = 1 ให F(x) = cx+ d แลว

x3 + ax2 + bx+ 10 = (x2 + 9)(cx+ d) + 1

= cx3 + dx2 + 9cx+ 9d+ 1

จะไดวา c = 1, d = a, b = 9c, 10 = 9d+ 1 ดังน้ัน a = 1 และ b = 9 แลว

P(1 + 9) = P(10) = 103 + 102 + 9(10) + 10 = 1200

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 161 / 192
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บทนยิาม
ให P(x) และ Q(x) เปนพหนุาม จะกลาววา Q(x) หาร P(x) ลงตัว เขียนแทนดวย Q(x) | P(x) ถามีพหนุาม
S(x) ซึง่ P(x) = Q(x)S(x) หรอืกลาวอกีนัยคอืเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร P(x) ดวย Q(x) เทากับ 0 และเรยีก
Q(x) วา ตัวประกอบ (factor) ของ P(x)

ตัวอยาง
จงแสดงวา x3 + 1 หาร x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 ลงตัว
วธิทีำ พิจารณา

x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 = x2(x3 + 1)− x4 + 5x3 − x+ 5

= x2(x3 + 1)− x(x3 + 1) + 5x3 + 5

= x2(x3 + 1)− x(x3 + 1) + 5(x3 + 1)

= (x2 − x+ 5)(x3 + 1)

ดังน้ัน x3 + 1 หาร x5 − x4 + 5x3 + x2 − x+ 5 ลงตัว

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 162 / 192
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ตัวอยาง
จงหาตัวประกอบท้ังหมดของ x4 − 13x2 + 36

วธิทีำ พิจารณา

x4 − 13x2 + 36 = (x2 − 4)(x2 − 9)

= (x− 2)(x+ 2)(x− 3)(x+ 3)

ดังน้ัน x− 2, x+ 2, x− 3 และ x+ 3 เปนตัวประกอบของ x4 − 13x2 + 36

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 163 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ทฤษฎเีศษเหลอื
Theorem

ทฤษฎีบทเศษเหลือ (The Remainder Theorem)
ให P(x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P(x) เศษเหลือเทากับ P(c)

บทพสิจูน .

จากข้ันตอนวธิกีารหาร x− c หาร P(x) จะไดวามี Q(x) และ R(x) ซึง่

P(x) = Q(x)(x− c) + R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < 1

กรณี R(x) = 0 จะไดวา P(x) = Q(x)(x− c) แลว P(c) = R(x)
กรณี deg R(x) = 0 แลว R(x) = d เมือ่ d เปนคาคงที ่ จะไดวา P(x) = Q(x)(x− c) + d

แลว P(c) = d = R(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 164 / 192
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บทแทรก

ให P(x) เปนพหนุามซึง่ deg P(x) > 0 และ c ∈ R แลว

x− c เปนตัวประกอบของ P(x) ก็ตอเมือ่ P(c) = 0

บทพสิจูน .

ให P(x) เปนพหนุามซึง่ deg P(x) > 0 และ c ∈ R สมมตวิา x− c เปนตัวประกอบของ P(x) นัน่คอื x− c หาร
P(x) เศษเหลอืเทากับ 0 โดยทฤษฎบีท 47 จะไดวา x− c หาร P(x) เศษเหลอืเทากับ P(c) ดังน้ัน P(c) = 0 ใน
ทางกลับกันสมมตวิา P(c) = 0 โดยทฤษฎบีท 47 เมือ่ x− c หาร P(x) เศษเหลอืเทากับ P(c) = 0 ดังน้ัน x− c
เปนตัวประกอบของ P(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 165 / 192
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร P(x) ดวยตัวหารทีก่ำหนดในแตละขอตอไปนี้

1 x− 1 หาร P(x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

วธิทีำ เศษเหลอืเทากับ P(1) = 14 − 13 + 4(1)2 + 5(1) + 2 = 11

2 x+ 2 หาร P(x) = x3 + 2x2 + x− 3

วธิทีำ เศษเหลอืเทากับ P(−2) = (−2)3 + 2(−2)2 + (−2)− 3 = −5

ตัวอยาง
จงหาคา k ทีท่ำให x+ 1 หาร 3x4 + 2x2 + kx− 5 เศษเหลอืเทากับ −3

วธิทีำ จะไดวา

3(−1)4 + 2(−1)2 + k(−1)− 5 = −3

3 + 2− k− 5 = −3

k = 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 166 / 192
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ตัวอยาง
ถาพหนุาม 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดวย x− 1 ลงตัว แตหารดวย x+ 1 เศษเหลอืเทากับ −24 แลว
2a− b เทากับเทาใด

วธิทีำ จะไดวา

6(−1)3 + a(−1)2 + b(−1)− 1 = 0

a− b = 7

และ

6(1)3 + a(1)2 + b(1)− 1 = −24

a+ b = −29

ดังนัน a = −11 และ b = −18 แลว 2a− b = 2(−11)− (−18) = −4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 167 / 192
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ตัวอยาง
ให P(x) เปนพหนุาม ถาหาร P(x) ดวย x− 1 จะเศษเหลอืเทากับ 3 และถาหาร P(x) ดวย x− 3 จะเศษ
เหลอืเทากับ 5 ถา r(x) = ax+ b คอืเศษเหลอืจากการหาร P(x) ดวย (x− 1)(x− 3) แลว 3a+2b เทากับ
เทาใด

วธิทีำ โดยทฤษฎบีทเศษเหลอืจะไดวา P(1) = 3 และ P(3) = 5

และโดยข้ันตอนวธิกีารหารพหนุาม Q(x) ซึง่

P(x) = (x− 1)(x− 3)Q(x) + ax+ b

แลว

3 = P(1) = 0 + a+ b
5 = P(3) = 0 + 3a+ b

ดังนัน a = 1 และ b = 2 แลว 3a+ 2b = 3(1) + 2(2) = 7

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 168 / 192
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จากทฤษฎบีทเศษเหลอื เมือ่ x− c หาร P(x) จะไดเศษเหลอืเทากับ P(c) จะไดวา

P(x) = (x− c)Q(x) + P(c)

ให P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 เปนพหนุามดกีรี n ซึง่ n ≥ 1 จะไดวา deg Q(x) = n− 1

นัน่คอืให
Q(x) = qn−1xn−1 + · · ·+ q1x+ q0

ดังน้ัน

anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 = (qn−1xn−1 + · · ·+ q1x+ q0)(x− c) + P(c)
= qn−1xn +qn−2xn−1 + · · ·+ q0x

−cqn−1xn−1 − · · · − cq1x+ cq0 + P(c)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 169 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

จะไดวา

qn−1 = an
qn−2 − cqn−1 = an−1 หรอื qn−2 = an−1 + cqn−1

qn−3 − cqn−2 = an−2 หรอื qn−3 = an−2 + cqn−2

...
...

q1 − cq2 = a2 หรอื q1 = a2 + cq2
q0 − cq1 = a1 หรอื q0 = a1 + cq1
P(c) − cq0 = a0 หรอื P(c) = a0 + cq0

หรอือาจเขียนไดเปน

an an−1 an−2 an−3 · · · a1 a0
+ cqn−1 cqn−2 cqn−3 · · · cq1

qn−1 qn−2 qn−3 qn−4 · · · q0 P(c)

เราเรยีกการวธิกีารเขียนแบบนี้ วา การหารสังเคราะห (sythetic division) ทำใหไดผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิ
จากการหาร P(x) ดวย x− c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 170 / 192
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ตัวอยาง
จงหาผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 3x4 − 2x3 + x2 + 3x− 5 ดวย x− 2

วธิทีำ จะไดวา c = 2 และ a4 = q3 = 3 ดังน้ัน

3 −2 1 3 −5

+ 2(3) 2(4) 2(9) 2(21)

3 4 9 21 37

ดังน้ันผลหารเทากับ 3x3 + 4x2 + 9x+ 21 และเศษเหลอืคอื 37 เขียนข้ันตอนวธิกีารหารไดเปน

3x4 − 2x3 + x2 + 3x− 5 = (3x3 + 4x2 + 9x+ 21)(x− 2) + 37

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 171 / 192
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บทนยิาม
ให P(x) เปนพหนุาม ถา P(α) = 0 จะเรยีก α วาราก (root) ของพหนุาม P(x) หรอื α เปนคำตอบ
(solution) ของสมการ P(x) = 0

ขอสังเกต
โดยบทแทรก 4.15 จะไดวา

1 α เปนรากของก็ตอเมือ่ x− α เปนตัวประกอบของ P(x)

2 ถา P(x) = Q(x)S(x) แลวรากทกุตัวของ Q(x) และรากทกุตัวของ S(x) เปนรากของ P(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 172 / 192
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ตัวอยาง
จงหารากของพหนุาม P(x) เมือ่กำหนดให

1 P(x) = x+ 2

วธิทีำ เนือ่งจาก P(−2) = −2 + 2 = 0 ดังน้ัน −2 เปนรากของ P(x)

2 P(x) = x2 − 1

วธิทีำ เนือ่งจาก P(x) = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) ดังน้ัน P(1) = 0 และ P(−1) = 0

จะไดวา 1 และ −1 เปนรากของ P(x)

3 P(x) = x3 − x2 − 2x
วธิทีำ เนือ่งจาก P(x) = x3 − x2 − 2x = x(x2 − x− 2) = x(x+ 1)(x− 2) ดังน้ัน P(0) = 0,
P(−1) = 0 และ P(2) = 0 จะไดวา 0,−1 และ 2 เปนรากของ P(x)
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Theorem

ให m, k ∈ Z โดยท่ี m ̸= 0 ซึ่ง gcd(m, k) = 1 และ

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

เม่ือ P(x) ∈ Z[x] เปนพหนุามดีกรี n โดยท่ี a0 ̸= 0

ถา x− k
m เปนตัวประกอบของ P(x) แลว m | an และ k | a0

บทแทรก
ให P(x) ∈ Z[x] และ n ∈ N โดยที่ a0 ̸= 0 ซึง่

P(x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มของ P(x) ตองเปนตัวหารของ a0
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ตัวอยาง
จงหารากทีเ่ปนจำนวนตรรกยะท้ังหมดทีเ่ปนไปไดของพหนุามตอไปนี้

1 P(x) = 4x2 − 1

วธิทีำ จะไดวา a0 = −1 และ a2 = 4 ดังน้ัน m | 4 คอื m = ±1,±2± 4 และ k | (−1) คอื k = ±1

ดังน้ัน k
m = ±1,±

1

2
,±

1

4

2 P(x) = 6x3 + 11x2 − 4x− 4

วธิทีำ จะไดวา a0 = −4 และ a3 = 6 ดังน้ัน m | 6 คอื m = ±1,±2,±3,±6 และ k | (−4) คอื
k = ±1,±2,±4 ดังน้ัน k

m ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดคอื ±1,±2,±4,±
1

2
,±

1

3
,±

2

3
,±

4

3
,±

1

6

3 P(x) = x3 − 4x2 + x+ 6

วธิทีำ จะไดวา a0 = 6 แลว รากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 175 / 192
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ตัวอยาง
จงหาแสดงวาพหนุาม P(x) = x3 + x+ 1 ไมมีรากเปนจำนวนเต็ม

วธิทีำ สมมตวิา α ∈ Z เปนรากของ P(x) ดังน้ัน α | 1 นัน่คอื α = 1 หรอื −1 แต

P(1) = 13 + 1 + 1 = 3 ̸= 0

P(−1) = (−1)3 + (−1) + 1 = −1 ̸= 0

เกดิขอขัดแยงที ่ α เปนรากของ P(x) ดังน้ัน P(x) = x3 + x+ 1 ไมมีรากทีเ่ปนจำนวนเต็ม

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 176 / 192
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ตัวอยาง

จงหารากทีเ่ปนจำนวนเต็มท้ังหมดของ P(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6

วธิทีำ จะไดวา a0 = −6 แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ −6 คอื ±1,±2,±3,±6 ตรวจ
สอบตัวหารทีไ่ดดังนี้

P(−1) = (−1)3 − 6(−1)2 + 11(−1)− 6 = −24

P(1) = 13 − 6(1)2 + 11(1)− 6 = 0

P(−2) = (−2)3 − 6(−2)2 + 11(−2)− 6 = −60

P(2) = (2)3 − 6(2)2 + 11(2)− 6 = 0

P(−3) = (−3)3 − 6(−3)2 + 11(−3)− 6 = −120

P(3) = (3)3 − 6(3)2 + 11(3)− 6 = 0

P(−6) = (−6)3 − 6(−6)2 + 11(−6)− 6 = −504

P(−2) = (6)3 − 6(6)2 + 11(6)− 6 = 60

ดังน้ัน 1, 2 และ 3 เปนรากของ P(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 177 / 192
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จงหารากทีเ่ปนจำนวนเต็มท้ังหมดของ P(x) = x4 + 2x3 − 13x2 − 14x + 24

วธิทีำ จะไดวา a0 = 24 แลวรากทีเ่ปนจำนวนเต็มทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารของ 24 คอื ±1,±2,±3,±6, ±8,±12,±24 เนือ่งจาก
P(1) = 14 + 2(1)3 − 13(1)2 − 14(1) + 24 = 0 ดังน้ัน x − 1 เปนตัวประกอบของ P(x) พิจารณาการหารสังเคราะห จะไดวา c = 2

และ a4 = q3 = 3 ดังน้ัน

1 2 −13 −14 24

+ 1(1) 1(3) 1(−10) 1(−24)

1 3 −10 −24 0

ดังน้ันผลหารเทากับ x3 + 3x2 − 10x − 24 เขียนไดเปน

P(x) = (x3 + 3x2 − 10x − 24)(x − 1)

ให Q(x) = x3 + 3x2 − 10x − 24 หารากของ Q(x) โดยใชตัวหารเช นเดยีวกับ P(x) จะไดวา Q(3) = 33 + 3(3)2 − 10(3) − 24 = 0

ดังน้ัน x − 3 เปนตัวประกอบของ Q(x) หารสังเคราะหไดดังนี้

1 3 −10 −24

+ 3(1) 3(6) 3(8)

1 6 8 0

ดังน้ัน Q(x) = (x2 + 6x + 8)(x − 3) จะไดวา

P(x) = (x2 + 6x + 8)(x − 3)(x − 1)

= (x + 2)(x + 4)(x − 3)(x − 1)

สรปุไดวา 1, 3,−2 และ −4 เปนรากของ P(x)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 178 / 192
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เศษสวนยอย
พิจารณาเศษสวนทีตั่วเศษและตัวสวนเปนพหนุามซึง่อยูในรปู

P(x)
Q(x) เมือ่ P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามทีไ่มใช พหนุามศนูย

ในแงฟงกชันจะเรยีก P(x)
Q(x) วาฟงกชันตรรกยะ (rational function) และนยิามการบวกและการคณูฟงกชันตรรกยะดังน้ัน

P1(x)
Q1(x)

+
P1(x)
Q1(x)

=
P1(x)Q2(x) + P2(x)Q1(x)

Q1(x)Q2(x)
P1(x)
Q1(x)

·
P1(x)
Q1(x)

=
P1(x)P2(x)
Q1(x)Q2(x)

ในหัวขอนี้ จะพิจารณาวาสำหรับแตละฟงกชันตรรกยะ P(x)
Q(x) จะสามารถเขียนในรปู

P(x)
Q(x) =

P1(x)
Q1(x)

+
P2(x)
Q2(x)

+ · · · +
Pn(x)
Qn(x)

ไดหรอืไม โดยแตละ Pi(x) และ Qi(x) มีดกีรนีอยกวา P(x) และ Q(x) ตามลำดับ โดยเรยีกแตละ Pi(x)
Qi(x)

วาเศษส วนยอย (partial fraction) ของ
P(x)
Q(x) สำหรับ i = 1, 2, ..., n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 179 / 192
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Theorem

ให P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามท่ีไมใชพหนุามศนูย
จะไดวามีพหนุาม S(x) และ R(x) โดยท่ี R(x) = 0 หรือ deg R(x) < deg Q(x) ซึ่งสอดคลอง

P(x)
Q(x) = S(x) + R(x)

Q(x)

บทพสิจูน .

ให P(x) เปนพหนุาม และ Q(x) เปนพหนุามทีไ่มใช พหนุามศนูย
โดยข้ันตอนวธิกีารหารจะไดวามีพหนุาม S(x) และ R(x) เพียงคูเดยีวทีส่อดคลองกับ

P(x) = Q(x)S(x) + R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)

ดังน้ัน
P(x)
Q(x) = S(x) + R(x)

Q(x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 180 / 192



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูแบบตามทฤษฎบีท

1 x2 − 1

x+ 3
วธิทีำ พิจารณาการสังเคราะห

1 0 −1

+ −3(1) −3(−3)

1 −3 8

ดังน้ัน x− 3 และ 8 เปนผลหารและเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x2 − 1 ดวย x+ 3 ทำใหไดวา
x2 − 1

x+ 3
= x− 3 +

8

x+ 3

2 x2 + x+ 5

x2 + 1
วธิทีำ จะไดวา

x2 + x+ 5

x2 + 1
=

(x2 + 1) + x+ 4

x2 + 1
= 1 +

x+ 4

x2 + 1
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Theorem

ให Q(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an) เปนพหนุามดีกรี n ∈ N เม่ือ a1, a2, ..., an เปนจำนวนจริงท่ีแตก
ตางกัน และ P(x) เปนพหนุามท่ี deg P(x) < n จะไดวา P(x)

Q(x) สามารถเขียนเปนผลบวกของเศษสวนยอยในรปู
แบบ

P(x)
Q(x) =

c1
x− a1 +

c2
x− a2 + · · ·+

cn
x− an

เม่ือ ci = P(ai)
Qi(ai) โดยท่ี Qi(x) = (x− a1) · · · (x− ai−1)(x− ai+1) · · · (x− an) สำหรับ i = 1, 2, ..., n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 182 / 192
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 + 4x+ 1

x3 − x ในรปูผลบวกของเศษสวนยอย

วธิทีำ ให P(x) = x2 + 4x+ 1 และ Q(x) = x3 − x = x(x− 1)(x+ 1) ดังน้ัน

P(x)
Q(x) =

x2 + 4x+ 1

x3 − x =
c1
x +

c2
x− 1

+
c3

x+ 1

ให Q1 = (x− 1)(x+ 1), Q2 = x(x+ 1) และ Q3 = x(x− 1) จะไดวา

c1 =
P(0)
Q1(0)

=
02 + 4(0) + 1

(0− 1)(0 + 1)
= −1

c2 =
P(1)
Q2(1)

=
12 + 4(1) + 1

1(1 + 1)
= 3

c3 =
P(−1)

Q3(−1)
=

(−1)2 + 4(−1) + 1

(−1)(−1− 1)
= −1

ดังน้ัน
x2 + 4x+ 1

x3 − x = −
1

x +
3

x− 1
−

1

x+ 1
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 − 6x+ 4

x3 − 4x ในรปูผลบวกของเศษสวนยอย

วธิทีำ ให c1, c2, c3 เปนจำนวนจรงิซึง่

x2 − 6x+ 4

x3 − 4x =
x2 − 6x+ 2

x(x− 2)(x+ 2)
=

c1
x +

c2
x− 2

+
c3

x+ 2

=
c1(x− 2)(x+ 2) + c2x(x+ 2) + c3x(x− 2)

x(x− 2)(x+ 2)

ดังน้ัน x2 − 6x+ 4 = c1(x− 2)(x+ 2) + c2x(x+ 2) + c3x(x− 2)

เมือ่ x = 0 จะไดวา c1(−2)(2) + 0 + 0 = 4 นัน่คอื −4c1 = 4 ดังน้ัน c1 = −1

เมือ่ x = 2 จะไดวา 0 + c2(2)(4) + 0 = −4 นัน่คอื 8c2 = −4 ดังน้ัน c2 = −
1

2

เมือ่ x = −2 จะไดวา 0 + 0 + c3(−2)(−4) = 14 นัน่คอื −8c3 = 14 ดังน้ัน c3 = −
7

4

ดังน้ัน
x2 − 6x+ 4

x3 − 4x = −
1

x −
1

2(x− 2)
−

7

4(x+ 2)
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ตัวอยาง

จงหาผลบวกของอนกุรม
n∑

k=2

1

n2 − 1
เมือ่ n เปนจำนวนบวกคี่

วธิทีำ พิจารณาฟงกชันตรรกยะ
1

n2 − 1
=

1

(n − 1)(n + 1)
=

c1
n − 1

+
c2

n + 1

จะไดวา 1 = c1(n + 1) + c2(n + 1) แลว c1 =
1

2
และ c2 = −

1

2
ดังน้ัน

1

n2 − 1
=

1

2

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)
n∑

k=2

1

n2 − 1
=

1

2

n∑
k=2

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)

=
1

2

[(
1

1
−

1

3

)
+

(
1

2
−

1

4

)
+

(
1

3
−

1

5

)
+

(
1

4
−

1

6

)
+ · · · +

(
1

n − 1
−

1

n + 1

)]

เนือ่งจาก n เปนจำนวนคี่ จะไดวา n + 1 เปนจำนวนคู ดังน้ัน

n∑
k=2

1

n2 − 1
=

1

2

[(
1 −

1

n − 2

)
+

(
1

2
−

1

n + 1

)]

=
1

2

[
3

2
−

1

n − 2
−

1

n + 1

]
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ตัวอยาง

จงหา
∫

1

x3 − x dx

วธิทีำ พิจารณาฟงกชันตรรกยะ

1

x3 − x =
1

x(x− 1)(x+ 1)
=

c1
x +

c2
x− 1

+
c3

x+ 1

จะไดวา 1 = c1(x− 1)(x+ 1) + c2x(x+ 1) + c3x(x− 1)

แลว c1 = −1, c2 =
1

2
และ c3 = −

1

2
ดังน้ัน

1

x3 − x = −
1

x +
1

2(x− 1)
−

1

2(x+ 1)∫
1

x3 − x dx = −
∫

1

x dx+ 1

2

∫
1

x− 1
dx− 1

2

∫
1

x+ 1
dx

= −ℓn|x|+ 1

2
ℓn|x− 1| −

1

2
ℓn|x+ 1|+ C
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Theorem

ให Q(x) = (x− a)n เม่ือ a ∈ R และ P(x) เปนพหนุามท่ี deg P(x) < n จะไดวามีจำนวนจริง c1, c2, ..., cn ท่ี
ทำให

P(x)
Q(x) =

c1
x− a +

c2
(x− a)2 + · · ·+

cn
(x− a)n

บทแทรก

ให Q(x) = (x− a)nR(x) เปนพหนุาม เมือ่ a ∈ R และ R(x) เปนพหนุาม และ P(x) เปนพหนุามที่
deg P(x) < deg Q(x) จะไดวามีจำนวนจรงิ c1, c2, ..., cn และพหนุาม S(x) ซึง่ดกีรนีอยกวา R(x) ทีท่ำให

P(x)
Q(x) =

c1
x− a +

c2
(x− a)2 + · · ·+

cn
(x− a)n +

S(x)
R(x)
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ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูผลบวกเศษสวนยอย โดยไมตองคำนวนคาคงตัว

1 1

(x− 1)3

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3 ทีท่ำให

1

(x− 1)3
=

c1
x− 1

+
c2

(x− 1)2
+

c3
(x− 1)3

2 x2 + 1

(x− 2)2(x2 − x− 2)

วธิทีำ เนือ่งจาก (x− 2)2(x2 − x− 2) = (x− 2)2(x− 2)(x+ 1) = (x− 2)3(x+ 1)

ดังน้ันมีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4 ทีท่ำให

x2 + 1

(x− 2)3(x+ 1)
=

c1
x− 2

+
c2

(x− 2)2
+

c3
(x− 2)3

+
c4

x+ 1
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
ในรปูผลบวกเศษสวนยอย

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3 ทีท่ำให

x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
=

c1
x+ 1

+
c2

(x+ 1)2
+

c3
x− 1

=
c1(x+ 1)(x− 1) + c2(x− 1) + c3(x+ 1)2

(x− 1)2(x+ 1)

ดังน้ัน x2 + x+ 6 = c1(x+ 1)(x− 1) + c2(x− 1) + c3(x+ 1)2

เมือ่ x = 1 จะไดวา c1(2)(0) + c2(0) + c3(8) = 8 นัน่คอื 8c3 = 8 ดังน้ัน c3 = 1

เมือ่ x = −1 จะไดวา c1(0)(−2) + c2(−2) + c3(0) = 6 นัน่คอื −2c2 = 6 ดังน้ัน c2 = −3

เมือ่ x = 0 จะไดวา c1(1)(−1) + c2(−1) + c3(1) = 6 นัน่คอื −c1 + 3 + 1 = 6 ดังน้ัน c1 = −2

สรปุไดวา

x2 + x+ 6

(x+ 1)2(x− 1)
= −

2

x+ 1
−

3

(x+ 1)2
+

1

x− 1
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ตอไปนี้จะเปนผลบวกเศษสวนยอยในรปูแบบโดยทัว่ไปซึง่เปนผลจาก ทฤษฎบีทตางๆกอนหนานี้ กลาวคอืถา
Q(x) = [q1(x)]n1 [q2(x)]n2 · · · [qk(x)]nk โดยทีแ่ตละ qi(x) เปนพหนุามโมนกิ ซึง่ deg qi(x) ≥ 1 และไมซ้ำกัน
มีสมบัตวิาทกุ ๆ พหนุาม q(x) ซึง่ q(x) | qi(x) แลว q(x) = ±1 หรอื q(x) = ±qi(x) ให P(x) เปนพุนามทีมี่
ดกีรนีอยกวาดกีรขีอง Q(x) จะไดวา

P(x)
Q(x) =

n1∑
i=1

c1i(x)
[q1(x)]i +

n2∑
i=1

c2i(x)
[q2(x)]i + · · ·+

nk∑
i=1

cki(x)
[qk(x)]i

เมือ่ cij(x) เปนพหนุาม โดยที่ cij(x) = 0 หรอื deg cij(x) < deg qi(x) ทกุ ๆ i, j
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ตัวอยาง
จงเขียนฟงกชันตรรกยะตอไปนี้ ในรปูผลบวกเศษสวนยอย โดยไมตองคำนวนคาคงตัว

1 1

(x2 + 1)(x+ 1)

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ A, B, C ทีท่ำให

1

(x2 + 1)(x+ 1)
=

Ax+ B
x2 + 1

+
C

x+ 1

2 x2 + 3

(x2 + 1)2(x+ 1)2(x− 1)

วธิทีำ ดังน้ันมีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4, c5, c6 ทีท่ำให

x2 + 3

(x2 + 1)2(x+ 1)2(x− 1)
=

c1 + c2x
x2 + 1

+
c3 + c4x
(x2 + 1)2

+
c4

x+ 1
+

c5
(x+ 1)2

+
c6

x− 1
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ตัวอยาง

จงเขียนฟงกชันตรรกยะ 2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

ในรปูผลบวกเศษสวนยอย

วธิทีำ มีจำนวนจรงิ c1, c2, c3, c4, c5 ทีท่ำให

2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

=
c1 + c2x
x2 + 1

+
c3 + c4x
(x2 + 1)2

+
c5

x − 1

ดังน้ัน 2x4 + 3x2 − x = (c1 + c2x)(x2 + 1)(x − 1) + (c3 + c4x)(x − 1) + c5(x2 + 1)2

เมือ่ x = 1 จะไดวา 4c5 = 4 นัน่คอื c5 = 1 พิจารณาการแทนคา x = 0,−1, 2,−2 จะไดวา

−c1 − c3 = −1

−4c1 + 4c2 − 2c3 + 2c4 = 2

5c1 + 10c2 + c3 + 2c4 = 17

−15c1 + 30c2 − 3c3 + 6c4 = 21

จากการแกระบบสมการดังกลาวจะไดวา c1 = 1, c2 = 1, c3 = 0, c4 = 1 ดังน้ัน

2x4 + 3x2 − x
(x2 + 1)2(x − 1)

=
1 + x
x2 + 1

+
x

(x2 + 1)2
+

1

x − 1
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