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ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 1 / 130
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ทฤษฎจีำนวน Number Theory (กลางภาค)

บทที่ 1 ความรูพ้ืนฐาน

บทที่ 2 การหารลงตัว

บทที่ 3 ตัวหารรวมมาก

บทที่ 4 จำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 2 / 130
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บทที่ 1 ความรูพ้ืนฐาน

1.1 ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน

1.2 เซตเบ้ืองตน

1.3 การพิสจูนเบ้ืองตน

1.4 สมบัตจิำนวนเต็ม
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 3 / 130
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ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน

พีทาโกรัส (Pythagoras 569-500 ปกอนครสิตศักราช)

จำนวนมติรภาพ (amicable numbers) คูแรกคอื 284 และ 220
ตัวหารแทของ 284 คอื 1, 2, 4, 71 และ 142 แลวผลบวกคอื

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220

ตัวหารแทของ 220 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 และ 110 แลวผลบวกคอื

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 4 / 130
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ปทีค่นพบ ผูคนพบ จำนวนมิตรภาพ
ค.ศ. 1636 Pierre De Fermat (1601-1665) 17,296 และ 18,416
ค.ศ. 1686 Rene Descartes (1596-1650) 9,363,584 และ 9,437,056
ค.ศ. 1830 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 2,172,649,216 และ 8,520,191
ค.ศ. 1866 Nicolo Painini ชาวอติาลอีายุ 16 ป  1,184 และ 1,210

จำนวนสมบูรณ (perfect number) คอืจำนวนทีเ่ทากับผลบวกของตัวหารแทของจำนวนน้ัน 6 มีตัวหารแท คอื
1 2 และ 3 และ

1 + 2 + 3 = 6

จำนวนสมบูรณอกีสองจำนวนตอมา คอื 28 และ 496 กระทัง่ในป ค.ศ. 2016 ไดพบท้ังหมด 49 จำนวน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 5 / 130
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ยุคลดิแหงอเล็กซานเดรยี (Euclic of Alexandria 450-380 ปกอนครสิตศักราช)

ดโีอฟานโตสแหงอะเล็กซานเดรยี (Diophantos of Alexandria 300- 250 ปกอนครสิตกาล)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 6 / 130
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ปแยร เดอ แฟรมาต (Pierre de Fermat 1601-1665)

คารล ฟรดีรชิ เกาส (Carl Fridrich Gauss 1777-1855)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 7 / 130
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เซตเบ้ืองตน

เซต (Set) เปนคำอนยิาม การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื

1 วธิแีจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียนเซตโดยเขียน
สมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่ระหวางสมาชกิแตละตัว
ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2 วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบดวย 2 สวน
สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมายทวภิาค (:) คัน่ระหวาง
สองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ เซต A คอืเซตของ x โดยที่ x เปน
จำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5 และเขียนแจกแจงสมาชกิไดเปน A = {1, 2, 3, 4, 5}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 8 / 130
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สับเซต (subset) A ⊆ B หมายถงึ A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B
ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน

R แทนเซตของจำนวนจรงิ

Z แทนเซตของจำนวนเต็ม

N แทนเซตของจำนวนนับ

เซตทีไ่มมีสมาชกิคอืเซตวาง (empty set) เขียนแทนดวย ∅ และ เอกภพสัมพัทธ (universe) คอืเซตทีถ่กู
กำหนดข้ึนโดยจะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U และนยิามการดำเนนิการบนเซตดังนี้

ยเูนยีน (union) A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}
อนิเตอรเซกชัน (intersection) A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}
ผลตาง (difference) A− B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}
สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณทีีท่ราบจำนวนสมาชกิของเซต A เขียน |A| แทนจำนวนสมาชกิของ A และไดวา

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|
|A| = |U| − |Ac|

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 9 / 130
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การพิสจูนเบ้ืองตน

ตัวเชือ่มประพจน 4 ชนดิคอื

1 และ เขียนแทนดวย ∧

2 หรอื เขียนแทนดวย ∨

3 ถา...แลว เขียนแทนดวย →

4 ก็ตอเมือ่ เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q
T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

p ∼ p
T F
F T

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 10 / 130
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วธิกีารพิสจูน

1 การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข

2 การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี

3 การพิสจูนขอความแบบผันกลับได

4 การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5 การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว

6 การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 11 / 130
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การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนในรปูแบบ p → q : สมมติ p เปนจรงิ

...
ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) 2

ตัวอยาง
จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "

บทพสิจูน .

ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมตวิา n เปนจำนวนคู จะไดวามี k ∈ Z ซึง่ n = 2k แลว

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

เนือ่งจาก 2k2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคู

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 12 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา " ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n2 เปนจำนวนคู → n เปนจำนวนคู

เราจะพสิจูนโดยวธิแียงสลับที่ ดังน้ันเราจะทำการพิสจูนขอความตอไปนี้

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพสิจูน .

ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมตวิา n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k+ 1 แลวจะไดวา

n2 = (2k+ 1)2 = 4k2 + 4k+ 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

เนือ่งจาก 2k2 + 2k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคี่

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 13 / 130
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การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
การพิสจูนขอความในรปูแบบ (p ∨ q) → r ตองพิสจูนวาท้ัง 2 กรณเีปนจรงิคอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ 2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 14 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"

แนวคดิ เขียนขอความในรปูสัญลักษณคอื

∀a ∈ Z, (a เปนจำนวนคู ∨ a เปนจำนวนคี่ ) → a2 + a เปนจำนวนคู

บทพสิจูน .
ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ
กรณทีี ่ 1 สมมตวิา a เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k แลว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

เนือ่งจาก 2k2 + k เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 สมมตวิา a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ a = 2c+ 1 แลว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

เนือ่งจาก 2c2 + 3c+ 1 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 15 / 130
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การพิสจูนขอความแบบผันกลับได

การพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1 p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)

2 q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 16 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูน "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"

บทพสิจูน .
ให a เปนจำนวนเต็ม
ข้ันตอนที่ 1 สมมติ a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k+ 1 แลว

a+ 3 = (2k+ 1) + 3 = 2(k+ 2)

จะเห็นไดวา k+ 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู
ข้ันตอนที่ 2 สมมติ a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู จะไดวามีจำนวนเต็ม m ซึง่ a+ 3 = 2m แลว

a = 2m− 3 = 2(m− 2) + 1

เห็นไดวา m− 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a เปนจำนวนคี่

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 17 / 130
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การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

ตองการพิสจูนขอความ p เปนจรงิโดยการสมมตวิา ∼ p เปนจรงิ
แลวนำไปสูขอความขัดแยง c การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (∼ p → c) → p

สมมติ ∼ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง 2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 18 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนขอความ "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸= 0" โดยวธิขัีดแยง

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพสิจูน .

สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0 เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1

แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา

1 = x(x−1) = x(0) = 0

เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 19 / 130
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การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว

การพิสจูนขอความ ∃!x ∈ U , p(x) อานวา มี x ใน U เพียงตัวเดยีวเทาน้ันทีส่อดคลอง p(x)

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื

1 ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว (existence)
∃x ∈ U , p(x)

2 ข้ันที่ 2 มีเพียงตัวเดยีว (uniqueness)
∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 20 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพสิจูน .

ข้ันที ่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา

2x = 20 = 1

ข้ันที ่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว

2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 21 / 130
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การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1 2 3 4 5 6 k k+ 1

การพิสจูนขอความรปูแบบ
∀n ∈ N, P(n)

เมือ่ P(n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม การพิสจูนทำได 2 ข้ันตอนดังนี้

1 ข้ันฐาน (Basic step) : P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย (Inductive step) : สำหรับจำนวนนับ k ถา P(k) เปนจรงิ แลว P(k+ 1) เปนจรงิ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 22 / 130
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ตัวอยาง

จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพสิจูน .

ให n ∈ N และ P(n) แทนขอความ 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1 =
1(1 + 1)

2
ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P(k) เปนจรงิ นัน่คอื 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k = k(k+1)
2

โดยสมมตฐิาน จะไดวา

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k+ (k+ 1) =
k(k+ 1)

2
+ (k+ 1)

= (k+ 1)

[ k
2
+ 1

]
=

(k+ 1)(k+ 2)

2

ทำใหสรปุไดวา P(k+ 1) เปนจรงิ

ดังน้ัน 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
ทกุจำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 23 / 130
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การพิสจูนอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีข้ั่นฐานเริม่ตนที ่ n0 ∈ Z ขอความในรปูแบบ

∀n ∈ Z, n ≥ n0, P(n)

เมือ่ P(n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม ถา

1 ข้ันฐาน : P(n0) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สำหรับจำนวนเต็ม k ซึง่ k ≥ n0 ถา P(k) เปนจรงิ แลว P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ Z, n ≥ n0, P(n) เปนจรงิ หรอื P(n) เปนจรงิสำหรับจำนวนนับ ซึง่ n ≥ n0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 24 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดังน้ันขอความเปนจรงิเมือ่เริม่ n0 = 4

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 2n ≥ n2

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดังน้ัน P(4) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k ≥ 4 นัน่คอื 2k ≥ k2

เนือ่งจาก k ≥ 4 ดังน้ัน k2 ≥ 4k = 2k+ 2k และ 2k > 1 ฉะน้ัน k2 ≥ 2k+ 1 จากสมมตฐิานจะได

2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k+ 1 = (k+ 1)2

ดังน้ัน 2n ≥ n2 เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 25 / 130
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ในกรณขีอความเกีย่วกับจำนวนนับไมสามารถพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีก่ลาวมาขางตน
อาจจะใชรปูแบบการพิสจูนไดดังตอไปนี้ ให P(n) แทนขอความเกีย่วกับจำนวนนับ ถา

1 ข้ันฐาน : P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : ถา P(k) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ k ที่ k < m แลว P(m) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P(n) เปนจรงิ หรอื P(n) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 26 / 130
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ตัวอยาง
ลำดับลคัูส (Lucus sequence) นยิามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ

an = an−1 + an−2 สำหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูนวา an <
(
7

4

)n
เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพสิจูน. ให P(n) แทนขอความ an <
(
7

4

)n

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก a1 = 1 <

(
7

4

)1

ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

เนือ่งจาก a2 = 3 <

(
7

4

)2

ดังน้ัน P(2) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k < m เมือ่ m ≥ 3 ดังน้ัน

am−1 <

(
7

4

)m−1

และ am−2 <

(
7

4

)m−2
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จะไดวา

am = am−1 + am−2

<

(
7

4

)m−1

+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2 (7

4

)
+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2 (7

4
+ 1

)
=

(
7

4

)m−2 (7

4

)
=

(
7

4

)m−2 (14

16

)
<

(
7

4

)m−2 (49

16

)
=

(
7

4

)m−2 (7

4

)2

=

(
7

4

)m

ดังน้ัน P(m) เปนจรงิ
โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา an <

(
7

4

)n
เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n
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สมบัตจิำนวนเต็ม
Z แทนเซตจำนวนเต็ม ดังน้ัน Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} และแสดงไดดังแผนภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

สัจพจนจำนวนเตม็

(A1) สมบัตปิ ด (closer laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y ∈ Z

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y ∈ Z

(A2) สมบัตสิลับที่ (commutative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y = y+ x
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y = y · x

(A3) สมบัตกิารเปลีย่นหมู (associative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x+ y) + z = x+ (y+ z)
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x · y) · z = x · (y · z)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 29 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

(A4) สมบัตกิารมีเอกลักษณ (existence of identities)
สำหรับการบวก : มี 0 ∈ Z ซึง่ x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 0 วาเอกลักษณการบวก (additive identity)
สำหรับการคณู : มี 1 ∈ Z ซึง่ x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 1 วาเอกลักษณการคณู (multiplicative identity)

(A5) สมบัตกิารมีตัวผกผัน (existence of inverse)
สำหรับการบวก : สำหรับ x ∈ Z จะมี −x ∈ Z ซึง่ x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรยีก −x วาตัวผกผันการบวกของ x

(A6) สมบัตกิารแจกแจง (distributive laws)
สำหรับ x, y, z ∈ Z จะไดวา

x · (y+ z) = x · y+ x · z และ (y+ z) · x = y · x+ z · x

นยิมเขียน xy แทน x · y และ x− y แทน x+ (−y)

ขอสังเกต
จาก A5 จะเห็นวา x เปนตัวผกผันการบวกของ −x ดังน้ัน x = −(−x)
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Theorem
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 a0 = 0 = 0a

2 (−a)b = a(−b) = −(ab)

3 (−a)(−b) = ab

4 ถา a+ b = a+ c แลว b = c

Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 (−1)a = a(−1) = −a

2 −(a+ b) = −a− b

3 a(b− c) = ab− ac
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(A7) กฎไตรวภิาค (Trichotomy law)
มีสับเซต N ของ Z คอื N = {1, 2, 3, ...} ทีมี่สมบัติ

1 0 /∈ N

2 ถา a, b ∈ N แลว a+ b ∈ N และ ab ∈ N

3 ถา x ∈ Z แลว x ∈ N หรอื x = 0 หรอื −x ∈ N

บทนยิาม
ให a, b ∈ Z เราจะกลาววา

a มากกวา (greater than) b เขียนแทนดวย a > b ก็ตอเมือ่ a− b ∈ N

a นอยกวา (less than) b เขียนแทนดวย a < b ก็ตอเมือ่ b > a

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 32 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Theorem
ให a, b, c, x, y ∈ Z แลว

1 ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2 ถา a > b และ b > c แลว a > c

3 ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

4 ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

5 ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx
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(A8) หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
ให S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ หรอื มี m ∈ S ซึง่ m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S
Theorem
หลักการของอาร คีมีดีส (Archimedean Principle)
สำหรับจำนวนเต็มบวก a และ b ใด ๆ จะมีจำนวนเต็มบวก n ซึ่ง na ≥ b

บทพสิจูน .

พิสจูนโดยวธิขัีดแยง สมมตวิา มีจำนวนเต็มบวก a, b สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก n ซึง่สอดคลอง na < b จะ
ไดวา b− an ∈ N ให

S = {b− na : n ∈ N}

เห็นไดชัดวา S ⊆ N และ S ̸= ∅ โดยหลักการจัดอันดับดี จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุเรยีกวา m นัน่คอื
m = b− ka สำหรับบางจำนวนเต็มบวก k พิจารณา

[b− (k+ 1)a]− [b− ka] = −a < 0

ทำใหไดวา b− (k+ 1)a < b− ka เนือ่งจาก b− (k+ 1)a ∈ S ทำใหเกดิขอขัดแยงทีว่า m เปนสมาชกิตัวเล็ก
สดุใน S
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บทที่ 2 การหารลงตัว

2.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร

2.2 การหารลงตัว

2.3 การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
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ข้ันตอนวธิกีารหาร

เมือ่หาร 20 ดวย 7 จะไดผลหารเทากับ 2 เศษเหลอืเทากับ 6 เขียนไดเปน

20 = 7(2) + 6

เรยีกสมการนี้ วา ข้ันตอนวธิกีารหาร
Theorem

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 แลวมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงค ูเดียวท่ีทำให

b = aq+ r โดยท่ี 0 ≤ r < |a| (∗)

เรียก q วาผลหาร (quotient) และ r วาเศษเหลือ (remainder)
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พิสจูนข้ันตอนวธิกีารหาร
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0

กรณทีี ่ 1. a > 0 นัน่คอื a = |a| พิจารณา b− ax เมือ่ x เปนจำนวนเต็ม
ถา b− ax = 0 จะไดวา b = ax+ 0 นัน่คอื q = x และ r = 0 ซึง่สอดคลอง (∗)

ตอไปพิจารณา b− ax ̸= 0 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x กำหนดให

S = {b− ax : x เปนจำนวนเต็ม และ b− ax > 0}

เนือ่งจาก a ̸= 0 ดังน้ัน b
a เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ k < b

a แลว

b− ak > 0

ดังน้ัน S ̸= ∅ และ S ⊆ N โดยหลักการจัดอันดับดี S มีสมาชกิตัวนอยสดุ สมมตใิหเปน r
ดังน้ันมีจำนวนเต็ม q ซึง่

r = b− aq และ r > 0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 37 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตอไปเราจะพิสจูนวา r < a โดยใชวธิขัีดแยง สมมตวิา r ≥ a ดังน้ัน

b− a(q+ 1) = (b− aq)− a = r− a ≥ 0

โดยการเกณฑการพิจารณาจะไดวา b− a(q+ 1) > 0 ดังน้ัน r− a = b− a(q+ 1) ∈ S
แต r− a < r ทำใหเกดิขอขัดแยงกับ r ทีเ่ปนสมาชกิตัวนอยสดุของ S ดังน้ัน r < a = |a|
นัน่คอื q และ r สอดคลองเงือ่นไข (∗)

กรณทีี ่ 2. a < 0 นัน่คอื −a = |a| > 0 โดยกรณทีี ่ 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม q1 และ r1 ทีท่ำให

b = (−a)q1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < −a = |a|

เลอืก q = −q1 และ r = r1 ดังน้ันมีจำนวนเต็ม q และ r สอดคลองเงือ่นไข (∗)
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สดุทายจะพิสจูนวา จำนวนเต็ม q และ r ทีส่อดคลองเงือ่นไข (∗) มีเพียงชดุเดยีวเทาน้ัน
ให q1, r1 และ q2, r2 เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลอง

b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < |a|
b = aq2 + r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < |a|

เราจะแสดงวา r1 = r2 และ q1 = q2 สมมตวิา r1 < r2 จะไดวา

a(q1 − q2) = r2 − r1 > 0

แลวจะไดวา

|a| ≤ |a||q1 − q2| = |r2 − r1| = r2 − r1 (1)

แต r1 ≥ 0 และ r1 < r2 ทำใหไดวา r2 − r1 ≤ r2 < |a| ทำใหเกดิขัดขัดแยงกับ (∗) ในกรณทีี ่ r1 > r2 จะเกดิ
ขอขัดแยงในทำนองเดยีวกัน สรปุไดวา r1 = r2 เปนผลใหไดวา aq1 = aq2 เนือ่งจาก a ̸= 0 ดังน้ัน q1 = q2
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ตัวอยาง
จงเขียนการหารตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนการหาร

1 11 หาร 111

คำตอบคอื 111 = 11(10) + 1

2 9 หาร −108

คำตอบคอื −108 = 9(−12) + 0

3 −12 หาร 1205

คำตอบคอื 1205 = −12(−100) + 5

4 −5 หาร −183

คำตอบคอื −183 = −5(38) + 7

ขอสังเกต
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จากข้ันตอนวธิกีารหารอาจนยิามเศษ r เปนจำนวนเต็มลบได โดยที่ q
และ r จะขาดสมบัตคิวามเปนหนึง่เดยีว กลาวคอื

b = aq+ r โดยที่ 0 ≤ |r| < |a|

เช น 3 หาร 2 ไดเศษเทากับ 2 หรอื −1 โดยการพิจารณารปูได 2 กรณดัีงน้ัน

2 = 3(0) + 2 และ 2 = 3(1)− 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 40 / 130
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ตัวอยาง
จงเขียนรปูแบบท้ังหมดของจำนวนเต็ม a เมือ่กำหนดให

1 2 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 2q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 2 นัน่คอื

a = 2q และ a = 2q+ 1

2 3 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 3q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 3 นัน่คอื

a = 3q, a = 3q+ 1 และ a = 3q+ 2

3 5 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 5q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 5 นัน่คอื

a = 5q, a = 5q+ 1, a = 5q+ 2, a = 5q+ 3 และ a = 5q+ 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 41 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ตัวอยาง
จงแสดงวากำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 3k หรอื 3k+ 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 3q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 3 นัน่คอื
a = 3q, a = 3q+ 1 และ a = 3q+ 2

กรณี a = 3q จะไดวา a2 = (3q)2 = 9q2 = 3(3q2) = 3k
เมือ่ให k = 3q2

กรณี a = 3q+ 1 จะไดวา a2 = (3q+ 1)2 = 9q2 + 6q+ 1 = 3(3q2 + 2q) + 1 = 3k+ 1

เมือ่ให k = 3q2 + 2q

กรณี a = 3q+ 2 จะไดวา a2 = (3q+ 2)2 = 9q2 + 12q+ 4 = 3(3q2 + 4q+ 1) = 3k+ 1

เมือ่ให k = 3q2 + 4q+ 1

ดังน้ัน กำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 3k หรอื 3k+ 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 42 / 130
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Theorem

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a ̸= 0 ถา

a หาร b เศษเหลือเทากับ r
a หาร c เศษเหลือเทากับ s

แลว

(ก) เศษเหลือจากการหาร b+ c ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร r+ s ดวย a

(ข) เศษเหลือจากการหาร bc ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร rs ดวย a

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 43 / 130
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ตัวอยาง
ให m และ n เปนจำนวนเต็มบวก ถา 5 หาร m เศษเหลอืเทากับ 4 และ 5 หาร n เศษเหลอืเทากับ 2 แลว 5 หาร
จำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด

1 m+ n
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร m+ n ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 4 + 2 = 6 ดวย 5
ดังน้ัน 5 หาร m+ n เศษเหลอืเทากับ 1

2 mn
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร mn ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 4(2) = 8 ดวย 5
ดังน้ัน 5 หาร mn เศษเหลอืเทากับ 3

3 n− m
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร m− n ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 2− 4 = −2 ดวย 5 มี
จำนวนเต็ม q ซึง่ m− n = 5q+ (−2) = 5q− 5 + 3 = 5(q− 1) + 3 ดังน้ัน 5 หาร n−m เศษเหลอื
เทากับ 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 44 / 130
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Theorem
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a ̸= 0 และ n เปนจำนวนนับ ถา a หาร b เศษเหลือเทากับ r แลว

เศษเหลือจากการหาร bn ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร rn ดวย a

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1 2 หาร 5100

วธิทีำ เนือ่งจาก 2 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน 2 หาร 5100 เศษเหลอืเทากับ 1100 = 1

2 3 หาร 2999 · 5898

เนือ่งจาก 3 หาร 2 เศษเหลอืเทากับ −1 จะไดวา 3 หาร 2999 เศษเหลอืเทากับ (−1)999 = −1

เนือ่งจาก 3 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ −1 จะไดวา 3 หาร 5898 เศษเหลอืเทากับ (−1)898 = 1

สรปุไดวา 3 หาร 2999 + 5898 เศษเหลอืเทากับ −1 + 1 = 0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 45 / 130
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1 7 หาร 1002558

เนือ่งจาก 7 หาร 100 เศษเหลอืเทากับ 2 จะไดวา
เศษเหลอืจากการหาร 1002558 ดวย 7 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 22558 ดวย 7

เนือ่งจาก 7 หาร 26 = 64 เศษเหลอืเทากับ 1 จะไดวา เศษเหลอืจากการหาร (26)426 · 22 = 22558

ดวย 7 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 1426 · 4 = 4 ดวย 7

สรปุไดวา 7 หาร 1002558 เศษเหลอืเทากับ 4

2 31 หาร 22018

เนือ่งจาก 31 หาร 25 = 32 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน เศษเหลอืจากการหาร (25)403 · 23 = 22018

ดวย 31 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 1403 · 8 = 8 ดวย 31

สรปุไดวา 31 หาร 22018 เศษเหลอืเทากับ 8

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 46 / 130
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การหาเลขทายหนึง่ตัวและสองตัว

1 หลักหนวย (เลขทาย) ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 10

2 สองหลักสดุทาย ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 100

ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 21000

เนือ่งจาก 10 หาร 25 = 32 เศษเหลอืเทากับ 2 ดังน้ัน
10 หาร 21000 = (25)200 เศษเหลอืเทากับ การหาร 2200 ดวย 10

10 หาร 2200 = (25)40 เศษเหลอืเทากับ การหาร 240 ดวย 10

10 หาร 240 = (25)8 เศษเหลอืเทากับ การหาร 28 = 256 ดวย 10

10 หาร 256 เศษเหลอืเทากับ 6

ดังน้ันหลักหนวยของ 21000 คอื 6

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 47 / 130
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ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 31999

เนือ่งจาก 10 หาร 34 = 81 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน
10 หาร 31999 = (34)499 · 33 เศษเหลอืเทากับ การหาร 1499 · 27 = 27 ดวย 10

ดังน้ัน 10 หาร 31996 เศษเหลอืเทากับ 7 สรปุไดวาหลักหนวยของ 31999 คอื 7

ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 31999 (3100 + 5100)100

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 48 / 130
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ตัวอยาง
จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้

1 72558

เนือ่งจาก 100 หาร 74 = 2401 เศษเหลอืเทากับ 1

ดังน้ัน 100 หาร (74)639 · 72 = 72558 เศษเหลอืเทากับ 1639 · 49 = 49

ดังน้ันสองหลักสดุทายของ 72558 คอื 49

2 2100

เนือ่งจาก 100 หาร 210 = 1024 เศษเหลอืเทากับ 24

ดังน้ัน 100 หาร 2100 = (210)10 เศษเหลอืเทากับ 100 หาร 2410 = 310 · 230

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร (35)2 · (210)3

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร (43)2 · (24)3

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร 49 · 24 = 1176

ดังน้ันสองหลักสดุทายของ 2100 คอื 76

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 49 / 130
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การหารลงตัว
บทนยิาม
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว แทนดวยสัญลักษณ a | b นยิามโดย

a | b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม c ทีท่ำให b = ac

เรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอื ตัวประกอบ (factor) ของ b หรอืเรยีก b วาเปนพหคุณู (multiple) ของ a
ถา a หาร b ไมลงตัว เขียนแทนดวย a - b

ขอสังเกต
สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ

1 1 | a 2 a | 0 เมือ่ a ̸= 0 3 a | a เมือ่ a ̸= 0

เนือ่งจาก a = 1(a), 0 = 0(a) และ a = 1(a)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 50 / 130
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลเกีย่วกับการหารตอไปนี้ตามนยิามการหารลงตัว

1 13 | 182 เพราะวา 182 = 14(13)

2 −5 | 30 เพราะวา 30 = 6(−5)

3 15 | (−225) เพราะวา −225 = −15(15)

4 −12 | (−108) เพราะวา −108 = 9(−12)

5 133 | 0 เพราะวา 0 = 0(133)

6 7 - 17 เพราะวา 17 = 2(7) + 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 51 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข

1 a | 10

วธิทีำ a คอืตัวหารของ 10 ดังน้ัน a = 1, 2, 5, 10

2 (a− 1) | 48

วธิทีำ a− 1 คอืตัวหารของ 48 จะไดวา

a− 1 = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, 48

a = 2, 3, 4, 5, 7, 9, 13, 25, 49

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 52 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

บทพสิจูน .

สมมตวิามีจำนวนเต็ม a ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1) จะไดวามีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่

a = 2x และ a+ 1 = 2y

จะไดวา 2x+ 1 = 2y หรอื 1 = 2(y− x) ดังน้ัน 1 เปนจำนวนคูจงึเกดิขอขัดแยง
ดังน้ันไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 53 / 130
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ตัวอยาง
สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ ซึง่

d | (24k+ 29) และ d | (3k+ 2)

จงหาจำนวนเต็มบวก d ซึง่มากกวา 1

วธิทีำ จะไดวามีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่

24k+ 29 = dx
3k+ 2 = dy

∵ (24k+ 29)− 8(3k+ 2) = dx− 8(dy)
∴ 13 = d(x− 8y)

ดังน้ัน d | 13 นัน่คอื d = 13

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 54 / 130
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ตัวอยาง
ถา d เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา 1 และจำนวน 3456, 2561 และ 1308 หารดวย d มีเศษเหลอืเทากันคอื r
แลว d+ r เทากับเทาใด

วธิทีำ จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y, z และ r ซึง่

3456 = dx+ r ...(1)

2561 = dy+ r ...(2)

1308 = dz+ r ...(3)

(1)− (2) : 895 = d(x− y)
(1)− (3) : 2148 = d(x− z)
(2)− (3) : 1253 = d(y− z)

ดังน้ัน d | 895, d | 2148 และ d | 1253 เนือ่งจาก 895 = 179 · 5, 2148 = 179 · 12 และ 1253 = 179 · 7

ดังน้ัน d = 179
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การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชข้ันตอนการหาร
ตัวอยาง
จงแสดงวา 2 | (a2 + a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนการหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ a = 2q หรอื a = 2q+ 1

กรณี a = 2q จะไดวา a2 + a = (2q)2 + 2q = 2(2q2 + q) ดังน้ัน 2 | (a2 + a)

กรณี a = 2q+ 1 จะไดวา

a2 + a = (2q+ 1)2 + (2q+ 1)

= 4q2 + 6q+ 2

= 2(2q2 + 3q+ 1)

ดังน้ัน 2 | (a2 + a)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 56 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 8 | (a2 − 1) เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนการหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ a = 4q หรอื a = 4q+ 1 หรอื a = 4q+ 2 หรอื
a = 4q+ 3 สมมติ a เปนจำนวนคีจ่ะไดวา a = 4q+ 1 หรอื a = 4q+ 3

กรณี a = 4q+ 1 จะไดวา

a2 − 1 = (4q+ 1)2 − 1 = 16q2 + 8q+ 1− 1 = 16q2 + 8q = 8(2q2 + q)

ดังน้ัน 8 | (a2 − 1)

กรณี a = 4q+ 3 จะไดวา

a2 − 1 = (4q+ 3)2 − 1 = 16q2 + 24q+ 9− 1 = 16q2 + 24q+ 8 = 8(2q2 + 3q+ 1)

ดังน้ัน 8 | (a2 − 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 57 / 130
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สมบัตกิารหารลงตัว
Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|

2 ถา a | b และ b | a แลว a = ±b

3 ถา a | b และ b | c แลว a | c

Theorem
ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ c | d แลว ac | bd

2 ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 58 / 130
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บทพสิจูน .
ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม

1 สมมติ a | b และ c | d จะไดวามีจำนวนเต็ม k และ p ซึง่ b = ak และ d = cq ดังน้ัน

bd = (ak)(cq) = ac(kp)

สรปุไดวา ac | bd

2 พิสจูนโดยวธิอีปุนัยเชงิคณติศาสตร กรณี n = 1 เห็นไดชัดวาขอความนี้ เปนจรงิ สมมตวิา ถา a | b แลว
ak | bk สำหรับจำนวนนับ k ใด ๆ สมมตวิา a | b โดยสมมตฐิานจะไดวา ak | bk จากขอ 1 จะไดวา
a · ak | b · bk หรอื

ak+1 | bk+1

สรปุไดวา ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 59 / 130
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Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b แลว a | bx ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x

2 ถา a | b แลว a | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

2 ถา a | b และ a | c แลว a | bc

3 ถา a | b และ a | c แลว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x และ y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 60 / 130
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Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม

ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c

บทพสิจูน .

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม สมมติ a | (b+ c) และ a | b จะไดวามีจำนวนเต็ม k และ p ซึง่ b+ c = ak และ
b = ap แลว

c = ak− b = ak− ap = a(k− p)

ดังน้ัน a | c

บทแทรก

ให a, c และ k เปนจำนวนเต็ม ถา a | (ak+ c) แลว a | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 61 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข

1 a | (a+ 2)2

วธิทีำ เนือ่งจาก (a+ 2)2 = a2 + 4a+ 4 = a(a+ 4) + 4 จะไดวา a | 4 ดังน้ัน a = 1, 2, 4

2 (a+ 1) | (a2 + 1)

วธิทีำ เนือ่งจาก a2 + 1 = (a2 + 2a+ 1)− 2a− 2 + 2 = (a+ 1)2 − 2(a+ 1) + 2

จะไดวา (a+ 1) | 2 นัน่คอื a+ 1 = 1, 2 สรปุไดวา a = 0, 1 ดังน้ัน a = 1

3 (a− 1) | (a+ 1)3

วธิทีำ เนือ่งจาก

(a+ 1)3 = [(a− 1) + 2]3

= (a− 1)3 + 6(a− 1)2 + 12(a− 1) + 8

นัน่คอื (a− 1) | 8 สรปุไดวา a− 1 = 1, 2, 4, 8 ดังน้ัน a = 2, 3, 5, 9

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 62 / 130
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ตัวอยาง

ให abcd เปนเลขฐานสบิสีห่ลัก จงแสดงวา 9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)
วธิทีำ พิจารณา abcd = a× 103 + b× 102 + c× 10 + d จะไดวา

abc = a(1 + 999) + b(1 + 99) + c(1 + 9) + d
= 999a+ 99b+ 9c+ (a+ b+ c+ d)
= 9(111a+ 11b+ c) + (a+ b+ c+ d)

ทำใหสรปุไดวา 9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)
ยิง่ไปกวาน้ันสรปุไดดวยวา 3 | abcd ก็ตอเมือ่ 3 | (a+ b+ c+ d)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 63 / 130
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ให a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} (เลขโดด) และ a1a2...an เปนเลขฐานสบิ n หลัก โดยที่ a1 ̸= 0

1 2 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 2 | an
2 3 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 |(a1 + a2 + ...+ an)

3 4 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 4 | an−1an
4 5 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 5 | an
5 6 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 | (a1 + a2 + ...+ an) และ 2 | an
6 7 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 7 | (a1a2...an−1 − 2an)

7 8 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 8 | an−2an−1an
8 9 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 9 | (a1 + a2 + ...+ an)

9 10 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 10 | an
10 11 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 11 | (an − an−1 + an−2 − an−3 + ...± a1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 64 / 130
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนตอไปนี้

1 1236 และ 22481 หารดวย 3 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 3 | (1 + 2 + 3 + 6) ดังน้ัน 3 | 1236

เนือ่งจาก 3 - (2 + 2 + 4 + 8 + 1) ดังน้ัน 3 - 22481

2 1, 236 และ 57, 230 หารดวย 4 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 4 | 36 ดังน้ัน 4 | 1236 เนือ่งจาก 4 - 30 ดังน้ัน 4 - 57230

3 9, 248 และ 21, 482 หารดวย 8 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 8 - 248 ดังน้ัน 8 - 9248 เนือ่งจาก 8 - 482 ดังน้ัน 8 - 21482

4 1, 233 และ 210, 135 หารดวย 9 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 9 | (1 + 2 + 3 + 3) ดังน้ัน 9 | 1233

เนือ่งจาก 9 - (2 + 1 + 0 + 1 + 3 + 5) ดังน้ัน 9 - 210, 135

5 1, 034 และ 100, 236 หารดวย 11 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 11 | (4− 3 + 0− 1) ดังน้ัน 11 | 1034

เนือ่งจาก 11 - (6− 3 + 2− 0 + 0− 1) ดังน้ัน 11 - 100236
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 65 / 130
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การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
ตัวอยาง
จงแสดงวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

บทพสิจูน .

ให P(n) แทนขอความ 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 3 | (51 − 21) ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ เมือ่ k ∈ N นัน่คอื 3 | (5k − 2k) จะมีจำนวนเต็ม q ซึง่
5k − 2k = 3q โดยสมมตฐิานจะไดวา

5k+1 − 2k+1 = 5 · 5k − 2 · 2k = (3 + 2) · 5k − 2 · 2k

= 3 · 5k + 2 · 5k − 2 · 2k = 3 · 5k + 2(5k − 2k) = 3 · 5k + 2(3q) = 3(5k + 2q)

ดังน้ัน 3 | (5k+1 − 2k+1) นัน่คอื P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวกอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 66 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 52 + 7 = 32 ดังน้ัน 8 | (52(1) + 7) ทำใหไดวา P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ เมือ่ k ∈ N นัน่คอื 8 | (52k + 7) จะมีจำนวนเต็ม q ซึง่
52k + 7 = 8q โดยสมมตฐิานจะไดวา

52(k+1) + 7 = 52k+2 + 7 = 52k · 52 + 7 = 52k · 25 + 7

= (8q− 7)25 + 7 = 8q · 25− 168 = 8(25q− 21)

ดังน้ัน 8 | 52(k+1) + 7 นัน่คอื P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 67 / 130
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บทที่ 3 ตัวหารรวมมาก

3.1 ตัวหารรวมมาก

3.2 ข้ันตอนวธิแีบบยูคลดิ

3.3 ตัวคณูรวมนอย

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 68 / 130
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ตัวหารรวมมาก
บทนยิาม
ให a, b และ d เปนจำนวนเต็ม

d เปนตัวหารรวม (common divisor) ของ a และ b ถา d | a และ d | b

ขอสังเกต
A แทนเซตของตัวหารของ a และ B แทนเซตของตัวหารของ b แลว A ∩ B คอืเซตของตัวหารรวมของ a และ b

1 เนือ่งจาก 1 | a และ 1 | b ดังน้ัน A ∩ B ̸= ∅

2 ถา a = 0 แลว A เปนเซตอนันต เพราะจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยทกุจำนวนเปนตัวหารของ 0

3 ถา a = b = 0 แลว A ∩ B เปนเซตอนันต เหตผุลเดยีวกับขอ 2

4 ถา a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว A ∩ B เปนเซตจำกัด

5 A เปนเซตของตัวหารของ −a ทำนองเดยีวกัน B เปนเซตของตัวหารของ −b
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 69 / 130
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ตัวอยาง
จงหาเซตของตัวรวมของสองจำนวนตอไปนี้

1 125 และ −215

เซตของตัวหารของ 125 คอื {±1,±5,±25,±125}

เซตของตัวหารของ −215 คอื {±1,±5,±43,±215}

ดังน้ันเซตของตัวหารรวมของ 125 และ −215 คอื {±1,±5}

2 252 และ 225

เซตของตัวหารของ 252 คอื

{±1,±2,±3,±4,±6,±7,±9,±12,±14,±18,±21,±28,±36,±42,±63,±84,±126,±252}

เซตของตัวหารของ 225 คอื {±1,±3,±5,±9,±15,±25,±45,±75,±225}

ดังน้ันเซตของตัวหารรวมของ 252 และ 225 คอื {±1,±3,±9}
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บทนยิาม

ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน จำนวนเต็ม d เปนตัวหารรวมมาก (greatest common
divisior) หรอื ห.ร.ม. (g.c.d.) ของ a และ b เขียนแทนดวย gcd(a, b) ก็ตอเมือ่

(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจำนวนเต็ม c ถา c | a และ c | b แลว c ≤ d

ขอสังเกต

a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา

1 gcd(a, b) > 0

2 gcd(a, b) = gcd(b, a) = gcd(|a|, |b|) = gcd(a,−b) = gcd(−a, b) = gcd(−a,−b)

3 ถา a ̸= 0 แลว gcd(a, 0) = |a|

4 ถา a | b แลว gcd(a, b) = |a|

บทนยิาม
จำนวนเต็ม a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime)
ถา gcd(a, b) = 1
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1 125 และ −215

วธิทีำ เซตของตัวหารรวมของ 125 และ −215 คอื {±1,±5}

ดังน้ัน gcd(125,−215) = 5

2 252 และ 225

วธิทีำ เซตของตัวหารรวมของ 252 และ 225 คอื {±1,±3,±9}

ดังน้ัน gcd(252, 225) = 9

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 72 / 130
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ตัวอยาง
กำหนดให a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ 465 แลว a− b มีคาเทาใด

วธิทีำ พิจารณาการแยกตัวประกอบของแตละจำนวนดังนี้

465 = 2× 5× 31

403 = 13× 31

431 = 1× 431

จะไดวา a = gcd(403, 465) = 31 และ b = gcd(431, 465) = 1 ดังน้ัน a− b = 31− 1 = 30

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 73 / 130
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ตัวอยาง
ถา n เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากทีส่ดุ ซึง่หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150 เศษเหลอืคอื 3 แลว n หาร 41

เศษเหลอืเทาใด

วธิทีำ เนือ่งจาก n หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150 เศษเหลอืคอื 3 จะไดวามีจำนวนเต็ม p, q ซึง่

90 = nq+ 6

∴ 84 = nq
150 = np+ 3

∴ 147 = np

ดังน้ัน n | 84 และ n | 147 เนือ่งจาก n เปนจำนวนเต็มมากสดุทีส่อดคลองเงือ่นไขดังกลาว นัน่คอื
n = gcd(84, 147) พิจารณา

3 84 147
7 28 49

4 7

ดังน้ัน n = gcd(84, 147) = 3× 7 = 21

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 74 / 130
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สมบัติ ห.ร.ม.

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

จะมี x, y ∈ Z ท่ีทำให d = ax+ by

บทพสิจูน. ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให

S = {am+ bn : m, n ∈ Z และ am+ bn > 0}

เนือ่งจาก a ̸= 0 และ b ̸= 0 ดังน้ัน S ̸= ∅ และ S ⊆ N โดยหลักการจัดอันดับไวดแีลวจะไดวามี d′ ∈ S ซึง่เปน
จำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุใน S นัน่คอืมีจำนวนเต็ม x, y ∈ Z ซึง่ d′ = ax+ by ตอไปจะแสดงวา d′ เปน ห.ร.ม.
ของ a และ b

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 75 / 130
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(ก) เนือ่งจาก a, d′ ∈ Z โดยข้ันตอนการหาร จะไดวามีจำนวนเต็ม q, r ซึง่

a = qd′ + r เมือ่ 0 ≤ r < d′

จะไดวา

a = q(ax+ by) = r
r = a− q(ax+ by)

∴ r = a(1− qx) + b(−qy)

จะแสดงวา r = 0 สมมตวิา r ̸= 0 ดังน้ัน 0 < r < d′ เนือ่งจาก 1− qx และ −qy เปนจำนวนเต็ม และ
r > 0 นัน่คอื r ∈ S แต r < d′ เกดิขอขัดแยงทีว่า d′ เปนจำนวนเต็มบวกนอยสดุใน S ดังน้ัน r = 0 สรปุ
ไดวา d′ | a ในทำนองเดยีวกัน สำหรับ b, d′ เปนจำนวนเต็ม พิสจูนไดวา b | d′

(ข) ให c เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ c | a และ c | b จะไดวา c | (ax+ by) นัน่คอื c | d′ สรปุไดวา c ≤ d′

จาก (ก) และ (ข) สรปุไดวา d′ เปน ห.ร.ม.ของ a และ b นัน่คอื d′ = d = gcd(a, b) และ d = ax+ by

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 76 / 130
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บทแทรก
ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) จะไดวาสำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a และ
c | b แลว c | d

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอเม่ือ มี x, y ∈ Z ท่ีทำให 1 = ax+ by

บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 สมมติ gcd(a, b) = 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ 1 = ax+ by ในทาง
กลับกัน สมมติ มี x, y ∈ Z ทีท่ำให 1 = ax+ by ให d = gcd(a, b) จะไดวา d | a และ d | b จะไดวา
c | (ax+ by) ดังน้ัน d | 1 สรปุไดวา d = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 77 / 130
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Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึ่ง gcd(a, b) = 1 จะไดวา

gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

gcd(ma,mb) = m · gcd(a, b)

Theorem

ให a, b ∈ Z โดยท่ี d = gcd(a, b) แลว gcd
( a
d ,

b
d
)

= 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 78 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ x เปนจำนวนเต็ม แลว

gcd(a, b) = gcd(a+ bx, b) = gcd(a, b+ ax)

ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของ 75 และ 100 โดยใชทฤษฎบีท

gcd(75, 100) = gcd(75, 25 + 75(1))

= gcd(75, 25) = gcd(25, 75)
= gcd(25, 0 + 25(3))

= gcd(25, 0) = 25

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 79 / 130
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Theorem
ให a, b, c,m เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1 ถา gcd(a,m) = gcd(b,m) = 1 แลว gcd(ab,m) = 1

2 ถา gcd(a,m) = 1 และ b | a แลว gcd(b,m) = 1

3 ถา a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c

4 ถา a | c และ b | c โดยท่ี gcd(a, b) = 1 แลว ab | c

ตัวอยาง
มีจำนวนเต็มต้ังแต 1 ถงึ 1000 ทีห่ารดวย 3 และ 5 ลงตัว ท้ังหมดกีจ่ำนวน

วธิทีำ ให x ∈ {1, 2, 3, ..., 1000} ซึง่ 3 | x และ 5 | x
เนือ่งจาก gcd(3, 5) = 1 จะไดวา 15 | x ดังน้ัน x ทีเ่ปนไปไดคอื

15, 30, 45, ..., 990

มีท้ังหมด 66 จำนวน
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 80 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ

ถา ab | c และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c และ b | c

บทพสิจูน .

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม สมมตวิา ab | c และ gcd(a, b) = 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ 1 = ax+ by และ
มีจำนวนเต็ม k ซึง่ c = abk ดังน้ัน

1 · c = (ax+ by)(abk)
c = a(abkx+ b2ky) = b(a2xk+ abky)

ดังน้ัน a | c และ b | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 81 / 130
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Theorem
ให a, b, q, r เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a > 0 และ b = aq+ r เม่ือ 0 ≤ r < a แลว

gcd(a, b) = gcd(a, r)

ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของ 252 และ 198 โดยใชทฤษฎบีท

gcd(198, 252) = gcd(198, 54) เนือ่งจาก 252 = 198(1) + 54

= gcd(54, 36) เนือ่งจาก 198 = 54(3) + 36

= gcd(36, 20) เนือ่งจาก 54 = 36(1) + 20

= gcd(20, 16) เนือ่งจาก 36 = 20(1) + 16

= gcd(16, 4) เนือ่งจาก 20 = 16(1) + 4

= gcd(4, 0) เนือ่งจาก 16 = 4(4) + 0

= 4

ดังน้ัน gcd(198, 252) = 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 82 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

วธิทีำ พิจารณา

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = gcd(n3 + 2n, (n3 + 2n)(n) + (n2 + 1))

= gcd(n3 + 2n, n2 + 1)

= gcd(n(n2 + 1) + n, n2 + 1)

= gcd(n, n2 + 1)

= gcd(n, 1) = 1

สรปุไดวา gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 83 / 130
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บทนยิาม
ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก d จะเปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเปนตัวหารรวมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอเมือ่

(1) d เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an แลว d ≤ c

Theorem
สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ท่ีไมใชศนูย พรอมกัน แลว

1 gcd(gcd(a1, a2), a3, ..., an) = gcd(a1, a2, ..., an)

2 gcd(gcd(a1, a2, ..., an−1), an) = gcd(a1, a2, ..., an)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 84 / 130
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากตอไปนี้

1 gcd(4, 6, 18)
วธิทีำ

gcd(4, 6, 18) = gcd(gcd(4, 6), 18) = gcd(2, 18) = 2

2 gcd(350, 49, 140, 105)
วธิทีำ

gcd(350, 49, 140, 105) = gcd(gcd(350, 49), 140, 105)
= gcd(7, 140, 150)
= gcd(gcd(7, 140), 105)
= gcd(7, 105) = 7

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 85 / 130
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ข้ันตอนวธิแีบบยูคลดิ

เมือ่ d = gcd(a, b) แลวจะหาจำนวนเต็ม x, y ทีท่ำให

d = ax+ by

ตัวอยางเช น gcd(2, 3) = 1 จะไดวา 1 = 2(2) + 3(−1) นัน่คอื x = 2 และ y = −1 ซึง่หาไดไมยาก สำหรับ
ตัวอยาง gcd(305, 168) = d ตัวหารรวมมากของ 305 และ 168 สามารถคำนวณไดไมยาก แตเมือ่ตองการ
ทราบคาจำนวนเต็ม x, y ทีส่อดคลอง

d = 305x+ 168y

คงเกดิความยุงยากในกรหา ถาไมมีเครือ่งมืออืน่ ๆ มาชวยในการคำนวณคงตองใชเวลานานจงึจะหาคาดังกลาว
ไดสำเร็จ ในหัวขอนี้ จะมีทฤษฎบีททีม่าช วยในการคำนวณจำนวนเต็ม x, y อันเปนวธิกีารของยุคลคิทีไ่ดพิสจูนไว
เมือ่คร้ังยังมีชวีติอยูเรยีกวา ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ ดังทฤษฎบีทตอไปนี้

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 86 / 130
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Theorem

ข้ันตอนวธิแีบบยคุลิค (Euclidean Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a > 0 จะไดวามีจำนวนเต็ม

qi เม่ือ i = 1, 2, 3, .., n+ 1 และ rj เม่ือ j = 1, 2, 3, .., n ท่ีทำให

b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3
...

rn−2 = rn−1qn + rn

rn−1 = rnqn+1

เม่ือ 0 < r1 < a

เม่ือ 0 < r2 < r1

เม่ือ 0 < r3 < r2

เม่ือ 0 < rn < rn−1

และ gcd(a, b) = rn

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 87 / 130
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ตัวอยาง
จงหา d = gcd(305, 168) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 305x+ 168y

305 = 168(1) + 37 −→ 137 = 308 − 168(1)

305 = 168(1) + 37 −→ 137 = 308 − 168(1)

168 = 137(1) + 31 −→ 31 = 168 − 137(1)

137 = 31(4) + 13 −→ 13 = 137 − 31(4)

31 = 13(2) + 5 −→ 5 = 31 − 13(2)

13 = 5(2) + 3 −→ 3 = 13 − 5(2)

5 = 3(1) + 2 −→ 2 = 5 − 3(1)

3 = 2(1) + 1 −→ 1 = 3 − 2(1)

2 = 1(2)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 88 / 130
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ดังน้ัน gcd(305, 168) = 1 แลวจะไดวา

1 = 3− 2(1) = 3− [5− 3(1)](1) = 3− 5(1) + 3(1) = 3(2)− 5(1)

= [13− 5(2)](2)− 5(1) = 13(2)− 5(4)− 5(1) = 13(2)− 5(5)

= 13(2)− [31− 13(2)](5) = 13(2)− 31(5) + 13(10) = 13(12)− 31(5)

= [137− 31(4)](12)− 31(5) = 137(12)− 31(48)− 31(5) = 137(12)− 31(53)

= 137(12)− [168− 137(1)](53) = 137(12)− 168(53) + 137(53) = 137(65)− 168(53)

= [305− 168(1)](65)− 168(53) = 305(65)− 168(65)− 168(53) = 305(65)− 168(118)

= 305(65) + 168(−118)

ทำใหไดวา x = 65 และ y = −118

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 89 / 130
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หาจำนวน x, y ทีส่อดคลองสมการ gcd(a, b) = ax+ by โดยใชการดำเนนิการบนแถวตามข้ันตอนดังนี้

1 เลอืกตัวมากสดุระหวาง a และ b เปนแถวที่ 1 เรยีกวา R1 โดยเขียนไวทายสดุของแถว และอกีจำนวน
เปนแถวที่ 2 เรยีกวา R2 โดยเขียนไวทายสดุของแถวเช นกัน โดยเขียนก้ันดวย | ระหวางสมการกับเมตริ
กซ สมมตวิา b > a เขียนไดดังนี้

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1
a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

2 แถวที่ 3 เรยีกวา R3 จะเกดิจาก R3 = R1 − q1R2 เมือ่ b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < a จะได

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1
a = b(0) + a(1) a 0 1 R2
r1 = b(1) + a(−q1) r1 1 −q1 R3 = R1 − q1R2

3 แถวที่ 4 เรยีกวา R4 จะเกดิจาก R4 = R2 − q2R3 เมือ่ b = r1q2 + r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < r1 ทำเช นนี้ ไป
เรือ่ย ๆ จนแถวสดุทายเปน gcd(a, b) อยูซายมือ ตามข้ันตอนวธิกีารหารแบบยุคลดิ แลวจะได
gcd(a, b) = ax+ by นัน่เอง

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 90 / 130
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ตัวอยาง
จงหา d = gcd(27, 22) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 27xx+ 22y

วธิทีำ พิจารณาการดำเนนิการบนแถวดังตอไปนี้

27 = 27(1) + 22(0) 27 1 0 R1
22 = 27(0) + 22(1) 22 0 1 R2
5 = 27(1) + 22(−1) 5 1 −1 R3 = R1 − R2
2 = 27(−4) + 22(5) 2 −4 5 R4 = R2 − 4R3
1 = 27(9) + 22(−11) 1 9 −11 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน x = 9 และ y = −11

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 91 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 71x− 50y = 1

วธิทีำ พิจารณาการดำเนนิการบนแถวดังตอไปนี้

71 = 71(1) + 50(0) 71 1 0 R1
50 = 71(0) + 50(1) 50 0 1 R2
21 = 71(1) + 50(−1) 21 1 −1 R3 = R1 − R2
8 = 71(−2) + 50(3) 8 −2 3 R4 = R2 − 2R3
5 = 71(5) + 50(−7) 5 5 −7 R5 = R3 − 3R4
3 = 71(−7) + 50(10) 3 −7 10 R6 = R4 − R5
2 = 71(12) + 50(−17) 2 12 −17 R7 = R5 − R6
1 = 71(−19) + 50(27) 1 −19 27 R8 = R6 − R7

ดังน้ัน 1 = 71(−19) + 50(27) หรอื 1 = 71(−19)− 50(−27) สรปุไดวา x = −19 และ y = −27
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ตัวคณูรวมนอย
บทนยิาม
ให a, b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ m เปนจำนวนเต็มบวก

m เปนตัวคณูรวม (common multiple) ของ a และ b ถา a | m และ b | m

ขอสังเกต
ให A แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย a ลงตัว และ B แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย b ลงตัว แลว

A ∩ B คอืเซตของตัวคณูรวมของ a และ b

1 เนือ่งจาก a | a และ b | b ดังน้ัน A ∩ B ̸= ∅

2 ถา a = 1 แลว A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก

3 A และ B เปนเซตอนันต
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ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของ

1 2 และ 3
เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 2 หารลงตัว คอื {2, 4, 6, 8, 10, 12...}

เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 3 หารลงตัว คอื {3, 6, 9, 12, ...}

ดังน้ันเซตของตัวคณูรวมของ 2 และ 3 คอื {6, 12, 18, ...}

2 6 และ 9
เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 6 หารลงตัว คอื {6, 12, 18, 24, 30, 36...}

เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 9 หารลงตัว คอื {9, 18, 27, 36, ...}

ดังน้ันเซตของตัวคณูรวมของ 6 และ 9 คอื {18, 36, 54, ...}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 94 / 130
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บทนยิาม
ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมนอย (least common multiple)
หรอื ค.ร.น. (l.c.m.) ของ a และ b เขียนแทนดวย ℓcm(a, b) ก็ตอเมือ่

(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจำนวนเต็มบวก c ถา a | c และ b | c แลว m ≤ c

ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1 15 และ 21

วธิทีำ เนือ่งจาก 15 = 3 · 5 และ 21 = 3 · 7 ดังน้ัน ℓcm(15, 21) = 3 · 5 · 7 = 105

2 125 และ −55

วธิทีำ เนือ่งจาก 125 = 53 และ 55 = 5 · 11 ดังน้ัน ℓcm(125,−55) = 53 · 11 = 1375

3 588 และ 1050

วธิทีำ เนือ่งจาก 588 = 22 · 3 · 72 และ 1050 = 2 · 3 · 52 · 7 ดังน้ัน

ℓcm(588, 1050) = 22 · 3 · 52 · 72 = 14700
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 95 / 130
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ตัวอยาง
ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ a < b สอดคลองเงือ่นไข

(1) 5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว

(2) a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกัน

(3) ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ 165

จงหาจำนวน a และ b

วธิทีำ โดยเงือ่นไขจะได ℓcm(a, b) = 165 = 3 · 5 · 11 และ gcd(a, b) = 1 ซึง่ 5 | a และ 3 | b
สรปุไดดังตารางตอไปนี้

a b ℓcm(a, b) gcd(a, b)
5 · 11 3 3 · 5 · 11 1

5 3 · 11 3 · 5 · 11 1

เนือ่งจาก a < b ดังน้ัน a = 5 และ b = 33

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 96 / 130
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะไดวา gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

บทพสิจูน. ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให d = gcd(a, b) จะไดวามีจำนวนเต็ม p, q ซึง่
a = dp และ b = dq ให

m =
|ab|
d =

|(dp)(dq)|
d = |dpq|

ดังน้ัน m เปนจำนวนเต็มบวก และ m = |dpq| = |aq| = |bp| ทำใหไดวา a | m และ b | m นัน่คอื m เปนตัว
คณูรวมของ a และ b ให c เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ a | c และ b | c จะไดวามีจำนวนเต็ม u, v ซึง่ c = au และ
c = bv เนือ่งจาก d = gcd(a, b) จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ d = ax+ by จะไดวา

mdc = |cab|
mc(ax+ by) = c|ab|
m(cax+ cby) = c|ab|

m(bvax+ auby) = c|ab|
mab(vx+ uy) = c|ab|
±m(vx+ uy) = c

ดังน้ัน m | c สรปุไดวา m ≤ c นัน่คอื m = ℓcm(a, b)อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 97 / 130
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m = ℓcm(a, b) จะไดวา

สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา a | c และ b | c แลว m | c

Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ k ∈ N จะไดวา

ℓcm(ka, kb) = k · ℓcm(a, b)

บทพสิจูน. ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให k ∈ N จะไดวา

ℓcm(ka, kb) · gcd(ka, kb) = |(ka)(kb)| = k2|ab|
ℓcm(ka, kb) · kgcd(a, b) = k2|ab|

∴ ℓcm(ka, kb) = k|ab|
gcd(a, b)

=
kℓcm(a, b) · gcd(a, b)

gcd(a, b)
= kℓcm(a, b)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 98 / 130
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บทนยิาม
ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ a1 | m, a2 | m, ..., an | m

และ m จะเปนตัวคณูรวมนอยของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย ℓcm(a1, a2, ., , , an) ก็ตอเมือ่

(1) m เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an แลว m ≤ c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 99 / 130
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ตัวอยาง
ถา x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุ ซึง่ 9, 12 และ 15 หาร x ลงตัว แต 11 หาร x เศษเหลอืเทากับ 7 แลว x มี
คาเทาใด

วธิทีำ จะไดวา x เปนตัวคณูรวมของ 9, 12 และ 15 เนือ่งจาก ℓcm(9, 12, 15) = 180 ดังน้ัน 180 | x จะไดวา
มีจำนวนเต็ม q ซึง่

x = 180q = (11 · 16 + 4)q = 11(16q) + 4q

เนือ่งจาก11 หาร x เศษเหลอืเทากับ 7 จะไดวามีจำนวนเต็ม d ซึง่ x = 11d+ 7

ดังน้ันหา q ทีเ่ล็กทีส่ดุทีท่ำให 11 หาร 4q เศษเหลอืเทากับ 7 แสดงไดดังตารางตอไปนี้

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
เศษเหลอืจากการหาร 4q ดวย 11 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7

ดังน้ัน q = 10 สรปุไดวา x = 180
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Theorem
สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ท่ีไมใชศนูย พรอมกัน แลว

1 ℓcm(ℓcm(a1, a2), a3, ..., an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

2 ℓcm(ℓcm(a1, a2, ..., an−1), an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

1 ℓcm(4, 6, 18)

วธิทีำ ℓcm(4, 6, 18) = ℓcm(ℓcm(4, 6), 18) = ℓcm(12, 18) = 36

2 ℓcm(35, 49, 42, 63)

วธิทีำ

ℓcm(35, 49, 42, 63) = ℓcm(ℓcm(35, 49), 42, 63) = ℓcm(245, 42, 63)

= ℓcm(ℓcm(245, 42), 63) = ℓcm(1470, 63) = 4410
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บทที่ 4 จำนวนเฉพาะ

4.1 นยิามและสมบัตบิางประการ

4.2 ทฤษฎบีทหลักมูลเลขคณติ

4.3 การคนหาจำนวนเฉพาะ
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นยิามและสมบัตบิางประการ

บทนยิาม
จำนวนเต็ม p ทีม่ากกวา 1 เรยีกวา จำนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอเมือ่

p มีตัวหารคอื ±1 และ ±p เทาน้ัน

จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ทีไ่มใช จำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนประกอบ (composite number)

ตัวอยางจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 30

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29

และจำนวนประกอบทีไ่มเกนิ 30

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30
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ขอสังเกต
จากนยิามจะไดวา

1 2 เปนจำนวนเฉพาะทีเ่ปนจำนวนคูเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2 p เปนจำนวนเฉพาะ ก็ตอเมือ่ d - p ทกุ ๆ จำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < p

3 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา a | p แลว a = ±1 หรอื a = ±p

4 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p | a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = p

5 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p - a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = 1

6 ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะ ถา p | q แลว p = q

7 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < a ทีท่ำให d | a

8 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม b, c ซึง่ 1 < b ≤ c < a ทีท่ำให a = bc
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ตัวอยาง
จงแสดงวา ถา n จำนวนประกอบ แลว 2n − 1 เปนจำนวนประกอบ

บทพสิจูน .

ให n จำนวนประกอบ จะไดวามีจำนวนเต็มบวก b, c ทีม่ากกวา 1 ซึง่ n = bc โดย

xc − 1 = (x− 1)(xc−1 + xc−2 + · · ·+ x+ 1) เมือ่ x ∈ N

จะไดวา

2n − 1 = (2b)c − 1

= (2b − 1)((2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1)

จะเห็นไดวา 2b − 1 และ (2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1 เปนจำนวนนับทีม่ากกวา 1 สรปุไดวา 2n − 1

เปนจำนวนประกอบ

โดยกฎแยงสลับ สรปุไดวา
ถา 2n − 1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ
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Theorem
ทกุจำนวนเต็ม a ท่ีมากกวา 1 จะมีจำนวนเฉพาะ p ท่ี p | a

บทพสิจูน .

ให a จำนวนจำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 สมมตวิาไมมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | a กำหนดให

S = {b ∈ N : b > 1 และไมมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | b}

โดยสมมตฐิานจะไดวา a ∈ S ดังน้ัน S ⊆ N และ S ̸= ∅ โดยหลักการจัดอันดับดจีะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ
เรยีกวา m ดังน้ัน m ไมเปนจำนวนเฉพาะ (เนือ่งจาก m | m) จะไดวามี d ∈ N ซึง่ 1 < d < m และ d | m จะได
วา d /∈ S ดังน้ันมีจำนวนเฉพาะ p | d ทำใหไดวา p | m เกดิขอขัดแยงกับเงือ่นไขที ่ m ∈ S
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Theorem (ยุคลดิ)

มีจำนวนเฉพาะอย ูเปนจำนวนอนันต

บทพสิจูน .
สมมตวิาจำนวนเฉพาะมีจำกัดตัว ให P เปนจำนวนเฉพาะสงูสดุ กำหนดให

Q = 2× 3× 4× · · · × P+ 1

จะเห็นไดชัดวา Q > P ดังน้ัน Q ไมใช จำนวนเฉพาะ จะไดวามีจำนวนเฉพาะ q ซึง่ q | Q จากรปูแบบของ Q ที่
กำหนดจะเห็นไดวาไมมีจำนวนเต็มใด ๆ จาก 2 ถงึ P ทีจ่ะหาร Q ไดลงตัวเพราะไดเศษเหลอืเทากับ 1 เสมอ ดัง
น้ัน q > P เกดิขอขัดแยงกับสมมตฐิาน
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ตัวอยาง
ให n ∈ N จงแสดงวามีจำนวนประกอบเรยีงตอกัน n จำนวน

วธิทีำ ให k = 2, 3, 4, ..., n+ 1 พิจารณาจำนวน (n+ 1)! + k ดังลำดับตอไปนี้

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, (n+ 1)! + 4, ..., (n+ 1)! + (n+ 1)

เห็นไดชัดวาเปนจำนวนประกอบ n จำนวนเรยีงตดิกัน เนือ่งจาก k | [(n+ 1)! + k] ทกุ ๆ k ตัวอยางเช น

1 n = 3 จะไดจำนวน 4! + k เมือ่ k = 2, 3, 4 ดังลำดับตอไปนี้ 26, 27, 28

2 n = 4 จะไดจำนวน 5! + k เมือ่ k = 2, 3, 4, 5 ดังลำดับตอไปนี้ 122, 123, 124, 125
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Theorem (ทฤษฎบีทนำของยุคลดิ)

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดวา

ถา p | ab แลว p | a หรือ p | b

บทพสิจูน .
ให p เปนจำนวนเฉพาะ สมมตวิา p | ab และ p - a จะไดวา gcd(p, a) = 1 จะไดวา p | b

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข p | (p+ 1)250

วธิทีำ เนือ่งจาก p - p+ 1 ดังน้ัน p | 250 และ 250 = 53 · 2 สรปุไดวา p = 2, 5
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บทแทรก
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z เมือ่ n ∈ N แลว

สำหรับจำนวนนับ n ถา p | an แลว p | a

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

1 p | 59015

จะไดวา p | 590 เนือ่งจาก 590 = 59 · 2 · 5 ดังน้ัน p = 2, 5, 59

2 p | 1092099

จะไดวา p | 10920 เนือ่งจาก 10920 = 23 · 3 · 5 · 13 ดังน้ัน p = 2, 3, 5, 7, 13

3 p | (630 + p)4
จะไดวา p | (630 + p) แลว p | 630 เนือ่งจาก 630 = 2 · 32 · 5 · 7 ดังน้ัน p = 2, 3, 5, 7

4 p | (150− 3p)251
จะไดวา p | (150− 3p) แลว p | 150 เนือ่งจาก 150 = 2 · 3 · 52 ดังน้ัน p = 2, 3, 5
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ทฤษฎบีทหลักมูลเลขคณติ

Theorem

ทฤษฎีบทหลักมลูเลขคณิต (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จำนวนเต็มท่ีมากกวา 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรปูผลคณูของจำนวนเฉพาะได และถาไมคิดลำดับเปนสำคัญแลว
การเขียนน้ีทำได เพียงวิธีเดียวเทาน้ัน
หรือกลาวไดวา จำนวนเต็ม n > 1 สามารถเขียนในรปู

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยท่ี p1, p2, p3, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะซึ่ง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สำหรับทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรปูดังกลาวได เพียงแบบเดียวเทาน้ัน เรียกการเขียน n รปูแบบน้ีวา รปูแบบ
บัญญัติ (canonical form) ของ n
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ตัวอยางจำนวนทีเ่ขียนในรปูแบบบัญญัติ

1 48 = 24 · 3

2 1502 = 22 · 32 · 54

3 1225 = 52 · 72

4 4725 = 33 · 52 · 7

5 10003 = 29 · 59

6 35285 = 215 · 310 · 710

7 15750 = 2 · 32 · 53 · 7

8 846876 = 22 · 3 · 70573
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ถา n > 1 และ m > 1 และเขียนรปูแบบบัญญัตไิดดังนี้

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk และ m = pb11 · pb22 · pb33 · · · pbkk

เมือ่แตละจำนวนเต็ม ai ≥ 0 และ bi ≥ 0 โดยทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา

gcd(n,m) = pc11 · pc22 · pc33 · · · pckk
ℓcm(n,m) = pd11 · pd22 · pd33 · · · pdkk

โดยที่ di และ ci คอื คาตำ่สดุและสงูสดุ ของ ai และ bi ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ i ∈ {1, 2, 3, ..., k}
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

1 308 และ 1,176
วธิทีำ เนือ่งจาก 308 = 22 · 7 · 11 และ 1176 = 23 · 3 · 72 ดังน้ัน

gcd(308, 1176) = 22 · 7 = 28

ℓcm(308, 1176) = 23 · 3 · 72 · 11 = 12936

2 31,752 และ 4,725
วธิทีำ เนือ่งจาก 31752 = 23 · 34 · 72 และ 4725 = 33 · 52 · 7 ดังน้ัน

gcd(31752, 4725) = 33 · 7 = 189

ℓcm(31752, 4725) = 23 · 34 · 52 · 72 = 793800
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พิจารณาการหาตัวหารท้ังหมดของ 24 = 23 · 3 เขียนแผนภาพตนไมไดดังนี้

•

23
31

30

22
31

30

21
31

30

20
31

30

จากแผนภาพจะไดวาตัวหารของ 24 คอื

20 · 30 20 · 31 21 · 30 21 · 31

22 · 30 22 · 31 23 · 30 23 · 31

หรอื 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24
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Theorem
ให n ∈ Z ซึ่ง n > 1 มีรปูแบบบัญญัติคือ

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

เม่ือ ai ∈ N ทกุ ๆ i แลวจำนวนตัวประกอบท้ังหมดของ n มีท้ังหมด

(a1 + 1)(a2 + 1)(a3 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง
จงหาจำนวนตัวหารท้ังหมดของ

1 1,225
วธิทีำ เนือ่งจาก 1225 = 52 · 72

ดังน้ันจำนวนตัวหารท้ังหมดของ 1125 คอื (2 + 1)(2 + 1) = 9 ตัว

2 1003

วธิทีำ เนือ่งจาก 1003 = 26 · 56

ดังน้ันจำนวนตัวหารท้ังหมดของ 1003 คอื (6 + 1)(6 + 1) = 49 ตัว
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การคนหาจำนวนเฉพาะ

Theorem
ถา a เปนจำนวนประกอบ แลวจะมีจำนวนเฉพาะ p ซึ่ง

p ≤
√a และ p | a

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนประกอบ จะไดวามี 1 < n ≤ m < a ซึง่ ทีท่ำให a = nm ดังน้ัน m | a และ n | a แสดงวา

1 < n2 ≤ mn = a

ดังน้ัน n ≤
√a จะไดวามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | n ทำใหไดวา p | a และ p ≤

√a
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

1 101

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
101 ≈ 10.05 คอื 2, 3, 5, 7 และทกุตัวหาร 101 ไม

ลงตัวดังน้ัน 101 เปนจำนวนเฉพาะ

2 113

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
113 ≈ 10.63 คอื 2, 3, 5, 7 และทกุตัวหาร 113 ไม

ลงตัวดังน้ัน 113 เปนจำนวนเฉพาะ

3 313

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
313 ≈ 17.69 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 และทกุตัว

หาร 313 ไมลงตัวดังน้ัน 313 เปนจำนวนเฉพาะ

4 719

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
719 ≈ 26.81 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 และ

ทกุตัวหาร 719 ไมลงตัวดังน้ัน 101 เปนจำนวนเฉพาะ
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ตอไปจะกลาวถงึการหาจำนวนเฉพาะทกุตัวทีน่อยกวาหรอืเทากับ n เมือ่กำหนดจำนวนเต็ม n โดยใชกฎแยง
สลับทีข่องทฤษฎบีท

ถาทกุจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≤
√a และ p - a แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

วธิกีารนี้ เรยีกวา ตะแกรงเอราโตสเทเนส (The sieve of Eratosthesnes) ซึง่ทำไดดังนี้

(1) p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ √n

(2) เขียนจำนวนเต็มต้ังแต 2 ถงึ n

(3) วงกลม p1 แลวกำจัดจำนวนทกุตัวในขอ (2) ทีห่ารดวย p1 ลงตัว

(4) ทำขอ (3) ซ้ำไปเรือ่ยจาก p2, p3, ..., pk

จำนวนเต็มทีเ่หลอืจะเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา n
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50

วธิทีำ จำนวนเฉพาะทีน่อยกวาหรอืเทากับ √
50 คอื 2, 3, 5, 7 ทำไดโดย

ข้ันแรกกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 2 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย /

2⃝ 3 4/ 5 6/ 7 8/ 9 10/

11 12/ 13 14/ 15 16/ 17 18/ 19 20/

21 22/ 23 24/ 25 26/ 27 28/ 29 30/

31 32/ 33 34/ 35 36/ 37 38/ 39 40/

41 42/ 43 44/ 45 46/ 47 48/ 49 50/
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ข้ันถัดไปกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย ×

2⃝ 3⃝ 4/ 5 6/ 7 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49 50/
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แลวกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 5 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย //

2⃝ 3⃝ 4/ 5⃝ 6/ 7 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25// 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35// 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49 50/
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สดุทายกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 7 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย \

2⃝ 3⃝ 4/ 5⃝ 6/ 7⃝ 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25// 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35// 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49\ 50/

สรปุไดวาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ 50 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 35, 37,
41, 43, 47
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบวา 2,093 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √

2093 ≈ 45.74 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
35, 37, 41, 43 แต 7 | 2093 ดังน้ัน 2093 ไมเปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k+ 1 ได
วธิทีำ พิจารณาดังตารางตอไปนี้

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3k+ 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

ดังน้ันจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k+ 1 ไดคอื 7, 13, 19, 31, 37, 43
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จำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา 1,000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997
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บทนยิาม
จำนวนแฟรมาต (Fermat Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Fn = 22
n
+ 1 เมือ่ n ≥ 0

ตัวอยางเช น

F0 = 3 F1 = 5 F2 = 17 F3 = 257 F4 = 65537

ท้ัง 5 จำนวนลวนเปนจำนวนเฉพาะแฟรมาตคาดเดาวาจำนวนตอ ๆ นาจะเปนจำนวนเฉพาะ ตอมาในป ค.ศ.
1732 ออยเลอรพบวา F5 = 4294967297 = 641 · 6700417 ทำใหคำกลาาของแฟรมาตเปนเท็จ ดังน้ันถา Fn
เปนจำนวนเฉพาะ จะเรยีก Fn วา จำนวนเฉพาะแฟรมาต (Fermat prime) และในป ค.ศ. 1878 ลคัูส นัก
คณติศาสตรชาวฝรัง่เศสไดพิสจูนวา

F6 = 22
6
+ 1 = 264 + 1 = 274177 · 67280421310721

ดังน้ัน F6 เปนจำนวนประกอบ จากการศกึษาพบวาจำนวนแฟรมาต Fn เปนจำนวนประกอบสำหรับ
5 ≤ n ≤ 50 อยางไรก็ตามยังไมมีผูใดพิสจูนไดวาจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันตทีส่ามารถเขียนในรปู
22

n
+ 1 หรอืไม และยังไมมีผูใดพบจำนวนเฉพาะของแฟรมาตตัวอืน่ ๆ อกีเลย
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Theorem
สำหรับ m > n แลว gcd(Fm, Fn) = 1

บทพสิจูน .
ให m, n ∈ Z และ m > n ≥ 0 กำหนดให gcd(Fm, Fn) = d จะแสดงวา d = 1 ให x = 22

n และ k = 2m−n

พิจารณา

Fm − 2 = (22
n
)2

m−n
− 1

= xk − 1

= (x+ 1)(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

= (22
n
+ 1)(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

= Fn(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

ดังน้ัน Fn | (Fm − 2) เนือ่งจาก d | Fn ฉะน้ัน d | (Fm − 2) และ d | Fm ทำใหไดวา d | 2 แต d เปนจำนวนคี่ ดัง
น้ัน d = 1
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บทนยิาม
จำนวนมารเซน (Mersenne Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

ตัวอยางเช น

M1 = 1 M2 = 3 M3 = 7 M4 = 15 M5 = 31

ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ เราจะเรยีก Mn วา จำนวนเฉพาะแมรเซน (Mersenne prime)
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Theorem
ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ

บทพสิจูน .

พิสจูนโดยวธิแียงสลับที่ ให n จำนวนประกอบ นัน่คอืมีจำนวนเต็มบวก b, c ทีม่ากกวา 1 ซึง่ n = bc โดย

xc − 1 = (x− 1)(xc−1 + xc−2 + · · ·+ x+ 1) เมือ่ x ∈ N

จะไดวา

Mn = 2n − 1 = (2b)c − 1

= (2b − 1)((2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1)

จะเห็นไดวา 2b − 1 และ (2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1 เปนจำนวนนับทีม่ากกวา 1 สรปุไดวา Mn เปน
จำนวนประกอบ
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จากทฤษฎบีทดังกลาวจะไดวาจำนวน Mp เปนจำนวนเฉพาะของแมรเซนได ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให
Mp เปนจำนวนเฉพาะเช น

M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31, M7 = 127, M13 = 8191
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