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ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย

สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 1 / 130
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ทฤษฎจีำนวน Number Theory (กลางภาค)

บทที่ 1 ความรูพ้ืนฐาน

บทที่ 2 การหารลงตัว

บทที่ 3 ตัวหารรวมมาก

บทที่ 4 จำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 2 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

บทที่ 1 ความรูพ้ืนฐาน

1.1 ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน

1.2 เซตเบ้ืองตน

1.3 การพิสจูนเบ้ืองตน

1.4 สมบัตจิำนวนเต็ม
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 3 / 130
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ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน

พีทาโกรัส (Pythagoras 569-500 ปกอนครสิตศักราช)

จำนวนมติรภาพ (amicable numbers) คูแรกคอื 284 และ 220
ตัวหารแทของ 284 คอื 1, 2, 4, 71 และ 142 แลวผลบวกคอื

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220

ตัวหารแทของ 220 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 และ 110 แลวผลบวกคอื

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 4 / 130
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ปทีค่นพบ ผูคนพบ จำนวนมิตรภาพ
ค.ศ. 1636 Pierre De Fermat (1601-1665) 17,296 และ 18,416
ค.ศ. 1686 Rene Descartes (1596-1650) 9,363,584 และ 9,437,056
ค.ศ. 1830 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 2,172,649,216 และ 8,520,191
ค.ศ. 1866 Nicolo Painini ชาวอติาลอีายุ 16 ป  1,184 และ 1,210

จำนวนสมบูรณ (perfect number) คอืจำนวนทีเ่ทากับผลบวกของตัวหารแทของจำนวนน้ัน 6 มีตัวหารแท คอื
1 2 และ 3 และ

1 + 2 + 3 = 6

จำนวนสมบูรณอกีสองจำนวนตอมา คอื 28 และ 496 กระทัง่ในป ค.ศ. 2016 ไดพบท้ังหมด 49 จำนวน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 5 / 130
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ยุคลดิแหงอเล็กซานเดรยี (Euclic of Alexandria 450-380 ปกอนครสิตศักราช)

ดโีอฟานโตสแหงอะเล็กซานเดรยี (Diophantos of Alexandria 300- 250 ปกอนครสิตกาล)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 6 / 130
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ปแยร เดอ แฟรมาต (Pierre de Fermat 1601-1665)

คารล ฟรดีรชิ เกาส (Carl Fridrich Gauss 1777-1855)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 7 / 130
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เซตเบ้ืองตน

เซต (Set) เปนคำอนยิาม การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื

1 วธิแีจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียนเซตโดยเขียน
สมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่ระหวางสมาชกิแตละตัว
ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2 วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบดวย 2 สวน
สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมายทวภิาค (:) คัน่ระหวาง
สองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ เซต A คอืเซตของ x โดยที่ x เปน
จำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5 และเขียนแจกแจงสมาชกิไดเปน A = {1, 2, 3, 4, 5}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 8 / 130
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สับเซต (subset) A ⊆ B หมายถงึ A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B
ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน

R แทนเซตของจำนวนจรงิ

Z แทนเซตของจำนวนเต็ม

N แทนเซตของจำนวนนับ

เซตทีไ่มมีสมาชกิคอืเซตวาง (empty set) เขียนแทนดวย ∅ และ เอกภพสัมพัทธ (universe) คอืเซตทีถ่กู
กำหนดข้ึนโดยจะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U และนยิามการดำเนนิการบนเซตดังนี้

ยเูนยีน (union) A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}
อนิเตอรเซกชัน (intersection) A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}
ผลตาง (difference) A− B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}
สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณทีีท่ราบจำนวนสมาชกิของเซต A เขียน |A| แทนจำนวนสมาชกิของ A และไดวา

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|
|A| = |U| − |Ac|

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 9 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

การพิสจูนเบ้ืองตน

ตัวเชือ่มประพจน 4 ชนดิคอื

1 และ เขียนแทนดวย ∧

2 หรอื เขียนแทนดวย ∨

3 ถา...แลว เขียนแทนดวย →

4 ก็ตอเมือ่ เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q
T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

p ∼ p
T F
F T

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 10 / 130
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วธิกีารพิสจูน

1 การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข

2 การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี

3 การพิสจูนขอความแบบผันกลับได

4 การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5 การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว

6 การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 11 / 130
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การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนในรปูแบบ p → q : สมมติ p เปนจรงิ

...
ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) 2

ตัวอยาง
จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "

บทพสิจูน .

ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมตวิา n เปนจำนวนคู จะไดวามี k ∈ Z ซึง่ n = 2k แลว

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

เนือ่งจาก 2k2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคู

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 12 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา " ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n2 เปนจำนวนคู → n เปนจำนวนคู

เราจะพสิจูนโดยวธิแียงสลับที่ ดังน้ันเราจะทำการพิสจูนขอความตอไปนี้

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพสิจูน .

ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมตวิา n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k+ 1 แลวจะไดวา

n2 = (2k+ 1)2 = 4k2 + 4k+ 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

เนือ่งจาก 2k2 + 2k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคี่

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 13 / 130
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การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
การพิสจูนขอความในรปูแบบ (p ∨ q) → r ตองพิสจูนวาท้ัง 2 กรณเีปนจรงิคอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ 2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 14 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"

แนวคดิ เขียนขอความในรปูสัญลักษณคอื

∀a ∈ Z, (a เปนจำนวนคู ∨ a เปนจำนวนคี่ ) → a2 + a เปนจำนวนคู

บทพสิจูน .
ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ
กรณทีี ่ 1 สมมตวิา a เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k แลว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

เนือ่งจาก 2k2 + k เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 สมมตวิา a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ a = 2c+ 1 แลว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

เนือ่งจาก 2c2 + 3c+ 1 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 15 / 130
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การพิสจูนขอความแบบผันกลับได

การพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1 p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)

2 q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 16 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูน "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"

บทพสิจูน .
ให a เปนจำนวนเต็ม
ข้ันตอนที่ 1 สมมติ a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k+ 1 แลว

a+ 3 = (2k+ 1) + 3 = 2(k+ 2)

จะเห็นไดวา k+ 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู
ข้ันตอนที่ 2 สมมติ a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู จะไดวามีจำนวนเต็ม m ซึง่ a+ 3 = 2m แลว

a = 2m− 3 = 2(m− 2) + 1

เห็นไดวา m− 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a เปนจำนวนคี่

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 17 / 130
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การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

ตองการพิสจูนขอความ p เปนจรงิโดยการสมมตวิา ∼ p เปนจรงิ
แลวนำไปสูขอความขัดแยง c การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (∼ p → c) → p

สมมติ ∼ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง 2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 18 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนขอความ "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸= 0" โดยวธิขัีดแยง

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพสิจูน .

สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0 เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1

แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา

1 = x(x−1) = x(0) = 0

เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 19 / 130
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การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว

การพิสจูนขอความ ∃!x ∈ U , p(x) อานวา มี x ใน U เพียงตัวเดยีวเทาน้ันทีส่อดคลอง p(x)

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื

1 ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว (existence)
∃x ∈ U , p(x)

2 ข้ันที่ 2 มีเพียงตัวเดยีว (uniqueness)
∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 20 / 130
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ตัวอยาง
จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพสิจูน .

ข้ันที ่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา

2x = 20 = 1

ข้ันที ่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว

2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 21 / 130
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การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1 2 3 4 5 6 k k+ 1

การพิสจูนขอความรปูแบบ
∀n ∈ N, P(n)

เมือ่ P(n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม การพิสจูนทำได 2 ข้ันตอนดังนี้

1 ข้ันฐาน (Basic step) : P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย (Inductive step) : สำหรับจำนวนนับ k ถา P(k) เปนจรงิ แลว P(k+ 1) เปนจรงิ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 22 / 130
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ตัวอยาง

จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพสิจูน .

ให n ∈ N และ P(n) แทนขอความ 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1 =
1(1 + 1)

2
ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P(k) เปนจรงิ นัน่คอื 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k = k(k+1)
2

โดยสมมตฐิาน จะไดวา

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k+ (k+ 1) =
k(k+ 1)

2
+ (k+ 1)

= (k+ 1)

[ k
2
+ 1

]
=

(k+ 1)(k+ 2)

2

ทำใหสรปุไดวา P(k+ 1) เปนจรงิ

ดังน้ัน 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
ทกุจำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 23 / 130
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การพิสจูนอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีข้ั่นฐานเริม่ตนที ่ n0 ∈ Z ขอความในรปูแบบ

∀n ∈ Z, n ≥ n0, P(n)

เมือ่ P(n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม ถา

1 ข้ันฐาน : P(n0) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สำหรับจำนวนเต็ม k ซึง่ k ≥ n0 ถา P(k) เปนจรงิ แลว P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ Z, n ≥ n0, P(n) เปนจรงิ หรอื P(n) เปนจรงิสำหรับจำนวนนับ ซึง่ n ≥ n0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 24 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดังน้ันขอความเปนจรงิเมือ่เริม่ n0 = 4

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 2n ≥ n2

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดังน้ัน P(4) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k ≥ 4 นัน่คอื 2k ≥ k2

เนือ่งจาก k ≥ 4 ดังน้ัน k2 ≥ 4k = 2k+ 2k และ 2k > 1 ฉะน้ัน k2 ≥ 2k+ 1 จากสมมตฐิานจะได

2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k+ 1 = (k+ 1)2

ดังน้ัน 2n ≥ n2 เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 25 / 130
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ในกรณขีอความเกีย่วกับจำนวนนับไมสามารถพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีก่ลาวมาขางตน
อาจจะใชรปูแบบการพิสจูนไดดังตอไปนี้ ให P(n) แทนขอความเกีย่วกับจำนวนนับ ถา

1 ข้ันฐาน : P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : ถา P(k) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ k ที่ k < m แลว P(m) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P(n) เปนจรงิ หรอื P(n) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 26 / 130
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ตัวอยาง
ลำดับลคัูส (Lucus sequence) นยิามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ

an = an−1 + an−2 สำหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูนวา an <
(
7

4

)n
เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพสิจูน. ให P(n) แทนขอความ an <
(
7

4

)n

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก a1 = 1 <

(
7

4

)1

ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

เนือ่งจาก a2 = 3 <

(
7

4

)2

ดังน้ัน P(2) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k < m เมือ่ m ≥ 3 ดังน้ัน

am−1 <

(
7

4

)m−1

และ am−2 <

(
7

4

)m−2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 27 / 130
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จะไดวา

am = am−1 + am−2

<

(
7

4

)m−1

+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2 (7

4

)
+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2 (7

4
+ 1

)
=

(
7

4

)m−2 (7

4

)
=

(
7

4

)m−2 (14

16

)
<

(
7

4

)m−2 (49

16

)
=

(
7

4

)m−2 (7

4

)2

=

(
7

4

)m

ดังน้ัน P(m) เปนจรงิ
โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา an <

(
7

4

)n
เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 28 / 130
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สมบัตจิำนวนเต็ม
Z แทนเซตจำนวนเต็ม ดังน้ัน Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} และแสดงไดดังแผนภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

สัจพจนจำนวนเตม็

(A1) สมบัตปิ ด (closer laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y ∈ Z

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y ∈ Z

(A2) สมบัตสิลับที่ (commutative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y = y+ x
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y = y · x

(A3) สมบัตกิารเปลีย่นหมู (associative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x+ y) + z = x+ (y+ z)
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x · y) · z = x · (y · z)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 29 / 130
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(A4) สมบัตกิารมีเอกลักษณ (existence of identities)
สำหรับการบวก : มี 0 ∈ Z ซึง่ x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 0 วาเอกลักษณการบวก (additive identity)
สำหรับการคณู : มี 1 ∈ Z ซึง่ x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 1 วาเอกลักษณการคณู (multiplicative identity)

(A5) สมบัตกิารมีตัวผกผัน (existence of inverse)
สำหรับการบวก : สำหรับ x ∈ Z จะมี −x ∈ Z ซึง่ x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรยีก −x วาตัวผกผันการบวกของ x

(A6) สมบัตกิารแจกแจง (distributive laws)
สำหรับ x, y, z ∈ Z จะไดวา

x · (y+ z) = x · y+ x · z และ (y+ z) · x = y · x+ z · x

นยิมเขียน xy แทน x · y และ x− y แทน x+ (−y)

ขอสังเกต
จาก A5 จะเห็นวา x เปนตัวผกผันการบวกของ −x ดังน้ัน x = −(−x)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 30 / 130
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Theorem
ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 a0 = 0 = 0a

2 (−a)b = a(−b) = −(ab)

3 (−a)(−b) = ab

4 ถา a+ b = a+ c แลว b = c

Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 (−1)a = a(−1) = −a

2 −(a+ b) = −a− b

3 a(b− c) = ab− ac

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 31 / 130
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(A7) กฎไตรวภิาค (Trichotomy law)
มีสับเซต N ของ Z คอื N = {1, 2, 3, ...} ทีมี่สมบัติ

1 0 /∈ N

2 ถา a, b ∈ N แลว a+ b ∈ N และ ab ∈ N

3 ถา x ∈ Z แลว x ∈ N หรอื x = 0 หรอื −x ∈ N

บทนยิาม
ให a, b ∈ Z เราจะกลาววา

a มากกวา (greater than) b เขียนแทนดวย a > b ก็ตอเมือ่ a− b ∈ N

a นอยกวา (less than) b เขียนแทนดวย a < b ก็ตอเมือ่ b > a

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 32 / 130
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Theorem
ให a, b, c, x, y ∈ Z แลว

1 ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2 ถา a > b และ b > c แลว a > c

3 ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

4 ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

5 ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 33 / 130
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(A8) หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
ให S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ หรอื มี m ∈ S ซึง่ m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S
Theorem
หลักการของอาร คีมีดีส (Archimedean Principle)
สำหรับจำนวนเต็มบวก a และ b ใด ๆ จะมีจำนวนเต็มบวก n ซึ่ง na ≥ b

บทพสิจูน .

พิสจูนโดยวธิขัีดแยง สมมตวิา มีจำนวนเต็มบวก a, b สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก n ซึง่สอดคลอง na < b จะ
ไดวา b− an ∈ N ให

S = {b− na : n ∈ N}

เห็นไดชัดวา S ⊆ N และ S ̸= ∅ โดยหลักการจัดอันดับดี จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุเรยีกวา m นัน่คอื
m = b− ka สำหรับบางจำนวนเต็มบวก k พิจารณา

[b− (k+ 1)a]− [b− ka] = −a < 0

ทำใหไดวา b− (k+ 1)a < b− ka เนือ่งจาก b− (k+ 1)a ∈ S ทำใหเกดิขอขัดแยงทีว่า m เปนสมาชกิตัวเล็ก
สดุใน S

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 34 / 130
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บทที่ 2 การหารลงตัว

2.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร

2.2 การหารลงตัว

2.3 การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 35 / 130
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ข้ันตอนวธิกีารหาร

เมือ่หาร 20 ดวย 7 จะไดผลหารเทากับ 2 เศษเหลอืเทากับ 6 เขียนไดเปน

20 = 7(2) + 6

เรยีกสมการนี้ วา ข้ันตอนวธิกีารหาร
Theorem

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 แลวมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงค ูเดียวท่ีทำให

b = aq+ r โดยท่ี 0 ≤ r < |a| (∗)

เรียก q วาผลหาร (quotient) และ r วาเศษเหลือ (remainder)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 36 / 130
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พิสจูนข้ันตอนวธิกีารหาร
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0

กรณทีี ่ 1. a > 0 นัน่คอื a = |a| พิจารณา b− ax เมือ่ x เปนจำนวนเต็ม
ถา b− ax = 0 จะไดวา b = ax+ 0 นัน่คอื q = x และ r = 0 ซึง่สอดคลอง (∗)

ตอไปพิจารณา b− ax ̸= 0 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x กำหนดให

S = {b− ax : x เปนจำนวนเต็ม และ b− ax > 0}

เนือ่งจาก a ̸= 0 ดังน้ัน b
a เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ k < b

a แลว

b− ak > 0

ดังน้ัน S ̸= ∅ และ S ⊆ N โดยหลักการจัดอันดับดี S มีสมาชกิตัวนอยสดุ สมมตใิหเปน r
ดังน้ันมีจำนวนเต็ม q ซึง่

r = b− aq และ r > 0
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ตอไปเราจะพิสจูนวา r < a โดยใชวธิขัีดแยง สมมตวิา r ≥ a ดังน้ัน

b− a(q+ 1) = (b− aq)− a = r− a ≥ 0

โดยการเกณฑการพิจารณาจะไดวา b− a(q+ 1) > 0 ดังน้ัน r− a = b− a(q+ 1) ∈ S
แต r− a < r ทำใหเกดิขอขัดแยงกับ r ทีเ่ปนสมาชกิตัวนอยสดุของ S ดังน้ัน r < a = |a|
นัน่คอื q และ r สอดคลองเงือ่นไข (∗)

กรณทีี ่ 2. a < 0 นัน่คอื −a = |a| > 0 โดยกรณทีี ่ 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม q1 และ r1 ทีท่ำให

b = (−a)q1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < −a = |a|

เลอืก q = −q1 และ r = r1 ดังน้ันมีจำนวนเต็ม q และ r สอดคลองเงือ่นไข (∗)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 38 / 130
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สดุทายจะพิสจูนวา จำนวนเต็ม q และ r ทีส่อดคลองเงือ่นไข (∗) มีเพียงชดุเดยีวเทาน้ัน
ให q1, r1 และ q2, r2 เปนจำนวนเต็มทีส่อดคลอง

b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < |a|
b = aq2 + r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < |a|

เราจะแสดงวา r1 = r2 และ q1 = q2 สมมตวิา r1 < r2 จะไดวา

a(q1 − q2) = r2 − r1 > 0

แลวจะไดวา

|a| ≤ |a||q1 − q2| = |r2 − r1| = r2 − r1 (1)

แต r1 ≥ 0 และ r1 < r2 ทำใหไดวา r2 − r1 ≤ r2 < |a| ทำใหเกดิขัดขัดแยงกับ (∗) ในกรณทีี ่ r1 > r2 จะเกดิ
ขอขัดแยงในทำนองเดยีวกัน สรปุไดวา r1 = r2 เปนผลใหไดวา aq1 = aq2 เนือ่งจาก a ̸= 0 ดังน้ัน q1 = q2

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 39 / 130
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ตัวอยาง
จงเขียนการหารตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนการหาร

1 11 หาร 111

คำตอบคอื 111 = 11(10) + 1

2 9 หาร −108

คำตอบคอื −108 = 9(−12) + 0

3 −12 หาร 1205

คำตอบคอื 1205 = −12(−100) + 5

4 −5 หาร −183

คำตอบคอื −183 = −5(38) + 7

ขอสังเกต
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จากข้ันตอนวธิกีารหารอาจนยิามเศษ r เปนจำนวนเต็มลบได โดยที่ q
และ r จะขาดสมบัตคิวามเปนหนึง่เดยีว กลาวคอื

b = aq+ r โดยที่ 0 ≤ |r| < |a|

เช น 3 หาร 2 ไดเศษเทากับ 2 หรอื −1 โดยการพิจารณารปูได 2 กรณดัีงน้ัน

2 = 3(0) + 2 และ 2 = 3(1)− 1
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ตัวอยาง
จงเขียนรปูแบบท้ังหมดของจำนวนเต็ม a เมือ่กำหนดให

1 2 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 2q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 2 นัน่คอื

a = 2q และ a = 2q+ 1

2 3 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 3q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 3 นัน่คอื

a = 3q, a = 3q+ 1 และ a = 3q+ 2

3 5 หาร a
วธิทีำ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 5q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 5 นัน่คอื

a = 5q, a = 5q+ 1, a = 5q+ 2, a = 5q+ 3 และ a = 5q+ 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 41 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวากำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 3k หรอื 3k+ 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ โดยข้ันตอนการหาร มีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ a = 3q+ r โดยที่ 0 ≤ r < 3 นัน่คอื
a = 3q, a = 3q+ 1 และ a = 3q+ 2

กรณี a = 3q จะไดวา a2 = (3q)2 = 9q2 = 3(3q2) = 3k
เมือ่ให k = 3q2

กรณี a = 3q+ 1 จะไดวา a2 = (3q+ 1)2 = 9q2 + 6q+ 1 = 3(3q2 + 2q) + 1 = 3k+ 1

เมือ่ให k = 3q2 + 2q

กรณี a = 3q+ 2 จะไดวา a2 = (3q+ 2)2 = 9q2 + 12q+ 4 = 3(3q2 + 4q+ 1) = 3k+ 1

เมือ่ให k = 3q2 + 4q+ 1

ดังน้ัน กำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 3k หรอื 3k+ 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม k
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Theorem

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a ̸= 0 ถา

a หาร b เศษเหลือเทากับ r
a หาร c เศษเหลือเทากับ s

แลว

(ก) เศษเหลือจากการหาร b+ c ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร r+ s ดวย a

(ข) เศษเหลือจากการหาร bc ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร rs ดวย a

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 43 / 130
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ตัวอยาง
ให m และ n เปนจำนวนเต็มบวก ถา 5 หาร m เศษเหลอืเทากับ 4 และ 5 หาร n เศษเหลอืเทากับ 2 แลว 5 หาร
จำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด

1 m+ n
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร m+ n ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 4 + 2 = 6 ดวย 5
ดังน้ัน 5 หาร m+ n เศษเหลอืเทากับ 1

2 mn
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร mn ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 4(2) = 8 ดวย 5
ดังน้ัน 5 หาร mn เศษเหลอืเทากับ 3

3 n− m
วธิทีำ เศษเหลอืจากการหาร m− n ดวย 5 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการ 2− 4 = −2 ดวย 5 มี
จำนวนเต็ม q ซึง่ m− n = 5q+ (−2) = 5q− 5 + 3 = 5(q− 1) + 3 ดังน้ัน 5 หาร n−m เศษเหลอื
เทากับ 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 44 / 130
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Theorem
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a ̸= 0 และ n เปนจำนวนนับ ถา a หาร b เศษเหลือเทากับ r แลว

เศษเหลือจากการหาร bn ดวย a เทากับเศษเหลือท่ีไดจากการหาร rn ดวย a

ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1 2 หาร 5100

วธิทีำ เนือ่งจาก 2 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน 2 หาร 5100 เศษเหลอืเทากับ 1100 = 1

2 3 หาร 2999 · 5898

เนือ่งจาก 3 หาร 2 เศษเหลอืเทากับ −1 จะไดวา 3 หาร 2999 เศษเหลอืเทากับ (−1)999 = −1

เนือ่งจาก 3 หาร 5 เศษเหลอืเทากับ −1 จะไดวา 3 หาร 5898 เศษเหลอืเทากับ (−1)898 = 1

สรปุไดวา 3 หาร 2999 + 5898 เศษเหลอืเทากับ −1 + 1 = 0

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 45 / 130
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ตัวอยาง
จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1 7 หาร 1002558

เนือ่งจาก 7 หาร 100 เศษเหลอืเทากับ 2 จะไดวา
เศษเหลอืจากการหาร 1002558 ดวย 7 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 22558 ดวย 7

เนือ่งจาก 7 หาร 26 = 64 เศษเหลอืเทากับ 1 จะไดวา เศษเหลอืจากการหาร (26)426 · 22 = 22558

ดวย 7 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 1426 · 4 = 4 ดวย 7

สรปุไดวา 7 หาร 1002558 เศษเหลอืเทากับ 4

2 31 หาร 22018

เนือ่งจาก 31 หาร 25 = 32 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน เศษเหลอืจากการหาร (25)403 · 23 = 22018

ดวย 31 เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร 1403 · 8 = 8 ดวย 31

สรปุไดวา 31 หาร 22018 เศษเหลอืเทากับ 8

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 46 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

การหาเลขทายหนึง่ตัวและสองตัว

1 หลักหนวย (เลขทาย) ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 10

2 สองหลักสดุทาย ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 100

ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 21000

เนือ่งจาก 10 หาร 25 = 32 เศษเหลอืเทากับ 2 ดังน้ัน
10 หาร 21000 = (25)200 เศษเหลอืเทากับ การหาร 2200 ดวย 10

10 หาร 2200 = (25)40 เศษเหลอืเทากับ การหาร 240 ดวย 10

10 หาร 240 = (25)8 เศษเหลอืเทากับ การหาร 28 = 256 ดวย 10

10 หาร 256 เศษเหลอืเทากับ 6

ดังน้ันหลักหนวยของ 21000 คอื 6

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 47 / 130
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ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 31999

เนือ่งจาก 10 หาร 34 = 81 เศษเหลอืเทากับ 1 ดังน้ัน
10 หาร 31999 = (34)499 · 33 เศษเหลอืเทากับ การหาร 1499 · 27 = 27 ดวย 10

ดังน้ัน 10 หาร 31996 เศษเหลอืเทากับ 7 สรปุไดวาหลักหนวยของ 31999 คอื 7

ตัวอยาง
จงหาหลักหนวยของ 31999 (3100 + 5100)100

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 48 / 130
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ตัวอยาง
จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้

1 72558

เนือ่งจาก 100 หาร 74 = 2401 เศษเหลอืเทากับ 1

ดังน้ัน 100 หาร (74)639 · 72 = 72558 เศษเหลอืเทากับ 1639 · 49 = 49

ดังน้ันสองหลักสดุทายของ 72558 คอื 49

2 2100

เนือ่งจาก 100 หาร 210 = 1024 เศษเหลอืเทากับ 24

ดังน้ัน 100 หาร 2100 = (210)10 เศษเหลอืเทากับ 100 หาร 2410 = 310 · 230

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร (35)2 · (210)3

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร (43)2 · (24)3

เศษเหลอืเทากับ 100 หาร 49 · 24 = 1176

ดังน้ันสองหลักสดุทายของ 2100 คอื 76

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 49 / 130
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การหารลงตัว
บทนยิาม
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว แทนดวยสัญลักษณ a | b นยิามโดย

a | b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม c ทีท่ำให b = ac

เรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอื ตัวประกอบ (factor) ของ b หรอืเรยีก b วาเปนพหคุณู (multiple) ของ a
ถา a หาร b ไมลงตัว เขียนแทนดวย a - b

ขอสังเกต
สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ

1 1 | a 2 a | 0 เมือ่ a ̸= 0 3 a | a เมือ่ a ̸= 0

เนือ่งจาก a = 1(a), 0 = 0(a) และ a = 1(a)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 50 / 130
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ตัวอยาง
จงใหเหตผุลเกีย่วกับการหารตอไปนี้ตามนยิามการหารลงตัว

1 13 | 182 เพราะวา 182 = 14(13)

2 −5 | 30 เพราะวา 30 = 6(−5)

3 15 | (−225) เพราะวา −225 = −15(15)

4 −12 | (−108) เพราะวา −108 = 9(−12)

5 133 | 0 เพราะวา 0 = 0(133)

6 7 - 17 เพราะวา 17 = 2(7) + 3

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 51 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข

1 a | 10

วธิทีำ a คอืตัวหารของ 10 ดังน้ัน a = 1, 2, 5, 10

2 (a− 1) | 48

วธิทีำ a− 1 คอืตัวหารของ 48 จะไดวา

a− 1 = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, 48

a = 2, 3, 4, 5, 7, 9, 13, 25, 49

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 52 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

บทพสิจูน .

สมมตวิามีจำนวนเต็ม a ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1) จะไดวามีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่

a = 2x และ a+ 1 = 2y

จะไดวา 2x+ 1 = 2y หรอื 1 = 2(y− x) ดังน้ัน 1 เปนจำนวนคูจงึเกดิขอขัดแยง
ดังน้ันไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 53 / 130
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ตัวอยาง
สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ ซึง่

d | (24k+ 29) และ d | (3k+ 2)

จงหาจำนวนเต็มบวก d ซึง่มากกวา 1

วธิทีำ จะไดวามีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่

24k+ 29 = dx
3k+ 2 = dy

∵ (24k+ 29)− 8(3k+ 2) = dx− 8(dy)
∴ 13 = d(x− 8y)

ดังน้ัน d | 13 นัน่คอื d = 13

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 54 / 130
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ตัวอยาง
ถา d เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา 1 และจำนวน 3456, 2561 และ 1308 หารดวย d มีเศษเหลอืเทากันคอื r
แลว d+ r เทากับเทาใด

วธิทีำ จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y, z และ r ซึง่

3456 = dx+ r ...(1)

2561 = dy+ r ...(2)

1308 = dz+ r ...(3)

(1)− (2) : 895 = d(x− y)
(1)− (3) : 2148 = d(x− z)
(2)− (3) : 1253 = d(y− z)

ดังน้ัน d | 895, d | 2148 และ d | 1253 เนือ่งจาก 895 = 179 · 5, 2148 = 179 · 12 และ 1253 = 179 · 7

ดังน้ัน d = 179

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 55 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชข้ันตอนการหาร
ตัวอยาง
จงแสดงวา 2 | (a2 + a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนการหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ a = 2q หรอื a = 2q+ 1

กรณี a = 2q จะไดวา a2 + a = (2q)2 + 2q = 2(2q2 + q) ดังน้ัน 2 | (a2 + a)

กรณี a = 2q+ 1 จะไดวา

a2 + a = (2q+ 1)2 + (2q+ 1)

= 4q2 + 6q+ 2

= 2(2q2 + 3q+ 1)

ดังน้ัน 2 | (a2 + a)
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 56 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 8 | (a2 − 1) เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนเต็ม โดยข้ันตอนการหารมีจำนวนเต็ม q ซึง่ a = 4q หรอื a = 4q+ 1 หรอื a = 4q+ 2 หรอื
a = 4q+ 3 สมมติ a เปนจำนวนคีจ่ะไดวา a = 4q+ 1 หรอื a = 4q+ 3

กรณี a = 4q+ 1 จะไดวา

a2 − 1 = (4q+ 1)2 − 1 = 16q2 + 8q+ 1− 1 = 16q2 + 8q = 8(2q2 + q)

ดังน้ัน 8 | (a2 − 1)

กรณี a = 4q+ 3 จะไดวา

a2 − 1 = (4q+ 3)2 − 1 = 16q2 + 24q+ 9− 1 = 16q2 + 24q+ 8 = 8(2q2 + 3q+ 1)

ดังน้ัน 8 | (a2 − 1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 57 / 130
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สมบัตกิารหารลงตัว
Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|

2 ถา a | b และ b | a แลว a = ±b

3 ถา a | b และ b | c แลว a | c

Theorem
ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ c | d แลว ac | bd

2 ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 58 / 130
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บทพสิจูน .
ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม

1 สมมติ a | b และ c | d จะไดวามีจำนวนเต็ม k และ p ซึง่ b = ak และ d = cq ดังน้ัน

bd = (ak)(cq) = ac(kp)

สรปุไดวา ac | bd

2 พิสจูนโดยวธิอีปุนัยเชงิคณติศาสตร กรณี n = 1 เห็นไดชัดวาขอความนี้ เปนจรงิ สมมตวิา ถา a | b แลว
ak | bk สำหรับจำนวนนับ k ใด ๆ สมมตวิา a | b โดยสมมตฐิานจะไดวา ak | bk จากขอ 1 จะไดวา
a · ak | b · bk หรอื

ak+1 | bk+1

สรปุไดวา ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 59 / 130
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Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b แลว a | bx ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x

2 ถา a | b แลว a | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว

1 ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

2 ถา a | b และ a | c แลว a | bc

3 ถา a | b และ a | c แลว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x และ y

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 60 / 130
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Theorem
ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม

ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c

บทพสิจูน .

ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม สมมติ a | (b+ c) และ a | b จะไดวามีจำนวนเต็ม k และ p ซึง่ b+ c = ak และ
b = ap แลว

c = ak− b = ak− ap = a(k− p)

ดังน้ัน a | c

บทแทรก

ให a, c และ k เปนจำนวนเต็ม ถา a | (ak+ c) แลว a | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 61 / 130
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข

1 a | (a+ 2)2

วธิทีำ เนือ่งจาก (a+ 2)2 = a2 + 4a+ 4 = a(a+ 4) + 4 จะไดวา a | 4 ดังน้ัน a = 1, 2, 4

2 (a+ 1) | (a2 + 1)

วธิทีำ เนือ่งจาก a2 + 1 = (a2 + 2a+ 1)− 2a− 2 + 2 = (a+ 1)2 − 2(a+ 1) + 2

จะไดวา (a+ 1) | 2 นัน่คอื a+ 1 = 1, 2 สรปุไดวา a = 0, 1 ดังน้ัน a = 1

3 (a− 1) | (a+ 1)3

วธิทีำ เนือ่งจาก

(a+ 1)3 = [(a− 1) + 2]3

= (a− 1)3 + 6(a− 1)2 + 12(a− 1) + 8

นัน่คอื (a− 1) | 8 สรปุไดวา a− 1 = 1, 2, 4, 8 ดังน้ัน a = 2, 3, 5, 9

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 62 / 130
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ตัวอยาง

ให abcd เปนเลขฐานสบิสีห่ลัก จงแสดงวา 9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)
วธิทีำ พิจารณา abcd = a× 103 + b× 102 + c× 10 + d จะไดวา

abc = a(1 + 999) + b(1 + 99) + c(1 + 9) + d
= 999a+ 99b+ 9c+ (a+ b+ c+ d)
= 9(111a+ 11b+ c) + (a+ b+ c+ d)

ทำใหสรปุไดวา 9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)
ยิง่ไปกวาน้ันสรปุไดดวยวา 3 | abcd ก็ตอเมือ่ 3 | (a+ b+ c+ d)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 63 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

ให a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} (เลขโดด) และ a1a2...an เปนเลขฐานสบิ n หลัก โดยที่ a1 ̸= 0

1 2 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 2 | an
2 3 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 |(a1 + a2 + ...+ an)

3 4 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 4 | an−1an
4 5 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 5 | an
5 6 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 | (a1 + a2 + ...+ an) และ 2 | an
6 7 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 7 | (a1a2...an−1 − 2an)

7 8 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 8 | an−2an−1an
8 9 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 9 | (a1 + a2 + ...+ an)

9 10 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 10 | an
10 11 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 11 | (an − an−1 + an−2 − an−3 + ...± a1)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 64 / 130
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนตอไปนี้

1 1236 และ 22481 หารดวย 3 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 3 | (1 + 2 + 3 + 6) ดังน้ัน 3 | 1236

เนือ่งจาก 3 - (2 + 2 + 4 + 8 + 1) ดังน้ัน 3 - 22481

2 1, 236 และ 57, 230 หารดวย 4 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 4 | 36 ดังน้ัน 4 | 1236 เนือ่งจาก 4 - 30 ดังน้ัน 4 - 57230

3 9, 248 และ 21, 482 หารดวย 8 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 8 - 248 ดังน้ัน 8 - 9248 เนือ่งจาก 8 - 482 ดังน้ัน 8 - 21482

4 1, 233 และ 210, 135 หารดวย 9 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 9 | (1 + 2 + 3 + 3) ดังน้ัน 9 | 1233

เนือ่งจาก 9 - (2 + 1 + 0 + 1 + 3 + 5) ดังน้ัน 9 - 210, 135

5 1, 034 และ 100, 236 หารดวย 11 ลงตัว หรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจาก 11 | (4− 3 + 0− 1) ดังน้ัน 11 | 1034

เนือ่งจาก 11 - (6− 3 + 2− 0 + 0− 1) ดังน้ัน 11 - 100236
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 65 / 130
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การพิสจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
ตัวอยาง
จงแสดงวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

บทพสิจูน .

ให P(n) แทนขอความ 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 3 | (51 − 21) ดังน้ัน P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ เมือ่ k ∈ N นัน่คอื 3 | (5k − 2k) จะมีจำนวนเต็ม q ซึง่
5k − 2k = 3q โดยสมมตฐิานจะไดวา

5k+1 − 2k+1 = 5 · 5k − 2 · 2k = (3 + 2) · 5k − 2 · 2k

= 3 · 5k + 2 · 5k − 2 · 2k = 3 · 5k + 2(5k − 2k) = 3 · 5k + 2(3q) = 3(5k + 2q)

ดังน้ัน 3 | (5k+1 − 2k+1) นัน่คอื P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวกอาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 66 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

บทพสิจูน .
ให P(n) แทนขอความ 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

1 ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 52 + 7 = 32 ดังน้ัน 8 | (52(1) + 7) ทำใหไดวา P(1) เปนจรงิ

2 ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P(k) เปนจรงิ เมือ่ k ∈ N นัน่คอื 8 | (52k + 7) จะมีจำนวนเต็ม q ซึง่
52k + 7 = 8q โดยสมมตฐิานจะไดวา

52(k+1) + 7 = 52k+2 + 7 = 52k · 52 + 7 = 52k · 25 + 7

= (8q− 7)25 + 7 = 8q · 25− 168 = 8(25q− 21)

ดังน้ัน 8 | 52(k+1) + 7 นัน่คอื P(k+ 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 67 / 130
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บทที่ 3 ตัวหารรวมมาก

3.1 ตัวหารรวมมาก

3.2 ข้ันตอนวธิแีบบยูคลดิ

3.3 ตัวคณูรวมนอย

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 68 / 130
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ตัวหารรวมมาก
บทนยิาม
ให a, b และ d เปนจำนวนเต็ม

d เปนตัวหารรวม (common divisor) ของ a และ b ถา d | a และ d | b

ขอสังเกต
A แทนเซตของตัวหารของ a และ B แทนเซตของตัวหารของ b แลว A ∩ B คอืเซตของตัวหารรวมของ a และ b

1 เนือ่งจาก 1 | a และ 1 | b ดังน้ัน A ∩ B ̸= ∅

2 ถา a = 0 แลว A เปนเซตอนันต เพราะจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยทกุจำนวนเปนตัวหารของ 0

3 ถา a = b = 0 แลว A ∩ B เปนเซตอนันต เหตผุลเดยีวกับขอ 2

4 ถา a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว A ∩ B เปนเซตจำกัด

5 A เปนเซตของตัวหารของ −a ทำนองเดยีวกัน B เปนเซตของตัวหารของ −b
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 69 / 130
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ตัวอยาง
จงหาเซตของตัวรวมของสองจำนวนตอไปนี้

1 125 และ −215

เซตของตัวหารของ 125 คอื {±1,±5,±25,±125}

เซตของตัวหารของ −215 คอื {±1,±5,±43,±215}

ดังน้ันเซตของตัวหารรวมของ 125 และ −215 คอื {±1,±5}

2 252 และ 225

เซตของตัวหารของ 252 คอื

{±1,±2,±3,±4,±6,±7,±9,±12,±14,±18,±21,±28,±36,±42,±63,±84,±126,±252}

เซตของตัวหารของ 225 คอื {±1,±3,±5,±9,±15,±25,±45,±75,±225}

ดังน้ันเซตของตัวหารรวมของ 252 และ 225 คอื {±1,±3,±9}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 70 / 130
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บทนยิาม

ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน จำนวนเต็ม d เปนตัวหารรวมมาก (greatest common
divisior) หรอื ห.ร.ม. (g.c.d.) ของ a และ b เขียนแทนดวย gcd(a, b) ก็ตอเมือ่

(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจำนวนเต็ม c ถา c | a และ c | b แลว c ≤ d

ขอสังเกต

a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา

1 gcd(a, b) > 0

2 gcd(a, b) = gcd(b, a) = gcd(|a|, |b|) = gcd(a,−b) = gcd(−a, b) = gcd(−a,−b)

3 ถา a ̸= 0 แลว gcd(a, 0) = |a|

4 ถา a | b แลว gcd(a, b) = |a|

บทนยิาม
จำนวนเต็ม a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime)
ถา gcd(a, b) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 71 / 130
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1 125 และ −215

วธิทีำ เซตของตัวหารรวมของ 125 และ −215 คอื {±1,±5}

ดังน้ัน gcd(125,−215) = 5

2 252 และ 225

วธิทีำ เซตของตัวหารรวมของ 252 และ 225 คอื {±1,±3,±9}

ดังน้ัน gcd(252, 225) = 9

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 72 / 130
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ตัวอยาง
กำหนดให a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ 465 แลว a− b มีคาเทาใด

วธิทีำ พิจารณาการแยกตัวประกอบของแตละจำนวนดังนี้

465 = 2× 5× 31

403 = 13× 31

431 = 1× 431

จะไดวา a = gcd(403, 465) = 31 และ b = gcd(431, 465) = 1 ดังน้ัน a− b = 31− 1 = 30

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 73 / 130
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ตัวอยาง
ถา n เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากทีส่ดุ ซึง่หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150 เศษเหลอืคอื 3 แลว n หาร 41

เศษเหลอืเทาใด

วธิทีำ เนือ่งจาก n หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150 เศษเหลอืคอื 3 จะไดวามีจำนวนเต็ม p, q ซึง่

90 = nq+ 6

∴ 84 = nq
150 = np+ 3

∴ 147 = np

ดังน้ัน n | 84 และ n | 147 เนือ่งจาก n เปนจำนวนเต็มมากสดุทีส่อดคลองเงือ่นไขดังกลาว นัน่คอื
n = gcd(84, 147) พิจารณา

3 84 147
7 28 49

4 7

ดังน้ัน n = gcd(84, 147) = 3× 7 = 21

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 74 / 130
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สมบัติ ห.ร.ม.

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

จะมี x, y ∈ Z ท่ีทำให d = ax+ by

บทพสิจูน. ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให

S = {am+ bn : m, n ∈ Z และ am+ bn > 0}

เนือ่งจาก a ̸= 0 และ b ̸= 0 ดังน้ัน S ̸= ∅ และ S ⊆ N โดยหลักการจัดอันดับไวดแีลวจะไดวามี d′ ∈ S ซึง่เปน
จำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุใน S นัน่คอืมีจำนวนเต็ม x, y ∈ Z ซึง่ d′ = ax+ by ตอไปจะแสดงวา d′ เปน ห.ร.ม.
ของ a และ b

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 75 / 130
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(ก) เนือ่งจาก a, d′ ∈ Z โดยข้ันตอนการหาร จะไดวามีจำนวนเต็ม q, r ซึง่

a = qd′ + r เมือ่ 0 ≤ r < d′

จะไดวา

a = q(ax+ by) = r
r = a− q(ax+ by)

∴ r = a(1− qx) + b(−qy)

จะแสดงวา r = 0 สมมตวิา r ̸= 0 ดังน้ัน 0 < r < d′ เนือ่งจาก 1− qx และ −qy เปนจำนวนเต็ม และ
r > 0 นัน่คอื r ∈ S แต r < d′ เกดิขอขัดแยงทีว่า d′ เปนจำนวนเต็มบวกนอยสดุใน S ดังน้ัน r = 0 สรปุ
ไดวา d′ | a ในทำนองเดยีวกัน สำหรับ b, d′ เปนจำนวนเต็ม พิสจูนไดวา b | d′

(ข) ให c เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ c | a และ c | b จะไดวา c | (ax+ by) นัน่คอื c | d′ สรปุไดวา c ≤ d′

จาก (ก) และ (ข) สรปุไดวา d′ เปน ห.ร.ม.ของ a และ b นัน่คอื d′ = d = gcd(a, b) และ d = ax+ by

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 76 / 130
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บทแทรก
ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) จะไดวาสำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a และ
c | b แลว c | d

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอเม่ือ มี x, y ∈ Z ท่ีทำให 1 = ax+ by

บทพสิจูน .

ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 สมมติ gcd(a, b) = 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ 1 = ax+ by ในทาง
กลับกัน สมมติ มี x, y ∈ Z ทีท่ำให 1 = ax+ by ให d = gcd(a, b) จะไดวา d | a และ d | b จะไดวา
c | (ax+ by) ดังน้ัน d | 1 สรปุไดวา d = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 77 / 130
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Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึ่ง gcd(a, b) = 1 จะไดวา

gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

gcd(ma,mb) = m · gcd(a, b)

Theorem

ให a, b ∈ Z โดยท่ี d = gcd(a, b) แลว gcd
( a
d ,

b
d
)

= 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 78 / 130
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Theorem
ให a, b ∈ Z โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ x เปนจำนวนเต็ม แลว

gcd(a, b) = gcd(a+ bx, b) = gcd(a, b+ ax)

ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของ 75 และ 100 โดยใชทฤษฎบีท

gcd(75, 100) = gcd(75, 25 + 75(1))

= gcd(75, 25) = gcd(25, 75)
= gcd(25, 0 + 25(3))

= gcd(25, 0) = 25

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 79 / 130
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Theorem
ให a, b, c,m เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1 ถา gcd(a,m) = gcd(b,m) = 1 แลว gcd(ab,m) = 1

2 ถา gcd(a,m) = 1 และ b | a แลว gcd(b,m) = 1

3 ถา a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c

4 ถา a | c และ b | c โดยท่ี gcd(a, b) = 1 แลว ab | c

ตัวอยาง
มีจำนวนเต็มต้ังแต 1 ถงึ 1000 ทีห่ารดวย 3 และ 5 ลงตัว ท้ังหมดกีจ่ำนวน

วธิทีำ ให x ∈ {1, 2, 3, ..., 1000} ซึง่ 3 | x และ 5 | x
เนือ่งจาก gcd(3, 5) = 1 จะไดวา 15 | x ดังน้ัน x ทีเ่ปนไปไดคอื

15, 30, 45, ..., 990

มีท้ังหมด 66 จำนวน
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 80 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ

ถา ab | c และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c และ b | c

บทพสิจูน .

ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม สมมตวิา ab | c และ gcd(a, b) = 1 จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ 1 = ax+ by และ
มีจำนวนเต็ม k ซึง่ c = abk ดังน้ัน

1 · c = (ax+ by)(abk)
c = a(abkx+ b2ky) = b(a2xk+ abky)

ดังน้ัน a | c และ b | c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 81 / 130
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Theorem
ให a, b, q, r เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a > 0 และ b = aq+ r เม่ือ 0 ≤ r < a แลว

gcd(a, b) = gcd(a, r)

ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากของ 252 และ 198 โดยใชทฤษฎบีท

gcd(198, 252) = gcd(198, 54) เนือ่งจาก 252 = 198(1) + 54

= gcd(54, 36) เนือ่งจาก 198 = 54(3) + 36

= gcd(36, 20) เนือ่งจาก 54 = 36(1) + 20

= gcd(20, 16) เนือ่งจาก 36 = 20(1) + 16

= gcd(16, 4) เนือ่งจาก 20 = 16(1) + 4

= gcd(4, 0) เนือ่งจาก 16 = 4(4) + 0

= 4

ดังน้ัน gcd(198, 252) = 4

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 82 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

วธิทีำ พิจารณา

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = gcd(n3 + 2n, (n3 + 2n)(n) + (n2 + 1))

= gcd(n3 + 2n, n2 + 1)

= gcd(n(n2 + 1) + n, n2 + 1)

= gcd(n, n2 + 1)

= gcd(n, 1) = 1

สรปุไดวา gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 83 / 130
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บทนยิาม
ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก d จะเปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเปนตัวหารรวมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอเมือ่

(1) d เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an แลว d ≤ c

Theorem
สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ท่ีไมใชศนูย พรอมกัน แลว

1 gcd(gcd(a1, a2), a3, ..., an) = gcd(a1, a2, ..., an)

2 gcd(gcd(a1, a2, ..., an−1), an) = gcd(a1, a2, ..., an)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 84 / 130
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากตอไปนี้

1 gcd(4, 6, 18)
วธิทีำ

gcd(4, 6, 18) = gcd(gcd(4, 6), 18) = gcd(2, 18) = 2

2 gcd(350, 49, 140, 105)
วธิทีำ

gcd(350, 49, 140, 105) = gcd(gcd(350, 49), 140, 105)
= gcd(7, 140, 150)
= gcd(gcd(7, 140), 105)
= gcd(7, 105) = 7
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ข้ันตอนวธิแีบบยูคลดิ

เมือ่ d = gcd(a, b) แลวจะหาจำนวนเต็ม x, y ทีท่ำให

d = ax+ by

ตัวอยางเช น gcd(2, 3) = 1 จะไดวา 1 = 2(2) + 3(−1) นัน่คอื x = 2 และ y = −1 ซึง่หาไดไมยาก สำหรับ
ตัวอยาง gcd(305, 168) = d ตัวหารรวมมากของ 305 และ 168 สามารถคำนวณไดไมยาก แตเมือ่ตองการ
ทราบคาจำนวนเต็ม x, y ทีส่อดคลอง

d = 305x+ 168y

คงเกดิความยุงยากในกรหา ถาไมมีเครือ่งมืออืน่ ๆ มาชวยในการคำนวณคงตองใชเวลานานจงึจะหาคาดังกลาว
ไดสำเร็จ ในหัวขอนี้ จะมีทฤษฎบีททีม่าช วยในการคำนวณจำนวนเต็ม x, y อันเปนวธิกีารของยุคลคิทีไ่ดพิสจูนไว
เมือ่คร้ังยังมีชวีติอยูเรยีกวา ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ ดังทฤษฎบีทตอไปนี้
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Theorem

ข้ันตอนวธิแีบบยคุลิค (Euclidean Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยท่ี a > 0 จะไดวามีจำนวนเต็ม

qi เม่ือ i = 1, 2, 3, .., n+ 1 และ rj เม่ือ j = 1, 2, 3, .., n ท่ีทำให

b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3
...

rn−2 = rn−1qn + rn

rn−1 = rnqn+1

เม่ือ 0 < r1 < a

เม่ือ 0 < r2 < r1

เม่ือ 0 < r3 < r2

เม่ือ 0 < rn < rn−1

และ gcd(a, b) = rn
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ตัวอยาง
จงหา d = gcd(305, 168) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 305x+ 168y

305 = 168(1) + 37 −→ 137 = 308 − 168(1)

305 = 168(1) + 37 −→ 137 = 308 − 168(1)

168 = 137(1) + 31 −→ 31 = 168 − 137(1)

137 = 31(4) + 13 −→ 13 = 137 − 31(4)

31 = 13(2) + 5 −→ 5 = 31 − 13(2)

13 = 5(2) + 3 −→ 3 = 13 − 5(2)

5 = 3(1) + 2 −→ 2 = 5 − 3(1)

3 = 2(1) + 1 −→ 1 = 3 − 2(1)

2 = 1(2)
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ดังน้ัน gcd(305, 168) = 1 แลวจะไดวา

1 = 3− 2(1) = 3− [5− 3(1)](1) = 3− 5(1) + 3(1) = 3(2)− 5(1)

= [13− 5(2)](2)− 5(1) = 13(2)− 5(4)− 5(1) = 13(2)− 5(5)

= 13(2)− [31− 13(2)](5) = 13(2)− 31(5) + 13(10) = 13(12)− 31(5)

= [137− 31(4)](12)− 31(5) = 137(12)− 31(48)− 31(5) = 137(12)− 31(53)

= 137(12)− [168− 137(1)](53) = 137(12)− 168(53) + 137(53) = 137(65)− 168(53)

= [305− 168(1)](65)− 168(53) = 305(65)− 168(65)− 168(53) = 305(65)− 168(118)

= 305(65) + 168(−118)

ทำใหไดวา x = 65 และ y = −118
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หาจำนวน x, y ทีส่อดคลองสมการ gcd(a, b) = ax+ by โดยใชการดำเนนิการบนแถวตามข้ันตอนดังนี้

1 เลอืกตัวมากสดุระหวาง a และ b เปนแถวที่ 1 เรยีกวา R1 โดยเขียนไวทายสดุของแถว และอกีจำนวน
เปนแถวที่ 2 เรยีกวา R2 โดยเขียนไวทายสดุของแถวเช นกัน โดยเขียนก้ันดวย | ระหวางสมการกับเมตริ
กซ สมมตวิา b > a เขียนไดดังนี้

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1
a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

2 แถวที่ 3 เรยีกวา R3 จะเกดิจาก R3 = R1 − q1R2 เมือ่ b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < a จะได

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1
a = b(0) + a(1) a 0 1 R2
r1 = b(1) + a(−q1) r1 1 −q1 R3 = R1 − q1R2

3 แถวที่ 4 เรยีกวา R4 จะเกดิจาก R4 = R2 − q2R3 เมือ่ b = r1q2 + r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < r1 ทำเช นนี้ ไป
เรือ่ย ๆ จนแถวสดุทายเปน gcd(a, b) อยูซายมือ ตามข้ันตอนวธิกีารหารแบบยุคลดิ แลวจะได
gcd(a, b) = ax+ by นัน่เอง
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ตัวอยาง
จงหา d = gcd(27, 22) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 27xx+ 22y

วธิทีำ พิจารณาการดำเนนิการบนแถวดังตอไปนี้

27 = 27(1) + 22(0) 27 1 0 R1
22 = 27(0) + 22(1) 22 0 1 R2
5 = 27(1) + 22(−1) 5 1 −1 R3 = R1 − R2
2 = 27(−4) + 22(5) 2 −4 5 R4 = R2 − 4R3
1 = 27(9) + 22(−11) 1 9 −11 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน x = 9 และ y = −11
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ตัวอยาง
จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 71x− 50y = 1

วธิทีำ พิจารณาการดำเนนิการบนแถวดังตอไปนี้

71 = 71(1) + 50(0) 71 1 0 R1
50 = 71(0) + 50(1) 50 0 1 R2
21 = 71(1) + 50(−1) 21 1 −1 R3 = R1 − R2
8 = 71(−2) + 50(3) 8 −2 3 R4 = R2 − 2R3
5 = 71(5) + 50(−7) 5 5 −7 R5 = R3 − 3R4
3 = 71(−7) + 50(10) 3 −7 10 R6 = R4 − R5
2 = 71(12) + 50(−17) 2 12 −17 R7 = R5 − R6
1 = 71(−19) + 50(27) 1 −19 27 R8 = R6 − R7

ดังน้ัน 1 = 71(−19) + 50(27) หรอื 1 = 71(−19)− 50(−27) สรปุไดวา x = −19 และ y = −27
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ตัวคณูรวมนอย
บทนยิาม
ให a, b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ m เปนจำนวนเต็มบวก

m เปนตัวคณูรวม (common multiple) ของ a และ b ถา a | m และ b | m

ขอสังเกต
ให A แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย a ลงตัว และ B แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย b ลงตัว แลว

A ∩ B คอืเซตของตัวคณูรวมของ a และ b

1 เนือ่งจาก a | a และ b | b ดังน้ัน A ∩ B ̸= ∅

2 ถา a = 1 แลว A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก

3 A และ B เปนเซตอนันต
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ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของ

1 2 และ 3
เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 2 หารลงตัว คอื {2, 4, 6, 8, 10, 12...}

เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 3 หารลงตัว คอื {3, 6, 9, 12, ...}

ดังน้ันเซตของตัวคณูรวมของ 2 และ 3 คอื {6, 12, 18, ...}

2 6 และ 9
เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 6 หารลงตัว คอื {6, 12, 18, 24, 30, 36...}

เซตของจำนวนเต็มบวกที่ 9 หารลงตัว คอื {9, 18, 27, 36, ...}

ดังน้ันเซตของตัวคณูรวมของ 6 และ 9 คอื {18, 36, 54, ...}
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บทนยิาม
ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมนอย (least common multiple)
หรอื ค.ร.น. (l.c.m.) ของ a และ b เขียนแทนดวย ℓcm(a, b) ก็ตอเมือ่

(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจำนวนเต็มบวก c ถา a | c และ b | c แลว m ≤ c

ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1 15 และ 21

วธิทีำ เนือ่งจาก 15 = 3 · 5 และ 21 = 3 · 7 ดังน้ัน ℓcm(15, 21) = 3 · 5 · 7 = 105

2 125 และ −55

วธิทีำ เนือ่งจาก 125 = 53 และ 55 = 5 · 11 ดังน้ัน ℓcm(125,−55) = 53 · 11 = 1375

3 588 และ 1050

วธิทีำ เนือ่งจาก 588 = 22 · 3 · 72 และ 1050 = 2 · 3 · 52 · 7 ดังน้ัน

ℓcm(588, 1050) = 22 · 3 · 52 · 72 = 14700
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 95 / 130
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ตัวอยาง
ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ a < b สอดคลองเงือ่นไข

(1) 5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว

(2) a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกัน

(3) ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ 165

จงหาจำนวน a และ b

วธิทีำ โดยเงือ่นไขจะได ℓcm(a, b) = 165 = 3 · 5 · 11 และ gcd(a, b) = 1 ซึง่ 5 | a และ 3 | b
สรปุไดดังตารางตอไปนี้

a b ℓcm(a, b) gcd(a, b)
5 · 11 3 3 · 5 · 11 1

5 3 · 11 3 · 5 · 11 1

เนือ่งจาก a < b ดังน้ัน a = 5 และ b = 33

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 96 / 130
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะไดวา gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

บทพสิจูน. ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให d = gcd(a, b) จะไดวามีจำนวนเต็ม p, q ซึง่
a = dp และ b = dq ให

m =
|ab|
d =

|(dp)(dq)|
d = |dpq|

ดังน้ัน m เปนจำนวนเต็มบวก และ m = |dpq| = |aq| = |bp| ทำใหไดวา a | m และ b | m นัน่คอื m เปนตัว
คณูรวมของ a และ b ให c เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ a | c และ b | c จะไดวามีจำนวนเต็ม u, v ซึง่ c = au และ
c = bv เนือ่งจาก d = gcd(a, b) จะไดวามีจำนวนเต็ม x, y ซึง่ d = ax+ by จะไดวา

mdc = |cab|
mc(ax+ by) = c|ab|
m(cax+ cby) = c|ab|

m(bvax+ auby) = c|ab|
mab(vx+ uy) = c|ab|
±m(vx+ uy) = c

ดังน้ัน m | c สรปุไดวา m ≤ c นัน่คอื m = ℓcm(a, b)อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 97 / 130
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Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m = ℓcm(a, b) จะไดวา

สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา a | c และ b | c แลว m | c

Theorem
ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ k ∈ N จะไดวา

ℓcm(ka, kb) = k · ℓcm(a, b)

บทพสิจูน. ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ให k ∈ N จะไดวา

ℓcm(ka, kb) · gcd(ka, kb) = |(ka)(kb)| = k2|ab|
ℓcm(ka, kb) · kgcd(a, b) = k2|ab|

∴ ℓcm(ka, kb) = k|ab|
gcd(a, b)

=
kℓcm(a, b) · gcd(a, b)

gcd(a, b)
= kℓcm(a, b)

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 98 / 130
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บทนยิาม
ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ a1 | m, a2 | m, ..., an | m

และ m จะเปนตัวคณูรวมนอยของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย ℓcm(a1, a2, ., , , an) ก็ตอเมือ่

(1) m เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an แลว m ≤ c

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 99 / 130
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ตัวอยาง
ถา x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุ ซึง่ 9, 12 และ 15 หาร x ลงตัว แต 11 หาร x เศษเหลอืเทากับ 7 แลว x มี
คาเทาใด

วธิทีำ จะไดวา x เปนตัวคณูรวมของ 9, 12 และ 15 เนือ่งจาก ℓcm(9, 12, 15) = 180 ดังน้ัน 180 | x จะไดวา
มีจำนวนเต็ม q ซึง่

x = 180q = (11 · 16 + 4)q = 11(16q) + 4q

เนือ่งจาก11 หาร x เศษเหลอืเทากับ 7 จะไดวามีจำนวนเต็ม d ซึง่ x = 11d+ 7

ดังน้ันหา q ทีเ่ล็กทีส่ดุทีท่ำให 11 หาร 4q เศษเหลอืเทากับ 7 แสดงไดดังตารางตอไปนี้

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
เศษเหลอืจากการหาร 4q ดวย 11 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7

ดังน้ัน q = 10 สรปุไดวา x = 180
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Theorem
สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ท่ีไมใชศนูย พรอมกัน แลว

1 ℓcm(ℓcm(a1, a2), a3, ..., an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

2 ℓcm(ℓcm(a1, a2, ..., an−1), an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง
จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

1 ℓcm(4, 6, 18)

วธิทีำ ℓcm(4, 6, 18) = ℓcm(ℓcm(4, 6), 18) = ℓcm(12, 18) = 36

2 ℓcm(35, 49, 42, 63)

วธิทีำ

ℓcm(35, 49, 42, 63) = ℓcm(ℓcm(35, 49), 42, 63) = ℓcm(245, 42, 63)

= ℓcm(ℓcm(245, 42), 63) = ℓcm(1470, 63) = 4410

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 101 / 130
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บทที่ 4 จำนวนเฉพาะ

4.1 นยิามและสมบัตบิางประการ

4.2 ทฤษฎบีทหลักมูลเลขคณติ

4.3 การคนหาจำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 102 / 130
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นยิามและสมบัตบิางประการ

บทนยิาม
จำนวนเต็ม p ทีม่ากกวา 1 เรยีกวา จำนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอเมือ่

p มีตัวหารคอื ±1 และ ±p เทาน้ัน

จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ทีไ่มใช จำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนประกอบ (composite number)

ตัวอยางจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 30

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29

และจำนวนประกอบทีไ่มเกนิ 30

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 103 / 130
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ขอสังเกต
จากนยิามจะไดวา

1 2 เปนจำนวนเฉพาะทีเ่ปนจำนวนคูเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2 p เปนจำนวนเฉพาะ ก็ตอเมือ่ d - p ทกุ ๆ จำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < p

3 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา a | p แลว a = ±1 หรอื a = ±p

4 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p | a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = p

5 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p - a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = 1

6 ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะ ถา p | q แลว p = q

7 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < a ทีท่ำให d | a

8 a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม b, c ซึง่ 1 < b ≤ c < a ทีท่ำให a = bc

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 104 / 130
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ตัวอยาง
จงแสดงวา ถา n จำนวนประกอบ แลว 2n − 1 เปนจำนวนประกอบ

บทพสิจูน .

ให n จำนวนประกอบ จะไดวามีจำนวนเต็มบวก b, c ทีม่ากกวา 1 ซึง่ n = bc โดย

xc − 1 = (x− 1)(xc−1 + xc−2 + · · ·+ x+ 1) เมือ่ x ∈ N

จะไดวา

2n − 1 = (2b)c − 1

= (2b − 1)((2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1)

จะเห็นไดวา 2b − 1 และ (2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1 เปนจำนวนนับทีม่ากกวา 1 สรปุไดวา 2n − 1

เปนจำนวนประกอบ

โดยกฎแยงสลับ สรปุไดวา
ถา 2n − 1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 105 / 130
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Theorem
ทกุจำนวนเต็ม a ท่ีมากกวา 1 จะมีจำนวนเฉพาะ p ท่ี p | a

บทพสิจูน .

ให a จำนวนจำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 สมมตวิาไมมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | a กำหนดให

S = {b ∈ N : b > 1 และไมมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | b}

โดยสมมตฐิานจะไดวา a ∈ S ดังน้ัน S ⊆ N และ S ̸= ∅ โดยหลักการจัดอันดับดจีะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ
เรยีกวา m ดังน้ัน m ไมเปนจำนวนเฉพาะ (เนือ่งจาก m | m) จะไดวามี d ∈ N ซึง่ 1 < d < m และ d | m จะได
วา d /∈ S ดังน้ันมีจำนวนเฉพาะ p | d ทำใหไดวา p | m เกดิขอขัดแยงกับเงือ่นไขที ่ m ∈ S

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 106 / 130
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Theorem (ยุคลดิ)

มีจำนวนเฉพาะอย ูเปนจำนวนอนันต

บทพสิจูน .
สมมตวิาจำนวนเฉพาะมีจำกัดตัว ให P เปนจำนวนเฉพาะสงูสดุ กำหนดให

Q = 2× 3× 4× · · · × P+ 1

จะเห็นไดชัดวา Q > P ดังน้ัน Q ไมใช จำนวนเฉพาะ จะไดวามีจำนวนเฉพาะ q ซึง่ q | Q จากรปูแบบของ Q ที่
กำหนดจะเห็นไดวาไมมีจำนวนเต็มใด ๆ จาก 2 ถงึ P ทีจ่ะหาร Q ไดลงตัวเพราะไดเศษเหลอืเทากับ 1 เสมอ ดัง
น้ัน q > P เกดิขอขัดแยงกับสมมตฐิาน

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 107 / 130
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ตัวอยาง
ให n ∈ N จงแสดงวามีจำนวนประกอบเรยีงตอกัน n จำนวน

วธิทีำ ให k = 2, 3, 4, ..., n+ 1 พิจารณาจำนวน (n+ 1)! + k ดังลำดับตอไปนี้

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, (n+ 1)! + 4, ..., (n+ 1)! + (n+ 1)

เห็นไดชัดวาเปนจำนวนประกอบ n จำนวนเรยีงตดิกัน เนือ่งจาก k | [(n+ 1)! + k] ทกุ ๆ k ตัวอยางเช น

1 n = 3 จะไดจำนวน 4! + k เมือ่ k = 2, 3, 4 ดังลำดับตอไปนี้ 26, 27, 28

2 n = 4 จะไดจำนวน 5! + k เมือ่ k = 2, 3, 4, 5 ดังลำดับตอไปนี้ 122, 123, 124, 125

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 108 / 130
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Theorem (ทฤษฎบีทนำของยุคลดิ)

ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดวา

ถา p | ab แลว p | a หรือ p | b

บทพสิจูน .
ให p เปนจำนวนเฉพาะ สมมตวิา p | ab และ p - a จะไดวา gcd(p, a) = 1 จะไดวา p | b

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข p | (p+ 1)250

วธิทีำ เนือ่งจาก p - p+ 1 ดังน้ัน p | 250 และ 250 = 53 · 2 สรปุไดวา p = 2, 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 109 / 130
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บทแทรก
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z เมือ่ n ∈ N แลว

สำหรับจำนวนนับ n ถา p | an แลว p | a

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

1 p | 59015

จะไดวา p | 590 เนือ่งจาก 590 = 59 · 2 · 5 ดังน้ัน p = 2, 5, 59

2 p | 1092099

จะไดวา p | 10920 เนือ่งจาก 10920 = 23 · 3 · 5 · 13 ดังน้ัน p = 2, 3, 5, 7, 13

3 p | (630 + p)4
จะไดวา p | (630 + p) แลว p | 630 เนือ่งจาก 630 = 2 · 32 · 5 · 7 ดังน้ัน p = 2, 3, 5, 7

4 p | (150− 3p)251
จะไดวา p | (150− 3p) แลว p | 150 เนือ่งจาก 150 = 2 · 3 · 52 ดังน้ัน p = 2, 3, 5

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 110 / 130
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ทฤษฎบีทหลักมูลเลขคณติ

Theorem

ทฤษฎีบทหลักมลูเลขคณิต (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จำนวนเต็มท่ีมากกวา 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรปูผลคณูของจำนวนเฉพาะได และถาไมคิดลำดับเปนสำคัญแลว
การเขียนน้ีทำได เพียงวิธีเดียวเทาน้ัน
หรือกลาวไดวา จำนวนเต็ม n > 1 สามารถเขียนในรปู

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยท่ี p1, p2, p3, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะซึ่ง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สำหรับทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรปูดังกลาวได เพียงแบบเดียวเทาน้ัน เรียกการเขียน n รปูแบบน้ีวา รปูแบบ
บัญญัติ (canonical form) ของ n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 111 / 130
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ตัวอยางจำนวนทีเ่ขียนในรปูแบบบัญญัติ

1 48 = 24 · 3

2 1502 = 22 · 32 · 54

3 1225 = 52 · 72

4 4725 = 33 · 52 · 7

5 10003 = 29 · 59

6 35285 = 215 · 310 · 710

7 15750 = 2 · 32 · 53 · 7

8 846876 = 22 · 3 · 70573

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 112 / 130
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ถา n > 1 และ m > 1 และเขียนรปูแบบบัญญัตไิดดังนี้

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk และ m = pb11 · pb22 · pb33 · · · pbkk

เมือ่แตละจำนวนเต็ม ai ≥ 0 และ bi ≥ 0 โดยทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา

gcd(n,m) = pc11 · pc22 · pc33 · · · pckk
ℓcm(n,m) = pd11 · pd22 · pd33 · · · pdkk

โดยที่ di และ ci คอื คาตำ่สดุและสงูสดุ ของ ai และ bi ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ i ∈ {1, 2, 3, ..., k}

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 113 / 130
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ตัวอยาง
จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

1 308 และ 1,176
วธิทีำ เนือ่งจาก 308 = 22 · 7 · 11 และ 1176 = 23 · 3 · 72 ดังน้ัน

gcd(308, 1176) = 22 · 7 = 28

ℓcm(308, 1176) = 23 · 3 · 72 · 11 = 12936

2 31,752 และ 4,725
วธิทีำ เนือ่งจาก 31752 = 23 · 34 · 72 และ 4725 = 33 · 52 · 7 ดังน้ัน

gcd(31752, 4725) = 33 · 7 = 189

ℓcm(31752, 4725) = 23 · 34 · 52 · 72 = 793800

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 114 / 130
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พิจารณาการหาตัวหารท้ังหมดของ 24 = 23 · 3 เขียนแผนภาพตนไมไดดังนี้

•

23
31

30

22
31

30

21
31

30

20
31

30

จากแผนภาพจะไดวาตัวหารของ 24 คอื

20 · 30 20 · 31 21 · 30 21 · 31

22 · 30 22 · 31 23 · 30 23 · 31

หรอื 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 115 / 130
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Theorem
ให n ∈ Z ซึ่ง n > 1 มีรปูแบบบัญญัติคือ

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

เม่ือ ai ∈ N ทกุ ๆ i แลวจำนวนตัวประกอบท้ังหมดของ n มีท้ังหมด

(a1 + 1)(a2 + 1)(a3 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง
จงหาจำนวนตัวหารท้ังหมดของ

1 1,225
วธิทีำ เนือ่งจาก 1225 = 52 · 72

ดังน้ันจำนวนตัวหารท้ังหมดของ 1125 คอื (2 + 1)(2 + 1) = 9 ตัว

2 1003

วธิทีำ เนือ่งจาก 1003 = 26 · 56

ดังน้ันจำนวนตัวหารท้ังหมดของ 1003 คอื (6 + 1)(6 + 1) = 49 ตัว
อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 116 / 130
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การคนหาจำนวนเฉพาะ

Theorem
ถา a เปนจำนวนประกอบ แลวจะมีจำนวนเฉพาะ p ซึ่ง

p ≤
√a และ p | a

บทพสิจูน .

ให a เปนจำนวนประกอบ จะไดวามี 1 < n ≤ m < a ซึง่ ทีท่ำให a = nm ดังน้ัน m | a และ n | a แสดงวา

1 < n2 ≤ mn = a

ดังน้ัน n ≤
√a จะไดวามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | n ทำใหไดวา p | a และ p ≤

√a

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 117 / 130
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

1 101

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
101 ≈ 10.05 คอื 2, 3, 5, 7 และทกุตัวหาร 101 ไม

ลงตัวดังน้ัน 101 เปนจำนวนเฉพาะ

2 113

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
113 ≈ 10.63 คอื 2, 3, 5, 7 และทกุตัวหาร 113 ไม

ลงตัวดังน้ัน 113 เปนจำนวนเฉพาะ

3 313

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
313 ≈ 17.69 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 และทกุตัว

หาร 313 ไมลงตัวดังน้ัน 313 เปนจำนวนเฉพาะ

4 719

วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √
719 ≈ 26.81 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 และ

ทกุตัวหาร 719 ไมลงตัวดังน้ัน 101 เปนจำนวนเฉพาะ

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 118 / 130
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ตอไปจะกลาวถงึการหาจำนวนเฉพาะทกุตัวทีน่อยกวาหรอืเทากับ n เมือ่กำหนดจำนวนเต็ม n โดยใชกฎแยง
สลับทีข่องทฤษฎบีท

ถาทกุจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≤
√a และ p - a แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

วธิกีารนี้ เรยีกวา ตะแกรงเอราโตสเทเนส (The sieve of Eratosthesnes) ซึง่ทำไดดังนี้

(1) p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ √n

(2) เขียนจำนวนเต็มต้ังแต 2 ถงึ n

(3) วงกลม p1 แลวกำจัดจำนวนทกุตัวในขอ (2) ทีห่ารดวย p1 ลงตัว

(4) ทำขอ (3) ซ้ำไปเรือ่ยจาก p2, p3, ..., pk

จำนวนเต็มทีเ่หลอืจะเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา n

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 119 / 130
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50

วธิทีำ จำนวนเฉพาะทีน่อยกวาหรอืเทากับ √
50 คอื 2, 3, 5, 7 ทำไดโดย

ข้ันแรกกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 2 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย /

2⃝ 3 4/ 5 6/ 7 8/ 9 10/

11 12/ 13 14/ 15 16/ 17 18/ 19 20/

21 22/ 23 24/ 25 26/ 27 28/ 29 30/

31 32/ 33 34/ 35 36/ 37 38/ 39 40/

41 42/ 43 44/ 45 46/ 47 48/ 49 50/

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 120 / 130
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ข้ันถัดไปกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย ×

2⃝ 3⃝ 4/ 5 6/ 7 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49 50/

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 121 / 130
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แลวกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 5 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย //

2⃝ 3⃝ 4/ 5⃝ 6/ 7 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25// 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35// 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49 50/

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 122 / 130



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

สดุทายกำจัดจำนวนเต็มทีห่ารดวย 7 ลงตัว ดวยเครือ่งหมาย \

2⃝ 3⃝ 4/ 5⃝ 6/ 7⃝ 8/ 9× 10/

11 12/ 13 14/ 15× 16/ 17 18/ 19 20/

21× 22/ 23 24/ 25// 26/ 27× 28/ 29 30/

31 32/ 33× 34/ 35// 36/ 37 38/ 39× 40/

41 42/ 43 44/ 45× 46/ 47 48/ 49\ 50/

สรปุไดวาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ 50 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 35, 37,
41, 43, 47

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 123 / 130
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ตัวอยาง
จงตรวจสอบวา 2,093 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
วธิทีำ เนือ่งจากจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา √

2093 ≈ 45.74 คอื 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
35, 37, 41, 43 แต 7 | 2093 ดังน้ัน 2093 ไมเปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง
จงหาจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k+ 1 ได
วธิทีำ พิจารณาดังตารางตอไปนี้

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3k+ 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

ดังน้ันจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k+ 1 ไดคอื 7, 13, 19, 31, 37, 43

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 124 / 130
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จำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา 1,000

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

อาจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย (สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา)ทฤษฎจีำนวน NUMBER THEORY 125 / 130
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บทนยิาม
จำนวนแฟรมาต (Fermat Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Fn = 22
n
+ 1 เมือ่ n ≥ 0

ตัวอยางเช น

F0 = 3 F1 = 5 F2 = 17 F3 = 257 F4 = 65537

ท้ัง 5 จำนวนลวนเปนจำนวนเฉพาะแฟรมาตคาดเดาวาจำนวนตอ ๆ นาจะเปนจำนวนเฉพาะ ตอมาในป ค.ศ.
1732 ออยเลอรพบวา F5 = 4294967297 = 641 · 6700417 ทำใหคำกลาาของแฟรมาตเปนเท็จ ดังน้ันถา Fn
เปนจำนวนเฉพาะ จะเรยีก Fn วา จำนวนเฉพาะแฟรมาต (Fermat prime) และในป ค.ศ. 1878 ลคัูส นัก
คณติศาสตรชาวฝรัง่เศสไดพิสจูนวา

F6 = 22
6
+ 1 = 264 + 1 = 274177 · 67280421310721

ดังน้ัน F6 เปนจำนวนประกอบ จากการศกึษาพบวาจำนวนแฟรมาต Fn เปนจำนวนประกอบสำหรับ
5 ≤ n ≤ 50 อยางไรก็ตามยังไมมีผูใดพิสจูนไดวาจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันตทีส่ามารถเขียนในรปู
22

n
+ 1 หรอืไม และยังไมมีผูใดพบจำนวนเฉพาะของแฟรมาตตัวอืน่ ๆ อกีเลย
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Theorem
สำหรับ m > n แลว gcd(Fm, Fn) = 1

บทพสิจูน .
ให m, n ∈ Z และ m > n ≥ 0 กำหนดให gcd(Fm, Fn) = d จะแสดงวา d = 1 ให x = 22

n และ k = 2m−n

พิจารณา

Fm − 2 = (22
n
)2

m−n
− 1

= xk − 1

= (x+ 1)(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

= (22
n
+ 1)(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

= Fn(xk−1 − xk−2 + · · ·+ x− 1)

ดังน้ัน Fn | (Fm − 2) เนือ่งจาก d | Fn ฉะน้ัน d | (Fm − 2) และ d | Fm ทำใหไดวา d | 2 แต d เปนจำนวนคี่ ดัง
น้ัน d = 1
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บทนยิาม
จำนวนมารเซน (Mersenne Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

ตัวอยางเช น

M1 = 1 M2 = 3 M3 = 7 M4 = 15 M5 = 31

ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ เราจะเรยีก Mn วา จำนวนเฉพาะแมรเซน (Mersenne prime)
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Theorem
ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ

บทพสิจูน .

พิสจูนโดยวธิแียงสลับที่ ให n จำนวนประกอบ นัน่คอืมีจำนวนเต็มบวก b, c ทีม่ากกวา 1 ซึง่ n = bc โดย

xc − 1 = (x− 1)(xc−1 + xc−2 + · · ·+ x+ 1) เมือ่ x ∈ N

จะไดวา

Mn = 2n − 1 = (2b)c − 1

= (2b − 1)((2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1)

จะเห็นไดวา 2b − 1 และ (2b)c−1 + (2b)c−2 + · · ·+ 2b + 1 เปนจำนวนนับทีม่ากกวา 1 สรปุไดวา Mn เปน
จำนวนประกอบ
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จากทฤษฎบีทดังกลาวจะไดวาจำนวน Mp เปนจำนวนเฉพาะของแมรเซนได ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให
Mp เปนจำนวนเฉพาะเช น

M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31, M7 = 127, M13 = 8191
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