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คาํนาํ

เอกสารคาํสอนรายวิชาแคลคลูสั เลม่นีจดัทาํขนึเพือเป็นสว่นหนงึของหลกัสตูรครุศาสตรบณัฑิต
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ( ปี) (หลกัสตูรปรบัปรุง พ.ศ. ) โดยมีวตัถปุระสงคเ์พือเป็นแหลง่เรยีนรูเ้กียว
กบัแคลคลูสัอนัประกอบไปดว้ย วิวฒันาการของแคลคลูสั ลิมิต ความตอ่เนือง อนพุนัธ์ และปริพนัธ์ โดย
แบง่เนือหาออกเป็น บท ประกอบไปดว้ย เบืองตน้แคลคลูสั ลิมิตและความตอ่เนือง อนพุนัธข์องฟังกช์นั
การประยกุตข์องอนพุนัธ์ ปรพินัธ์ เทคนิคการหาปรพินัธ์ การประยกุตป์รพินัธ์ และปรพินัธไ์มต่รงแบบ โดย
คาํศพัท์ทางคณิตศาสตร์ทีใช้ในเลม่นี อา้งอิงตามพจนานกุรมศพัท์ทางคณิตศาสตร์ ฉบบัราชบณัฑิตย
สภา พ.ศ.

เนือหาในเลม่นีเรยีบเรยีงมาจากประสบการณ์ของผู้เขียนในการสอนทีสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะ
ครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา ในรายวิชาแคลคลูสัสาํหรบัครู คณิตศาสตร์ และแคลคลูสั

ซงึเนือหาวิชาเหลา่นนัมีครบทงั บทตามเอกสารคาํสอนเลม่นี การเรยีนในวิชานีตอ้งอาศยัความพืนฐาน

ในระดบัมธัยมโดยผูเ้ขียนไดส้รุปไวใ้นบทที ในหวัขอ้คณิตศาสตรพื์นฐาน ซงึจะทาํใหผู้เ้รยีนไดท้บทวน

และทาํความเขา้ใจก่อนเขา้เนือหาในรายวิชา ผูเ้ขียนมุง่หวงัวา่เอกสารคาํสอนเลม่นี จะเป็นเอกสารอา่น
ประกอบการเรยีนในวิชาดงักลา่วไดดี้ยิงขนึ

แคลคลูสันนัมีบทบาทสาํคญัในการนาํไปใชห้ลายดา้น ๆ เชน่วิทยาศาสตร์ และวิศวกรรศาสตร์ เป็นตน้

แต่เนือหาเลม่นีจะมุง่เนน้ไปทีความเขา้ใจเบืองตน้เพือให้นกัศกึษานาํไปใช้ระดบัสงูหรอืถ่ายทอดตอ่ไป
รวมถงึการประยกุตใ์ชเ้บืองตน้ในการจดัการเรยีนรูท้างคณิตศาสตรส์าํหรบัครูคณิตศาสตร์

เอกสารคาํสอนเลม่นีจะเกิดขนึไม่ไดถ้า้ไมมี่ครูอาจารยที์คอยอบรมสงัสอนและเป็นแบบอยา่งทีดีแก่
ผูเ้ขียน โดยเฉพาะอยา่งยิงอาจารยใ์นภาควิชาคณิตศาสตรแ์ละวิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์
จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ผู้เป็นตน้แบบการสอนคณิตศาสตร์ของผู้เขียน รวมถงึบิดามารดาและพีนอ้ง
อาจารยใ์นสาขาวิชาคณิตศาสตรที์ช่วยอา่นและใหค้าํแนะนาํเพือใหต้าํราเลม่นีสมบรูณม์ากยิงขนึ และลกู
ศิษยรุ์น่ปัจจบุนัทีชว่ยหาคาํผิดอยา่งตงัใจ สดุทา้ยหวงัวา่เอกสารประกอบการสอนเลม่นีจะเป็นประโยชน์
แก่นกัศกึษาและผูที้สนใจ

ธนชัยศ จาํปาหวาย





แผนบริหารการจัดการเรียนรู้

ภาคเรียนที / ระดับครุศาสตรบณัฑติ

MAC แคลคูลัส

(Calculus )

หน่วยกติ ( - - ) สาขาวชิาคณิตศาสตร์

หมวดที หลักการและเป้าประสงคข์องรายวชิา

การเรยีนการสอนคณิตศาสตรเ์ปลยีนแปลงตามยคุและสมยัมาโดยตลอด และตอ้งการพฒันารูปแบบ
การสอนและสือนวตักรรมใหม่อยู่เสมอ เพือใหผู้เ้รยีนสามารถเรยีนรูไ้ดอ้ยา่งเตม็ศกัยภาพของตนเอง การ
เรยีนคณิตศาสตรใ์นปัจุบนัผูเ้รยีนตอ้งสามารถแสวงหาความรูไ้ดด้ว้ยตนเอง ผา่นการลงมือปฏิบตัิ โดยมี

ผู้สอนคอยให้คาํแนะนาํ ในวิชาแคลคลูสั ซงึมีเนือหาเกียวกบัแคลคลูสัซงึเป็นวิชาทีมีความสาํคญัใน
การเรยีนระดบัมหาวิทยาลยั ในแทบทกุหลกัสตูร อนัเนืองมากจากการอธิบายปรากฎการณต์า่ง ๆ มกัจะ

ใชค้วามรูเ้กียวกบัแคลคลูสั ผูที้เรยีนแคลคลูสัจะเขา้ใจไดอ้ยา่งลกึซงึตอ้งอาศยัทกัษะพืนฐาน เและความ

เขา้ใจเกียวกบักราฟการเปลียนแปลงตา่ง ๆ ทีอยู่รอบตวัอนัจะทาํให้เรยีนรู ้วิชานีได้ดียิงขนึ คาํวา่ลิมิต

ซงึอธิบายการเขา้ใกลค้า่หนงึแต่ไมใ่ช่สงินนัเป็นจดุเรมิตน้วิชาแคลคลูสั ซงึจะใช้อธิบายความตอ่เนืองที
หมายถงึเสน้ทีเชือมติดกนัโดยไรร้อยตอ่ และนาํลิมิตไปอธิบาย อตัราการเปลียนแปลงขณะหนงึทีเรยีกวา่
อนพุนัธ์ของฟังกช์นั แลว้นาํอนพุนัธ์ไปประยกุตใ์ช้กบัปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุ การรา่งกราฟ การประมาณ
คา่เชิงเสน้ หลกัเกณฑล์อปีตาล สดุทา้ยการทาํยอ้นกลบัของอนพุนัธเ์รยีกวา่ปริพนัธ์ เรยีกวา่ปฏิยานพุนัธ์

แลว้มีความหมายเดียวกบัพืนทีใตก้ราฟจากการเสนอทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั ซงึมีประโยชนใ์นการหา

พืนทีรูปแบบตา่ง ๆ ทีกลา่วมาแสดงใหเ้ห็นวา่แคลคูสมีความสาํคญัตอ่การนาํไปใชป้ระโยชนด์า้นตา่ง ๆ

ทาํใหเ้กิดความเขา้ใจปราฎการณต์า่ง ๆ รอบตวัไดดี้ยิงขนึ

หมวดที ผลลัพธก์ารเรียนรู้

หลงัจากทีศกึษาและเรยีนรูใ้นรายวิชาแคลคลูสั นกัศกึษาจะตอ้งมีความรู ้ความสามารถและคณุลกัษณะ
ทีตอ้งการดงัตอ่ไปนี

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บืองตน้

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นัตา่ง ๆ

. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพือหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์
ได้



( )

. เพือให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีกาํหนดให้ เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุ
การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีเหมาะสมได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาพืนทีโดยใชป้รพินัธ์

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซงึหาพืนทีตดัได้ และทีเกิดจากการหมนุ

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ

. เพือใหน้กัศกึษาประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัการศกึษาขนัพืนฐาน

หมวดที ลักษณะและการดาํเนินการ

คาํอธิบายรายวชิา
ลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั อนพุนัธข์องฟังกช์นัหนงึตวัแปร อนพุนัธข์องฟังกช์นัปรยิาย การประยกุต์
อนพุนัธ์ หลกัเกณฑข์องโลปิตาล ปริพนัธ์ เทคนิคการหาปริพนัธ์ ปริพนัธไ์มตรงแบบ การประยกุตข์องปริ
พนัธ์ เพือประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัการศกึษาขนัพืนฐาน

จาํนวนชัวโมงของการจัดกจิกรรมการเรียนรู้
จาํนวนชวัโมงของการจดักิจกรรมการเรยีนรูไ้มน่อ้ยกวา่ ชวัโมงตอ่ภาคเรยีน เวลาทีใชส้อนแบง่เป็น

การสอนภาคบรรยายทฤษฎี ชวัโมง

การสอนภาคปฏิบตัิ ชวัโมง

การศกึษาดว้ยตวัเอง ชวัโมง

มอบหมายงานใหน้กัศกึษาทาํการศกึษาเอกสาร และงานวิจยัทีเกียวขอ้งกบัหลกัการคณิตศาสตร์ และสือ
มลัติมีเดียทีเกียวขอ้ง และใหศ้กึษาเพิมเติมจากเวป็ไซตเ์ชิงวิชาการทีเกียวขอ้ง

จาํนวนชัวโมงต่อสัปดาหท์อีาจารยใ์หค้าํปรึกษา
การใหค้าํปรกึษาเป็นรายบคุคล คนละไมน่อ้ยกวา่ ชวัโมงตอ่สปัดาห์

หมวดที ผลลัพธก์ารเรียนรู้ประจาํหน่วย

หลงัจากทีศกึษาและเรยีนรูใ้นรายวิชาแคลคลูสั นกัศกึษาจะตอ้งมีความรู ้ความสามารถและคณุลกัษณะ
ทีตอ้งการดงัตอ่ไปนี



( )

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บืองตน้

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นัตา่ง ๆ

. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพือหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์
ได้

. เพือให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีกาํหนดให้ เช่น ปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุ
การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีเหมาะสมได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาพืนทีโดยใชป้รพินัธ์

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซงึหาพืนทีตดัได้ และทีเกิดจากการหมนุ

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ

. เพือใหน้กัศกึษาประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัการศกึษาขนัพืนฐาน

หมวดที แผนการจัดการเรียนรู้และวธีิการประเมินผลการเรียนรู้

แผนการจดัการเรยีนรูใ้นรายวิชานี ไดอ้อกแบบตามผลลพัธก์ารเรยีนรูห้ลกัของรายวิชาทีกาํหนดไว้
ขา้งตน้ โดยครอบคลมุ ขอ้ประกอบไปดว้ย

. ผลลพัธก์ารเรยีนรูข้องรายวิชานีมี ขอ้ (ดงัตารางที )

. หวัขอ้เนือหา/สาระ (Contents to be learned)
ในรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สาํหรบัครูได้กาํหนดหวัขอ้/สาระ ไว้ดงันี เบืองตน้แคลคลูสั ลิมิต
และความตอ่เนือง อนพุนัธข์องฟังกช์นั การประยกุตข์องอนพุนัธ์ ปรพินัธ์ เทคนิคการหาปรพินัธ์ การ
ประยกุตข์องปรพินัธ์ และปรพินัธไ์มต่รงแบบ

. เทคนิควิธีสอน
การสอนในรายวิชานี ประกอบไปดว้ย

. วิธีสอนแบบบรรยาย (Lecture Method) โดยการทบทวนความรูเ้ดิมผูเ้รยีน โดยตงัคาํถามและ
ทาํแบบทดสอบความรูเ้ดิม เพือนาํไปสูก้ารบรรยาย



( )

. วิธีสอนแบบอภิปราย (Discussion Method) แบง่ผู้เรยีนเป็นกลุม่ ๆ โดยการกาํหนดหวัขอ้

แลว้ใหแ้ตล่ะกลุม่นาํเสนอและอภิปราย จากนนัผูส้อนอภิปรายเพือนาํไปสูก่ารสรุปเนือหาและ
ความรูที้ตรงตามวตัถปุระสงค์

. วิธีสอนแบบสืบเสาะ (Inquiry Method) โดยให้ผู้เรยีนรูจ้กัสืบเสาะหาความรู ้จาก เอกสาร
ตาํรา หนงัสือ หรอืคน้หาจากอินเตอรเ์น็ต

. วิธีสอนแบบเปิด (Open Approach) โดยใช้ตงัคาํถามเชิงลกึเพือให้ผู้เรยีนพบความรู ้ดว้ย
ตนเอง จากการลงมือปฏิบตัิจรงิ

ตารางที . การกระจายผลลพัธก์ารเรยีนรู ้ เนือหา/สาระ วิธีการสอน/กิจกรรมการเรยีนรู ้ หลกัฐาน/ผลงาน

สอืและการประเมินผลการเรยีนรู ้

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนือหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สือการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมนิผล

/ .เพือใหน้กัศกึษารู ้ -ระเบียบวิธีเกษียณ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
วิวฒันการของ -ผลตา่งสามเหลยีม แบบบรรยาย กิจกรรม -สือออนไลน์ ใบบนัทกึ
วิชาแคลคลูสัและ -แคลคลูสัสมยัใหม่ กิจกรรม
ทบทวนความรู ้ -คณิตศาสตรว์ิเคราะห์

เบืองตน้ -คณิตศาสตรพื์นฐาน

/ .เพือใหน้กัศกึษารู ้ -ลมิิตของฟังกช์นั -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจลมิิตและ -ลมิิตดา้นเดียว แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ความตอ่เนืองของ -ลมิิตของฟังกช์นั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ ตรโีกณมิติ
.ใชพี้ชคณิตและ
ทฤษฎีบทของลมิิต
เพือหาคา่ลมิิต
รูปแบบตา่ง ๆ ได้

/ .เพือใหน้กัศกึษารู ้ -ลมิิตเกียวกบัอนนัต์ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจลมิิตและ -ลมิิตทีอนนัต์ แบบบรรยาย assignment -สือออนไลน์ ใบบนัทกึ
ความตอ่เนืองของ -ลมิิตอนนัต์ assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -ความตอ่เนือง -ประเมินจาก
.ใชพี้ชคณิตและ รายงานกลุม่
ทฤษฎีบทของลมิิต
เพือหาคา่ลมิิต
รูปแบบตา่ง ๆ ได้



( )

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนือหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สื อการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล

/ .เพือใหน้กัศกึษา -อตัราการ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจความหมาย -เปลยีนแปลง แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
และหาอนพุนัธข์อง -อนพุนัธข์องฟังกช์นั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -กฎของอนพุนัธ์
โดยนิยามและกฎ -กฎลกูโซ่
ของอนพุนัธไ์ด้ แบบผนักลบัได้

/ .เพือใหน้กัศกึษา -อนพุนัธอ์นัดบัสงู -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจความหมาย -อนพุนัธข์องฟังกช์นั แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ

และหาอนพุนัธข์อง เลขชีกาํลงั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -อนพุนัธข์องฟังกช์นั
โดยนิยามและกฎ ตรโีกณมิติ
ของอนพุนัธไ์ด้ -อนพุนัธข์องฟังกช์นั
ของอนพุนัธไ์ด้ ทีนิยามโดยปรยิาย

/ .เพือใหน้กัศกึษา -การประมาณคา่ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถนาํอนพุนัธ์ เชิงเสน้ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ไปประยกุตใ์ช้ -คา่สดุขีด assignment
กบัปัญหาทีกาํหนด - ความเวา้และ
เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุ จดุเปลยีนเวา้
ตาํสดุ การรา่งกราฟ
และหลกัเกณฑ์
ลอปีตาล

/ .เพือใหน้กัศกึษา -การรา่งกราฟ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถนาํอนพุนัธ์ อตัราสมัพทัธ์ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ไปประยกุตใ์ช้ -หลกัเกณฑ์ assignment
กบัปัญหาทีกาํหนด ลอปีตาล
เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุ
ตาํสดุ การรา่งกราฟ
และหลกัเกณฑ์
ลอปีตาล

/ สอบกลางภาค

/ .เพือใหน้กัศกึษา -ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจความหมาย ปฏิยานพุนัธ์ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ของปรพินัธ์ -การหาปรพินัธ์ assignment
และหาปรพินัธโ์ดย โดยการแทนคา่
ใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้



( )

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนือหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สอืการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล

/ .เพือใหน้กัศกึษา -ปรพินัธจ์าํกดัเขต -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เขา้ใจความหมายของ -พืนทีกบั แบบบรรยาย assignment -สอืออนไลน์ ใบบนัทกึ
ปรพินัธจ์าํกดัเขต ปรพินัธจ์าํกดัเขต assignment
และหาปรพินัธโ์ดย -ทฤษฎีบทหลกัมลู
ใชก้ราฟได้ ของแคลคลูสั
. เพือใหน้กัศกึษา
เขา้ใจและหาปรพินัธ์
จาํกดัเขตโดยใช้
ทฤษฎีบทหลกัมลูได้

/ .เพือใหน้กัศกึษารู ้ -ปรพินัธโ์ดย -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรพินัธ์ การแยกสว่น แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
โดยใชเ้ทคนิค -ปรพินัธข์อง assignment
ทีเหมาะสมได้ ฟังกช์นัตรรกยะ

/ .เพือใหน้กัศกึษารู ้ -ปรพินัธข์อง -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรพินัธ์ ฟังกช์นัตรรกยะ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
โดยใชเ้ทคนิค ในรูปตรโีกณมิติ assignment
ทีเหมาะสมได้ -ปรพินัธข์อง

ฟังกช์นัในรูปกรณ์

/ .เพือใหน้กัศกึษา -พืนทีระหวา่งเสน้โคง้ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

สามารถหาพืนที -ปรมิาตรของ แบบบรรยาย assignment -สอือนไลน์ ใบบนัทกึ
โดยใชป้รพินัธ์ รูปทรงตนัซงึหา -วิธีสอน assignment

. เพือใหน้กัศกึษา พืนทีตดัได้ แบบอภิปราย -ประเมินจาก
สามารถหาปรมิาตร รายงานกลุม่
ของรูปทรงตนัซงึหา

พืนทีตดัไดแ้ละที
เกิดจากการหมนุ

/ . เพือใหน้กัศกึษา -ปรมิาตรทีเกิด -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรมิาตร จากการหมนุ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ของรูปทรงตนัซงึหา -วิธีแบบจาน -วิธีสอน assignment

พืนทีตดัไดแ้ละ -วิธีแบบเปลือก แบบสืบเสาะ
เกิดจากการหมนุ ทรงกระบอก



( )

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนือหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สือการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมนิผล

/ .เพือใหน้กัศกึษา -ปรพินัธไ์มต่รงแบบ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรพินัธ์ ชนิดทีหนงึ แบบบรรยาย assignment -สืออนไลน์ ใบบนัทกึ
ไมต่รงแบบ -ปรพินัธไ์มต่รงแบบ assignment

ชนิดทีสอง
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
ชนิดผสม

/ .เพือใหน้กัศกึษา -เชืองโยงเนือหา -วิธีการสอน -เลม่รายงาน -power point -ประเมินจาก

ประยกุตใ์ชใ้นการจดั ในระดบัชนัมธัยม แบบบรรยาย -สืออนไลน์ การนาํเสนอ
การเรยีนรูใ้นระดบั -ประยกุตใ์ชใ้นการ -นาํเสนอรายกลุม่ และ

การศกึษาขนัพืนฐาน จดัการเรยีนรู ้ เลม่รายงาน

/ สอบปลายภาค

ตารางที . ปฏิทินและแผนการนาํเสนอเนือหาสาระและกิจกรรมการเรยีนรู ้

วันที สปด. ที เนือหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศกึษา/อาจารย์
ก.ค. -ระเบียบวิธีเกษียณ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-สามเหลยีมผลตา่ง
-แคลคลูลสัสมยัใหม่
-แคลคลูสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

-คณิตศาสตรเ์บือตน้
เซต พหนุาม เลขยกกาํลงั ลอการทิมึ ตรโีกณมิติ
กราฟเสน้ตรง และวงกลม
-ลมิิตของฟังกช์นั ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ทฤษฎีบทเกียวกบัลมิิต
-ลมิิตดา้นเดียว
-ทฤษฎีบทการบีบ
-ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ
-ทฤษฎีบทการบีบ

ส.ค. -ลมิิตเกียวทีอนนัต์ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ทฤษฎีบทเกียวกบัลมิิตอนนัต์
-ลมิิตอนนัต์
-ความตอ่เนือง
-ความตอ่เนืองทางดา้นขวา
-ความตอ่เนืองทางดา้นซา้ย



( )

วันที สปด. ที เนือหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศึกษา/อาจารย์

-อตัราการเปลยีนแปลง ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-อนพุนัธข์องฟังกช์นั
-กฎของอนพุนัธ์
-กฎลกูโซ่
-อนพุนัธอ์นัดบัสงู ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงั
-อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
-อนพุนัธข์องฟังกช์นัทีนิยามโดยปรยิาย
-การประมาณคา่เชิงเสน้ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-คา่สดุขีด
-ความเวา้และจดุเปลยีนเวา้

ก.ย. -การรา่งกราฟ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-อตัราสมัพทัธ์
-หลกัเกณฑล์อปีตาล
สอบกลางภาค นกัศกึษา / ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปฎิยานพุนัธ์
-การปรพินัธโ์ดยการแทนคา่
-ปรพินัธจ์าํกดัเขต ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-พืนทีกบัปรพินัธจ์าํกดัเขต
-ทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั

ต.ค. -ปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ
-ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
-ปรพินัธโ์ดยการแทนคต่รโีกณมิติ

-พืนทีระหวา่งเสน้โคง้ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-ปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึหาพืนทีตดัได้
-ปรมิาตรการเกิดจากการหมนุ นกัศกึษา/
-วิธีแบบจาน ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-วิธีเปลือกทรงกระบอก

พ.ย. -ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

-การเชือมโยงเนือหาระดบัชนัมธัยมศกึษา นกัศกึษา/
-การประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูก้ารศกึษา ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

ขนัพืนฐาน
สอบปลายภาค นกัศกึษา/ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย



( )

การประเมินผลการเรียนรู้
การประเมินผลการเรยีนรูภ้าคทฤษฎี และการมีสว่นรว่มในการเรยีนรู ้ ( %)

ความตงัใจ ความสนใจเรยีน %

คะแนนระหวา่งเรยีน (Assignment) %

โครงการรายกลุม่ (Project) %

การบา้น %

สอบยอ่ย (Quiz) %

หมวดที แหล่งทรัพยากร และสือการสอน

หนงัสือและสอืการเรยีนรูห้ลกัสาํหรบัวิชานี

ธนชัยศ จาํปาหวาย ( ). เอกสารคาํสอนรายวชิาแคลคูลัส . กรุงเทพฯ :
มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา.

เวป็ไซต์ http://www.eledu.ssru.ac.th/thanatyod_ja

หนงัสือ เอกสารประกอบ และสือทีควรศกึษาเพิมเติม

ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. ( ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:
สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.

อนกุรรมการปรบัปรุงหลกัสตูรวิทยาศาสตร์ ทบวงมหาวิทยาลยั. ( ). เซต ความสัมพนัธ์
และฟังกชั์น กรุงเทพฯ: โรงพิมพพิ์ทกัษก์ารพิมพ์

James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.

Joel Hass, Christopher Heil and Maurice D. Weir. ( ). Thomas' Calculus: Early
Transcendentals. Fourteenth Edition. USA. Pearson Education, Inc.

Josip Hercet, Lorraine Heienrichs, Palmira Mariz Seiler and Marlence Torres Skoumal.
( ). Mathematics higher level. New York: Oxford university press.

Michael Haese, Sandra Haese, Mark umphries, Edward Kemp and Pamela Vollma.
( ). Mathematics for the international student E MYP (Extended).
Marleston, Australia : Haese& Harris Publications





แผนบริหารการสอนประจาํวชิา

แคลคูลัส

ชอืวชิา แคลคลูสั รหสัวชิา MAC

Calculus

จาํนวนหน่วยกติ-ชัวโมง ( - - )

เวลาเรียน สัปดาห์ ชวัโมง/ภาคเรยีน

คาํอธิบายรายวชิา
ลิมิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั อนพุนัธ์ของฟังกช์นัหนงึตวัแปร อนพุนัธ์ของฟังกช์นัปรยิาย การ

ประยกุตอ์นพุนัธ์ หลกัเกณฑข์องโลปิตาล ปรพินัธ์ เทคนิคการหาปรพินัธ์ ปรพินัธไ์มตรงแบบ การประยกุต์
ของปรพินัธ์ เพือประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัการศกึษาขนัพืนฐาน

วัตถุประสงคท์วัไป

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บืองตน้

. เพือใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นัตา่ง ๆ

. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพือหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์
ได้

. เพือให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีกาํหนดให้ เช่น ปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุ
การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้

. เพือใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีเหมาะสมได้

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาพืนทีโดยใชป้รพินัธ์

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซงึหาพืนทีตดัได้ และทีเกิดจากการหมนุ

. เพือใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ

. เพือใหน้กัศกึษาประยกุตใ์ชใ้นการจดัการเรยีนรูใ้นระดบัการศกึษาขนัพืนฐาน



( )

เนือหาและเวลาทใีช้สอน
บทที เบืองตน้แคลคลูสั ชวัโมง

ระเบียบวิธีเกษียณ

สามเหลยีมผลตา่ง

แคลคลูสัสมยัใหม่

แคลคลูสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

คณิตศาสตรพื์นฐาน

สรุป

บทที ลมิิตและความตอ่เนือง ชวัโมง

ลมิิตของฟังกช์นั

ลมิิตดา้นเดียว

ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ

ลมิิตเกียวกบัอนนัต์

ความตอ่เนือง

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงความตอ่เนือง

สรุป

บทที อนพุนัธข์องฟังกช์นั ชวัโมง

อตัราการเปลยีนแปลงและอนพุนัธ์

กฎของอนพุนัธ์

กฎลกูโซ่

อนพุนัธอ์นัดบัสงู

อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงั

อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์

สรุป



( )

บทที การประยกุตข์องอนพุนัธ์ ชวัโมง

การประมาณคา่เชิงเสน้

คา่สดุขีด

ความเวา้และจดุเปลยีเวา้

การรา่งกราฟ

อตัราสมัพทัธ์

หลกัเกณฑล์อปีตาล

สรุป

บทที ปรพินัธ์ ชวัโมง

ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต

การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่

ปรพินัธจ์าํกดัเขต

ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงปรพินัธจ์าํกดัเขต

สรุป

บทที เทคนิคการหาปรพินัธ์ ชวัโมง

การหาปรพินัธโ์ดยแยกสว่น

ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ

ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

สรุป

บทที การประยกุตข์องปรพินัธ์ ชวัโมง

พืนทีระหวา่งเสน้โคง้

ปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึหาพืนทีภาคตดัได้

ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ

สรุป



( )

บทที ปรพินัธไ์มต่รงแบบ ชวัโมง

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

สรุป



( )

การวัดและการประเมินผล

. การวดัผล
แบง่คะแนนตลอดภาคเรยีนออกเป็น สว่น ดงันี
. คะแนนระหวา่งภาคเรยีน %

. . ความตงัใจ ความสนใจเรยีน %

. . งานทีมอบหมายในระหวา่งเรยีน (Assignment) %

. . โครงการรายกลุม่ (Project) %

. . การบา้น %

. . สอบยอ่ย (Quiz) %
. คะแนนกลางภาคเรยีน %
. คะแนนปลายภาคเรยีน %

. การประเมินผล
ใชว้ิธีอิงเกณฑโ์ดยเปรยีบเทียบระดบัคะแนนทีกาํหนดเพือใหเ้กรดดงันี

ระดับคะแนน ความหมายของผลการศึกษา ค่าร้อยละ ค่าระดับคะแนน

A ดียอดเยียม 86.00− 100 4.00

A- ดีเยียม 82.00− 85.00 3.75

B+ ดีมาก 78.00− 81.00 3.50

B ดี 74.00− 77.00 .
B- คอ่นขา้งดี 70.00− 73.00 2.75

C+ ปานกลางคอ่นขา้งดี 66.00− 69.00 2.50

C ปานกลาง 62.00− 65.00 2.00

C- ปานกลางคอ่นขา้งออ่น 58.00− 61.00 1.75

D+ คอ่นขา้งออ่น 54.00− 57.00 1.50

D ออ่น 50.00− 53.00 1.00

D- ออ่นมาก 46.00− 49.00 0.75

F ตก 00.00− 45.00 0.00





สารบญั

หนา้

คาํนาํ ( )

แผนบริหารการจัดการเรียนรู้ ( )

แผนบริหารการสอนประจาํวชิา ( )

สารบญั ( )

สารบญัรูป ( )

สารบญัตาราง ( )

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที เบอืงต้นแคลคูลัส

ระเบียบวิธีเกษียณ

สามเหลยีมผลตา่ง

แคลคลูสัสมยัใหม่

แคลคลูสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

คณิตศาสตรพื์นฐาน

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที ลิมิตและความต่อเนือง

ลมิิตของฟังกช์นั

ลมิิตดา้นเดียว

ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ

ลมิิตเกียวกบัอนนัต์

ความตอ่เนือง

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงความตอ่เนือง

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง



( )

หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที อนุพนัธข์องฟังกชั์น

อตัราการเปลยีนแปลงและอนพุนัธ์

กฎของอนพุนัธ์

กฎลกูโซ่

อนพุนัธอ์นัดบัสงู

อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงั

อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที การประยุกตข์องอนุพนัธ์

การประมาณคา่เชิงเสน้

คา่สดุขีด

ความเวา้และจดุเปลยีเวา้

การรา่งกราฟ

อตัราสมัพทัธ์

หลกัเกณฑล์อปีตาล

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง



( )

หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที ปริพนัธ์

ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต

การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่

ปรพินัธจ์าํกดัเขต

ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงปรพินัธจ์าํกดัเขต

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที เทคนิคการหาปริพนัธ์

การหาปรพินัธโ์ดยแยกสว่น

ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ

ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที การประยุกตข์องปริพนัธ์

พืนทีระหวา่งเสน้โคง้

ปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึกาพืนทีภาคตดัได้

ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง



( )

หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบทที

บทที ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

สรุป

แบบฝึกหดับทที

เอกสารอา้งอิง

บรรณานุกรม

ดัชนี



( )

สารบัญตาราง

ตารางที หนา้

. ผลการเรยีนรูแ้ละสาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

. ตวัอยา่งคา่ตรโีกณมิติทีควรทราบ

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติทงั ฟังกช์นั

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัทงั ฟังกช์นั





( )

สารบัญรูป

รูปที หนา้

. พีระมิดฐานสเีหลยีมจตัรุสัและปรซิมึทีมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั

. รูปหลายเหลยีมแนบในวงกลม

. การแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลยีม

. สามเหลยีมผลตา่งของแบรโ์รว์

. สามเหลยีมผลตา่งของแบรโ์รวที์ขนึกบั h

. เซอร์ ไอแซก นิวตนั

. กอทฟรดิ วิลเฮลม์ ไลบนิ์ตซ์

. ออกสัติน หลยุส์ โคช

. แผนภาพแสดงฟังกช์นัประกอบ g ◦ f

. วงกลมหนงึหน่วย

. กราฟของฟังกช์นัไชนแ์ละโคไชน

. กราฟของฟังกช์นัอารก์ไชนแ์ละอารก์โคไชน

. เสน้ตรงผา่นจดุ A มีความชนั m

. ตวัอยา่งเสน้ตรง รูปแบบ

. ตวัอยา่งเสน้ตรงทีขนานกนัและตงัฉากกนั

. วงกลมทีมีศนูยก์ลางที (h, k) และรศัมี r

. กราฟแสดงนิยามลมิิตของฟังกช์นั

. กราฟแสดงนิยามลมิิตขวาของฟังกช์นั

. กราฟแสดงนิยามลมิิตซา้ยของฟังกช์นั

. ความสมัพนัธข์อง x บนวงกลมหนงึหนว่ย

. ตวัอยา่งฟังกช์นัความตอ่เนืองและไมต่อ่เนือง รูปแบบ

. ตวัอยา่งฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [c, d]

. กราฟของตวัอยา่งทีสอดคลอ้งทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง

. กราฟของตวัอยา่งฟังกช์นัทีมีราก



( )

สารบัญรูป (ต่อ)

รูปที หนา้

. เสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ (a, f(a))

. แนวคิดการหาอนพุนัธข์อง y = f(x) ทีจดุ x

. กราฟของฟังกช์นั y =
ex − 1

x
. แนวคิดการประมาณคา่เชิงเสน้

. ตวัอยา่งกราฟทีีเกิดคา่สงูสดุและตาํสดุสมัพทัธบ์นช่วง [a, b]

. คา่สงูสดุและตาํสดุสมัพทัธข์องการทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนงึ

. ความเวา้บนและอยูล่า่งทีจดุ x0

. ตวัอยา่ง Download GeoGebra Apps

. ตวัอยา่งกราฟจาก GeoGebra Classic

. ผลแบง่กนัของ [a, b]

. ผลบวกลา่งของ f บน [a, b]

. ผลบวกบนของ f บน [a, b]

. พืนทีใตก้ราฟของ f บน [a, x]

. อาณาบรเิวณ R ซงึปิดลอ้มดว้ย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

. อาณาบรเิวณ R ซงึปิดลอ้มดว้ย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d

. ภาพฉายของ P บน L

. ภาคตดัของ S ทีตงัฉากกบั L

. การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน

. การหมนุ R รอบเสน้ตรง y = k โดยวิธีแบบจาน

. การหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน

. การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = ! โดยวิธีแบบจาน

. การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

. การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = k โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. ระเบียบวิธีเกษียณ

. สามเหลยีมผลตา่ง

. แคลคลูสัยคุใหม่

. แคลคลูสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

. คณิตศาสตรพื์นฐาน

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. เขา้ใจและอธิบายระเบียบวิธีเกษียณ

. เขา้ใจและอธิบายสามเหลยีมผลตา่งทีสมัพนัธไ์ปยงัอนพุนัธไ์ด้

. สามารถอธิบายวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสัได้

. มีความรูพื้นฐานเคณิตศาสตรเ์บืองตน้ทีจะนาํไปใชใ้นวิชาแคลคลูสั

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "เบืองตน้แคลคลูสั"

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "เบืองตน้แคลคลูสั"

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. ภาพนกัคณิตศาสตรผ์ูค้ิดคน้แคลคลูสั



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

เบอืงต้นแคลคูลัส

ในบทแรกจะกลา่วถงึวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสั แนวคิดวิธีการตา่ง ๆ ทีเป็นจดุเรมิตน้และ

พฒันาไปสู่แคลคลูสัในปัจจบุนัโดยของนกัคณิตศาสตรแ์ตล่ะยคุ และกลา่วถงึคณิตศาสตรพื์นฐาน

ทีจาํเป็นตอ่การศกึษาวิชาแคลคลูสั รวมถงึแคลคลูสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

. ระเบยีบวธีิเกษียณ

รากฐานของแคลคลูสัเรมิตน้จากปัญหาเกียวกบัการวดั โดยถกูคน้พบปัญหาและการแกปั้ญหา

เหลา่นนัใน บนัทกึบนแผน่ดินเหนียวของชาวบาบิโลน และบนัทกึบนกระดาษปาปีรุส (Papyrus)
ของชาวอียิปต์โบราณ ซงึมีอายุในสมยัก่อนครสิต์กาล บนัทกึบนแผน่ดินเหนียวของชาวบาบิโลน
โดยเฉพาะในบนัทกึของอาเมส (Ahmose, - ก่อนครสิตกาล) ชีให้เห็นวา่ชาวอียิปต์
โบราณมีความรูว้า่ ปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเหลียมจตัรุสัเป็น / เทา่ของปรมิาตรของปรซิมึทีมี
ฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั

รูปที . พีระมิดฐานสีเหลียมจตัรุสัและปรซิมึทีมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั

นกัปรชัญาชาวกรกีสมยัโบราณ ได้บนัทกึถงึความรูต้า่ง ๆ ไว้หลายชินเนืองจากยคุนนัเป็นยคุ
รุง่เรอืงของการใชต้รรกวิทยาในการแสวงหาความรู ้ แต่ทีนบัไดว้า่เป็นจดุเรมิตน้ของแคลคลูสัในยคุ
นีคือ ระเบยีบวธีิเกษียณ (The Method of Exhaustion)



บทที . เบอืงตน้แคลคูลสั

ตวัอยา่งเช่น การนาํเสนอวิธีหาพืนทีของวงกลมโดยชาวกรกีนามวา่ แอนติฟอน (Antiphon,
 - ก่อนครสิตกาล) เรมิจากสรา้งรูปหลายเหลยีมแนบในวงกลม จากนนัสงัเกตไดว้า่ หาก
จาํนวนเหลยีมมากขนึ ผลตา่งของพืนทีของรูปทงัสองจะหมดไป แต่ก็มีขอ้แยง้ในทางปฏิบตัิวา่เรา
จะสามารถสรา้งรูปหลายเหลยีมใหมี้จาํนวนเหลยีมไดม้ากมายแคไ่หนถงึเพียงพอ

รูปที . รูปหลายเหลียมแนบในวงกลม

จากรูป . แสดงตวัอยา่งการแบง่วงกลมดว้ยรูป เหลียมเทา่ ๆ กนั เป็นตวัอยา่งขนัเรมิตน้

ของระเบียบวิธีเกษียณ และตอ่ไปเราอาจใช้ความรู ้เรอืงพืนทีของสามเหลียมและตรโีกณมิติเพือ
อธิบายระเบียบวิธีเกษียณ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของรูปหลายเหลียมทีแบง่วงกลมรศัมี r ออกเป็น n สว่นเทา่ ๆ กนั

วธีิทาํ พิจารณาการหาพืนสามเหลยีม ชินจาก n ชิน โดยใชก้ฏทางตรโีกณมิติ

· ·
·

r

r
θ

จะเห็นวา่ θ =
2π

n
โดยใชก้ฏทางตรโีกณมิติ จะไดว้า่พืนทีของสามเหลยีม ชืนเทา่ทบั

1

2
r2sin

(
2π

n

)

ดงันนัพืนทีของรูป n เหลยีมดา้นเทา่ทีแนบในวงกลมรศัมี r เทา่กบั

1

2
nr2sin

(
2π

n

)



. . ระเบยีบวธีิเกษียณ

ในปัจจบุนัถา้ใชค้วามรูเ้กียวกบัลิมิตอนนัต์ พืนทีของรูป n เหลยีมดา้นเทา่ทีแนบในวงกลมรศัมี
r จะมีคา่เขา้ใกล้ πr2 หรอืพืนของวกลมนนัเอง เมือ n มีขนาดใหญ่มาก ๆ

แต่ในสมยันนัชาวกรกีโบราณเป็นผู้ทียดึมนักบัการให้เหตผุลทางตรรกะทีตอ้งรดักมุเขม้งวด
รูปวงกลมก็คือรูปวงกลม กระบวนการทีจะทาํใหรู้ปหลายเหลียนปรบัเปลียนไปเป็นรูปวงกลม มนั
สมเหตุสมผลหรอืไม่ ซงึมีการปฏิเสธการแบง่พืนทีอยา่งไม่จาํกดั นนัเป็นขอ้ขดัแยง้ของระเบียบวิธี

เกษียณ ซงึตวัอยา่งหนงึทีปฏิเสธวิธีนีคือผลงานของ ซีโนแหง่อีเลีย (Zeno of Elea, –
ก่อนคริสตกาล) นกัปราญชผ์ูโ้ดง่ดงัในการนาํเสนอขอ้ความทีขดัแยง้กบัสามญัสาํนกึทวัไปเรยีกวา่
ปฏทิรรศข์องซโีน (Zeno’s paradoxes) ไดชี้ขอ้บกพรอ่งทางตรรกะหากเราแบง่ขนาดไดไ้มจ่าํกดั

ตอ่มานกัคณิตศาสตร์ชาวกรกีผู้เลอืง ชือนามวา่ อาริสโตเตลิ (Aristotle, – ก่อน
ครสิตกาล) ไดใ้ชห้ลกัการเดียวกนันีไปเขียนถงึ เสน้ทีแบง่ยอ่ยไม่ไดอี้ก (indivisible line) แตแ่นวคิด
ของ ขนาดทีแบง่ไม่ได้ ก็ไม่รดักมุพอทีจะนาํไปใชใ้นการใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตร์ จากนนั ยูโดซุส
(Eudoxus of Cnidus, - ก่อนคริสตกาล) ไดป้รบัปรุงการใหเ้หตผุลเกียวกบัระเบียบวิธี
เกษียณ ใหมี้ความรดักมุมากขนึ โดยอาศยัความรูท้างเรขาคณิตชว่ยในพิจารณาขนาดทีแบง่ไม่ได้
อีกในทางออ้ม โดยพิจารณาผา่นอตัราสว่นของขนาดทีวดัไดท้างเรขาคณิต ซงึตอ่มาภายหลงัความ
รูเ้หลา่นีไดป้รากฎในผลงานของ ยุคลิด (Euclid of Alexandria, – ก่อนคริสตกาล)

อารค์ิมีดสี (Archimedes, – ก่อนคริสตกาล) ไดใ้ชค้วามรูจ้ากระเบียบวิธีเกษียณ
นีจนได้ผลงานทีถือได้วา่มีแนวคิดใกล้เคียงกบัแนวคิดของการหาปริพนัธ์ในแคลคลูสัทีทราบกนั
แลว้ในปัจจบุนัตวัอยา่งผลงานทีเดน่ซงึทาํให้แนวคิดของกระบวนการเขา้ถงึคา่จรงิอยา่งไม่จาํกดั
ชดัเจนยิงขนึ ไดแ้ก่ วิธีการหาพืนทีทีปิดลอ้มดว้ยพาราโบลาตดักบัเสน้ตรง หรอืเรยีกวา่ เซกเมนต์
ของพาราโบลา (the quadrature of parabola) ดงัรูปตอ่ไปนี

รูปที . การแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลียม

จากรูป . เป็นการแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลียมไดเ้ป็นจาํนวนอนนัต์
ตามแนวคิดของอารค์ิมีดีส

จากกระบวนการสรา้งขา้งตน้ ทาํใหท้ราบวา่พืนทีของเซกเมนตข์องพาราโบลาจะเป็น / เทา่
ของพืนทีของรูปสามเหลยีมรูปแรกทีสรา้งให้แนบในเซกเมนต์ของพาราโบลานนั อารค์ิมีดีสยงัได้
พฒันาตอ่ยอดระเบียบวิธีเพือใชห้าพืนทีผิวและปรมิาตรของทรงเรขาคณิตแบบตา่ง ๆ จนไดร้ะเบียบ
วิธีทีตอ่มาเรยีกวา่ วธีิอารค์มิดีสี (method of Archimedes) โดยมีแนวคิดของแบง่ยอ่ยรูปทรงเหลา่
นนัออกเป็นแผน่บาง ๆ ตามแนวศนูย์ถ่วง แลว้หาผลบวกของขนาดของแผน่บาง ๆ เหลา่นนั ถงึ
แมจ้ะไมมี่คณิตศาสตรที์รดักมุรองรบั แต่ถือวา่เป็นภาพแสดงแนวคิดคราว ๆ ของการหาปริพนัธใ์น



บทที . เบอืงตน้แคลคูลสั

แคลคลูสัทีทราบในปัจจบุนั
ตอ่ไปนีจะเป็นตวัอยา่งการฟาพืนทีปิดลอ้มตามแนวคิดของอารค์ิมีดีส

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยลอ้มพาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง
y = x+ 2 โดยใชวิ้ธีของอารค์ิมีดีส

วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยลอ้มพาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง y = x+ 3 แสดงไดด้งักราฟ
ตอ่ไปนี
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ขนัตอนแรกแบง่ครงึของจดุ A(2, 4) และ B(−1, 1) จะไดจ้ดุ C(0.5, 0.25) ใหร้ะยะทีแบง่ครงึเป็น
d = 1.5 แลว้จะไดส้ามเหลยีม ABC ดงัรูป
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จากนนัแบง่จดุบนแกน X ระหวา่งจดุ A และ C ไดจ้ดุ D กบั B และ C ไดจ้ดุ F จะไดส้ามเหลยีม
ACD และ BFC ดงัรูปตอ่ไปนี
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กาํหนดใหพื้นทีของสามเหลยีม ABC เทา่กบั X ตารางหน่วย จากรูปจพไดว้า่ X = dh และ

พืนทีของสามเหลียม AFC เทา่กบั d

2
s

และใชแ้นวคิดเดียวกบัการหาพืนทีของสามเหลยีมAFC จะไดพื้นทีของ พืนทีของสามเหลียมADC

เทา่กบั พืนทีของสามเหลียม AFC

จากนนัพิสจูนไ์ดว้า่ h = 4s (เป็นแบบฝึกหดั) ทาํใหไ้ดค้วามสมัพนัธ์

พืนทีของ ∆AFC+ พืนทีของ ∆ADC = ds =
1

4
X

ขนัตอนที ทาํการแบง่ครงึตามแนวแกน X ในทาํนองเดียวกบัขนัตอนแรก จะได้พืนทีทีเพิมขนึ
เทา่กบั 1

16X และทาํเช่นนีไปเรอืย ๆ ทาํให้สรุปได้วา่พืนทีปิดลอ้มดงักลา่วเทา่กบัผลบวกในรูป

อนกุรมเรขาคณิตทีมีอตัราสว่นรว่มเทา่กบั 1
4 ถา้ใหพื้นทีดงักลา่วเทา่กบั A จะไดว้า่
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หรอืกลา่วไดว้า่พืนทีปิดลอ้มของพาราโบลาดงักลา่วจะเป็น / เทา่ของพืนทีของรูปสามเหลียมรูป
แรกทีสรา้งใหแ้นบในเซกเมนตข์องพาราโบลานนั สาํหรบัตวัอยา่งนีมี h = 2.5 − 0.25 = 2.25 และ
d = 1.5 จะได้ X = dh = 1.5× 2.25 = 3.375 ดงันนั A = 4.5 ตารางหนว่ย
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. สามเหลยีมผลต่าง

ในยคุกลางการพฒันาแคลคลูสัไม่กา้วหนา้มากนกั แนวคิดและวิธีการสว่นใหญ่ยงัอิงอยู่กบั
การวดั และการแบง่ระนาบออกเป็นหน่วยเลก็ๆ ทีไม่สามารถแบง่ได้อีก (indivisible) จนกระทงั
ราวครสิตศ์ตวรรษที เมือวิศวกรรมศาสตรต์อ้งการแก้ปัญหาเกียวกบัจดุศนูยถ่์วง ทาํให้มีความ
ตอ้งการทีจะใชค้ณิตศาสตรที์รดักมุมากยิงขนึ เป็นผลใหมี้การพฒันาแนวคิดของแคลคลูสั ดงัลาํดบั
ตอ่ไปนี

• วาเลริโอ (Luca Valerio, - ) ไดตี้พิมพผ์ลงานทีไดร้บัแรงบนัดาลใจมาจากวิธีการ
ของอารค์ิมีดิส ทาํใหแ้นวคิดของปรพินัธใ์นแคลคลูสัเรมิชดัยิงขนึ

• เคปเลอร์ ( Johannes Kepler, - ) ไดพ้ฒันาวิธีการหาพืนทีของเซเตอรข์องวงรี
โดยพิจารณาวา่พืนทีเป็นผลรวมของเสน้

• คาวาลีเอรี (Bonaventura Francesco Cavalieri, - ) ไดข้ยายแนวคิดใหช้ดัเจน
ยิงขนึจนกลายเป็นระเบียบวิธีทีเรยีกวา่ วธีิของการแบ่งแยกไม่ได้ (method of indivisible)
โดยมองวา่ เสน้ตรงประกอบดว้ยจดุเป็นจาํนวนอนนัต์ พืนทีผิวประกอบดว้ยเสน้จาํนวนอนนัต์
และปรมิาตรประกอบดว้ยพืนทีผิวจาํนวนอนนัต์

จากผลงานดงักลา่วทาํให้ได้เทคนิคการหาพืนทีของรูปสามเหลียมมมุฉาก โดยการแบง่ยอ่ย
พืนทีออกเป็นเสน้เลก็ ๆ แลว้หาผลรวมของเสน้เหลา่นี ซงึแนวคิดนีคลา้ยกบัทีชาวกรกีโบราณได้

เสนอไว้ แตวิ่ธีคิดแบบใหมนี่มีการใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรที์รดักมุกวา่
แฟร์มาต์ (Pierre de Fermat, - ) นกัคณิตศาสตรช์าวฝรงัเศสผู้มีชือเสียงคนหนงึ

ในยคุฟืนฟูศิลปวิทยา (Renaissance) ไดพ้ฒันาแนวคิดตา่ง ๆ โดยอา้งอิงความรูท้างคณิตศาสตร์

ทีรดักมุและเขม้งวดยิงขนึจนไดผ้ลงาน ทีถือวา่มีบทบาทสาํคญัตอ่การพฒันาแนวคิดของแคลคลูสั
แบบกา้วกระโดดคือ " การแกปั้ญหาคา่สงูสดุหรอืตาํสดุโดยอาศยัความรูท้างเรขาคณิต ซงึใหห้ลกั
การแปลงปัญหาไปเป็นการแกปั้ญหาเกียวกบั การหาจดุบนเสน้โคง้ทีทาํใหเ้สน้สมัผสัเสน้โคง้ ณ จดุ
นนัขนานกบัแกนนอน " โดย ลากรานจ์ (Joseph Louis Lagrange, - ) ถงึกบัยกยอ่งให้
แฟรม์าวา่เป็นผูค้ิดคน้แคลคลูสัแนวใหม่

จากผลงานของ โอเรสเม (Nicolas Oresme, - ) ทีอาศยัความรู ้เกียวกบั เส้น
สัมผัส (tangent line) ของเสน้โคง้ ทาํใหท้ราบวา่ คา่ตาํสดุหรอืสงูสงุของเสน้โคง้จะอยู่บรเิวณทีมี
การเปลยีนแปลงคา่ของตวัแปรชา้ทีสดุ จากจดุนีถือไดก้ารพฒันาแคลคลูสัเรมิอยู่บนรากฐานแขนง

ของคณิตศาสตรที์เรยีกวา่ เรขาคณิตวเิคราะห์ (analytic geometry)
การอธิบายแนวคิดของอตัราสว่นของสองขนาดทีไม่สามารถแบง่แยกไดอี้ก ถกูอธิบายไดอ้ยา่ง

รดักมุโดยใชค้วามรูท้างคณิตศาสตรเ์กียวกบัความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ จากหลกัฐานการติดตอ่

แลกเปลยีนความรูร้ะหวา่งแฟรม์าตก์บั เดสก์ารต์ส์ (René Descartes, - ) ทาํใหท้ราบ
วา่ แฟรม์าต์ ไดเ้สนอ " หลกัการของการแกปั้ญหาคา่ตาํสดุหรอืคา่สงูสดุวา่เป็นการแกส้มการเพือหา
จดุทีทาํใหค้วามชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้เป็นศนูย์ "



. . สามเหลยีมผลตา่ง

ตอ่มามีผลงานหลายชินทีทาํพฒันาแคลคลูสัมากยิงขนึหลงัจากแฟรม์าตเ์สนอผลงานดงักลา่ว
ซงึผลงานหลายชินได้มีสว่นในการพฒันาแคลลูสัแบบคู่ขนานของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ ทงัสองที
ได้ชือรว่มกนัวา่เป็นผู้ประดิษฐ์ แคลคลูสั ถงึแม้จะพฒันาความรู ้ทางแคลคลูสัอยา่งอิสระตอ่กนั

แต่มีหลกัฐานเชือมโยงบคุคลทงัสองในทางออ้ม ซงึเป็นจดหมายโตต้อบความรูร้ะหวา่งเพือนรว่ม

งานของบคุคลทงัสอง โดยพบวา่เพือนรว่มงานของทงัสองหลายคนเป็นนกัคณิตศาสตรค์นเดียวกนั
บคุคลเหลา่นนั เช่น

• บัวเนอร์ ( Florimond de Beaune, - ) ไดข้ยายแนวคิดวิธีของเดสก์ารต์สเ์กียวกบั
เรขาคณิตวิเคราะห์ เพือพิจารณาปัญหาเกียวกบัเสน้สมัผสัเสน้โคง้ผา่นทางปัญหาของการหา
รากซาํของสมการพหนุาม

• ฮูดเด (Johann van Waveren Hudde, - ) ไดป้รบัปรุงวิธีการทีบวัเนอรใ์ช้ ใหง้า่ย

ตอ่การนาํไปใชจ้นไดเ้ป็น กฎของฮดูเด (Hudde’s rule) โดยกฎนีแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง

รากซาํและสงิทีตอ่มาเรยีกวา่ อนพุนัธข์องฟังกช์นัพหนุาม ทงัระเบียบวิธีทางเรขาคณิตวิเคราะห์
ของเดสก์ารต์สที์บวัเนอรใ์ชแ้ละกฎของฮดูเดไดมี้สว่นสาํคญัในการพฒันาผลงานทางแคลคลูสั
ของนิวตนั

• ไฮยเ์คนส์ (Chistiaan Huygens, – ) มีผลงานทีเป็นแรงจงูใจใหไ้ลบนิ์ตซพ์ฒันา
แนวทางการเขา้ถงึแนวคิดของแคลคลูสัไดง้า่ยขนึ

แบรโ์รว์ (Isaac Barrow, – ) เป็นอีกบคุคลหนงึทีมีอิทธิพลตอ่การพฒันาผลงานของ
นกัคณิตศาสตรรุ์น่ถดัมาโดยเฉพาะไลบ์นิตซ์ แบรโ์รว์เสนอระเบียบวิธีการพิจารณาเสน้สมัผสัเสน้
โคง้ วา่เป็นลิมิตของลาํดบัของ เส้นตัดเส้นโค้ง (secant lines) มีแนวคิดโดยสงัเขปดงันี " ถา้เรมิ
จากเสน้ตดัเสน้โคง้เสน้หนงึ จะไดส้องคู่อนัดบัของจดุตดัเหลา่นนัในระบบพิกดัฉาก ใหส้รา้งเสน้ตดั
เสน้โคง้เสน้ใหม่ซงึมีคูอ่นัดบัของจดุตดัเสน้โคง้ทงัสอง โดยทีคา่สมับรูณข์องผลตา่งของพิกดัทีหนงึที
มีคา่นอ้ยกวา่เดิม ดาํเนินกระบวนการสรา้งนีไปเรอืย ๆ โดยใหค้า่สมับรูณข์องผลตา่งของพิกดัทีหนงึ

มีคา่เขา้ใกลศ้นูย์ ในทางเรขาคณิตอาจถือไดว้า่ กระบวนการสรา้งนีใหล้าํดบัของเสน้ตดัเสน้โคง้ทีมี
ลกัษณะใกลเ้คียงกบัเสน้สมัผส้เสน้โคง้มากขนึ ดงัแสดงไดด้งัรูปตอ่ไปนี

รูปที . สามเหลียมผลตา่งของแบรโ์รว์
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หรอือาจใชรู้ปตอ่ไปนีแสดงสามเหลียมผลตา่งของแบรโ์รวคื์อ ∆APC ซงึคลา้ยคลงึกบัทีเราคุน้
เคยในเรอืงอนพุนัธ์ โดย ∆APC จะขนึกบัระยะ h > 0 จะมีคา่ลดลงเรอืย ๆ ตามแนวคิดของแบรโ์รว์

นนัหมายความวา่จดุ A จะเคลอืนเขา้ใกลจ้ดุ P นีเป็นจดุเรมิตน้ของการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f ที
จดุ P นนัเอง

รูปที . สามเหลียมผลตา่งของแบรโ์รวที์ขนึกบั h
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y = f(x)

ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของจดุ P (1, 1) บนเสน้โคง้ y = x2 โดยใชส้ามเหลยีมผลตา่งของแบร์
โรว์ ตอบในรูป h

วธีิทาํ
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1 + h

f(1 + h)

f(x) = x2
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จากรูปจะไดว้า่ความชนัของเสน้สมัผสัทีจดุ P ทีขนึกบั h เทา่กบั

f(1 + h)− f(1)

h
=

(1 + h)2 − 1

h
= 2 + h

นนัหมายความวา่เมือ h มีคา่นอ้ยมาก ๆ ความชนัของเสน้สมัผสัทีจดุ P มีคา่ใกล้ ๆ นนัเอง

มีความเป็นไปได้วา่ทงันิวตันและไลบ์นิตซไ์ด้ศกึษาผลงานนีและได้รบัคาํแนะนาํจากแบร์
โรว์ให้พฒันาผลงานของตน บทพิสจูน์แสดงภาพแนวคิดของกระบวนการขา้งบนหลายอนั มีรูป
สามเหลยีมคลา้ย ๆ กบัรูปดา้นลา่ง ซงึตอ่มาเรยีกชือวา่ สามเหลียมผลต่างแบร์โรว์ (Barrow’s
differential triangle) เป็นแนวทางใหไ้ลบนิ์ตซพ์ฒันาทฤษฎีบทของตวัเอง



. . แคลคูลสัยคุสมยัใหม่

แบรโรว์ และ ตรูริเชลลิ (Evangelista Torricelli, – ) ศกึษาปัญหาของการเคลอืนที

ดว้ยอตัราเรว็ทีแปรผนั พบวา่การดาํเนินการทีตอ่มาเรยีกวา่อนุพนัธข์องระยะทางนี จะไดค้วามเรว็

และถา้ดาํเนินการผกผนักระบวนการดงักลา่วจากความเรว็จะได้ระยะทาง แบรโ์รว์รบัรู ้วา่ทงัสอง
กระบวนการนนัผกผนัซงึกนัและกนั (ตอ่มาทราบกนัวา่คือ อนพุนัธ์และปริพนัธ์ในแคลคลูสั) แต่ก็
ไม่ไดป้ระโยชนจ์ากความรูนี้มากนกั แต่ก็มีอิทธิพลใหนิ้วตนัเสนอทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัใน
เวลาตอ่มา ในอีกทางหนงึผลงานเดียวกนัของแบรโ์รว์ บทพิสจูนที์เกียวขอ้งกบั สามเหลยีมผลตา่ง
แบรโ์รว์ ไดใ้หแ้นวคิดแก่ไลบนิ์ตซใ์นการประดิษฐ์สญัลกัษณ์

dy

dx

เพือแทนสงิทีสืบทอดมาจากชาวกรกีโบราณ นนัคือ ขนาดทีแบง่ย่อยไม่ได้อกี และไดใ้หก้ฎการ

ดาํเนินการเกียวกบัสญัลกัษณ์เหลา่นี ทาํให้การศกึษาแนวคิดของแคลคลูสัทาํได้งา่ยและสามารถ
ตอ่ยอดออกไปอยา่งทีเราไดใ้ชอ้ยูใ่นปัจจบุนั

. แคลคูลัสยุคสมัยใหม่

รูปที . เซอร์ ไอแซก นิวตนั

นิวตัน (Sir Isaac Newton, - ) ที ได้ ชือ
วา่ เป็นผู้ก่อกาํเนิดแคลคลูสั เพราะวา่ มีผลงานทีสาํคญั
มากมายตอ่การพฒันารากฐานของแคลคลูสัดงัจะ เห็น

ได้จาก ผล งาน ที รวบรวม ไว้ ใน หนงัสือ ชือ ชดุ Principia
ตวัอยา่งผลงานทีไดก้ลา่วมาแลว้เชน่ การเสนอทฤษฎีบท
หลกัมลูของแคลคลูสั เพือแสดงกระบวนการทีผกผนักนั
ของอนพุนัธ์และปริพนัธ์ตามทีแบรโ์รว์ได้สงัเกตเห็น โดย
นิวตนัได้ใช้ประโยชน์จากวิธีการนีในการแก้ปัญหาทาง
อนพุนัธ์ (ซงึตอนนนัเรยีกวา่ Method of tangents) และ
นาํไปแกปั้ญหาทางปริพนัธ์ (ซงึตอนนนัเรยีกวา่ Method
of quadrature) ในผลงาน Method of Fluxions ทีนิวตนั
ได้ศกึษาเกียวกบัการเคลือนที มีการใช้แนวคิดของ ขนาดทีแบง่ยอ่ยไม่ได้อีก เชน่กนั ซงึนิวตนัใช้
สญัลกัษณ์

ẋ

แทน fluxion ของ x และ
ẍ

(ความเรง่) แทน fluxion ของ fluxion ของ x (เทียบไดก้บัอนพุนัธอ์นัดบัหนงึและอนพุนัธอ์นัดบัสองที
ทราบในปัจจบุนั) แต่ระบบการดาํเนินการเกียวกบัสญัลกัษณที์นิวตวัใชมี้ความคลมุเครอืเขา้ใจยาก
กวา่ของระบบสญัลกัษณที์ไลบนิ์ตซเ์สนอ ในผลงาน Tractatus de Quadratura Curvarum นิวตนั
ไดใ้หร้ะเบียบวิธีคิดเกียวกบัลมิิตเป็นศนูยแ์ละการใชอ้นกุรมกาํลงัแทนฟังกช์นัทีทราบกนัในปัจจบุนั
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รูปที . กอทฟรดิ วิลเฮลม์ ไลบนิ์ตซ์

ไลบ์ นิต ซ์ (Gottfried Wilhelm Leibniz, -
) นอกจากจะประดิษฐ์ระบบสญัลกัษณที์ใชง้า่ยกวา่

สาํหรบัศกึษาแนวคิดของอนพุนัธ์ (ตามแนวคิดทีได้จาก
บทพิสจูน์ของแบร์โรว์ทีกลา่วแลว้ขา้งตน้) ยงัประดิษฐ์

ระบบสญัลกัษณที์ใชแ้ทนแนวคิดของปรพินัธ์ โดยใช้
∫

เป็นสญัลกัษณ์แทนการบวกของ ขนาดทีแบง่ยอ่ยไม่ได้
อีก ดงัทีไดร้ะบุในระเบียบวิธีทีคาวาลีเอรีเสนอ ในผลงาน

ชินหนงึ ไลบนิ์ตซไ์ดเ้ขียนสมการทีคุน้เคยในปัจจบุนั ไดแ้ก่
∫

y dy =
1

2
y2

เป็นจดุเรมิตน้ของแคลคลูสัเชิงปริพนัธ์ ซงึสมยันนัไลบนิ์ตซใ์ช้ชือวา่ calculus summatorius หรอื
calculus integralis ในเวลาตอ่มา ระบบสญัลกัษณข์องอนพุนัธแ์ละปรพินัธที์เสนอโดยไลบนิ์ตซไ์ด้
รบัความนิยมและใชก้นัอยา่งแพรห่ลาย ตามทีเห็นจนถงึปัจจบุนั

การพฒันาแคลคลูสัในครสิต์ศกัราชที ยงัอิงรากฐานทางคณิตศาสตร์จากผลงานทีสาํคญั

ของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ มีทงัทีอยู่บนความรู ้ แบบสถิต (static phase) เชน่ จากความรู ้ในเรอืง
การวดั แตย่งัมีการพฒันาแคลคลูสัโดยอาศยัคณิตศาสตรข์อง infinitesimals ซงึตกทอดมาจากชาว
กรกีโบราณ และสงิทีปรบัปรุงใหร้ดักมุกวา่ของคาวาลีเอรี ทีชือ indivisible และอีกรากฐานบนความ

รูแ้บบพลวตั (dynamic phase) เชน่ การเคลือนทีของจดุในปัญหาของเสน้สมัผสัเสน้โคง้

แตก็่มีผูชี้ใหเ้ห็นถงึจดุออ่นของการใหเ้หตผุลทางตรรกในผลงานของนิวตนัและไลบนิ์ตซ์ เชน่
เบอรค์เลย์ (George Berkeley, – ) จากผลงาน Analyst จากจดุนีทาํใหแ้คลคลูสัตอ้ง
แสวงหารากฐานความรูที้รดักมุกวา่เพือมารองรบัแนวคิด ถือไดว้า่เป็นชว่งทีรากฐานของแคลคลูสั

ไดข้ยบัมาอยูบ่นแขนงคณิตศาสตรที์เรยีกวา่ คณิตศาสตรว์เิคราะห์ (Mathematical Analysis)



. . แคลคูลสักบัการจดัการเรยีนรูร้ะดบัมธัยมศกึษา

รูปที . ออกสัติน หลยุส์ โคชี

ผูที้มีบทบาทสาํคญัในการเสนอความรูท้างคณิตศาสตร์
ที จะ เป็น รากฐาน ที รดักมุ เขม้ งวด กวา่ ให้ กบั แคลคลูสั
คือ โค ชี (Baron Augustin-Louis Cauchy, -

) นกั คณิตศาสตร์ชาว ฝรงั เศษ นนัเอง และ ความ รู ้
ทางคณิตศาสตร์ที เป็นรากฐานดงักลา่วคือ แนวคิดของ

ลิมิตของฟังกช์นั ซงึภายหลงัได้มีบทนิยามของลิมิตของ
ฟังกช์นัทีมีความรดักมุยิงขนึอีก อยา่งเช่น การเสนอใหเ้ขา้
ถงึแนวคิดของลมิิตโดยใชแ้นวคิดของ

{ε, δ}

ซงึเสนอโดย ไวแยรส์ตราสต์ (Karl Weierstrass, – ) และเชือวา่ยงัมีความจาํเป็นทีจะ
พฒันาแนวคิดของแคลคลูสัใหอ้ยู่บนรากฐานแนวคิดของคณิตศาสตรที์สามารถใหเ้หตผุลไดร้ดักมุ

เขม้งวด และขยายใหค้รอบคลมุปัญหาตา่ง ๆ ทีจะเกิดขนึจากความจาํเป็นตอ้งพฒันาความรูด้า้น

วิทยาศาสตรแ์ละวิศวกรรมศาสตรข์นัสงู เพือตอบสนองการแสวงหาความรูใ้หม่ของมนนุย์ ทีไมมี่ที
สนิสดุ

. แคลคูลัสกับการจัดการเรียนรู้ระดับมัธยมศึกษา

ตามตวัชีวดัและสาระการเรยีนรูแ้กนกลาง กลุม่สาระการเรยีนรูค้ณิตศาสตร์ (ฉบบัปรบัปรุง พ.ศ.
) ตามหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขนัพืนฐาน พทุธศกัราช ไดจ้ดัคณิตศาสตรอ์อกเป็น

สาระ ไดแ้ก่ จาํนวนและพีชคณิต การวดัและ เรขาคณิต และสถิติและความน่าจะเป็น ซงึไม่ปรากฏ
สาระทีเกียวกบัแคลคคูสัโดยตรงในการจดัขา้งตน้ แต่กาํหนดไว้ในคณิตศาสตร์เพิมเติมสาํหรบัผู้
เรยีนในระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย แผนการเรยีนวิทยาศาสตรที์จาํเป็นตอ้งเรยีนเนือหาในสาํระ
จาํนวนและพีชคณิต การวดัและเรขาคณิต สถิติและ ความน่าจะเป็น รวมทงัสาระแคลคูลัส ให้มี

ความลุม่ลกึขนึซงึเป็นพืนฐานสาํคญัสาํหรบัการศกึษาตอ่ ในระดบัอดุมศกึษาในดา้นวิทยาศาสตร์

คณิตศาสตรเ์พิมเติมนีได้จดัทาํขนึให้มีเนือหาสาระทีทดัเทียม กบันานาชาติ เนน้การคิดวิเคราะห์
การคิดอยา่งมีวิจารณญาณ การแกปั้ญหา การคิดสรา้งสรรค์ การใชเ้ทคโนโลยี การสือสารและการ
รว่มมือ รวมทงัเชือมโยงความรูสู้ก่ารนาํไปใชใ้นชีวิตจรงิ (กระทรวงศกึษาธิการ. . หนา้ ) ดงั
แสดงรายละเอียดของแตล่ะสาระดงันี

. จาํนวนและพชีคณิต เรยีนรูเ้กียวกบั เซต ตรรกศาสตร์จาํนวนจรงิและพหนุาม จาํนวนเชิงซอ้น
ฟังกช์นั ฟังกช์นัเอกซโ์พเนนเชียลและฟังกช์นันลอการทิมึ ฟังกช์นัตรโีกณมิติ ลาํดบัและ อนกุรม
เมทรกิซ์ และการนาํความรูเ้กียวกบัจาํนวนและพีชคณิตไปใชใ้นสถานการณต์า่ง ๆ

. การวัดและเรขาคณิต เรยีนรูเ้กียวกบั เรขาคณิตวิเคราะห์ เวกเตอรใ์นสามมิติ และ การนาํควาํ
มรูเ้กียวกบัการวดัและเรขาคณิตไปใชใ้นสถานกาํรณต์า่ง ๆ

. สถติแิละความน่าจะเป็น เรยีนรูเ้กียวกบั หลกัการนบัเบืองตน้ ความนา่จะเป็น การแจกแจง
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ความน่าจะเป็นเบืองตน้ และนาํความรูเ้กียวกบัสถิติและความน่จะเป็นในการอธิบาย เหตกุารณ์
ตา่ง ๆ และชว่ยในกาํรตดัสนิใจ

. แคลคูลัส เรยีนรูเ้กียวกบั ลิมิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั อนพุนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต
ปรพินัธข์องฟังกช์นัพีชคณิต และการนาํความรูเ้กียวกบัแคลคลูสัไปใชใ้นสถานการณต์า่ง ๆ

เปา้หมายของการพฒันาผูเ้รยีนในคณิตศาสตรเ์พิมเติม มี ลกัษณะ คือ เชือมโยงกบัมาตรฐาน

การเรยีนรูใ้นคณิตศาสตรพื์นฐาน เพือใหเ้กิดการตอ่ยอดองคค์วามรูแ้ละเรยีนรูส้าระนนัอยา่งลกึซงึ

ไดแ้ก่ สาระจาํนวนและพีชคณิต และสาระสถิติและความน่าจะเป็น และไมไ่ดเ้ชือมโยงกบัมาตรฐาน

การเรยีนรูใ้นคณิตศาสตรพื์นฐาน ไดแ้ก่ สาระการวดัและเรขาคณิต และสาระแคลคลูสั
สาระที แคลคูลัส

. เขา้ใจลิมิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั อนพุนัธ์ของฟังกช์นั และปริพนัธ์ของฟังกช์นั และ นาํ
ไปใช้

ตารางที . ผลการเรยีนรูแ้ละสาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

ชนั ผลการเรยีนรู ้ สาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

ม. . ตรวจสอบความตอ่เนืองของฟังกช์นัทีกาํหนดให้ แคลคูลัสเบอืงต้น
. หาอนพุนัธข์องฟังกช์นัพีชคณิตทีกาํหนดให้ - ลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั

และนาํไปใชแ้กปั้ญหา - อนพุนัธข์องฟังกช์นัพีชคณิต
. หาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตและจาํกดัเขตของ - ปรพินัธข์องฟังกช์นัพีชคณิต

ฟังกช์นัพีชคณิตทีกาํหนดให้
และนาํไปใชแ้กปั้ญหา

ในวิชาแคลคลูสั เลม่นี มีเนือหาบางสว่นทีสอดคลอ้งกบัเนือหาในระดบัมธัยมศกึษาตอน
ปลายในสาระแคลคลูสั ซงึจะกลา่วยกตวัอยา่งการจดัการเรยีนรูใ้นแตล่ะบทตอ่ไป ดงันนัในหวัขอ้นี
ผูเ้ขียนจะขอกลา่วถงึการจดัการเรยีนรูใ้นเรอืงเหลา่นนั เพือเป็นแนวทางแก่ผูเ้รยีน



. . คณติศาสตรพ์นืฐาน

. คณิตศาสตรพ์นืฐาน

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึความรูเ้บืองตน้เกียวกบัคณิตศาสตร์ ทีใชใ้นการศกึษาแคลคลูสั ประกอบ
ดว้ย เซต คา่สมับรูณ์ สมการและอสมการ พหนุาม ฟังกช์นั เลขยกกาํลงั ตรโีกณมิติ และเรขาคณิต
เบืองตน้

เซต

เซต (Set) เป็นคาํอนิยาม หมายถงึคาํทีตอ้งยอมรบักนัในเบืองตน้วา่ไม่สามารถให้ความหมายที
รดักมุได้ คาํวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของสงิของตา่ง ๆ เมือกลา่วถงึกลุม่ใดแลว้จะสามารถบอกได้
แนน่อนวา่สงิใดอยู่ในกลุม่ และสงิใดอยู่นอกกลุม่ เรยีกสงิตา่ง ๆ ทีอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element)
(P. Glendinning. . หนา้ ) ถา้ a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a ∈ A และถา้ a ไม่
เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะไดว้า่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นตน้
การเขียนเซตประกอบดว้ย วิธีคือ

. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย
เขียนสมาชิกลงในเครอืงหมายวงเลบ็ปีกกา {} และใช้เครอืงหมายจลุภาค (, ) คนัระหวา่ง
สมาชิกแตล่ะตวั ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เป็นตน้

. วธีิบอกเงอืนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือนไขประกอบ
ดว้ย สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีสองคือเงือนไขของสมาชิก โดยมีเครอืงหมาย
ทวิภาค (:) คนัระหวา่งสองสว่นนนั อา่นวา่ "โดยที"

A = { สมาชิก : เงือนไขของสมาชิก }

ตวัอยา่งเช่น A = {x : x เป็นจาํนวนเตม็บวกทีนอ้ยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สาํหรบัเซต A ทีมีสมาชิกทกุตวัอยู่ในเซต B จะกลา่ววา่ A เป็น เซตย่อย (subset) ของ B เขียน
แทนดว้ย A ⊆ B ในเบืองตน้เพือใหง้า่ยตอ่การนาํไปใช้ กาํหนดสญัลกัษณด์งันี

C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น

R แทนเซตของจาํนวนจรงิ

Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ

Z แทนเซตของจาํนวนเตม็

N แทนเซตของจาํนวนนบั

สาํหรบัเซตยอ่ยของจาํนวนจรงิ ถา้ a, b ∈ R เมือ a < b ช่วง (interval) ของจาํนวนจรงิตา่ง ๆ คือ

{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดว้ย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดว้ย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดว้ย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดว้ย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดว้ย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b)

{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b]



บทที . เบอืงตน้แคลคูลสั

สาํหรบัเซตทีไมมี่สมาชิกเขียนแทนดว้ย ∅ เรยีกวา่ เซตว่าง (empty set) และ เอกภพสัมพทัธ์
(universe) คือเซตทีถกูกาํหนดขนึโดยมีขอ้ตกลงวา่ จะกลา่วถงึสงิทีเป็นสมาชิกของเซตนีเทา่นนั
และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมือให้A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U นิยามการดาํเนิน
การบนเซตดงัตอ่ไปนี

ยูเนียน (union) A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเ์ซชัน (intersection) A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลต่าง (difference) A− B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

สมการและอสมการ

สมบตัิเบืองตน้ของการเทา่กนั ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้

. สมบตัิสะทอ้น (Reflective law) a = a

. สมบตัิสมมาตร (Symmetric law) ถา้ a = b แลว้ b = a

. สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law) ถา้ a = b และ b = c แลว้ a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คือสจัพจนที์กลา่ววา่ ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

a = b หรอื a < b หรอื a > b อยา่งใดอยา่งหนงึ

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c

. ถา้ a = b แลว้ a+ c = b+ c

. ถา้ a+ c = b+ c แลว้ a = b

. ถา้ a = b แลว้ ac = bc

. ถา้ ac = bc และ c *= 0 แลว้ a = b

. ab = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 หรอื b = 0

. a2+b2 = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 และ b = 0

ทฤษฎบีท . . ให้ a, b, c, x, y ∈ R แลว้

. ถา้ a > b แลว้ a+ c > b+ c

. ถา้ a > b และ b > c แลว้ a > c

. ถา้ a > b และ x > y แลว้ a+ x > b+ y

. ถา้ a > b และ x > 0 แลว้ ax > bx

. ถา้ a > b และ x < 0 แลว้ ax < bx

ให้ + แทนผลคณูทีมากกวา่ และ − แทนผลคณูทีนอ้ยกวา่ ให้ α, β ∈ R ซงึ α < β จะไดข้อ้
สรุปดงันี
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. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คือ (α, β)

α β

+ − +

. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คือ (−∞,α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

ค่าสัมบรูณ์

ในเบืองตน้ ค่าสัมบรูณ์ (Absolute value) ของจาํนวนจรงิ x เขียนแทนดว้ย |x| คือระยะทางจาก
x ไปยงั 0 หรอืดงับทนิยาม

บทนิยาม . . ให้ x เป็นจาํนวนจรงิใด ค่าสัมบรูณ์ ของ x เขียนแทนดว้ย |x| คือจาํนวนจรงิที
กาํหนดโดย

|x| =






x เมือ x > 0

0 เมือ x = 0

−x เมือ x < 0

ข้อสังเกต สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่

. |x| ≥ 0

. |x| = 0 ก็ตอ่เมือ x = 0

. |x| = |− x|

. |x2| = |x|2 = x2

ทฤษฎบีท . . ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

. |xy| = |x||y|

.
∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣ =
|x|
|y| เมือ y *= 0

.
√
x2 = |x|

. x ≤ |x|

บทพิสูจน์. ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ

. กรณีที x = 0 หรอื y = 0 จะไดว้า่ xy = 0 ทาํใหไ้ดว้า่ |xy| = 0 = |x||y| ให้ x *= 0 และ y *= 0

ถา้ x > 0 และ y > 0 จะไดว้า่ xy > 0 สรุปไดว้า่ |xy| = xy = |x||y|
ถา้ x < 0 และ y < 0 จะไดว้า่ xy > 0 สรุปไดว้า่ |xy| = xy = (−x)(−y) = |x||y|
ถา้ x และ y ตวัใดตวัหนงึเป็นจาํนวนจรงิลบ โดยไม่เสียนยัทวัไปให้ x < 0 และ y > 0 จะได้
วา่ xy < 0 สรุปไดว้า่ |xy| = −xy = (−x)y = |x||y|

. ให้ y *= 0 แสดงไดโ้ดยงา่ยวา่
∣∣∣∣
1

y

∣∣∣∣ =
1

|y| โดยขอ้ จะไดว้า่

∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣x · 1

y

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣
1

y

∣∣∣∣ = |x| · 1

|y| =
|x|
|y|
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. กรณีที x = 0 เห็นไดโ้ดยงา่ย กรณีที x > 0 จะไดว้า่
√
x2 = x กรณีที x < 0 จะไดว้า่ −x > 0

ดงันนั
√
x2 =

√
(−x)2 = −x สรุปไดว้า่

√
x2 = |x|

. ถา้ x ≤ 0 จะไดว้า่ x ≤ 0 ≤ |x| กรณีที x > 0 จะไดว้า่ x = |x| สรุปไดว้า่ x ≤ |x|

ทฤษฎบีท . . อสมการสามเหลยีม (Triangle inequality)
ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ แลว้

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

บทพิสูจน์. ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิ โดยทฤษฎีบท . . ขอ้ จะไดว้า่

|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 = |x|2 + 2xy + |y|2

โดยทฤษฎีบท . . ขอ้ และ จะไดว้า่ xy ≤ |xy| = |x||y| ดงันนั

|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

เนืองจาก |x+ y| ≥ 0 และ |x|+ |y| ≥ 0 สรุปไดว้า่ |x+ y| ≤ |x|+ |y|

ทฤษฎบีท . . ให้ x เป็นจาํนวนจรงิ และ a เป็นจาํนวนจรงิบวก จะไดว้า่

. |x| ≤ a ก็ตอ่เมือ −a ≤ x ≤ a

. |x| ≥ a ก็ตอ่เมือ x ≤ −a หรอื x ≥ a

บทพิสูจน์. ทาํเป็นแบบฝึกหดั

พหุนาม

บทนิยาม . . ให้ n ∈ N ∪ {0} แลว้

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา่ พหุนาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา่ สัมประสิทธิ (coefficient) ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลาํดบั ถา้ an *= 0 เรยีกวา่ พหนุามดีกรี n และเขียน n แทนดว้ย deg P (x)

เรยีก an *= 0 วา่ สัมประสิทธิตัวนาํ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P (x) วา่ พหุนามโมนิก (monic polynomial)

ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม แลว้ P (x) = Q(x) ถา้ deg P (x) = deg Q(x) และอยูใ่นรูป

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซงึทกุสมัประสทิธเ์ทา่กนัทกุคูคื่อ a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn
หรอืกลา่วอีกอยา่งคือ
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P (x) = Q(x) ก็ตอ่เมือ deg P (x) = deg Q(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ขันตอนวธีิการหาร (The Division Algorithm) สาํหรับพหุนาม
ให้ P (x) และ S(x) เป็นพหุนาม โดยที S(x) ไมใ่ช่พหุนามศนูย์ แลว้จะมีพหุนาม Q(x) และ R(x)

เพียงคูเ่ดียวทีสอดคลอ้งกบั

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)

เรยีก Q(x) วา่ผลหาร (quotient) และ R(x) วา่เศษเหลือ (remainder)
กรณี R(x) = 0 แลว้จะไดว้า่ S(x) หาร P (x) ลงตวั หรอื S(x) เป็นตวัประกอบของ P (x)

ทฤษฎบีทเศษเหลือ (remainder theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c หาร P (x) เศษเหลือเทา่กบั P (c)

ดงันนัถา้ P (c) = 0 แลว้ x− c เป็นตวัประกอบหนงึของ P (x)

บทนิยาม . . ให้ P (x) เป็นพหุนาม ถา้ P (α) = 0 จะเรยีก α วา่ราก (root) ของพหุนาม P (x)

หรอื α เป็นคาํตอบ (solution) ของสมการ P (x) = 0

ขอ้สงัเกต

. α เป็นรากของก็ตอ่เมือ x− α เป็นตวัประกอบของ P (x)

. ถา้ P (x) = Q(x)S(x) แลว้รากทกุตวัของ Q(x) และรากทกุตวัของ S(x) เป็นรากของ P (x)

ฟังกชั์น

บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคารท์เีซยีน (cartesian product) นิยามโดย

A×B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}

บทนิยาม . . จะกลา่ววา่ f ⊆ A×B เป็นฟังกชั์น (function) ก็ตอ่เมือ

แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา้ x1 = x2 แลว้ y1 = y2

ถา้ f เป็นฟังกช์นั และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดว้ย y = f(x)

บทนิยาม . . f เป็นฟังกชั์นจาก A ไป B เขียนแทนดว้ย f : A → B

ก็ตอ่เมือ

. f เป็นฟังกช์นั . Dom(f) = A . Ran(f) ⊆ B

เมือ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ โดเมน (domain) ของ f

และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ เรนจ์ (range) ของ f

บทนิยาม . . เรยีก f : A → B วา่ฟังกชั์นมีขอบเขต (bounded function) บน D ⊆ A

ก็ตอ่เมือมี M > 0 ซงึ |f(x)| ≤ M ทกุ ๆ x ∈ D
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บทนิยาม . . ให้ f : A1 → R และ g : A2 → R โดยที A1 ∩ A2 *= ∅ กาํหนดให้ A = A1 ∩ A2

นิยามพชีคณิตของฟังกชั์น (algebra of functions) ดงันี

f + g : A → R กาํหนดโดย (f + g)(x) = f(x) + g(x)

f − g : A → R กาํหนดโดย (f − g)(x) = f(x) + g(x)

fg : A → R กาํหนดโดย (fg)(x) = f(x)g(x)

f

g
: A− {x ∈ A : g(x) = 0} → R กาํหนดโดย

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

บทนิยาม . . กาํหนดให้ f : A → B จะกลา่ววา่

. f เป็นฟังกชั์นหนึงต่อหนึง (injection) หรอื ฟังกช์นั - ก็ตอ่เมือ

แตล่ะ x1, x2 ∈ A ถา้ f(x1) = f(x2) แลว้ x1 = x2

. f เป็นฟังกชั์นทวัถงึ (surjection) ก็ตอ่เมือ Ran(f) = B

. f เป็นฟังกชั์นหนึงต่อหนึงแบบทวัถงึ (bijection) ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังกช์นั - และ ทวัถงึ

บทนิยาม . . ให้ f : A → B และ g : B → C แลว้ g ◦ f : A → C เรยีกวา่ฟังกชั์นประกอบ
(composite function) ของ f และ g นิยามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ถา้เปรยีบเทียบฟังกช์นัคือเครอืงจกัรชินหนงึเรยีกวา่ f เมือใส่ x หรอื input เขา้ไปในเครอืงจะ
ได้ f(x) ออกมาตามหนา้ทีของเครอืงจกัรชนิดนนั จากแนวคิดนีเมือประกอบเครอืงจกัรอีกเครอืงที
เรยีกวา่ g อีกชิน โดยนาํ f(x) หรอื output จากเครอืงจกัร f ใสเ่ขา้ไปในเครอืงจกัร g แลว้ไดผ้ลเป็น
g(f(x)) เรยีกเครอืงจกัรประกอบจากสองชินนีวา่ h ดงัรูป

รูปที . แผนภาพแสดงฟังกช์นัประกอบ g ◦ f

g(f(x))

C

x

A

f gf(x)

B

บทนิยาม . . ให้ f : A → B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกชั์นผกผันได้ (invertible function)
ก็ตอ่เมือf−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เป็นฟังกช์นั
และเรยีก f−1 วา่ฟังกชั์นผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎบีท . . ให้ f : A → B แลว้จะไดว้า่

f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังกช์นั -
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บทพิสูจน์. สมมติ f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ นนัคือ f−1 เป็นฟังกช์นั ให้ (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈ f

สมมติวา่ y1 = y2 เนืองจาก (y1, x1) ∈ f−1 และ (y2, x2) ∈ f−1 และ f−1 เป็นฟังกช์นั ดงันนั x1 = x2

ในทางกลบักนัสมมติ f เป็นฟังกช์นั - (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา่ x1 = x2

เนืองจาก (y1, x1) ∈ f และ (y2, x2) ∈ f และ f เป็นฟังกช์นั - ดงันนั y1 = y2 นนัคือ f−1 เป็น
ฟังกช์นั หรอืกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้

ชนิดของฟังกช์นัทีควรทราบ

. ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ (identity function) f(x) = x

. ฟังกช์นัเชิงเสน้ (linear function) f(x) = ax+ b

. ฟังกช์นักาํลงัสอง (Quadratic function) f(x) = ax2 + bx+ c

. ฟังกช์นัคา่สมับรูณ์ (Absolute value function) f(x) = a|x− h|+ k

. ฟังกช์นักาํลงั (Power function) f(x) = axn

. ฟังกช์นัพหนุาม (Polynomial function) f(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0

. ฟังกช์นัตรรกยะ (Rational function) f(x) =
p(x)

q(x)

เมือ p(x), q(x) เป็นพหนุาม และ q(x) *= 0

จะไดว้า่โดเมนของฟังกช์นัขอ้ ถงึ คือ R และโดเมนของฟังกช์นัขอ้ เทา่กบั R− {x : q(x) = 0}

เลขยกกาํลัง

บทนิยาม . . ให้ a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา่ เลขยกกาํลัง (power of a number)
นิยามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เมือ a เรยีกวา่ ฐาน (basis) และ n เรยีกวา่ เลขชีกาํลัง (exopnent)

นิยาม a0 = 1 และ a−n =
1

an
เมือ a *= 0 ถา้ n

√
a เป็นจาํนวนจรงินิยาม a

1
n = n

√
a

สมบตัิเบืองตน้ของเลขยกกาํลงั ให้ a เป็นจาํนวนจรงิ และ x, y เป็นจาํนวนเตม็บวก

. (ax)y = axy . ax · ay = ax+y . ax

ay
= ax−y เมือ a *= 0

ขยายแนวคิดเลขชีกาํลงัเป็นจาํนวนตรรกยะ เมือm และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกซงึตวัหารรว่มมาก
ของ m และ n เทา่กบั ถา้ นิยาม n

√
a เป็นจาํนวนจรงิ นิยาม

a
m
n = (a

1
n )m = ( n

√
a)m

และขยายแนวคิดไปยงัจาํนวนตรรกยะลบและจาํนวนจรงิได้ แตไ่ม่ขอกลา่วในทีนี ถา้ f เป็นฟังกช์นั
โดยที n เป็นจาํนวนเตม็ทีมากกวา่ แลว้ y = n

√
f(x) เรยีกวา่ ฟังกชั์นกรณฑ์ (radical function)

สมบตัิเบืองตน้ทางพีชคณิตทีอาจใชใ้นแคลคลูสั เมือ a, b ∈ R จะไดว้า่
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. กาํลงัสองสมับรูณ์

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

. กาํลงัสามสมับรูณ์

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

. ผลตา่งกาํลงัสอง a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

. ผลตา่งกาํลงัสาม a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

. ผลบวกกาํลงัสาม a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

. ทฤษฎีบททวินาม ให้ n เป็นจาํนวนนบั

(a+ b)n = an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn

เมือ
(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
โดยที n, r ∈ Z ซงึ 0 ≤ r ≤ n

นิยาม m แฟคทอเรยีล คือ m! = m(m− 1)(m− 2) · · · 2 · 1 เมือ m ∈ N และ 0! = 1

ให้ a เป็นจาํนวนจรงิซงึ a > 0 และ a *= 1 เรยีก

{(x, y) : y = ax}

วา่ฟังกชั์นเลขชีกาํลัง (exponential function) เนืองจากฟังกช์นัเลขชีกาํลงัเป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ
จะไดว้า่มีฟังกช์นัผกผนั ดงันนัเรยีกวา่ฟังกช์นัผกผนัของฟังกช์นัเลขชีกาํลงัวา่ ฟังกชั์นลอการิทมึ
(logarithmic function) เขียนแทนดว้ย y = logax นิยามโดย

y = logax ก็ตอ่เมือ x = ay

ดงันนั loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีที a = 10 เรยีกวา่ ลอการิทมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดว้ย logx และกรณี a = e เรยีกวา่ลอการิทมึธรรมชาติ (natural logarithm)
เขียนแทนดว้ย 'nx โดยที e คือ ค่าคงตัวออยเลอร์ (Euler's constant) ซงึเป็นจาํนวนอตรรกยะมี
คา่ประมาณ 2.71828182845...

สมบตัิเบืองตน้ของลอการทิมึ

ทฤษฎบีท . . ให้ x, y เป็นจาํนวนจรงิบวก และ m เป็นจาํนวนตรรกยะ โดยที a > 0 และ a *= 1

จะไดว้า่

. logaxy = logax+ logay

. loga

(y
x

)
= logay − logax

. logax
m = mlogax

. alogax = x

บทพิสูจน์. ให้ z = logax และ w = logay จะไดว้า่ x = az และ y = aw

. จะไดว้า่ xy = az · aw = az+w นนัคือ z + w = logaxy ฉะนนั logaxy = logax+ logay
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. จะไดว้า่ xm = (az)m = amz นนัคือ mz = logax
m ฉะนนั logax

m = mlogax

ขอ้ และ เป็นแบบฝึกหดั

สาํหรบั a, b > 0 และ a, b *= 1 สามารถเปลยีนฐานของลอการทิมึไดโ้ดย

logax =
logbx

logba

ตรีโกณมติิ

พิจารณาสามเหลยีมมมุฉาก ABC

a

b c

A

C B

นิยามคา่ตรโีกณมิติทงั แบบคือ ไซน์ (sine) โคไซน์ (cosine) แทนเจนต์ (tangent) โคแทนเจนต์
(cotangent) เซแคนต์ (secant) และโคเซแคนต์ (cosecant) ดงันี

sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ขยายแนวคิดไปยงัมมุ θ ซงึมีหน่วยเป็นเรเดียนคือความยาวของเสน้รอบวงของวงกลมหนงึ
หนว่ย โดยจดุเรมิตน้ที (1, 0) ไปสนิสดุที (x, y) เมือวดัแบบทวนเข็มนาฬิกาให้มีคา่เป็นบวก และ
วดัแบบตามเข็มนาฬิกาใหมี้คา่เป็นลบ จะไดว้า่ x = cosθ และ y = sinθ นนัคือ x2 + y2 = 1

จะไดว้า่ 180◦ มีคา่ตรงกบั π เรเดียน

รูปที . วงกลมหนงึหนว่ย

X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)
θ
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เอกลักษณต์รีโกณมติิ

. sinxcscx = 1

. cosxsecx = 1

. cotxtanx = 1

. sin2x+ cos2x = 1

. sec2x− tan2x = 1

. csc2x− cot2x = 1

. sin(−x) = −sinx

. cos(−x) = cosx

. tan(−x) = −tanx

. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny

. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

. sin3x = 3sinx− 4sin3x

. cos3x = 4cos3x− 3cosx

. tan3x =
3tanx− tan3x

1− 3tan2x

. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ค่าตรีโกณมติมิาตรฐานทคีวรทราบ

ตารางที . ตวัอยา่งคา่ตรโีกณมิติทีควรทราบ

ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0
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ให้ x ∈ R จะเรยีก y = sinx วา่ฟังกชั์นไชน์ (sine function) และ y = cosx วา่ฟังกชั์นโคไซน์
(cosine function) แสดงกราฟไดด้งันี โดยแกน X มีความกวา้งช่องละ π

2

รูปที . กราฟของฟังกช์นัไชนแ์ละโคไชน์

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

นิยามฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก ฟังกช์นัคือ ฟังกช์นัแทนเจนต์ (tangent fuction) ฟังกช์นัโคแทนเจนต์
(cotangent fuction) ฟังกช์นัเซแคนต์ (secant fuction) และฟังกช์นัโคเซแคนต์ (cosecant fuction)
ไดใ้นทาํนองเดียวกนั เรยีกฟังกช์นัทงั วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติิ (trigonometric function) สรุปได้
ดงัตารางตอ่ไปนี

ตารางที . ฟังกช์นัตรโีกณมิติทงั ฟังกช์นั
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์

ไซน์ y = sinx R [−1, 1]

โคไซน์ y = cosx R [−1, 1]

แทนเจนต์ y = tanx =
sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2 : n ∈ Z
}

R

โคแทนเจนต์ y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต์ y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2 : n ∈ Z

}
(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต์ y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

จะเห็นวา่ฟังกช์นัไซนแ์ละโคไซนไ์มเ่ป็นฟังกช์นั - ดงันนัการศกึษาฟังกช์นัผกผนัจงึตอ้งกาํหนด
โดเมนเพือใหเ้ป็นฟังกช์นั - ฟังกช์นัไซนมี์โดเมนเป็น [−π

2 ,
π
2 ] และฟังกช์นัโคไซนมี์โดเมน [0, π]
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. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์ไซน์ (arcsine function) เขียนแทนดว้ย arcsin
นิยามโดย

y = arcsinx ก็ตอ่เมือ x = siny เมือ y ∈ [−π
2 ,

π
2 ]

. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของโคไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์โคไซน์ (arccosine function) เขียนแทนดว้ย
arccos นิยามโดย

y = arccosx ก็ตอ่เมือ x = cosy เมือ y ∈ [0, π]

รูปที . กราฟของฟังกช์นัอารก์ไชนแ์ละอารก์โคไชน์

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx

ในทาํนองเดียวกนัฟังกชนัผกผนัอีก ฟังกช์นัคือ อารก์แทนเจนต์ (arctangent function) อารก์
โคแทนเจนต์ (arccotangent function) อารก์เซแคนต์ (arcsecant function) และอารก์โคเซแคนต์
(arccosecant function) เรยีกฟังกช์นัทงั วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรุปไดด้งัตารางตอ่ไปนี

ตารางที . ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัทงั ฟังกช์นั
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์

อารก์ไซน์ y = arcsinx [−1, 1] [−π
2 ,

π
2 ]

อารก์โคไซน์ y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารก์แทนเจนต์ y = arctanx R (−π
2 ,

π
2 )

อารก์โคแทนเจนต์ y = arccotx R (0, π)

อารก์เซแคนต์ y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π2 ) ∪ (π2 , π]

อารก์โคเซแคนต์ y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2 , 0) ∪ (0, π2 ]
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เรขาคณิตวเิคราะห์

จดุในทางคณิตศาสตร์เป็นอนิยามแต่เป็นทราบกนัดีวา่จดุมีความสาํคญัโดยเฉพาะการใช้บอก
ตาํแหนง่ตา่ง ๆ โดยมีแกนอา้งอิง เรยีกแกนในแนวนอนวา่ แกน X (X-axis) และแกนในแนวตงั

วา่ แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตดัของแกนทงัสองวา่ จุดกาํเนิด (origin) แทนดว้ยคู่อนัดบั (0, 0) ใน

ทีนีจะกลา่วถงึจดุคือคูอ่นัดบัทีเป็นสมาชิกของ R× R
ระยะทาง (distance) ระหวา่ง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย AB นิยามโดย

AB =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ความชัน (slope) ของสว่นเสน้ตรงทีลากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย mAB บาง
ครงัถา้ไมส่นใจ A และ B จะเขียนยอ่ ๆ ดว้ย m นิยามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมือ x1 *= x2 กรณีที x1 = x2 ความชนัไมมี่คา่และสว่นเสน้ตรง A และ B จะเป็นแสน้ในแนวตงั
ให้ A(x1, y1) เป็นจดุและ m คือความชนั ให้ L คือเซตของจดุ (x, y) โดยทีความชนัของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทา่กบั m เรยีกวา่ เส้นตรง (line) ทีมีความชนั m ผา่นจดุ A หรอืหมายถงึเซต

L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสน้ตรง L ไดด้งัรูป

รูปที . เสน้ตรงผา่นจดุ A มีความชนั m

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา่ สมการเส้นตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรูป

y = mx+ c

ในกรณีที m = 0 จะเรยีก เส้นตรงแนวนอน (horizontal line) ซงึมีสมการเป็น y = y1 ถา้เสน้
ตรงนีผา่นจดุ A และในกรณีที m หาคา่ไม่ได้ จะเรยีก เส้นตรงแนวยนื (vertical line) ซงึมีสมการ
x = x1 ถา้เสน้ตรงนีผา่นจดุ A ดงันนัเราอาจแบง่เสน้ตรงเป็น แบบโดยใชค้วามชนัคือ . m > 0

. m < 0 . m = 0 และ . m ไมมี่คา่ แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปที . ตวัอยา่งเสน้ตรง รูปแบบ
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m > 0m < 0
m = 0

m ไมมี่คา่

ใหเ้สน้ตรง L1 และ L2 มีความชนั m1 และ m2 ตามลาํดบั จะไดว้า่

. L1 ขนาน (parallel) กบั L2 ก็ตอ่เมือ m1 = m2

. L1 ตงัฉาก (perpendicular) กบั L2 ก็ตอ่เมือ m1m2 = −1

อาจแสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปที . ตวัอยา่งเสน้ตรงทีขนานกนัและตงัฉากกนั

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
mx+ c4

ในกรณีเสน้ตรงทีความชนัไมมี่คา่ยอ่มขนานกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีความชนัไมมี่คา่เสมอ เพราะทกุเสน้

เป็นเสน้ตรงแนวตงั และเสน้ตรงทีความชนัไมมี่คา่ยอ่มตงัฉากกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีมีความชนัเทา่กบั
หรอืเสน้ตรงแนวนอนเสมอ

ให้ C เป็นเซตของจดุ (x, y) ทีหา่งจากจดุคงที (h, k) ดว้ยระยะคงที r เรยีกวา่ วงกลม (circle)
ทีมีศนูยก์ลางที (h, k) และรศัมี r ดงันนั

C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปที . วงกลมทีมีศนูยก์ลางที (h, k) และรศัมี r

(h, k)

r
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สรุป

ในบทนีเราจะกลา่วถงึวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสัเรมิตน้ตงัแต่สมยัก่อนครสิตกาลในยคุกรกี
ทีกลา่วถงึปัญหาการวดัทีถกูบนัทกึไว้ในกระดาษปาปิรุส และวิธีการในการหาพืนทีของรูปตา่ง
ๆ อาศยัวิธีการแบง่พืนทีออกเป็นสว่นประกอบยอ่ย ๆ ทีเรยีกวา่ ระเบียบวิธีเกษียณ และนาํไปสู่

แนวคิดการแบง่แยกได้ไม่จาํกดั แต่ก็ยงัไม่รดักมุในทางคณิตศาสตรจ์งึไม่เป็นทียอมรบั นีเป็นจดุ
เรมิตน้ของแคลคลูสั จากนนัอารค์ิมีดีสก็ไดพ้ฒันาวิธีดงักลา่วมาใชใ้นการพืนทีของพาราโบลาเรยีก
วา่ วิธีของอารค์ิมีดิส ซงึได้ผลลพัธ์ทีวา่ พืนทีปิดลอ้มของพาราโบลาจะเป็น / เทา่ของพืนทีของ
รูปสามเหลียมรูปแรกทีสรา้งให้แนบในเซกเมนต์ของพาราโบลานนั จากนนัมีผู้พฒันาแนวคิดดงั
กลา่วมาเรอืย ๆ จนกระทงัแฟรม์าตไ์ดน้าํเสนอผลงานเกียวกบัปัญหาคา่สงูสดุหรอืตาํสดุ จนทาํให้
การพฒันาแคลคลูสัแบบกา้วกระโดด การติดตอ่ระหวา่งแฟรม์าตก์บัเดสก์ารต์สท์าํใหเ้กิดองคค์วาม
รู ้ใหม่ ๆ เกียวกบัเสน้สมัผสัเสน้โคง้ เนือจากเดส์การ์ตส์เป็นผู้ให้กาํเนิดเรขาคณิตวิเคราะห์ ทาํให้

การพฒันาแคลคลูสัไปในแนวเรขาคณิตวิเคราะห์นนัเอง จากนนัมีนกัคณิตหลายคนผลติผลงาน
มามากมาย จนเป็นแนวคิดใหนิ้วตนัและไลบนิ์ตซน์าํไปเป็นแนวคิดพืนฐานในการพฒันาแคลคลูสั

อยา่งจรงิจรงั โดยเฉพาะผลงานของแบรโ์รวใ์นการหาเสน้สมัผสัเสน้โคง้โดย สามเหลียมผลตา่งของ
แบรโ์รว์ และแบรโ์รวไ์ดค้น้พบทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั แต่ไม่ไดพิ้สจูน์ซงึตอ่มานิวตนัไดท้าํการ

พิสจูน์จนสาํเรจ็ นิวตนัและไลบ์นิตซ์ทงัสองทีได้ชือรว่มกนัวา่เป็นผู้ประดิษฐ์ แคลคลูสั ถงึแม้จะ

พฒันาความรูท้างแคลคลูสัอยา่งอิสระตอ่กนั แต่ระบบสญัลกัษณ์ของอนพุนัธ์และปริพนัธ์ทีเสนอ
โดยไลบ์นิตซ์ได้รบัความนิยมมากกวา่และใช้กนัอยา่งแพร่หลายจนถงึปัจจบุนั แต่ก็มีผู้ชีให้เห็น
ถงึจดุออ่นของการให้เหตผุลทางตรรกในผลงานของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ ซงึโคชีได้วางรากฐานที

รดักมุเขม้งวดกวา่ให้กบัแคลคลูสัทีเรยีกวา่คณิตศาสตร์วิเคราะห์ อยา่งไรก็ตามยงัมีความจาํเป็น
ทีจะพฒันาแนวคิดของแคลคลูสัให้อยู่บนรากฐานแนวคิดของคณิตศาสตรที์สามารถให้เหตผุลได้

รดักมุ เขม้งวด และขยายใหค้รอบคลมุปัญหาตา่ง ๆ ทีจะเกิดขนึจากความจาํเป็นตอ้งพฒันาความ

รูด้า้นวิทยาศาสตรแ์ละวิศวกรรมศาสตรข์นัสงูตอ่ไป จากนนักลา่วถงึแคลคลูสักบัการจดัการเรยีน
รูร้ะดบัชนัมธัยมศกึษาซงึถกูกาํหนดใหเ้ป็นสาระที ในคณิตศาสตรเ์พิมเติมนีชีใหเ้ห็นวา่ในระดบั
การศกึษาระดบัขนัพืนฐาน ไดว้างรากฐานทีสาํคญัตอ่วิชาแคลคสู สดุทา้ยกลา่วถงึความรูเ้บืองตน้

เกียวกบัคณิตศาสตร์ ทีใชใ้นการศกึษาแคลคลูสั ประกอบดว้ย เซต คา่สมับรูณ์ สมการและอสมการ
พหนุาม ฟังกช์นั เลขยกกาํลงั ตรโีกณมิติ และเรขาคณิตเบืองตน้

แบบฝึกหดับทที

. จงอธิบายวิธีการตรวสอบปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเหลียมจตัรุสัเป็น / เทา่ของปรมิาตร

ของปรซิมึทีมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั เพราะเหตใุดพรอ้มยกตวัอยา่งประกอบ

. พิจารณารูปหลายเหลียมทีแบง่วงกลมรศัมี 1 ออกเป็น n สว่นเทา่ ๆ กนั

. จงหาพืนทีของรูปหลายเหลยีมเมือ n = 10, 100 และ 1000 โดยใชเ้ครอืงคาํนวณ
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. จงคาดคะเนวา่พืนทีของรูปหลายเหลยีมดงักลา่วจะมีคา่เขา้ใกลค้า่ใด เมือ n มีคา่มาก ๆ

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มตอ่ไปนี โดยใชว้ิธีของอารค์ิมีดีส

. พาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง y = 2

. พาราโบลา y = x2 + 1 และเสน้ตรง y = x+ 3

. พาราโบลา y = −x2 และเสน้ตรง y = −x− 2

. จากตวัอยา่ง . . จงพิสจูนว์า่ h = 4s

. จงหาความชนัของจดุ P บนเสน้โคง้ y = f(x) โดยใชส้ามเหลยีมผลตา่งของแบรโ์รว์
ตอบในรูป h

. f(x) = x2 และ P = (2, 4)

. f(x) = x3 และ P = (−1,−1)

. กาํหนดให้ P = (0, 0) และ f(x) = sinx

. จงหาความชนัของจดุ P บนเสน้โคง้ y = f(x) โดยใชส้ามเหลยีมผลตา่งของแบรโ์รวใ์น
รูป h

. จากขอ้ . จงหาความชนัทีจดุ P เมือ h = 0.1, 0.01 และ 0.001 โดยใชเ้ครอืงคาํนวณ

. จงคาดคะเนวา่ความชนัทีจดุ P จะมีคา่เขา้ใกลค้า่ใด เมือ h มีคา่นอ้ย ๆ

. ให้ U = {x ∈ Z : −100 ≤ x ≤ 100} เป็นเอกภพสมัพทัธ์
A = {x ∈ Z : 2 หาร x ลงตวั } และ B = {x ∈ Z : 3 หาร x ลงตวั }
จงหาจาํนวนสมาชิกของ Ac −Bc

. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี พรอ้มทงัเขียนแผนภาพ

. {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

. {(x, y) ∈ N× N : xy = 12}

. {(x, y) ∈ R× R : x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

. จงหาโดเมนและเจนข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =

√
x− 1

x+ 1

. f(x) = |x+ 1|− |x− 1|

. f(x) = 'n
(

1

x2 − 1

)

. f(x) = sin2(x2 + 1)

. จงหา f−1(x) ถา้กาํหนดให้ f(x) = ex − e−x

2

. ให้ f(x) = x2 + 3x− 1 จงหา f(x+ h)− f(x)

h
เมือ h > 0

. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีมีฟังกช์นัผกผนัหรอืไม่ พรอ้มใหเ้หตผุล
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. f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

. f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

. f : N → R นิยามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

. f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

. กาํหนดให้ 2 < x < 3 จงหาคา่ของ
√
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9

. กาํหนดให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุามดีกรี 2551 ซงึสอดคลอ้งกบั

P (n) = Q(n) สาํหรบั n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

จงหาคา่ของ P (0)−Q(0)

. ให้α, β และ γ เป็นรากทงัสามของสมการ x3−9x+5 = 0 คา่ของ (1−α)2(1−β)2(1−γ)2

เทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้ P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมือ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x− 1 และ x + 3 ตา่ง
หาร P (x) เหลือเศษ 5 แลว้ a+ 2b มีคา่เทา่ใด

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1|− 1|

. จงหา y ทีเป็นจาํนวนจรงิซงึ y =
x|x|− x2

x2 − x|x| เมือ x ∈ R

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ (|x|− 1)(|x|− 3)(|x|+ 3)(|x|− 7) = 150

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ

. 4x − 5 · 2x + 6 = 0

. 2 + 3(15|x|) = 5|x| + 25(3|x|+1)

. log(x+ 1) + log(x− 1) = 0

. log2x+ log4x+ log8x+ log16x = 7 + 2log64x

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ

. 32x+10 − 4(3x+6) + 27 ≤ 0 . logx

(
2

x− 1

)
≥ 1

. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีสอดคลอ้ง (3x2 − 11x+ 7)3x
2+4x+1 = 1

. จงหาสมการเสน้ตรงทีผา่นจดุ (2, a+ 1) และ (2, b+ 2)

. จงหาสมการทีตงัฉากกบัเสน้ตรง 3x+ 4y = 12 และผา่นจดุ (1,−1)

. จงหาจดุบนเสน้ตรง 2y − x+ 6 = 0 ทีอยูใ่กลจ้ดุ (3, 1)มากทีสดุ

. จงหาสมการวงกลมทีมีจดุศนูยก์ลางทีจดุกาํเนิดและผา่นจดุ (1, 3)
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. จงหาสมการเสน้สมัผสัของวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจดุ (3, 4)

. ถา้วงกลมหนงึมีจดุศนูยก์ลางคือจดุ A อยูบ่นเสน้ตรง x+ y + 4 = 0 และผา่นจดุ B(−5,−2)

และ C(−2, 5) จงหาพืนทีสามเหลียม ABC

. จงหาจดุบนวงกลม x2 + y2 + 2x− 4y − 15 = 0 ทีอยูใ่กลจ้ดุ (1, 3) มากทีสดุ
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แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. ลมิิตของฟังกช์นั

. ลมิิตดา้นเดียว

. ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ

. ลมิิตเกียวกบัอนนัต์

. ความตอ่เนือง

. การจดัการเรยีนรูเ้รอืงความตอ่เนือง

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. เขา้ใจและอธิบายความหมายของคาํวา่ลมิิตชนิดตา่ง ๆ ได้

. ใชส้มบตัิพีชคณิตและสมบตัิลมิิตในการหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ไดอ้ยา่งถกูตอ้ง

. ใชเ้อกลกัษณข์องตรโีกณมิติในการหาลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติได้

. สามารถอธิบายความตอ่เนืองของฟังกช์นัตา่ง ๆ ได้

. สามารถระบชุนิดของกราฟทีตอ่เนืองและไมต่อ่เนืองได้

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "ลมิิตของฟังกช์นั"

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "ลมิิตของฟังกช์นั"

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Geogebra

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

ลิมติและความต่อเนือง

จดุเรมิตน้ทีสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสัคือการรูจ้กัคาํวา่ ลิมติ (limit) ในบทนีเราจะกลา่ว
ถงึลิมิตของฟังกช์นั ทฤษฎีบททีเกียวขอ้ง และความตอ่เนืองของฟังกช์นั ซงึจะเป็นพืนฐานในการ
ศกึษาในบทตอ่ไป

. ลิมติของฟังกชั์น

การใหค้วามหมายของคาํวา่ลมิิต เรมิตน้จากการพิจารณาฟังกช์นั

f(x) =






2− x2 เมือ x < 1

2 เมือ x = 1

2x− 1 เมือ x > 1

เมือสนใจคา่ฟังกช์นั f(x) เมือคา่ของ x ใกล้ 1 อาจพิจารณาคา่ x สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนี

x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมือพิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 1 ไม่วา่ใหค้า่ x เขา้ใกลล้กัษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณีเชน่นีจะกลา่ววา่ ลิมติของฟังกชั์น (limit of function) f(x) ขณะ x เข้าใกล้
1 มีคา่เทา่กบั 1 เขียนแทนดว้ย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นได้วา่การพิจารณาคา่ x เขา้ใกล้ 1 จะไม่พิจารณากรณี x = 1 และเมือแสดงฟังกช์นั
y = f(x) ดว้ยกราฟตอ่ไปนี



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทาํใหไ้ดข้อ้สงัเกตวา่ lim
x→1

f(x) ไมจ่าํเป็นตอ้งเทา่กบั f(1)

เมือพิจารณาคา่ของ lim
x→a

f(x) เราตอ้งพิจารณาคา่ของ f(x) ทีจดุอืน ๆ ใน Dom(f) ทีอยู่ใกล้ ๆ

a ดงันนัการหาลิมิตทีจดุ a ตอ้งมีคา่อืน ๆ ใกลจ้ดุ a ใหพิ้จารณาเสมอ เราเรยีกจดุ a ลกัษณะนีวา่
เป็นจุดลิมิต (limit point) ของ Dom(f) ตวัอยา่งเชน่ เป็นจดุลมิิตของ (−1, 1)∪ {2} แต่ ไมเ่ป็น
จดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2}

ข้อสังเกต . . จดุลิมิตไม่จาํเป็นตอ้งอยู่ในโดเมนของฟังกช์นัเสมอไป เช่น 0 เป็นจดุลิมิตของ
โดเมน (−1, 0) ∪ (0, 1) แต่ 0 ไมเ่ป็นสมาชิกของ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนิยามของลมิิตของฟังกช์นั

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เมือ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้

lim
x→a

f(x) = L เรยีกวา่ลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a เทา่กบั L

ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ ε > 0 มี δ > 0 ถา้ทกุ ๆ x ∈ D ซงึ 0 < |x− a| < δ แลว้ |f(x)− L| < ε

รูปที . กราฟแสดงนิยามลมิิตของฟังกช์นั

X

Y

y = f(x)

L+ ε

L

L− ε

a+ δaa− δ



. . ลมิติของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ lim
x→2

(2x+ 1) = 5 โดยใชบ้ทนิยาม

วธีิทาํ ให้ ε > 0 เลือก δ =
ε

2
ให้ x ∈ R ซงึ 0 < |x− 2| < δ จะไดว้า่

|(2x+ 1)− 5| = |2x− 4| = 2|x− 2| < 2δ = 2 · ε
2
= ε

ดงันนั lim
x→2

(2x+ 1) = 5

ทฤษฎบีท . . ให้ a เป็นจดุลมิิต และ c เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่

. lim
x→a

c = c . lim
x→a

x = a

บทพิสูจน์. ให้ c เป็นคา่คงตวั และ ε > 0

. เลือก δ > 0 ให้ x ∈ R ซงึ 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่

|c− c| = 0 < ε

ดงันนั lim
x→a

c = c

. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซงึ 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่

|x− a| < δ = ε

ดงันนั lim
x→a

x = a

จากบทนิยามของลมิิตเราจะพิสจูนส์มบตัิตา่ง ๆ ของลมิิต ไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมือ D ⊆ R โดยที a เป็นจดุลมิิตของ D

ถา้ lim
x→a

f(x) = L และ lim
x→a

g(x) = M เมือ L,M ∈ R แลว้

. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = L+M

. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมือ M *= 0

. lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x) = cL เมือ c เป็นคา่คงตวั

. lim
x→a

|f(x)| = | lim
x→a

f(x)| = |L|

. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมือ n ∈ N

. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมือ n ∈ N และ n

√
L ∈ R



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1

(2x2 − 4)

. lim
x→0

x+ 1

x− 1

. lim
x→1

x
√
x+ 1

. lim
x→2

(|x|− x)

วธีิทาํ ใชต้วัอยา่ง . . และทฤษฎีบทของลมิิต (ทฤษฎีบท??) จะไดว้า่

. lim
x→1

(2x2 − 4) = 2
(

lim
x→1

x
)2

− lim
x→1

4 = 2(1)2 − 4 = −2

. lim
x→0

x+ 1

x− 1
=

lim
x→0

x+ lim
x→0

1

lim
x→0

x− lim
x→0

1
=

0 + 1

0− 1
= −1

. lim
x→1

x
√
x+ 1 =

(
lim
x→1

x
)√

lim
x→1

x+ lim
x→1

1 = 1
√
1 + 1 =

√
2

. lim
x→2

(|x|− x) =
∣∣∣ lim
x→2

x
∣∣∣− lim

x→2
x = |2|− 2 = 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

วธีิทาํ สาํหรบั x *= 1 จะไดว้า่

x2 − 1

x− 1
=

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= x+ 1

ดงันนั
lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x+ 1) = 2

จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่ lim
x→1

x2 − 1

x− 1
จะอยู่ในรูป 0

0
จะเรยีกลิมิตดงักลา่วทีอยู่ในรูปแบบนี

วา่ รูปแบบยังไม่กาํหนด (indeterminate form) ดงันนัโดยทวัไป

lim
x→a

f(x)

g(x)
อยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด

ก็ตอ่เมือ lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) และ เขียนแทนดว้ย I.F.
0

0
ลิมิตทีอยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนด

หมายถงึลิมิตทียงัไม่ทราบคา่อาจใชก้ารเปลียนรูปของฟังกช์นั หรอืทฤษฎีบทตา่ง ๆ เกียวกบัลิมิต
มาชว่ยในการหาคา่

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2

. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h

. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3



. . ลมิติของฟังกช์นั

วธีิทาํ เนืองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด โดยการเปลยีนรูปฟังกช์นัจะไดว้า่

. lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 3)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 3) = 5

. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h
= lim

h→0

[(3 + h)− 3]((3 + h) + 3)

h
= lim

h→0

h(6 + h)

h
= lim

h→0
(6 + h) = 6

. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2
= lim

x→−2

(x+ 2)(x− 2)(x2 + 4)

x+ 2
= lim

x→−2
(x− 2)(x2 + 4) = −32

. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3
= lim

x→−3

(x+ 3)(x2 − 3x+ 9)

x+ 3
= lim

x→−3
(x2 − 3x+ 9) = 27

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x

วธีิทาํ เนืองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x
= lim

x→−2

(x2 − 9)(x2 − 4)

x(x+ 2)

= lim
x→−2

(x2 − 9)(x− 2)(x+ 2)

x(x+ 2)

= lim
x→−2

(x2 − 9)(x− 2)

x

=
(−5)(−4)

−2

= −10

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1

วธีิทาํ เนืองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1
= lim

x→0

(2x)2 − 2 · 2x + 1

2x − 1

= lim
x→0

(2x − 1)(2x − 1)

2x − 1

= lim
x→0

(2x − 1)

= 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−3

2|x+ 1|− |1− x|
x2 − 9

วธีิทาํ พิจารณาคา่ x ใกล้ ๆ −3 (อาจยกตวัอยา่ง x = −2.99 และ x = −3.01 เพือใหเ้ขา้ใจยิงขนึ)

จะไดว้า่ x+ 1 < 0 และ 1− x > 0 ดงันนั

lim
x→−3

2|x+ 1|− |1− x|
x2 − 9

= lim
x→−3

2[−(x+ 1)]− (1− x)

x2 − 9

= lim
x→−3

−(x+ 3)

(x− 3)(x+ 3)

= lim
x→−3

− 1

x− 3

=
1

6



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→0

f(x)

x
= 2 จงหาคา่ของ f(3)

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2+ax+b เนืองจาก lim
x→0

f(x)

x
ตอ้งอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่ f(0) = 0

ดงันนั b = 0 และ

lim
x→0

x2 + ax

x
= 2

lim
x→0

x(x+ a)

x
= 2

lim
x→0

(x+ a) = 2

a = 2

ฉะนนั f(x) = x2 + 2x แลว้ f(3) = 32 + 2(3) = 15

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1

x− 1√
x− 1 . lim

x→0

4−
√
16 + x

x

วธีิทาํ

. lim
x→1

x− 1√
x− 1

= lim
x→1

x− 1√
x− 1

·
√
x+ 1√
x+ 1

= lim
x→1

(x− 1)(
√
x+ 1)

x− 1
= lim

x→1
(
√
x+ 1) = 2

. จะไดว้า่

lim
x→0

4−
√
16 + x

x
= lim

x→0

4−
√
16 + x

x
· 4 +

√
16 + x

4 +
√
16 + x

= lim
x→0

16− (16 + x)

x(4 +
√
16 + x)

= lim
x→0

−x

x(4 +
√
16 + x)

= lim
x→0

−1

4 +
√
16 + x

= −1

8

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

= lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

·
√

|1− z|√
|1− z|

= lim
z→1

(z − 1)(z + 1)
√

|1− z|
|1− z|

เนืองจาก z − 1

|1− z| = ±1 สาํหรบั z *= 1 ดงันนั

lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

= lim
z→1

±1(z + 1)
√
|1− z| = 0



. . ลมิติของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
ในรูปตวัแปร x

วธีิทาํ วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2xh+ h2 − x2

h

= lim
h→0

h(2x+ h)

h

= lim
h→0

(2x+ h) = 2x

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
= lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
·
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

·
√
2x+ 1 + 1√
2x+ 1 + 1

= lim
x→0

((1 + x)− (1− x))(
√
2x+ 1 + 1)

(2x+ 1)− 1)(
√
1 + x+

√
1− x)

= lim
x→0

2x(
√
2x+ 1 + 1)

2x(
√
1 + x+

√
1− x)

= lim
x→0

√
2x+ 1 + 1√

1 + x+
√
1− x

=
1 + 1

1 + 1
= 1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1
= lim

x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1
· (

3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

= lim
x→−1

( 3
√
2x+ 1)3 + ( 3

√
2 + x)3

(x+ 1)(( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2)

= lim
x→−1

3(x+ 1)

(x+ 1)(( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2)

= lim
x→−1

3

( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

=
3

1 + 1 + 1
= 1



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

แบบฝึกหดั .
. จงแสดงคา่ลมิิตตอ่ไปนีโดยใชนิ้ยาม

. lim
x→1

1− x . lim
x→−1

2x . lim
x→2

x+ 1

3

. จงแสดงคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0

(x− 1)
√
2 + x . lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
. lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

. lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

. lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

. lim
x→−1

x
7
3 + x

4
3 − 2x

1
3

x
4
3 + 2x

1
3

. lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

. lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

. lim
x→7

x−3 − x−2 + 7x−1 − 1

7− x

. lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

. lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

. lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

. lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

. lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

. lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1

3
√
x− 1√
x− 1

. lim
x→−1

3
√
7− x− 2√
x+ 2− 1

. lim
x→0

32x − 3x+1 + 2

3x − 1

. lim
x→1

5x+1 − 5x

5x+2

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีในรูปตวัแปร x

. lim
h→0

1
x+h − 1

x

h

. lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

. lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

. lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1|− 3x+ 1

|1− x|− 2

. ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคา่ของ f(4)



. . ลมิติดา้นเดยีว

. ลิมติด้านเดยีว

พิจารณาฟังกช์นั f(x) =
√
x แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เป็นจดุลิมิต จะไดว้า่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 0 เมือคา่ x เขา้ใกล้
0 ในลกัษณะ x > 0 เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา แต่เมือ x เขา้ใกลค้า่ 0 ในลกัษณะ x < 0

เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย คา่ของฟังกช์นั f(x) จะไมมี่คา่ในจาํนวนจรงิ ทาํใหล้มิิตของ f(x)

มีเพียงคา่เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา เขียนแทนดว้ย

lim
x→0+

f(x) = 0

เรยีกวา่ ลมิิตขวาของ f(x) เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา
ในทาํนองเดียวกนัลิมิตของ f(x) =

√
−x ทีจดุ 0 จะมีคา่เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ยเทา่นนั

เรยีกคา่ลิมิตนีวา่ลิมิตซา้ยของ f(x) เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย เรยีกลิมิตทงัสองแบบนีวา่ ลิมติ
ด้านเดยีว (One-sided limit)

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เมือ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D ∩ (a,∞) แลว้

lim
x→a+

f(x) = L

เรยีกวา่ลิมิตขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้
ใกล้ a ทางดา้นขวาเทา่กบั L ก็ตอ่เมือ

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, a < x < a+ δ → |f(x)− L| < ε

รูปที . กราฟแสดงนิยามลมิิตขวาของฟังกช์นั

X

Y
y = f(x)

L+ ε

L

a+ δa



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เมือ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) แลว้

lim
x→a−

f(x) = L

เรยีกวา่ลิมติซ้าย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลิมิตของ f(x) ขณะ x เขา้
ใกล้ a ทางดา้นซา้ยเทา่กบั L ก็ตอ่เมือ

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, a− δ < x < a → |f(x)− L| < ε

รูปที . กราฟแสดงนิยามลมิิตซา้ยของฟังกช์นั

X

Y
y = f(x)

L

L− ε

aa− δ

ทฤษฎบีท . . ให้ f : D → R, D ⊂ R และ a เป็นจดุลิมิตของ D ∩ (−∞, a) และ D ∩ (a,∞)

และ L ∈ R แลว้

lim
x→a

f(x) = L ก็ตอ่เมือ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)

ตัวอย่าง . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีมีโดเมน (−4, 5) และเขียนกราฟไดด้งันี

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

จงหาลมิิตที x = −4,−2, 2, 3 และ 5

วธีิทาํ จากกราฟ แสดงคา่ตา่ง ๆ ของลมิิต ไดด้งัตารางตอ่ไปนี

a lim
x→a−

f(x) lim
x→a+

f(x) lim
x→a

f(x)

−4 - -
−2

2 ไมมี่ลมิิต
3

5 - -



. . ลมิติดา้นเดยีว

ตัวอย่าง . . ฟังกชั์นซกินัม (signum function) เขียนแทนดว้ย sgn นิยามโดย

sgn(x) =






1 เมือ x > 0

0 เมือ x = 0

−1 เมือ x < 0

จงวาดกราฟของฟังกช์นัซกินมั และพิจารณาคา่ของลมิิตของ sgn(x) ทีจดุ 0

วธีิทาํ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

1

−1

จะไดว้า่ lim
x→0−

sgn(x) = −1 และ lim
x→0+

sgn(x) = 1 ดงันนั lim
x→0

sgn(x) ไมมี่ลมิิต

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่มิลติ lim
x→2

f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =






√
6− x เมือ 0 < x < 2

4− x เมือ 2 < x < 5

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(4− x) = 2 และ lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

√
6− x = 2

ดงันนั lim
x→2

f(x) = 2

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่มิลติ lim
x→4

f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =






√
2x+ 1− 3

x2 − 16
เมือ x > 4

3x+ 1 เมือ x ≤ 4

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→4+

f(x) = lim
x→4+

√
2x+ 1− 3

x2 − 16
= lim

x→4+

√
2x+ 1− 3

(x− 4)(x+ 4)
·
√
2x+ 1 + 3√
2x+ 1 + 3

= lim
x→4+

(2x+ 1)− 9

(x− 4)(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

= lim
x→4+

2(x− 4)

(x− 4)(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

= lim
x→4+

2

(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

=
2

8(6)
=

1

24

และ lim
x→4−

f(x) = lim
x→4−

(3x+ 1) = 13 ดงันนั lim
x→4

f(x) ไมมี่ลมิิต



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตอ่ไปจะกลา่วถงึ ฟังกชั์นค่าสัมบรูณ์ (absolute function) นิยามโดย

f(x) = |x| =






x เมือ x > 0

0 เมือ x = 0

−x เมือ x < 0

จะไดว้า่ lim
x→0−

|x| = lim
x→0−

(−x) = 0 และ lim
x→0+

|x| = lim
x→0−

x = 0 ดงันนั lim
x→0

|x| = 0

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ lim
x→0

|x|
x

มีลมิิตหรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1

lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0+

−x

x
= lim

x→0+
−1 = −1

ดงันนั lim
x→0

|x|
x

ไมมี่ลมิิต

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ lim
x→0

x|x|− x

|x| มีลมิิตมีหรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→0+

x|x|− x

|x| = lim
x→0+

x(x)− x

x
= lim

x→0+

x2 − x

x
= lim

x→0+

x(x− 1)

x
= lim

x→0+
(x− 1) = −1

lim
x→0−

x|x|− x

|x| = lim
x→0−

x(−x)− x

−x
= lim

x→0+

−x2 − x

−x
= lim

x→0+

−x(x+ 1)

−x
= lim

x→0+
(x+ 1) = 1

ดงันนั lim
x→0

x|x|− x

|x| ไมมี่ลมิิต

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

มีลมิิตหรอืไม่

วธีิทาํ จะเห็นวา่ x+ 2 > 0 และ x− 3 < 0 เมือ x เขา้ใกลท้างดา้นขวาของ −2

lim
x→−2+

|x2 − x− 6|
x+ 2

= lim
x→−2+

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2+

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2+

−(x+ 2)(x− 3)

x+ 2
= lim

x→−2+
−(x− 3) = 5

จะเห็นวา่ x+ 2 < 0 และ x− 3 < 0 เมือ x เขา้ใกลท้างดา้นซา้ยของ −2

lim
x→−2−

|x2 − x− 6|
x+ 2

= lim
x→−2−

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2−

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2−

(x+ 2)(x− 3)

x+ 2
= lim

x→−2+
(x− 3) = −5

ดงันนั lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

ไมมี่ลมิิต



. . ลมิติดา้นเดยีว

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1

วธีิทาํ เนืองจาก x− 1 < 0 เมือ x เขา้ใกลท้างดา้นซา้ยของ 1 จะไดว้า่

lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1
= lim

x→1−

|x− 1|
x− 1

= lim
x→1−

−(x− 1)

x− 1
= lim

x→1−
−1 = −1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)

วธีิทาํ

lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)
= lim

x→1−

1√
1− x

·
√
1− x√
1− x

(
(x2 + 1)− 2x3

x2 + 1

)

= lim
x→1−

√
1− x

1− x

(
−(2x3 − x2 − 1)

x2 + 1

)

= lim
x→1−

√
1− x

−(x− 1)

(
−(x− 1)(2x2 + x+ 1)

x2 + 1

)

= lim
x→1−

√
1− x(2x2 + x+ 1)

x2 + 1
= 0

ตัวอย่าง . . ถา้ lim
x→0

|5x+ 1|− |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= 80 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ เนืองจาก 5x+ 1 > 0 และ 5x− 1 < 0 เมือ x เขา้ใกล้ 0 จะไดว้า่

80 = lim
x→0

|5x+ 1|− |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= lim
x→0

(5x+ 1) + (5x− 1)√
x+ a−

√
a

= lim
x→0

10x√
x+ a−

√
a
·
√
x+ a+

√
a√

x+ a+
√
a

= lim
x→0

10x(
√
x+ a+

√
a)

(x+ a)− a

= lim
x→0

10x(
√
x+ a+

√
a)

x

= lim
x→0

10(
√
x+ a+

√
a)

= 20
√
a

จะไดว้า่
√
a = 4 ดงันนั a = 16



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ฟังกชั์นจาํนวนเตม็มากสุด (greatest integer function) นิยามโดย

[x] = จาํนวนเตม็ทีมากทีสดุทีนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั x

เชน่ [1.5] = 1, [−1.1] = −2, [3] = 3

จากนิยามสาํหรบัจาํนวนเตม็ a ใด ๆ จะไดว้า่

lim
x→a+

[x] = a และ lim
x→a−

[x] = a− 1

ถา้ a เป็นจาํนวนจรงิทีไมใ่ชจ่าํนวนเตม็ จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ k ซงึ k < a < k + 1 ดงันนั

lim
x→a

[x] = lim
x→a+

[x] = lim
x→a−

[x] = k

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→1+

x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1+

x+ [x] = 1 + 1 = 2

. lim
x→1−

x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1−

x+ [x] = 1 + 0 = 1

. lim
x→1.5

x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1.5

x+ [x] = 1.5 + 1 = 2.5

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0+

[x] + x

x

วธีิทาํ lim
x→0+

[x] + x

x
= lim

x→0+

0 + x

x
= lim

x→0+
1 = 1

. lim
x→0−

[x] + 1

x

วธีิทาํ lim
x→0−

[x] + 1

x
= lim

x→0−

−1 + 1

x
= lim

x→0−
0 = 0



. . ลมิติดา้นเดยีว

แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→3

(2x+ |x− 3|)

. lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

. lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

. lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

. lim
x→0−

(
1

x
− 1

|x|

)

. lim
x→0+

(
1

|x| −
1

x

)

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

|2x− 1|− |2x+ 1|
x

. lim
x→0

3
√
1 + cx− 1

x

. lim
x→1

[x− 1]

x− 1

. lim
x→0

x

[
1

x

]

. lim
x→0

[cosx]

. lim
x→0+

[sinx]

. lim
x→1

[x] + [−x]

. lim
x→1+

x− [x]

x− 1

. กาํหนดให้ f(x) =





x3 − 2x+ 5 เมือ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมือ |x| > 2

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

. จงหาคา่ของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

. จงหาคา่ของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

. จงหาจาํนวนจรงิ k ซงึทาํให้ lim
x→−3

f(x) มีคา่ เมือ f(x) =





2x+ 5 เมือ x < −3

kx2 + 2 เมือ x ≥ −3

. จงหาจาํนวนจรงิ a และ b ซงึทาํให้ lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

. จงหาจาํนวนจรงิ a ซงึ lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

. ลิมติของฟังกชั์นตรีโกณมติิ

ในหวันีนีจะกลา่วถงึการหาลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ โดยอาศยัสมบตัิเบืองตน้

. |sinx| ≤ |x| ทกุ ๆ x ∈ R

. |cosx− 1| ≤ |x| ทกุ ๆ x ∈ R

ทฤษฎบีท . . ให้ a ∈ R จะไดว้า่

. lim
x→0

sinx = 0

. lim
x→0

cosx = 1

. lim
x→a

sinx = sina

. lim
x→a

cosx = cosa

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0

. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซงึ |x| < δ จะไดว้า่

|sinx− 0| = |sinx| ≤ |x| < δ = ε

ดงันนั lim
x→0

sinx = 0

. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซงึ |x| < δ จะไดว้า่

|cosx− 1| ≤ |x| < δ = ε

ดงันนั lim
x→0

cosx = 1

. ให้ u = x− a โดยขอ้ และ จะไดว้า่

lim
x→a

sinx = lim
u+a→a

sin(u+ a)

= lim
u→0

[sinucosa+ cosusina]

= lim
u→0

[sinucosa+ cos(u)sina]

= 0 · cosa+ 1 · sina = sina

ดงันนั lim
x→a

sinx = sina

. ทาํนองเดียวกบัขอ้ (เป็นแบบฝึกหดั)

โดยอาศยัการพิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท . . จะไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ให้ a, k, c ∈ R จะไดว้า่

. lim
x→a

sin(kx+ c) = sin(ka+ c) . lim
x→a

cos(kx+ c) = cos(ka+ c)
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

tanx

วธีิทาํ lim
x→0

tanx = lim
x→0

sinx
cosx =

0

1
= 0

. lim
x→π

cos2x
x

วธีิทาํ lim
x→π

cos2x
x

=
cos2π

π
=

1

π

เราอาจจะใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติตอ่ไปนีมาชว่ยในการหาคา่ลมิิตในรูปแบบตา่ง ๆ

. sin2x+ cos2x = 1

. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny

. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ lim
x→0

cosx− 1

sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

cosx− 1

sinx = lim
x→0

cosx− 1

sinx · cosx+ 1

cosx+ 1

= lim
x→0

cos2x− 1

sinx(cosx+ 1)

= lim
x→0

−sin2x

sinx(cosx+ 1)

= lim
x→0

−sinx
cosx+ 1

=
0

1 + 1
= 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx = lim

x→π

2cos(2x+x
2 )cos(2x−x

2 )

2cos(2x+x
2 )sin(2x−x

2 )

= lim
x→π

cos(x2 )
sin(x2 )

=
0

1
= 0
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)

1 + cos2x− 2sin2x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)

1 + cos2x− 2sin2x
= lim

x→π
4

(cos3x
sin3x

− 1) · 1
sin2x

1 + (2cos2x− 1)− 2sin2x

= lim
x→π

4

(cos3x− sin3x) · 1
sin5x

2cos2x− 2sin2x

= lim
x→π

4

(cosx− sinx)(cos2x+ cosxsinx+ sin2x)

2(cosx− sinx)(cosx+ sinx)sin5x

= lim
x→π

4

cos2x+ cosxsinx+ sin2x

2(cosx+ sinx)sin5x

=
( 1√

2
)2 + ( 1√

2
)( 1√

2
) + ( 1√

2
)2

2( 1√
2
+ 1√

2
)( 1√

2
)5

=
1
2 +

1
2 +

1
2

2( 2√
2
)( 1

4
√
2
)

=
3
2
1
2

= 3

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทการบบี (Squeeze theorem)
ให้ f, g, h เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมือ D ⊆ R ถา้

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x ทีมีคา่ใกล้ ๆ a

และ lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) แลว้ lim
x→a

f(x) = L

บทพิสูจน์. สมมติวา่ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุๆ x ทีมีคา่ใกล้ ๆ a

โดยที lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) ให้ ε > 0 จะไดว้า่มี δ1 > 0 และ δ2 > 0 ซงึทกุ ๆ x ∈ R

ถา้ |x− a| < δ1 แลว้ |g(x)− L| < ε

ถา้ |x− a| < δ2 แลว้ |h(x)− L| < ε

เลือก δ เทา่กบัคา่ตาํสดุของ δ1 และ δ2 ให้ x ∈ R ซงึ |x− a| < δ จะไดว้า่

|g(x)− L| < ε ดงันนั − ε+ L < g(x) < ε+ L

|h(x)− L| < ε ดงันนั − ε+ L < h(x) < ε+ L

จาก g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทาํใหไ้ดว้า่

−ε+ L < g(x) < f(x) < h(x) < ε+ L

นนัคือ |f(x)− L| < ε สรุปไดว้า่ lim
x→a

f(x) = L
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

x2sin
(
1

x

)

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x *= 0 จะไดว้า่ −1 ≤ sin
(
1

x

)
≤ 1

เนืองจาก x2 > 0 ทกุ ๆ x *= 0 ดงันนั

−x2 ≤ x2sin
(
1

x

)
≤ x2

จะไดว้า่ lim
x→0

−x2 = 0 และ lim
x→0

x2 = 0

โดยทฤษฎีบทการบีบสรุปไดว้า่ lim
x→0

x2sin
(
1

x

)
= 0

. lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x *= 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos
(π
x

)
≤ 1

เนืองจาก sin2x > 0 ทกุ ๆ x ทีมีคา่ใกล้ ๆ 0 ดงันนั

−sin2x ≤ sin2xcos
(π
x

)
≤ sin2x

จะไดว้า่ lim
x→0

−sin2x = 0 และ lim
x→0

sin2x = 0

โดยทฤษฎีบทการบีบสรุปไดว้า่ lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)
= 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ lim
x→0

xcos
(
2

x

)

วธีิทาํ พิจารณา x > 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos
(
2

x

)
≤ 1 เนืองจาก x > 0 ดงันนั

−x ≤ xcos
(
2

x

)
≤ x

จะไดว้า่ lim
x→0+

−x = 0 และ lim
x→0+

x = 0 ดงันนั lim
x→0+

xcos
(
2

x

)
= 0

และพิจารณา x < 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos
(
2

x

)
≤ 1 เนืองจาก x < 0 ดงันนั

x ≤ xcos
(
2

x

)
≤ −x

จะไดว้า่ lim
x→0−

−x = 0 และ lim
x→0−

x = 0 ดงันนั lim
x→0−

xcos
(
2

x

)
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→0

xcos
(
2

x

)
= 0



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

จากการสงัเกตสมบตัิ |sinx| ≤ |x| แลว้ |sinx|
|x| ≤ 1 เมือ x *= 0

ถา้พิจารณากราฟของฟังกช์นั f(x) =
sinx
x

ดงักราฟตอ่ไปนี

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

และคาํควณคา่ฟังกช์นั f(x) เมือคา่ของ x ใกล้ ๆ 0 สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนี

x f(x) x f(x)

0.1 0.998334166468282 −0.1 0.998334166468282

0.01 0.999983333416666 −0.01 0.999983333416666

0.001 0.999999833333342 −0.001 0.999999833333342

0.0001 0.999999998333333 −0.0001 0.999999998333333

0.00001 0.999999999983333 −0.00001 0.999999999983333

ทาํใหส้รุปไดว้า่ lim
x→0

sinx
x

= 1 หรอืกลา่วอีกนยัวา่ sinx จะมีคา่ประมาณ x เมือ x มีคา่ใกล้ ๆ 0 และ

สามารถพิสจูนโ์ดยใชท้ฤษฎีบทการบีบดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . lim
x→0

sinx
x

= 1

บทพิสูจน์. ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีมีคา่ใกล้ ๆ 0 โดยที x เป็นความยาวบนวงกลมหนงึหนว่ยทีวดั

จากจดุ R(1, 0) ไปยงั P ในหนว่ยเรเดียน ดงันนั P มีพิกดัเป็น (cosx, sinx) จากนนัพิจารณาวงกลม
หนงึหนว่ยดงัรูป

รูปที . ความสมัพนัธข์อง x บนวงกลมหนงึหน่วย

X

Y

O

P

Q

R

S

1
xsinx

cosx
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จากรูปที . จะเห็นวา่จะไดค้วามสมัพนัธข์องพืนทีดงัตอ่ไปนี

พืนทีของ ∆OPS < พืนทีของเซเตอร์ OPR < พืนทีของ ∆OQR

เนืองจาก ∆OPS คลา้ยกบั ∆OQR ดงันนั QR

OR
=

PS

OS
ฉะนนั

QR = OR · PS

OS
= 1 · sinx

cosx =
sinx
cosx

จะไดว้า่
1

2
OS · PS <

1

2
· 12 · x <

1

2
OR ·QR

cosx · sinx < x < 1 · sinx
cosx

กรณี x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา จะไดว้า่ sinx > 0 นนัคือ

cosx <
x

sinx <
1

cosx

เนืองจาก lim
x→0+

cosx = 1 และ lim
x→0+

1

cosx = 1 ดงันนั lim
x→0+

x

sinx = 1

กรณี x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย จะไดว้า่ sinx < 0 นนัคือ

1

cosx <
x

sinx < cosx

เนืองจาก lim
x→0−

cosx = 1 และ lim
x→0−

1

cosx = 1 ดงันนั lim
x→0−

x

sinx = 1

ฉะนนั lim
x→0

x

sinx = 1 ทาํใหส้รุปไดว้า่

lim
x→0

sinx
x

= lim
x→0

1
x

sinx
=

1

1
= 1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0

sinx
tanx

วธีิทาํ lim
x→0

sinx
tanx = lim

x→0
sinx · cosx

sinx = lim
x→0

cosx = 1

. lim
x→0

1− cosx
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

1− cosx
x

= lim
x→0

1− cosx
x

· 1 + cosx
1 + cosx = lim

x→0

1− cos2x

x(1 + cosx)

= lim
x→0

sin2x

x(1 + cosx) = lim
x→0

(
sinx
x

)
sinx

1 + cosx

= 1 · 0

1 + 1
= 0
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0

x+ sinx
xcosx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

x+ sinx
xcosx = lim

x→0

x(1 + sinx
x )

xcosx = lim
x→0

1 + sinx
x

cosx =
1 + 1

1
= 2

. lim
x→0

x− tanx
sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

x− tanx
sinx = lim

x→0

x− sinx
cosx

sinx = lim
x→0

(
x

sinx − 1

cosx

)
= (1− 1) = 0

. lim
x→0

secx− cosx
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

secx− cosx
x

= lim
x→0

1
cosx − cosx

x
= lim

x→0

1− cos2x

xcosx

= lim
x→0

sin2x

xcosx = lim
x→0

(
sinx
x

)
sinx
cosx

= 1 · 0
1
= 0

. lim
x→0

tanx− sinx
x3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

tanx− sinx
x3

= lim
x→0

sinx
cosx − sinx

x3
= lim

x→0

sinx( 1
cosx − 1)

x3

= lim
x→0

sinx(1− cosx)
x3cosx

= lim
x→0

sinx(1− cosx)
x3cosx · 1 + cosx

1 + cosx

= lim
x→0

sinx(1− cos2x)

x3cosx(1 + cosx)

= lim
x→0

sinxsin2x

x3cosx(1 + cosx)

= lim
x→0

(
sinx
x

)3 1

cosx(1 + cosx)

= 13 · 1

1(1 + 1)
=

1

2
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บทแทรก . . ให้ u เป็นฟังกช์นัทีขนึกบัตวัแปร x และมีคา่เมือ x มีคา่ใกล้ ๆ a

ถา้ lim
x→a

u(x) = 0 แลว้ lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= 1

บทพิสูจน์. ถา้ lim
x→a

u(x) = 0 จะไดว้า่ u → 0 เมือ x → a โดยทฤษฎีบท . . สรุปไดว้า่

lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= lim
u→0

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

sin2x
x

วธีิทาํ ให้ u(x) = 2x จะไดว้า่ lim
x→0

u(x) = 0 ดงันนั

lim
x→0

sin2x
x

= lim
x→0

2

(
sin2x
2x

)
= 2 · lim

x→0

sinu(x)
u(x)

= 2 · 1 = 2

. lim
x→0

sin24x

5x2

วธีิทาํ ให้ u(x) = 4x จะไดว้า่ lim
x→0

u(x) = 0 ดงันนั

lim
x→0

sin24x

5x2
= lim

x→0

16

5

(
sin24x

16x2

)
=

16

5
· lim
x→0

(
sinu(x)
u(x)

)2

=
16

5
· 12 = 16

5

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0

sin5x− sin3x
tanx

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→0

sin5x− sin3x
tanx = lim

x→0

sin5x− sin3x
sinx
cosx

= lim
x→0

cosx
(

sin5x− sin3x
sinx

)

= lim
x→0

cosx
(

sin5x
x − sin3x

x
sinx
x

)
= lim

x→0
cosx

(
5 · sin5x

5x − 3 · sin3x
3x

sinx
x

)

= 1

(
5 · 1− 3 · 1

1

)
= 2

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→π

sinx
x− π

วธีิทาํ ให้ u = x− π จะไดว้า่ lim
x→π

u(x) = 0 เนืองจาก sin(x− π) = −sinx ดงันนั

lim
x→π

sinx
x− π

= lim
x→π

−sin(x− π)

x− π
= − lim

x→π

sinu(x)
u(x)

= −1
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แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

x2sin
(
x2π

x

)

. lim
x→0

x2sin
(xπ
x2

)

. lim
x→0

tan2xcos
(

3

x− 1

)

. lim
x→0

cosx
√

sin2x

. lim
x→0

√
x2 + x3cos

(
x+ 1

π

)

. lim
x→π

cos3x− cosx
sin3x+ sinx

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

tanx
4x

. lim
x→0

tan3x
tan5x

. lim
x→0

tan5x
sin5x

. lim
x→0

sin2x
sin3x

. lim
x→0

sin4x

x2

. lim
x→−3

sin(x+ 3)

x2 + 2x− 3

. lim
x→0

x+ tanx
sinx

. lim
x→0

x2

1− cos3x

. lim
x→0

1− cos4x

x2

. lim
x→0+

x

1− cos
√
x

. lim
x→0

x2cotx

. lim
x→0

x

x+ sinx

. lim
x→0

xsinx
1− cosx

. lim
x→0

sin42x

3x4

. lim
x→0

x2sin2 1

x

. lim
x→0

x6cosπ
x

. lim
x→0+

√
xesin 1

x

. lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่

. lim
x→0

x

xcosx+ sinx

. lim
x→0

cos3x− 2cos2x− cosx+ 2

x2

. lim
x→0

xcosx− sinx
x

. lim
x→0

1− cosxsin2x− cos2x

x3

. lim
x→0

sin5x− sin3x
x

. lim
x→0

sin7x+ sinx
cos7x− cosx

. จงหาคา่ของ lim
x→π

sinx
1 + cosx

. ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีมีโดเมนเป็นจาํนวนจรงิ ถา้ lim
x→0

f(x)cosx = 0 จงหา lim
x→0

f(x)



. . ลมิติเกยีวกบัอนนัต์

. ลิมติเกยีวกับอนันต์

พิจารณาฟังกช์นั f(x) =
2x

x2 + 1
แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−1

1

จะเห็นวา่เมือ x มีคา่เพิมขนึอยา่งไมมี่ขีดจาํกดั f(x) จะมีคา่เขา้ใกล้ 0 เขียนแทนดว้ย

lim
x→∞

f(x) = 0

และเมือ x มีคา่ลดลงอยา่งไมมี่ขีดจาํกดั f(x) จะมีคา่เขา้ใกล้ 0 เขียนแทนดว้ย

lim
x→−∞

f(x) = 0

การพิสจูนท์ฤษฎีบทเกียวกบัลิมิตอนนัตอ์าศยั สมบัติอารค์ิมีดสี (Archemedean properties)
ทีกลา่วไวว้า่ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่

. มีจาํนวนเตม็บวก n ซงึ x < n

. ถา้ x > 0 จะมีจาํนวนเตม็บวก n ซงึ 1

n
< x

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั แลว้

lim
x→∞

f(x) = L

ก็ตอ่เมือ ∀ε > 0 ∃N > 0 ∀x ∈ D, x > N → |f(x)− L| < ε

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D = (−∞, a) เมือ a เป็นคา่คงตวั แลว้

lim
x→−∞

f(x) = L

ก็ตอ่เมือ ∀ε > 0 ∃N < 0 ∀x ∈ D, x < N → |f(x)− L| < ε



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ทฤษฎบีท . . ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีไมศ่นูย์ จะไดว้า่

. lim
x→∞

1

x
= 0 . lim

x→−∞

1

x
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 โดยสมบตัิอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซงึ 1

N
< ε

. ให้ x ∈ R ซงึ x > N > 0 นนัคือ 1

x
<

1

N
ดงันนั

∣∣∣∣
1

x
− 0

∣∣∣∣ =
1

x
<

1

N
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→∞

1

x
= 0

. ให้ x ∈ R ซงึ x < −N < 0 นนัคือ 1

−x
<

1

N
ดงันนั

∣∣∣∣
1

x
− 0

∣∣∣∣ =
1

−x
<

1

N
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→−∞

1

x
= 0

ทฤษฎบีท . . ให้ x > 0 และ r เป็นจาํนวนตรรกยะบวก แลว้ lim
x→∞

1

xr
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 แลว้ (ε)
1
r > 0 โดยสมบตัิอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซงึ 1

N
< (ε)

1
r

ให้ x > 0 ซงึ x > N > 0 แลว้ xr > N r > 0 นนัคือ 1

xr
<

1

N r
ดงันนั

∣∣∣∣
1

xr
− 0

∣∣∣∣ =
1

xr
<

1

N r
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→∞

1

xr
= 0

ทฤษฎบีท . . ให้ x < 0 และ r เป็นจาํนวนเตม็บวก แลว้ lim
x→−∞

1

xr
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 แลว้ (ε)
1
r > 0 โดยสมบตัิของอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซงึ 1

N
< (ε)

1
r

ให้ x < 0 ซงึ x < −N < 0 แลว้ (−x)r > N r > 0 นนัคือ 1

(−x)r
<

1

N r
ดงันนั

∣∣∣∣
1

xr
− 0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1

x

∣∣∣∣
r

=

(
−1

x

)r

=
1

(−x)r
<

1

N r
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→−∞

1

xr
= 0



. . ลมิติเกยีวกบัอนนัต์

ในทาํนองเดียวกบัลมิิตของฟังกช์นัทีจดุ a เมือพิจารณาลมิิตของฟังกช์นัเมือ x เขา้ใกล้ ∞ จะได้
ทฤษฎีบท . . (จะละการพิสจูนไ์วใ้นวิชานี)

ทฤษฎบีท . . ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R โดยที D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั
ถา้ lim

x→∞
f(x) = L และ lim

x→∞
g(x) = M เมือ L,M ∈ R แลว้

. lim
x→∞

[f(x) + g(x)] = lim
x→∞

f(x) + lim
x→∞

g(x) = L+M

. lim
x→∞

f(x) · g(x) = lim
x→∞

f(x) · lim
x→∞

g(x) = LM

. lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

lim
x→∞

f(x)

lim
x→∞

g(x)
=

L

M
เมือ M *= 0

. lim
x→∞

cf(x) = c lim
x→∞

f(x) = cL เมือ c เป็นคา่คงตวั

. lim
x→∞

|f(x)| = | lim
x→∞

f(x)| = |L|

. lim
x→∞

(f(x))n =
(

lim
x→∞

f(x)
)n

= Ln เมือ n ∈ N

. lim
x→∞

n
√

f(x) = n

√
lim

x→∞
f(x) =

n
√
L เมือ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

สาํหรบัลิมิตของฟังกช์นัเมือ x เขา้ใกล้ −∞ ได้ผลลพัธ์เชน่เดียวกบัทฤษฎีบท . . แต่ไม่ขอ

เขียนไว้ ณ ทีนี แตน่าํไปใชไ้ดเ้ชน่กนั
สาํหรบั lim

x→∞
f(x) = ∞ และ lim

x→∞
g(x) = ∞ จะกลา่วไดว้า่

lim
x→∞

f(x)

g(x)
และ lim

x→∞
(f(x)− g(x)) อยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด

เขียนแทนดว้ย I.F.
∞
∞ และ I.F.∞−∞ ตามลาํดบั

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.
∞
∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3
= lim

x→∞

x3(3− 4
x3 )

x3( 2x + 1)
= lim

x→∞

3− 4
x3

2
x + 1

=
3− 0

0 + 1
= 3

. lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.
∞
∞ จะไดว้า่

lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1
= lim

x→−∞

x3( 1x − 4
x2 )

x3( 1
x2 + 1 + 1

x3 )
= lim

x→−∞

1
x − 4

x2

1
x2 + 1 + 1

x3

=
0− 0

0 + 1 + 0
= 0



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

x
4
3 − 2

√
x

x
√
x+ 3

√
x

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→∞

x
4
3 − 2

√
x

x
√
x+ 3

√
x
= lim

x→∞

x
4
3 − 2x

1
2

x
3
2 + x

1
3

= lim
x→∞

x
3
2 ( 1

x
1
6
− 2

x)

x
3
2 (1 + 1

x
7
6
)

= lim
x→∞

1

x
1
6
− 2

x

1 + 1

x
7
6

=
0− 0

1 + 0
= 0

. lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1
= lim

x→∞

√
x4(1 + 1

x2 ) + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

√
x4
√
1 + 1

x2 + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

x2
√
1 + 1

x2 + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

x2
(√

1 + 1
x2 +

1
x

)

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

√
1 + 1

x2 +
1
x

3− 1
x3

=

√
1 + 0 + 0

3− 0
=

1

3

. lim
x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x)√

x2(25− 6
x2 )

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x)√

x2
√
25− 6

x2

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x)

|x|
√

25− 6
x2

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x)

−x
√

25− 6
x2

= lim
x→−∞

10 + 3
x

−
√
25− 6

x2

=
10 + 0

−
√
25− 0

= −2



. . ลมิติเกยีวกบัอนนัต์

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

(√
x2 + 2− x

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

(√
x2 + 2− x

)
= lim

x→∞

(√
x2 + 2− x

)
·
√
x2 + 2 + x√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

(x2 + 2)− x2

√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

2√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

2√
x2(1 + 2

x2 ) + x
= lim

x→∞

2
√
x2
√
1 + 2

x2 + x

= lim
x→∞

2

x
√

1 + 2
x2 + x

= lim
x→∞

2

x
(√

1 + 2
x2 + 1

)

= lim
x→∞

2
x√

1 + 2
x2 + 1

=
0√

1 + 0 + 1
= 0

. lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)
= lim

x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− (x− 1)

)
·
√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

(x2 + 3x+ 1)− (x− 1)2√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

(x2 + 3x+ 1)− (x2 − 2x+ 1)√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x√
x2(1 + 3

x + 1
x2 ) + (x− 1)

= lim
x→∞

5x
√
x2
√

1 + 3
x + 1

x2 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x

x
√
1 + 3

x + 1
x2 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x

x
(√

1 + 3
x + 1

x2 + 1− 1
x

)

= lim
x→∞

5√
1 + 3

x + 1
x2 + 1− 1

x

=
5√

1 + 0 + 0 + 1− 0
=

5

2



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(√
x2 − x+ x

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
= lim

x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
·
√
x2 − x− x√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

(x2 − x)− x2

√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

−x√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

−x√
x2(1− 1

x)− x

= lim
x→−∞

−x
√
x2
√
1− 1

x − x

= lim
x→−∞

−x

|x|
√

1− 1
x − x

= lim
x→−∞

−x

−x
√
1− 1

x − x

= lim
x→−∞

−x

−x
(√

1− 1
x + 1

)

= lim
x→−∞

1√
1− 1

x + 1

=
1√

1− 0 + 1
=

1

2

ตอ่ไปนีจะขยายแนวคิดมากจากทฤษฎีบทการบีบ ทาํให้ได้ทฤษฎีบททีคลา้ยคลงึกนัเรยีกวา่
ทฤษฎีบทการบีบสาํหรบัลมิิตทีอนนัต์

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทการบบีสาํหรับลิมติทอีนันต์
ให้ f, g, h เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมือ D ⊆ R

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ lim
x→∞

g(x) = L = lim
x→∞

h(x) แลว้ lim
x→∞

f(x) = L

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x < K สาํหรบับางคา่ K < 0

และ lim
x→−∞

g(x) = M = lim
x→−∞

h(x) แลว้ lim
x→−∞

f(x) = M



. . ลมิติเกยีวกบัอนนัต์

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

sinx
x2

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่ −1 ≤ sinx < 1 ถา้ x > 0 จะไดว้า่

− 1

x2
≤ sinx

x2
≤ 1

x2

เนืองจาก lim
x→∞

− 1

x2
= 0 และ lim

x→∞

1

x2
= 0 ดงันนั lim

x→∞

sinx
x2

= 0

. lim
x→−∞

1

x
cosx

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่ −1 ≤ cosx < 1 ถา้ x < 0 จะไดว้า่

1

x
≤ cosx

x
≤ −1

x

เนืองจาก lim
x→∞

1

x
= 0 และ lim

x→∞
−1

x
= 0 ดงันนั lim

x→∞

cosx
x

= 0

. lim
x→∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2

วธีิทาํ โดยขอ้ และการจดัรูปจะไดว้า่

lim
x→∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2

= lim
x→∞

x2(1− 5 · sinx
x2 )

x2( 7x + 2)

= lim
x→∞

1− 5 · sinx
x2

7
x + 2

=
1− 5 · 0
0 + 2

=
1

2

โดยทฤษฎีบท . . พิสจูนไ์ดใ้นทาํนองเดียวกนัจะไดว้า่

ทฤษฎบีท . . ให้ u เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมือ D ⊆ R

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = 0 แลว้

lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = 0 แลว้

lim
x→−∞

sinu(x)
u(x)

= 1



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

xsin
(
1

x

)

วธีิทาํ ให้ u(x) = 1

x
จะไดว้า่ lim

x→∞
u(x) = 0 ดงันนั

lim
x→∞

xsin
(
1

x

)
= lim

x→∞

sin
(
1
x

)

1
x

= lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

. lim
x→−∞

xsin
(π
x

)

วธีิทาํ ให้ u(x) = π

x
จะไดว้า่ lim

x→−∞
u(x) = 0 ดงันนั

lim
x→−∞

xsin
(π
x

)
= lim

x→−∞
π ·

sin
(
π
x

)

π
x

= π · lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= π · 1 = π

. lim
x→∞

xsin
(

1

2x+ 1

)

วธีิทาํ ให้ u(x) = 1

2x+ 1
จะไดว้า่ lim

x→∞
u(x) = 0 ดงันนั

lim
x→∞

xsin
(

1

2x+ 1

)
= lim

x→∞

1

2
(2x+ 1− 1)sin

(
1

2x+ 1

)

= lim
x→∞

1

2

[
(2x+ 1)sin

(
1

2x+ 1

)
− sin

(
1

2x+ 1

)]

= lim
x→∞

1

2

[
sin
(

1
2x+1

)

1
2x+1

− sin
(

1

2x+ 1

)]

= lim
x→∞

1

2

[
sinu(x)
u(x)

− sinu(x)
]

=
1

2
(1− sin0) = 1

2

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→∞

f(x) = +∞

ก็ตอ่เมือ ∀M > 0 ∃N > 0 ∀x ∈ D, x > N → f(x) > M

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→−∞

f(x) = +∞

ก็ตอ่เมือ ∀M > 0 ∃N < 0 ∀x ∈ D, x < N → f(x) > M

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→∞

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมือ ∀M < 0 ∃N > 0 ∀x ∈ D, x > N → f(x) < M

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→−∞

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมือ ∀M < 0 ∃N < 0 ∀x ∈ D, x < N → f(x) < M
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จากบทนิยาม . . อาจนาํไปใชใ้นการตรวจสอบคา่คอ่นขา้งยาก เราอาจจะใชท้ฤษฎีบทตอ่

ไปนีในการตรวจสอบไดเ้ชน่กนั (การพิสจูนข์อละไวใ้นวิชานี)

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นั แลว้

. ถา้ ∃M > 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→∞
f(x) = ∞

. ถา้ ∃M > 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→∞
f(x) = −∞

. ถา้ ∃M < 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→−∞
f(x) = ∞

. ถา้ ∃M < 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→−∞
f(x) = −∞

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

x2

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1 + x
เลือก M = 1 เห็นไดช้ดัวา่ f(x) =

x2

1 + x
> 0 ทกุ ๆ x > 1 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
+

1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันนั lim
x→∞

x2

1 + x
= +∞

. lim
x→∞

x2

1− x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1− x
เลือก M = 2 จะไดว้า่ 1 − x < 0 และ x2 > 0 เมือ x > 2 ดงันนั

f(x) =
x2

1− x
< 0 ทกุ ๆ x > 2 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1− x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
− 1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันนั lim
x→∞

x2

1− x
= −∞

. lim
x→−∞

x3

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x3

1 + x
เลือก M = −3 จะไดว้า่ 1 + x < 0 และ x3 < 0 เมือ x < −3 ดงันนั

f(x) =
x3

1 + x
> 0 ทกุ ๆ x < −3 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x3
= lim

x→∞

(
1

x3
− 1

x2

)
= 0 + 0 = 0

ดงันนั lim
x→−∞

x3

1 + x
= +∞
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. lim
x→−∞

x2

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1 + x
เลือก M = −3 จะไดว้า่ 1 + x < 0 และ x2 > 0 เมือ x < −3 ดงันนั

f(x) =
x2

1 + x
< 0 ทกุ ๆ x < −3 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
+

1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันนั lim
x→−∞

x2

1 + x
= −∞

ทฤษฎบีท . . ให้ u เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

arctanu(x) = π

2

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

arctanu(x) = π

2

. ถา้ D = (a,∞) เมือ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = −∞ แลว้

lim
x→∞

arctanu(x) = −π

2

. ถา้ D = (−∞, b) เมือ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = −∞ แลว้

lim
x→−∞

arctanu(x) = −π

2

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

arctan(1 + x2)

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→∞

(1 + x2) = +∞ ดงันนั lim
x→∞

arctan(1 + x2) =
π

2

. lim
x→−∞

arctan(1− x2)

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→−∞

(1− x2) = −∞ ดงันนั lim
x→−∞

arctan(1− x2) = −π

2
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บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้

lim
x→a

f(x) = ∞

ก็ตอ่เมือ ∀M > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) > M

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้

lim
x→a

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมือ ∀M < 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) < M

ตัวอย่าง . . จงพิสจูนว์า่ lim
x→0+

1

x2
= +∞

บทพิสูจน์. ให้ M > 0 เลือก δ =
1√
M

> 0 ให้ x ∈ R ซงึ 0 < |x| < δ ฉะนนั x2 < δ2 นนัคือ

1

x2
>

1

δ2
= M

ดงันนั lim
x→0+

1

x2
= +∞

ตัวอย่าง . . จงพิสจูนว์า่ lim
x→1+

1

1− x
= −∞

บทพิสูจน์. ให้ M < 0 เลือก δ = − 1

M
> 0 ให้ x ∈ R ซงึ 0 < x− 1 < δ ฉะนนั −δ < 1− x < 0

นนัคือ
1

1− x
<

1

−δ
= M

ดงันนั lim
x→1+

1

1− x
= −∞

ตัวอย่าง . . กราฟของฟังกช์นั y = f(x) แสดงดงันี

X

Y
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จะไดค้า่ของลมิิตดงัตอ่ไปนี

. lim
x→∞

f(x) = 1

. lim
x→−∞

f(x) = 1

. lim
x→1+

f(x) = +∞

. lim
x→1−

f(x) = −∞

. lim
x→−1+

f(x) = −∞

. lim
x→−1−

f(x) = +∞

ทฤษฎบีท . . ให้ f : D → R โดยที D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว้

lim
x→a

f(x) = ∞

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว้

lim
x→a

f(x) = −∞

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ) ∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a+
f(x) = ∞

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ) ∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a+
f(x) = −∞

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a) ∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a−
f(x) = ∞

. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a) ∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a−
f(x) = −∞

ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี โดยใชท้ฤษฎีบท . .

. lim
x→1

x

(x− 1)2

วธีิทาํ ให้ f(x) = x

(x− 1)2

เลือก δ = 1 จะไดว้า่ (x− 1)2 > 0 และ x > 0 เมือ x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) ดงันนั

f(x) =
x

(x− 1)2
> 0 ทกุ ๆ x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2)

และ
lim
x→1

1

f(x)
= lim

x→1

(x− 1)2

x
=

0

1
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→1

x

(x− 1)2
= +∞

. lim
x→2+

1− x

x2 − 4

วธีิทาํ ให้ f(x) = 1− x

x2 − 4

เลือก δ = 1 จะไดว้า่ x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2) > 0 และ 1− x < 0 เมือ x ∈ (2, 3) ดงันนั
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f(x) =
1− x

x2 − 4
< 0 ทกุ ๆ x ∈ (2, 3)

และ
lim
x→1

1

f(x)
= lim

x→1

x2 − 4

1− x
=

0

−1
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→1

1− x

x2 − 4
= −∞

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)
= lim

x→0

(
1

x
− 1

x(x+ 1)

)

= lim
x→0

(x+ 1)− 1

x(x+ 1)

= lim
x→0

x

x(x+ 1)

= lim
x→0

1

x+ 1
=

1

1 + 0
= 1

. lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞∞ จะไดว้า่

lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

= lim
x→0

x+1
x

x−1
x

= lim
x→0

x+ 1

x− 1
=

0 + 1

0− 1
= −1

. lim
y→0+

(coty − cscy)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
y→0+

(coty − cscy) = lim
y→0+

cosy − 1

siny

= lim
y→0+

cosy − 1

siny · cosy + 1

cosy + 1

= lim
y→0+

cos2y − 1

siny(cosy + 1)

= lim
y→0+

−sin2y

siny(cosy + 1)

= lim
y→0+

−siny
cosy + 1

=
0

1 + 1
= 0
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แบบฝึกหดั .

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

(
1

x 3
√
x
+ 3

)

. lim
x→−∞

(2x+ 5)5(x− 8)7

(x3 − 2)2(3x+ 1)4

. lim
x→∞

x3 + x+ 1

4 + x2 + 3x3

. lim
x→∞

7x2 − 4

2x4 + x

. lim
x→∞

|x2 − 1|
x2 + 1

. lim
x→∞

(√
x2 + 3x− x

)

. lim
x→∞

(√
x2 + ax−

√
x2 + bx

)

. lim
x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)

. lim
x→−∞

(
3
√
x3 + x− 3

√
x3 + 1

)

. lim
z→−∞

√
8 + z2

z + 4

. lim
x→−∞

√
9x6 − x

x3 + 1

. lim
x→−∞

3
√
x3 + 2x− 1

. lim
x→−∞

x3 − x+ 6

3x2 − x

. lim
x→∞

8− x2

√
2x2 − x+ 1

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0+

arctan('nx)

. lim
x→−∞

cos
(
1
x

)

x

. lim
x→∞

arctan(ex)

. lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

. lim
x→∞

xsin2

(
2

x

)

. lim
x→−∞

cosxsin3x
'n(−x)

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1+

1
3
√
x− 1

. lim
x→−3−

1√
−x− 3

. lim
x→−1+

3
√
x− 2x+ x

4
3

x2 − 8x− 9

. lim
x→−2−

x2 + x+ 4− 3

x2 + x− 2

. lim
x→5−

[x]− x

5− x

. lim
x→3

x2 − 2x+ 6

x2 + 2x− 15

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→∞

sinx√
x

. lim
x→∞

sin(x− 1)

3x− 3

. lim
x→−∞

x2sin
(

2

x2

)

. lim
x→−∞

(x− π)tan
(

π

x− π

)

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1

(
1

1− x
− 1

2− 3x+ x2

)
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. ความต่อเนือง

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึความตอ่เนืองของฟังกช์นัซงึมีความสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสั จะ
เรมิตน้จากการพิจารณาลกัษณะของกราฟตอ่ไปนี

รูปที . ตวัอยา่งฟังกช์นัความตอ่เนืองและไมต่อ่เนือง รูปแบบ

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f1

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f2

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดว้า่ฟังกช์นั f1 และ f2 ไมมี่ตอ่เนืองที x = 1 แต่ f3 ตอ่เนืองที x = 1

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D ⊆ R และ a ∈ D แลว้ f ต่อเนือง (continuous) ทีจดุ a

ก็ตอ่เมือ

. lim
x→a

f(x) มีคา่ และ . lim
x→a

f(x) = f(a)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืองทีจดุ x = a หรอืไม่

. f(x) =





3x2 − 2x+ 1 เมือ x *= 1

1 + x เมือ x = 1
; a = 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f(1) = 2 และ

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(3x2 − 2x+ 1) = 3− 2 + 1 = 2

นนัคือ lim
x→1

f(x) = 2 = f(1) ดงันนั f ตอ่เนืองทีจดุ x = 1

. f(x) =





|x|+ 3 เมือ x ≤ −1

|x|− 1 เมือ x > −1
; a = −1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f(−1) = 4 และ

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

|x|+ 3 = 4

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1−

|x|− 1 = 0

นนัคือ lim
x→−1

f(x) ไมมี่ลมิิต ดงันนั f ไมต่อ่เนืองทีจดุ x = −1
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. f(x) =





x−2 เมือ x *= 0

1 เมือ x = 0
; a = 0

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x−2 = +∞ จะไดว้า่ lim
x→0

f(x) ไมมี่ลมิิต

ดงันนั f ไมต่อ่เนืองทีจดุ x = 0

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = x2 − x− 2

x− 2
เมือ x *= 2 ตอ้งนิยาม f(2) ใหมี้คา่เทา่ใด เพือทาํให้

f ตอ่เนืองที x = 2

วธีิทาํ จะเห็นวา่

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

x2 − x− 2

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 1)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 1) = 3

ดงันนันิยาม f(2) = 3 จะทาํใหไ้ดว้า่ f ตอ่เนืองที x = 2 นนัคือ

f(x) =






x2 − x− 2

x− 2
เมือ x *= 2

3 เมือ x = 2

ทฤษฎบีท . . ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ a และ c เป็นคา่คงตวั แลว้ฟังกช์นัตอ่ไปนี
ตอ่เนืองทีจดุ a

. f + g

. f − g

. fg

. cf

. f

g
เมือ g(a) *= 0

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ a จะไดว้า่

lim
x→a

f(x) = f(a) และ lim
x→a

g(x) = g(a)

. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = f(a) + g(a)

ดงันนั f + g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ a

. lim
x→a

[f(x)− g(x)] = lim
x→a

f(x)− lim
x→a

g(x) = f(a)− g(a)

ดงันนั f − g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ a

ขอ้ - เป็นแบบฝึกหดั

บทนิยาม . . ฟังกช์นั f ต่อเนืองทางขวา (continuous from the right) ทีจดุ a ถา้

lim
x→a+

f(x) = f(a)

และ f ต่อเนืองทางซ้าย (continuous from the left) ทีจดุ a ถา้

lim
x→a−

f(x) = f(a)



. . ความตอ่เนอืง

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f)

. กรณีที I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ I

. กรณีที I = [c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืองทางซา้ยทีจดุ d และ f ตอ่เนืองทางขวาทีจดุ c

. กรณีที I = [c, d)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืองทางขวาทีจดุ c

. กรณีที I = (c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืองทางซา้ยทีจดุ d

. กรณีที I = (−∞, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f ตอ่เนืองทางซา้ยทีจดุ d

. กรณีที I = [c,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f ตอ่เนืองทางขวาทีจดุ c

รูปที . ตวัอยา่งฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [c, d]

X

Y

c d

y = f(x)

ข้อสังเกต . . ถา้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนช่วง I∪J

ตัวอย่าง . . ถา้ f(x) =
√
1− x2 จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืองที x = 1 และ x = −1 หรอืไม่

และ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนโดเมนของ f หรอืไม่

วธีิทาํ เนืองจาก Dom(f) = [−1, 1]

จะไดว้า่ lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

√
1− x2 = 0 ดงันนั f ตอ่เนืองทางซา้ยทีจดุ x = 1



บทที . ลมิติและความตอ่เนอืง

และ lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

√
1− x2 = 0 ดงันนั f ตอ่เนืองทางขวาทีจดุ x = −1

และเห็นไดช้ดัวา่ทกุ ๆ a ∈ (−1, 1) จะไดว้า่

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

√
1− x2 =

√
1− a2 = f(a)

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน (−1, 1) สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [−1, 1]

จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่ f ยอ่มตอ่เนืองบนโดเมนของตวัมนัเองเสมอ ทาํใหไ้ดข้อ้สรุปดงั
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นัพหนุาม (polynomial function) ตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ

ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองบนโดเมนของฟังกช์นันนั

. ฟังกช์นัตรรกยะ (rational function)

. ฟังกช์นักรณฑ์ (radical functions)

. ฟังกช์นัเลขชีกาํลงั (exponential functions)

. ฟังกช์นัลอการทิมึ (logarithmic functions)

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติ (trigonometric functions)

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั (inverse trigonometric functions)

ตัวอย่าง . . จงหาชว่งทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนือง

. f(x) =

√
x+ 1

x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ x+ 1

x− 1
≥ 0 ดงันนั Dom(f) = [−1, 1)

สรุปไดว้า่ ชว่งทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนืองคือ [−1, 1)

. f(x) = arcsin
(
x2 − 1

3

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

−1 ≤ x2 − 1

3
≤ 1

−3 ≤ x2 − 1 ≤ 3

−2 ≤ x2 ≤ 4

นนัคือ x2 − 4 ≤ 0 ดงันนั Dom(f) = [−2, 2]

สรุปไดว้า่ ชว่งทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนืองคือ [−2, 2]



. . ความตอ่เนอืง

. f(x) =
'nx+ arctanx

x2 − 1

วธีิทาํ จาก 'nx จะไดว้า่ x > 0 จาก arctanx จะไดว้า่ x ∈ R และ x2 − 1 *= 0 นนัคือ x *= ±1

ดงันนั Dom(f) = (0, 1) ∪ (1,∞)

สรุปไดว้า่ ชว่งทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนืองคือ (0, 1) ∪ (1,∞)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ k เป็นจาํนวนจรงิ โดยที

f(x) =





kx2 + 1 เมือ x > 2

3x− 1 เมือ x ≤ 2

เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ จงหา k

วธีิทาํ เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองที จะไดว้า่

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2−

f(x)

lim
x→2+

kx2 + 1 = lim
x→2−

3x− 1

4k + 1 = 5

k = 1

ทฤษฎบีท . . ให้ f , g เป็นฟังกช์นั และ b ∈ Dom(f) โดยที a เป็นจดุลิมิตของ Dom(f) และ
Dom(g) ถา้ f ตอ่เนืองทีจดุ b และ lim

x→a
g(x) = b แลว้

lim
x→a

f(g(x)) = f(b)

หรอืจะกลา่วไดอี้กอยา่งคือ
lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 เนืองจาก f ตอ่เนืองทีจดุ b จะไดว้า่มี δ1 > 0 ซงึ

ถา้ 0 < |y − b| < δ1 แลว้ |f(y)− f(b)| < ε

เนืองจาก lim
x→a

g(x) = b จะไดว้า่มี δ > 0 ซงึ

ถา้ 0 < |x− a| < δ แลว้ |g(x)− b| < δ1

สาํหรบั x ∈ Dom(g) ซงึ 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่ |g(x)− b| < δ1 ฉะนนั

|f(g(x))− f(b)| < ε

สรุปไดว้า่ lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))
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ทฤษฎบีท . . ให้ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองที a และ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองที g(a) แลว้ f ◦ g เป็น
ฟังกช์นัตอ่เนืองที a

บทพิสูจน์. ใชท้ฤษฎีบท . . (เป็นแบบฝึกหดั)

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิต lim
x→1

arcsin
(
1−

√
x

1− x

)

วธีิทาํ ให้ f(x) = arcsinx และ g(x) =
1−

√
x

1− x
จะไดว้า่ f ตอ่เนืองที 1

2 จะเห็นวา่

lim
x→1

g(x) = lim
x→1

1−
√
x

1− x

= lim
x→1

1−
√
x

1− x
· 1 +

√
x

1 +
√
x

= lim
x→1

1− x

(1− x)(1 +
√
x)

= lim
x→1

1

1 +
√
x

=
1

2

โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่

lim
x→1

f(g(x)) = f

(
1

2

)

lim
x→1

arcsin
(
1−

√
x

1− x

)
= arcsin

(
1

2

)

=
π

6

ตัวอย่าง . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิและ f(1) = 1, f(2) = 2 โดยที

'nf(x) = f(x+ 1) + f(x+ 2)

จงหา lim
x→0

f(x)

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่

lim
x→0

'nf(x) = lim
x→0

[f(x+ 1) + f(x+ 2)]

'n
(

lim
x→0

f(x)
)
= f(1) + f(2)

'n
(

lim
x→0

f(x)
)
= 1 + 2 = 3

lim
x→0

f(x) = e3



. . ความตอ่เนอืง

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทค่าระหว่างกลาง (Intermediate value theorem)
ให้ f ตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และให้N เป็นจาํนวนทีอยูร่ะหวา่ง f(a) และ f(b) เมือ f(a) *= f(b) แลว้
จะไดว้า่มี c ∈ (a, b) ซงึ f(c) = N

รูปที . กราฟของตวัอยา่งทีสอดคลอ้งทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง

X

Y

a c b

N

f(a)

f(b)

บทแทรก . . กาํหนดให้ f ตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] ซงึ f(a) และ f(b) มีเครอืงหมายตา่งกนั แลว้
จะไดว้า่มี c ∈ (a, b) ซงึ f(c) = 0

รูปที . กราฟของตวัอยา่งฟังกช์นัทีมีราก

X

Y

a c b

f(a)

f(b)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 4x3 − 6x2 + 3x− 2 = 0 มีรากในชว่ง [0, 3]

วธีิทาํ ให้ f(x) = 4x3 − 6x2 + 3x− 2 จะไดว้า่

f(0) = −2 < 0

f(3) = 4(27)− 6(9) + 3(3)− 2 = 61 > 0

ดงันนัมี c ∈ (0, 3) ซงึ f(c) = 0
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แบบฝึกหดั .

. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองทีจดุ x = a หรอืไม่

. a = −2; f(x) =






1

x+ 2
เมือ x *= −2

1 เมือ x = −2

. a = 1; f(x) =





3x+ 1 เมือ x < −1

2− x3 เมือ x ≥ −1

. a = 3; f(x) =






2x2 − 5x− 3

x− 3
เมือ x *= 3

6 เมือ x = 3

. ฟังกช์นั f(x) =






√
x2 + x เมือ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมือ − 1 < x < 1
1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมือ 1 < x ≤ 4

ตอ่เนืองทีจดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม่

. จงขยายโดเมนเพือทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ

. f(x) =
x2 + x− 2

x− 1
. f(x) =

x3 − 8

x2 − 4

. จงหาคา่ a และ b ทีทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืองบน (−∞,∞) เมือ

f(x) =






x2 − 4

x− 2
เมือ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมือ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมือ x ≥ 3

. จงหาช่วงทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนือง

. f(x) =
x

x2 + 5x+ 6

. f(x) =
sinx
x+ 1

. f(x) =

√
1 +

1

x

. f(x) = 'n(1 + cosx)

. จงใชท้ฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง แสดงวา่มีรากในชว่งทีกาํหนดให้

. x4 + x− 3 = 0, [1, 2] . ex = 3− 2x, [0, 1]
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. การจัดการเรียนรู้เรืองความต่อเนือง

ในการจดัการเรยีนเพือทาํใหเ้กิดทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตรก์บัผูเ้รยีน ในเรอืงความ
ตอ่เนือง ทาํให้พฒันาผู้เรยีนดา้นตา่ง ๆ ดงัทีกลา่วไว้ในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขนัพืนฐาน
พทุธศกัราช วา่ "การเตรยีมผูเ้รยีนใหมี้ทกัษะดา้นการคิดวิเคราะห์ การคิดอยา่งมีวิจารณญาณ
การแกปั้ญหา การคิดสรา้งสรรค์ การใชเ้ทคโนโลยี การสือสารและการรว่มมือ"

โดยเนือหาเรอืงความตอ่เนืองไดจ้ดัใหใ้นการเรยีนระดบัชนัมธัยมศกึษาปีที ทงัสายวิทยาศาสตร์
ในสว่นของคณิตศาสตรเ์พิมเติม ในสาระที แคลคลูสั ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี

ชนั ผลการเรยีนรู ้ สาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

ม. . ตรวจสอบความตอ่เนืองของฟังกช์นัทีกาํหนดให้ ลมิิตและความตอ่เนืองของฟังกช์นั

ในการจดักิจกรรมการเรยีนรู ้เรอืงความตอ่เนือง ผู้สอนสามารถจดัให้ผู้เรยีนใช้เทคโนโลยีเขา้
มาช่วยในการเสรมิความเขา้ใจเชน่ GeoGebra หรอืโปรแกรมทีเกียวขอ้ง เพือใหผู้เ้รยีนไดเ้ห็นภาพ
ชดัเจน และอาจใชแ้นวทางการจดัการเรยีนรูโ้ดยแนวทางการจดักิจกรรมการเรยีนรูแ้บบ E (ผูส้อน
อาจใชก้ารจดัการเรยีนรูแ้บบอืน ๆ ทีเหมาะแกผูเ้รยีนได)้
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ E

การจดัการเรยีนรูส้าระการเรยีนรู ้ "การตรวจสอบความตอ่เนืองของฟังกช์นั" โดยใชโ้ปรแกรมหรอื
แอปพลิเคชนัทางคณิตศาสตร์ เพือตรวจสอบวา่ฟังกช์นับนจาํนวนจรงิ หรอืบนโดเมนทีกาํหนด อาจ
กาํหนดฟังกช์นัใหห้ลากหลายเชน่

f(x) =
1

x2 − 1
และ g(x) =

1

x2 + 1

ซงึทาํได้ ขนัตอนดงันี

. ขนัสรา้งความสนใจ
นาํเขา้สู่บทเรยีนโดยทบทวนลิมิตดา้นเดียว จากนนัใช้กราฟทีเตรยีมไว้รูปแบบตา่ง ๆ เชน่
กราฟของ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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f(x) = 1
x2−1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

g(x) = 1
x2+1

จากกราฟของ f(x) =
1

x2 − 1
และ g(x) =

1

x2 + 1
ถามผูเ้รยีนวา่ นกัเรยีนคิดวา่กราฟของ

ฟังกช์นัใดตอ่เนืองบา้ง ? ใหน้กัเรยีนแตล่ะคนปรกึษากนัเพือหาคาํตอบและอธิบาย จากนนัผู้
สอนเตรยีมบตัรฟังกช์นั
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f(x) = sin(x) และ g(x) = sin( 1x)

. ขนัสาํรวจคน้หา
ใหน้กัเรยีนจบักลุม่กลุม่ละ คนตามความสมคัรใจ แจกบตัรฟังกช์นัแลว้นาํฟังกช์นัทีไดพิ้มพ์
ใน GeoGebra แลว้นาํผลทีได้ไปวิเคราะห์ ใช้เวลา - นาที โดยครูผู้สอนจะคอยให้คาํ
ปรกึษาในขณะลงมือทาํ

. ขนัอธิบายและลงขอ้สรุป
ใหแ้ตล่ะกลุม่สรุปคาํตอบ และออกมาอภิปรายคาํตอบทีได้ แลว้นกัเรยีนในชนัสรุปความคิด
รวบยอดไดว้า่ ฟังกช์นัทีไดจ้ะตอ่เนืองบนโดเมนเสมอ (ทฤฏีบทในวิชาแคลคลูสัเรอืงความตอ่
เนืองของฟังกช์นั) ครูจะถามเชือมโยงไปยงักรณีทวัไป (เซตยอ่ยของจาํนวนจรงิใด ๆ) โดยใช้
ตวัอยา่งประกอบ

. ขนัขยายความรู ้
ครูแสดงฟังกช์นัหนงึ แลว้พิจารณา เซตยอ่ยแตล่ะสว่น เพือขยายไปยงักรณีทวัไป ใหน้กัเรยีน
ช่วยกนัตอบตามขอ้สรุป จะไดข้อ้สรุปวา่ "ฟังกช์นัทีไดจ้ะตอ่เนืองบนโดเมนและเซตยอ่ยของ
โดเมนเสมอ"

. ขนัประเมิน
ใหน้กัเรยีนทาํใบงานรายบคุคล

สรุป

ในบทนีเรมิตน้ดว้ยการอธิบายความหมายของลิมิตของฟังกช์นันนัคือสนใจคา่ของฟังกช์นั f ที
จดุที a โดยทีคา่ของ f(x) มีคา่เมือ x อยู่ใกล้ ๆ a กลา่วได้วา่ เป็นจดุลิมิตของโดเมนของ f จาก

นนัให้นิยามของลิมิตของฟังกช์นั และพิสจูน์ได้สมบตัิพินฐานในการนาํไปใช้หาคา่ของลิมิตในรูป

แบบตา่ง ๆ และมีรูปแบบของลิมิตเมือแทนคา่ a ใน f(x)

g(x)
อยู่ในรูป 0

0
เรยีกวา่ลิมิตอยู่ในรูปแบบยงั

ไม่กาํหนด หมายถงึลิมิตทียงัไม่ทราบคา่อาจตอ้งใชก้ารเปลยีนรูปแบบของฟังกช์นั หรอืทฤษฎีบท

ตา่ง ๆ เกียวกบัลิมิตมาช่วยในการหาคา่ จากนนัใหต้วัอยา่งในการหาลิมิตในรูปแบบตา่ง ๆ ตอ่มา
กลา่วถงึลิมิตทางเดียว โดยการพิจารณาลิมิตซา้ยและทางขวามือ และไดข้อ้สรุปทีวา่ lim

x→a
f(x) =

L ก็ตอ่เมือ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x) จากนนัศกึษาลิมิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติโดยเบืองตน้

ใชเ้อกลกัษณ์ตรโีกณมิติมาชว่ยในการหาคา่ และไดท้ฤษฎีบทการบีบทีใชใ้นการพิสจูนส์มบตัิทีวา่

lim
x→0

sinx
x

= 1 ซงึมีบทบาทสาํคญัในการนาํไปใชต้อ่ไป ตอ่มาสนใจลิมิตเกียวกบัอนนัตซ์งึมีสมบตัิ

พืนฐานคลา้ยคลงึกบัลิมิตของฟังกช์นัทีจดุ a สดุทา้ยกลา่วถงึความตอ่เนืองของฟังกช์นัทีจดุ a ก็

ตอ่เมือ lim
x→a

f(x) มีคา่และ lim
x→a

f(x) = f(a) และนิยามความตอ่เนืองบนชว่งตา่ง ๆ และไดข้อ้สรุป
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วา่ฟังกช์นัพหนุนาม ฟังกช์นัตรรกยะ ฟังกช์นักรณฑ์ ฟังกช์นัเลขชีกาํลงั ฟังกช์นัลอการิทมึ ฟังกช์นั
ตรโีกณมิติ และ ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนโดเมนของตวัมนัเอง และกลา่ว
ถงึทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลางซงึสามารถนาํไปใชใ้นการตรวจสอบการมีรากของสมการ สดุทา้ยยก
ตวัอยา่งการจดักิจกรรมการเรยีนรูเ้รอืงความตอ่เนืองโดยใชก้ารจดักิจกรรมแบบ E ซงึนาํทฤษฎีบท
ทีกลา่ววา่ฟังกช์นัจะความตอ่เนืองบนโดเมนมนัเสมอ

แบบฝึกหดับทที

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

. lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

. lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

. lim
x→0

√
3 + x−

√
3

x

. lim
x→−8

√
1− x− 3

x− 4 3
√
x

. lim
h→0

(h+ 1)2 + 2(h+ 1)− 3

h

. lim
x→1

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 1

(x− 1)2

. lim
x→1

3
√
x− 2− 1

x− 1

. lim
x→1

x · 3x − 3x + x− 1

x− 1

. lim
x→0

52x − 5x+2 + 24

5x − 1

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1

x(x2 − 1)2(x+ 1)2

(x2 − 5x+ 4)(x− x3)

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→2

x− 2
3
√
x− 1 + 3

√
x− 3

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

. lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

. lim
x→−2

2x2 + 3x− 2

3x3 + 6x2 − 2x− 4

. lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

. lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

. lim
x→−4

1
x + 1

4

x+ 4

. lim
x→−4

8x−3 + 2x−2 − 4x−1 − 1

x+ 4

. lim
h→0

(3 + h)−1 − 3−1

h

. กาํหนดให้ f(x) =






x2 − 1

x3 − 1
เมือ x *= 1

4− 2x เมือ x = 1

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→1

f(x)

. ถา้ lim
x→1

f(x)− 8

x− 1
= 10 จงหา lim

x→1
f(x)

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่
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. lim
x→0+

sinx√
x

. lim
x→0

sin5x
xcosx

. lim
x→0

4x

sin3x

. lim
x→0

1− cos2x
3x

. lim
x→2

sin(12− 6x)

5− 10x

. lim
x→π

sinx
π − x

. lim
x→0

x2

1− cosx

. lim
x→0

sin2x+ sinx
x

. lim
x→π

2

sinx− 1

x− π
2

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→−∞

9 + 5
√
x

4 + 3
√
x

. lim
x→−∞

x3 − 3x+ 4

7x+ x2 − 2x3

. lim
x→∞

√
3− 8x2

x(x+ 2)

. lim
x→−∞

√
x2 + 6

2x− 5

. lim
x→−∞

x3 − |x|
|x3 − 2x2 − x+ 2|

. lim
x→−∞

(√
x2 + x+ 1 + x

)

. lim
x→−∞

(
x+

√
x2 + 2x

)

. lim
x→∞

x
(
x−

√
x2 + 4

)

. lim
x→−∞

√
x2 + 4− 2

2x+ 3

. lim
x→−∞

√
4x2 + 1

x− 1

. lim
x→∞

x3 − 2x+ 1

x2 + 3x− 10

. lim
x→−∞

x5 + 6x2 − 7x

4x3 − x2 + 1

. lim
x→∞

√
x6 − x4

x2 + x− 12

. lim
x→∞

10 +
√
1 + x2

x

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0+

arctan('nx)

. lim
x→−∞

cos
(
1
x

)

x

. lim
x→∞

arctan(ex)

. lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→2−

x− 3

x3 − 8

. lim
x→4+

x− 5

x− 4

. lim
x→1

2x− 3

x2 − 2x+ 1

. lim
x→−5

x+ 6

x2 + 10x+ 25

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
t→0

(
1

t
√
1 + t

− 1

t

)

. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองทีจดุ x = a หรอืไม่

. a = 0; f(x) =





ex เมือ x < 0

x2 เมือ x ≥ 0

. a = 1; f(x) =






x2 − x

x2 − 1
เมือ x *= 1

1 เมือ x = 1
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. จงหาคา่ c ทีทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืองบน (−∞,∞) เมือ

f(x) =





cx2 + 2x เมือ x < 2

x3 − cx เมือ x ≥ 2

. กาํหนดให้ f(x) = x3 − 2x2 − 4x+ 3

x2 − 2x− 3
เมือ x *= −1, 3 ตอ้งนิยาม f(−1) และ f(3) ใหมี้คา่

เทา่ใด เพือทาํให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ

. จงหาช่วงทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนือง

. f(x) = x2 +
√
2x− 1

. f(x) =
tanx√
4− x2

. f(x) = arctan(1 + e−x2
)

. f(x) = 'n(sinx− 1
2)

. จงใชท้ฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง แสดงวา่มีรากในชว่งทีกาํหนดให้

. x4 + x− 3 = 0, [1, 2]

. ex = 3− 2x, [0, 1]

e
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เอกสารอ้างองิ
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สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.

James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. อตัราการเปลยีนแปลงและอนพุนัธ์

. กฎของอนพุนัธ์

. กฎลกูโซ่

. อนพุนัธอ์นัดบัสงู

. อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงั

. อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

. อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย

. การจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. เขา้ใจและอธิบายความหมายของอตัราการเปลยีนแปลงและอนพุนัธข์องฟังกช์นัได้

. ใชก้ฎตา่ง ๆ ของอนพุนัธเ์พือหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั

. สามารถหาอนพุนัธอ์นัดบัสงูได้

. สามารถหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงัและตรโีมณมิติ

. ใชก้ฎลกูโซห่าอนพุนัธรู์ปแบบทีซบัซอ้นได้

. สามารถหาความชนัของฟังกช์นัทีนิยามโดยปรยิายโดยใชอ้นพุนัธฟั์งกช์นัโดยปรยิาย

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย



สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "อนพุนัธข์องฟังกช์นั"

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "อนพุนัธข์องฟังกช์นั"

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Geogebra

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha

การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

อนุพนัธข์องฟังกชั์น

การศกึษาเสน้สมัผสัเสน้โคง้เรมิตน้โดยแฟร์มาต์ และถกูพฒันาอยา่งจรงิจรงัโดยแบร์โรว์ซงึ
คาํนวณโดยอาศยัสามเหลยีมผลตา่งของแบรโ์รว์ ปัจจบุนัความชนัของเสน้สมัผสัทีจดุP เรยีกอนพุนัธ์
ของฟังกช์นัที P ในบทนีเราจะศกึษาเกียวกบัอนพุนัธข์องฟังกช์นัและสมบตัิทีเกียวขอ้ง

. อัตราการเปลยีนแปลงและอนุพนัธ์

พิจารณาฟังกช์นัการเคลือนทีของวตัถุชนิดหนงึกบัเวลาทีมีสมการเป็น s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนว่ยวินาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมือสนใจความเรว็เฉลยีของการเคลอืนทีของวตัถนีุสามารถหาไดจ้าก

ความเรว็เฉลยี =
ระยะทางทีเคลือนทีได้

เวลาทีใชใ้นการเคลอืนที

หรอือาจเขียนไดเ้ป็น

ความเรว็เฉลยีในชว่งเวลา t1 ถงึ t2 =
s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เชน่ ความเรว็ของการเคลอืนทีของวตัถนีุในช่วงเวลา วินาที ถงึ วินาที คือ

ความเรว็เฉลยีในช่วงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วินาที
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โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วนิยาม อัตราการเปลียนแปลงเฉลีย (average rate of change) ของ
ฟังกช์นัอืน ๆ ดงับทนิยามตอ่ไปนี

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้

∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวา่อัตราการเปลียนแปลงเฉลีย ของ y เทียบกบั x บนชว่ง [x1, x2]

ตัวอย่าง . . ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลียนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x บนช่วง
ทีกาํหนดให้

. f(x) = x3 − x2 + x บนชว่ง [−1, 1]

วธีิทาํ อตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x บนช่วง [−1, 1] เทา่กบั

∆y

∆x
=

f(1)− f(−1)

1− (−1)
=

1− (−3)

2
= 2

. f(x) =
√
x2 + 3 บนช่วง [0, 3]

วธีิทาํ อตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x บนช่วง [0, 3] เทา่กบั

∆y

∆x
=

f(3)− f(0)

3− 0
=

2
√
3−

√
3

3
=

√
3

3

ตอ่ไปเราสนใจ ความเร็ว ณ ตาํแหน่งต่าง ๆ ทเีกดิขนึจริง ของการเคลือนทีเรยีกวา่ความเร็ว
ชัวขณะ ตวัอยา่งเช่น ความเรว็ ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเรว็เฉลยีบนชว่ง [2, t] เมือ t ใกล้ ๆ 2 นนัคือ t− 2 = ∆t → 0 แลว้

ความเรว็ขณะ t = 2 คือ lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดว้า่

lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4t

2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4(t

2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1
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ดงันนั ความเรว็ของการเคลอืนทีของวตัถนีุขณะ t = 2 เทา่กบั เมตร/วินาที
โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วสามารถขยายไปยงัฟังกช์นัอืน ๆ เรยีกวา่ อัตราการเปลียนแปลง

ขณะหนึง (instantaneous rate of change) ของฟังกช์นั f ดงับทนิยามตอ่ไปนี

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้ อัตราการเปลียนแปลงขณะหนึง ของฟังกช์นั f

ทีจดุ x0 นิยามโดย

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอย่าง . . อตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึของฟังกช์นั f(x) = x2 + x ทีจดุ x = 1

วธีิทาํ อตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึของ f ทีจดุ x = 1 เทา่กบั

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

(x2 + x)− 2

x− 1

= lim
x→1

(x+ 2)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1
(x+ 2) = 3

บทนิยาม . . เส้นสัมผัส (tangent line) กบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ P (a, f(a)) ผา่นจดุ P จะ
มีคา่ความชนัเทา่กบั

m = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถา้ลมิิตนีมีคา่

และสมการเสน้สมัผสัคือ y = m(x− a) + f(a)

รูปที . เสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ (a, f(a))

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสน้สมัผสัทีจดุ x = a

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีจดุ P (2, 1)

วธีิทาํ ความชนัของเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ x = 2 เทา่กบั

m = lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

2
x − 1

x− 2
= lim

x→2

2− x

x(x− 2)
= lim

x→2
−1

x
= −1

2

ดงันนัสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีจดุ P (2, 1) คือ

y = −1

2
(x− 2) + 1 หรอื 2y + x− 4 = 0
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จากแนวคิดอตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึของฟังกช์นั y = f(x) พิจารณากราฟ

รูปที . แนวคิดการหาอนพุนัธข์อง y = f(x) ทีจดุ x

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

จากกราฟอตัราการเปลียนแปลงของของฟังกช์นั y = f(x) กบัการเปลียนแปลงคา่ของตวัแปร
อิสระของ x ในชว่ง x กบั x+∆x คือ

∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x

ถา้ ∆x เขา้ใกล้ จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวา่อนพุนัธข์องฟังกช์นั

โดยไลบนิ์ซไดใ้ชส้ญัลกัษณ์ dy

dx
เรยีกวา่ สญักรณไ์ลบนิ์ซ (Leibniz notation)

และลากรานจไ์ดใ้ชส้ญัลกัษณ์ f ′(x) เรยีกวา่ สญักรณล์ากรานจ์ (Lagrange notation)

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

วา่อนุพนัธข์องฟังกชั์น (derivative of function) ของ f เทียบกบั x หรอืกลา่ววา่ f หาอนุพนัธไ์ด้
(differentiable) ที x เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา้ a ∈ Dom(f) แลว้อนพุนัธ์ f ทีจดุ x = a เขียนแทนดว้ย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นนัคือ

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

ถา้ให้ h = ∆x จะไดว้า่อนพุนัธข์องฟังกช์นัของ f เทียบกบั x คือ

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สาํหรบัอนพุนัธ์ f ทีจดุ x = a ถา้ให้ x = a+∆x จะได้ ∆x = x− a ดงันนั

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
หรอื f ′(a) = lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
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ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = x2 + 3x

วธีิทาํ ให้ x ∈ R จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

(x+ h)2 + 3(x+ h)− (x2 + 3x)

h

= lim
h→0

x2 + 2xh+ h2 + 3x+ 3h− x2 − 3x

h

= lim
h→0

2xh+ h2 + 3h

h

= lim
h→0

h(2x+ h+ 3)

h

= lim
h→0

(2x+ h+ 3) = 2x+ 3

ดงันนั f ′(x) = 2x+ 3

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีจดุ x = 2

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(2) = lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

1
x − 1

2

x− 2
= lim

x→2

2− x

2x(x− 2)
= lim

x→2
− 1

2x
= −1

4

ดงันนัอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีจดุ x = 2 เทา่กบั −1

4

ตัวอย่าง . . จงตราจสอบวา่ฟังกช์นั

f(x) =





x2 + 1 เมือ x < 1

2x เมือ x ≥ 1

หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 1 หรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

2x− 2

x− 1
= lim

x→1+

2(x− 1)

x− 1
= lim

x→1+
2 = 2

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

x2 + 1− 2

x− 1
= lim

x→1+

x2 − 1

x− 1

= lim
x→1+

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= lim

x→1+
(x+ 1) = 2

จะไดว้า่
f ′(1) = lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= 2

ดงันนั f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 1 เทา่กบั 2
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บทนิยาม . . ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้ทางขวา (differentiable from the right) ทีจดุ a ถา้

f ′(a+) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

และ f หาอนุพนัธไ์ด้ทางซ้าย (differentiable from the left) ทีจดุ a ถา้

f ′(a−) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

การหาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยจะสมัพนัธก์บัการหาอนพุนัธไ์ดซ้งึพิสจูนไ์ด้
โดยงา่ยจากบทนิยาม . . และอาศยัสมบตัิของลมิิต จะไดผ้ลตามทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นั f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ a ก็ตอ่เมือ

f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ย ทีจดุ a และ f ′(a+) = f ′(a−) = f ′(a)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธท์างขวา อนพุนัธท์างซา้ย และอนพุนัธที์จดุ x = 0 ของฟังกช์นั f เมือ

. f(x) = |x|
วธีิทาํ พิจารณา

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

|x|− 0

x
= lim

x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

|x|− 0

x
= lim

x→0−

−x

x
= lim

x→0−
−1 = −1

ดงันนั f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีจดุ x = 0 เทา่กบั 1 และ −1 ตาม
ลาํดบั
จะไดว้า่ f ′(0+) = 1 *= −1 = f ′(0−) ดงันนั f หาอนพุนัธไ์มไ่ดที้จดุ x = 0

. f(x) = x|x|
วธีิทาํ พิจารณา

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x|x|− 0

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x|x|− 0

x
= lim

x→0−

−x2

x
= lim

x→0−
−x = 0

ดงันนั f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดอ้นพุนัธท์างซา้ย ทีจดุ x = 0 เทา่กนัคือ 0

จะไดว้า่ f ′(0+) = 0 = f ′(0−) ดงันนั f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 0 และ f ′(0) = 0

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ f(x) =
√
x หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีจดุ 0 หรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

√
x− 0

x
= lim

x→0+

1√
x
= +∞

จะไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ดท้างขวาทีจดุ 0
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ทฤษฎบีท . . ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ a แลว้ f จะตอ่เนืองทีจดุ a

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ a ดงันนั f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

พิจารณา x *= a จะไดว้า่

f(x)− f(a) =
f(x)− f(a)

x− a
· (x− a)

ดงันนั

lim
x→a

[f(x)− f(a)] = lim
x→a

[
f(x)− f(a)

x− a
· (x− a)

]

lim
x→a

f(x)− lim
x→a

f(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x− a)

lim
x→a

f(x)− f(a) = f ′(a) · 0 = 0

lim
x→a

f(x) = f(a)

สรุปไดว้า่ f จะตอ่เนืองทีจดุ a

ตัวอย่าง . . จงยกตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท . .

วธีิทาํ จะเห็นวา่ f(x) = |x| เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองที แต่หาอนพุนัธ์ไม่ไดที้ โดยตวัอยา่ง . .
ขอ้ ดงันนับทกลบัทฤษฎีบท . . ไมเ่ป็นจรงิ

ตัวอย่าง . . กราฟของฟังกช์นั y = f(x) บนช่วง [−6, 6] ดงักราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

โดยการคาํนวนความชนัของกราฟเสน้ตรงในแตล่ะชว่ง จะไดค้า่ตา่ง ๆ ของอนพุนัธ์ของ f บางจดุ

สรุปดงัตารางตอ่ไปนี

จดุ คา่อนพุนัธท์างขวา คา่อนพุนัธท์างซา้ย คา่อนพุนัธ์

x = −6 −1 − −
x = −5 −1 −1 −1

x = −3 3
2 −1 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้

x = −1 −1 3
2 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้

x = 0 1 −1 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = 3 2 −3

2 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = 4 2 2 2

x = 5 −2 2 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = 6 − −2 −
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บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f)

. กรณีที I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ I

. กรณีที I = [c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีจดุ d และ f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีจดุ c

. กรณีที I = [c, d)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีจดุ c

. กรณีที I = (c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีจดุ d

. กรณีที I = (−∞, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีจดุ d

. กรณีที I = [c,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีจดุ c

ข้อสังเกต . . ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์
ไดบ้นชว่ง I ∪ J

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ f(x) =
√
x หาอนพุนัธไ์ดบ้นโดเมนของ f หรอืไม่

วธีิทาํ จะเห็นไดว้า่ Dom(f) = [0,∞)

กรณีที x = 0 จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ดท้างขวาทีจดุ 0

กรณีที x ∈ (0,∞) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

√
x+ h−

√
x

h

= lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x√

x+ h+
√
x

= lim
h→0

(x+ h)− x

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

h

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x
=

1

2
√
x



. . อตัราการเปลยีนแปลงและอนพุนัธ์

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (0,∞)

สรุปไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ด้ Dom(f) แตมี่อนพุนัธบน (0,∞)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่

f(x) =





x2 + 1 เมือ x > 0

2x+ 1 เมือ x ≤ 0

หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) หรอืไม่

วธีิทาํ กรณี x ∈ (−∞, 0) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

2(x+ h) + 1− (2x+ 1)

h

= lim
h→0

2x+ 2h+ 1− 2x− 1

h
= lim

h→0

2h

h
= lim

h→0
2 = 2

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (−∞, 0)

กรณี x ∈ (0,∞) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)2 + 1− (x2 + 1)

h

= lim
h→0

x2 + 2xh+ h2 + 1− x2 − 1

h
= lim

h→0

h(2x+ h)

h
= lim

h→0
(2x+ h) = 2x

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (0,∞)

กรณีที x = 0 พิจารณา

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

(x2 + 1)− 1

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

(2x+ 1)− 1

x
= lim

x→0−

2x

x
= lim

x→0−
2 = 2

จะไดว้า่ f ′(0+) *= f ′(0−) ดงันนั f หาอนพุนัไมธ่ไ์ดที้จดุ x = 0

สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (−∞, 0) ∪ (0,∞) และ

f ′(x) =





2x เมือ x > 0

2 เมือ x < 0



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

แบบฝึกหดั .

. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x

. f(x) = 3x− x2 บนชว่ง [−2, 2]

. f(x) = cosx บนชว่ง [0, π]

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
√
x . f(x) = 1− 3x2

. จงตราจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีหาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = a หรอืไม่

. f(x) =





x2 − 1 เมือ x > 0

2x− 1 เมือ x ≤ 0
; a = 0

. f(x) =





x3 เมือ x *= 1

1 เมือ x = 1
; a = 1

. f(x) = x|x3| ; a = 0

. f(x) = [x] ; a = −1

. ให้ f ′(x) = |2x2 − 4|+ |x2 + x− 1| จงหา f ′(1)

. พิจารณาอนพุนัธข์อง f ทีจดุ x = 1 และรา่งกราฟของ f เมือกาํหนดให้

f(x) =





x2 + 1 เมือ x < 1

x+ 1 เมือ x ≥ 1

. ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั ถา้ฟังกช์นั f(x) =





x2 เมือ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมือ x > 1

หาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ จงหาคา่ของ a และ b

. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีจดุ x = a

. f(x) = x3 ; a = 2

. f(x) = sinx ; a = π



. . กฎของอนพุนัธ์

. กฎของอนุพนัธ์

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึกฎพืนฐานทีสาํคญัของอนพุนัธข์องฟังกช์นั ซงึจะนาํไปใชใ้นการหาอนพุนัธ์

ของฟังกช์นัทีซบัซอ้นมากยิงขนึ

ทฤษฎบีท . . อนุพนัธข์องฟังกชั์นคงตัว (Derivative of a constant function)
d

dx
(c) = 0 เมือ c เป็นคา่คงที

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = c เมือ c เป็นคา่คงที จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

c− c

h
= lim

h→0
0 = 0

ดงันนั d

dx
(c) = 0

ทฤษฎบีท . . อนุพนัธข์องฟังกชั์นเอกลักษณ์ (Derivative of the identity function)
d

dx
(x) = 1

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = x จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= lim

h→0
1 = 1

ดงันนั d

dx
(x) = 1

ทฤษฎบีท . . อนุพนัธข์องฟังกชั์นกาํลัง (Derivative of a power function)
d

dx
(xn) = nxn−1 เมือ n เป็นจาํนวนนบั

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = xn เมือ n เป็นจาํนวนนบั โดยทฤษฎีบททวินามจะไดว้า่

(x+ h)n = xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

2

)
xn−2h2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−1 + hn

เมือ
(
n

r

)
=

n!

(n− r)r!
โดยที n, r ∈ Z ซงึ 0 ≤ r ≤ n

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)n − xn

h

= lim
h→0

[
xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

2

)
xn−2h2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−1 + hn

]
− xn

h

= lim
h→0

h

[(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−2 + hn−1

]

h

= lim
h→0

[(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−2 + hn−1

]
=

(
n

1

)
xn−1 = nxn−1

ดงันนั d

dx
(xn) = nxn−1



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ขยายแนวคิดจากจาํนวนนบั n ไปยงัจาํนวนเตม็ และพิสจูนใ์นกรณีที n เป็นจาํนวนตรรกยะดงั
บทแทรกตอ่ไปนี (จะขอละการพิสจูนใ์นวิชานี)

บทแทรก . . ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ xn เป็นจาํนวนจรงิ
d

dx
(xn) = nxn−1

ทฤษฎบีท . . กฎการคูณด้วยค่าคงตัวสาํหรับอนุพนัธ์ (Constant multiplication law for
derivatives)

d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x)

เมือ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ และ c เป็นคา่คงที

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ และ c เป็นคา่คงที จะไดว้า่
d

dx
[cf(x)] = lim

h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h
= c · lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= cf ′(x) = c

d

dx
f(x)

ทฤษฎบีท . . กฎการบวกสาํหรับอนุพนัธ์ (Sum law for derivatives)
d

dx
[f(x) + g(x)] =

d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

เมือ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่
d

dx
[f(x) + g(x)] = lim

h→0

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x)

h

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] + [g(x+ h)− g(x)]

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

=
d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

บทแทรก . . กฎผลต่างสาํหรับอนุพนัธ์ (Different law for derivatives)
d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
f(x)− d

dx
g(x)

เมือ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทฤษฎีบท . . และทฤษฎีบท . .
d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
[f(x) + (−g(x))] =

d

dx
f(x) +

d

dx
(−g(x))

=
d

dx
f(x) +

d

dx
(−1)g(x)

=
d

dx
f(x) + (−1)

d

dx
g(x)

=
d

dx
f(x)− d

dx
g(x)



. . กฎของอนพุนัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

วธีิทาํ f ′(x) = 3x2 + 3(2x)− 1 + 0 = 3x2 + 6x− 1

. y = 2
√
x− x+ π

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ f(x) = 2x
1
2 − x ดงันนั

f ′(x) = 2 · 1
2
x− 1

2 − 1 + 0 =
1√
x
− 1

. f(x) =
1

x
+

1

x2
+

1

x3

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ f(x) = x−1 + x−2 + x−3 ดงันนั

f ′(x) = −1x−2 − 2x−3 − 3x−4 = − 1

x2
− 2

x3
− 3

x4

. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ y = x− 1
2 − x− 1

3 +
√
2 ดงันนั

dy

dx
= −1

2
x− 3

2 − 1

3
x− 2

3 + 0 = − 1

2x
√
x
− 1

3 3
√
x2

. y = (x− 1)(x+ 1)(x+ 3)

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ y = (x2 − 1)(x+ 3) = x3 + 3x2 − x− 3 ดงันนั
dy

dx
= 3x2 + 6x− 1

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั

f(x) =





x3 + x2 + 1 เมือ x < 0

x2 + 1 เมือ x ≥ 0

วธีิทาํ กรณีที x ∈ (−∞, 0) จะไดว้า่ f(x) = x3 + x2 + 1 ดงันนั f ′(x) = 3x2 + 2x

กรณีที x ∈ (0,∞) จะไดว้า่ f(x) = x2 + 1 ดงันนั f ′(x) = 2x

กรณีที x = 0 พิจารณาอนพุนัธท์างซา้ยและทางขวาของ f ทีจดุ 0

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x2 + 1− 1

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x3 + x2 + 1− 1

x
= lim

x→0+

x3 + x2

x
= lim

x→0+
(x2 + x) = 0

จะไดว้า่ f ′(0+) = 0 = f ′(0−) ดงันนั f หาอนพุนัธไ์ดที้ 0 และ f ′(0) = 0

สรุปไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) และ

f ′(x) =





3x2 + 2x เมือ x < 0

2x เมือ x ≥ 0



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ทฤษฎบีท . . กฎการคูณสาํหรับอนุพนัธ์ (Product law for derivatives)
ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่

d

dx
[f(x)g(x)] = lim

h→0

(fg)(x+ h)− (fg)(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x+ h)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)[g(x+ h)− g(x)] + g(x)[f(x+ h)− f(x)]

h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− g(x)

h
+ lim

h→0
g(x) · f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)
d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1)

วธีิทาํ โดยกฎการคณูจะไดว้า่

f ′(x) = (x+ 1)(x2 − 1)′ + (x+ 1)′(x2 − 1)

= (x+ 1)(2x) + (1)(x2 − 1)

= 2x2 + 2x+ x2 − 1

= 3x2 + 2x− 1

. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)

วธีิทาํ โดยกฎการคณูจะไดว้า่

f ′(x) = (
√
x+ 1)(x3 + 1)′ + (x

1
2 + 1)′(x3 + 1)

= (
√
x+ 1)(3x2) +

1

2
x− 1

2 (x3 + 1)

= 3x2
√
x+ 3x2 +

1

2
x

5
2 +

1

2
x− 1

2

= 3x2
√
x+ 3x2 +

1

2
x2
√
x+

1

2
√
x

=
7

2
x2
√
x+ 3x2 +

1

2
√
x



. . กฎของอนพุนัธ์

บทแทรก . . ถา้ f, g และ h เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

[fgh]′(x) = [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

บทพิสูจน์. โดยกฎการคณูจะไดว้า่

[fgh]′(x) = [(fg)h]′(x) = (fg)(x)h′(x) + (fg)′(x)h(x)

= (fgh′)(x) + [fg′(x) + f ′g(x)]h(x)

= (fgh′)(x) + fg′h(x) + f ′gh(x)

= [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) จงหา f ′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = (x− 1)′(x− 2)(x− 3) + (x− 1)(x− 2)′(x− 3) + (x− 1)(x− 2)(x− 3)′

= (x− 2)(x− 3) + (x− 1)(x− 3) + (x− 1)(x− 2)

ดงันนั f ′(0) = (−2)(−3) + (−1)(−3) + (−1)(−2) = 6 + 3 + 2 = 11

ทฤษฎบีท . . กฎการหารสาํหรับอนุพนัธ์ (Quoteint law for derivatives)
ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dxf(x)− f(x) d

dxg(x)

[g(x)]2
เมือ g(x) *= 0

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ เมือ g(x) *= 0 จะไดว้า่

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
= lim

h→0

f
g (x+ h)− f

g (x)

h
= lim

h→0

f(x+h)
g(x+h) −

f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

f(x+h)
g(x+h) −

f(x)
g(x+h) +

f(x)
g(x+h) −

f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

1
g(x+h) [f(x+ h)− f(x)] + f(x)

[
1

g(x+h) −
1

g(x)

]

h

= lim
h→0

g(x)
g(x)g(x+h) [f(x+ h)− f(x)]− f(x)

[
g(x+h)−g(x)
g(x+h)g(x)

]

h

= lim
h→0

g(x)
[
f(x+h)−f(x)

h

]
− f(x)

[
g(x+h)−g(x)

h

]

g(x)g(x+ h)

=
g(x) d

dxf(x)− f(x) d
dxg(x)

[g(x)]2
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ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
x+ 1

x− 1

วธีิทาํ โดยกฎการหารจะไดว้า่

f ′(x) =
(x− 1)(x+ 1)′ − (x+ 1)(x− 1)′

(x− 1)2

=
(x− 1)(1)− (x+ 1)(1)

(x− 1)2
= − 2

(x− 1)2

. y =
1

x2 + 1

วธีิทาํ โดยกฎการหารจะไดว้า่

dy

dx
=

(x2 + 1)(1)′ − (1)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
(x2 + 1)0− (1)(2x)

(x2 + 1)2
= − 2x

(x2 + 1)2

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีจดุ (1, 12)

วธีิทาํ พิจารณา
dy

dx
=

(x+ 1)(x
1
2 )′ −

√
x(x+ 1)′

(x+ 1)2

=
(x+ 1)12x

− 1
2 −

√
x(1)

(x+ 1)2

=
(x+ 1) 1

2
√
x −

√
x

(x+ 1)2

ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้นีทีจดุ x = 1 คือ y′ =
(1 + 1) 1

2
√
1
−
√
1

(1 + 1)2
= 0

ดงันนัสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีจดุ (1, 12) คือ y = 1

2

ตัวอย่าง . . จงหาจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X

วธีิทาํ เนืองจากเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X มีความชนัเทา่กบั 0 นนัคือ

0 =
dy

dx
=

(x2 + 1)(x)′ − (x)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
(x2 + 1)1− (x)(2x)

(x2 + 1)2

=
1− x2

(x2 + 1)2

จะไดว้า่ 1−x2 = 0 หรอื x = −1, 1 ดงันนัจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน

X คือ (−1,−1
2) และ (1, 12)



. . กฎของอนพุนัธ์

แบบฝึกหดั .

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x10 + x7 − x

. f(x) = x−2 − x−1 − 1

. f(x) =

√
x√

x+ 1

. f(x) =
1

x3 + x− 1

. f(x) = x5 + 2x+ π2

. y =
x2 + x√
x+ 1

. ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

. ให้ f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

. จงหาจดุบนเสน้โคง้ y = x4 − 6x2 + 4 ทีมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X

. จงหาอนพุนัธข์อง f ทกุ ๆ จดุทีหาอนพุนัธไ์ด้

. f(x) =





x3 + 3 เมือ x < 1

3x+ 1 เมือ x ≥ 1
. f(x) =





x3 + 1 เมือ x < 1

3x+ 1 เมือ x ≥ 1

. พิจารณาวา่ฟังกช์นั g หาอนพุนัธไ์ดที้จดุใดบา้ง พรอ้มทงัรา่งกราฟ g และ g′

g(x) =






2x เมือ x ≤ 0

2x− x2 เมือ 0 < x < 2

2− x เมือ x ≥ 2

. กาํหนดให้

f(x) =





x2 เมือ x ≤ 2

mx+ b เมือ x > 2

จงหาคา่ของ m และ b ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. กฎลูกโซ่

ฟังกช์นัประกอบของ f และ g คือ f ◦ g โดยที f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหวัขอ้นีจะศกึษาวา่ถา้ f

แลว้ g หาอนพุนัธไ์ด้ แลว้ f ◦ g หาอนพุนัธไ์ดด้ว้ยและ

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา่ กฎลูกโซ่ (Chain rule) ซงึถกูคน้พบโดยนกัคณิตศาสตร์เลอืงชือชาวสก็อตแลนด์นาม

วา่ เจมส์ เกร็กกอรี (James Gregory, - ) ในวิชานีจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์แต่จะนาํไป
ประยกุตใ์ชใ้นการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัทีมีความซบัซอ้นมากยิงขนึ

ทฤษฎบีท . . กฎลูกโซ่
ถา้ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x และ f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ g(x) แลว้ฟังกช์นัประกอบ f ◦ g

หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x และเขียนแทนดว้ย (f ◦ g)′ คือ

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

วธีิทาํ ให้ g(x) = x3 + 1 โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

f(g(x)) = x3 + x− 1

(f ◦ g)′(x) = (x3 + x+ 1)′

f ′(g(x)) · g′(x) = 3x2 + 1

f ′(x3 + 1) · (x3 + 1)′ = 3x2 + 1

f ′(x3 + 1) · 3x2 = 3x2 + 1

เมือแทน x = 1 จะไดว้า่

f ′(13 + 1) · 3(1)2 = 3(1)2 + 1

f ′(2) · 3 = 4

f ′(2) =
4

3

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(g(x) + x) = 2x2 − x+ 1 เมือ g(0) = g′(0) = 1 จงหา f ′(1)

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

[f(g(x) + x)]′ = [2x2 − x+ 1]′

f ′(g(x) + x) · (g(x) + x)′ = 4x− 1

f ′(g(x) + x) · (g′(x) + 1) = 4x− 1

เมือแทน x = 0 จะไดว้า่

f ′(g(0) + 0) · (g′(0) + 1) = 4(0)− 1

f ′(1 + 0) · (1 + 1) = −1

f ′(1) · 2 = −1

f ′(1) = −1

2



. . กฎลูกโซ่

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = x|x| และ g(x) = x2 + x− 1 จงหา (f ◦ g)′(−1)

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่ (f ◦ g)′(−1) = f ′(g(−1)) · g′(−1)

เนืองจาก g(−1) = −1 และ g′(x) = 2x+ 1 ดงันนั

(f ◦ g)′(−1) = f ′(−1) · (2(−1) + 1) = −f ′(−1)

สาํหรบั x < 0 จะไดว้า่ f(x) = −x2 นนัคือ f ′(x) = −2x ดงันนั f ′(−1) = 2 สรุปไดว้า่

(f ◦ g)′(−1) = −2

จากกฎลกูโซเ่มือกาํหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว้

dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

dy

dx
=

dy

du
· du
dx

= (2u+ 3)(2x− 1)

เมือ x = 1 จะไดว้า่ u = 12 − 1 = 0 ดงันนั

dy

dx

∣∣∣∣
x=1

= (2(0) + 3)(2(1)− 1) = 3

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ y = u+
1

u
, u = x2 + 1 และ x = 2t+ 1 จงหา dy

dt

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

dy

dt
=

dy

du
· du
dx

· dx
dt

= (1− u−2)(2x)(2)

=

(
1− 1

(x2 + 1)2

)
4(2t+ 1)

=

(
1− 1

((2t+ 1)2 + 1)2

)
(8t+ 4)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง F (x) =
√
x2 + 1

วธีิทาํ ให้ f(x) =
√
x และ g(x) = x2 + 1 แลว้ F (x) = f ◦ g(x) นนัคือ

f ′(x) =
1

2
√
x

และ g′(x) = 2x
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โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

F ′(x) = (f ◦ g)′(x)
= f ′(g(x)) · g′(x)
= f ′(x2 + 1) · 2x

=
1

2
√
x2 + 1

· 2x

=
x√

x2 + 1

ดงันนั F ′(x) =
x√

x2 + 1
หรอื

d

dx

√
x2 + 1 =

x√
x2 + 1

ทฤษฎบีท . . กฎทวัไปของอนุพนัธส์าํหรับฟังกชั์นกาํลัง
ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = xn แลว้ f ◦ g(x) = [g(x)]n และ f ′(x) = nxn−1 โดยกฎการคณูจะไดว้า่

d

dx
[g(x)]n =

d

dx
(f ◦ g)(x)

= f ′(g(x)) · g′(x)
= n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = (x3 − 1)100

วธีิทาํ f ′(x) = 100(x3 − 1)99 · (x3 − 1)′ = 100(x3 − 1)99 · 3x2 = 300x2(x3 − 1)99

. h(x) =
1

3
√
x2 + x+ 1

วธีิทาํ จดัรูปใหม่ f(x) = (x2 + x+ 1)−
1
3 จะไดว้า่

f ′(x) = −1

3
(x2 + x+ 1)−

4
3 · (x2 + x+ 1)′

= −1

3
(x2 + x+ 1)−

4
3 · (2x+ 1)

= − 2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
4
3



. . กฎลูกโซ่

. g(t) =

(
t− 2

2t+ 1

)9

วธีิทาํ จะไดว้า่

g′(t) = 9

(
t− 2

2t+ 1

)8( t− 2

2t+ 1

)′

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· (2t+ 1)(t− 2)′ − (t− 2)(2t+ 1)′

(2t+ 1)2

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· (2t+ 1)(1)− (t− 2)(2)

(2t+ 1)2

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· 5

(2t+ 1)2

=
45(t− 2)8

(2t+ 1)10

. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4

วธีิทาํ โดยใชก้ฎการคณูและกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

k′(x) = (1− x)5[(x3 + 2)4]′ + [(1− x)5]′(x3 + 2)4

= (1− x)5[4(x3 + 2)3(x3 + 2)′] + [5(1− x)4(1− x)′](x3 + 2)4

= (1− x)5[4(x3 + 2)33x2] + [5(1− x)4(−1)](x3 + 2)4

= 12x2(1− x)5(x3 + 2)3 − 5(1− x)4(x3 + 2)4

ตอ่ไปจะกลา่วถงึความสมัพนัธ์ระหวา่งอนพุนัธ์ของฟังกช์นัและอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัดงั
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี ซงึจะไม่พิสจูนแ์ต่จะยกตวัอยา่งการนาํไปใชใ้นการการอนพุนัธ์โดยทฤษฎีบทดงั
กลา่ว

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทฟังกชั์นผกผัน (Inverse function theorem)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีผกผนัได้ และหาอนพุนัธไ์ดโ้ดยทีคา่ไม่เป็นศนูยที์ x แลว้ f−1(y) = x จะ
ไดว้า่

dy

dx
· dx
dy

= 1 หรอื dx

dy
=

1
dy
dx

ตัวอย่าง . . ให้ y =
1

x+ 1
จงหา dx

dy
ในรูป y

วธีิทาํ จะเห็นวา่ dy

dx
= −(x+ 1)−2(1) = − 1

(x+ 1)2
และ x =

1

y
− 1

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่

dx

dy
= −(x+ 1)2

= −
(
1

y
− 1 + 1

)2

= − 1

y2



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x3 + 1 จงหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัของ f โดยใช้ทฤษฎีบท
ฟังกช์นัผกผนั

วธีิทาํ จะเห็นวา่ dy

dx
= 3x2 และ x = (y − 1)

1
3 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่

dx

dy
=

1

3x2
=

1

3(y − 1)
2
3

ดงันนั
(f−1)′(x) =

1

3(x− 1)
2
3

แบบฝึกหดั .

. จงหา dy

dx
เมือ

. y = u3 − 2u และ u =
√
x

. y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

. y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

. y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

. จงหา dy

dt
เมือ

. y = u− u2, u = x− x3 และ x =
√
t+ 1

. y = 5 + 3u−2, u =
√
x และ x = t2

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = (x2 + 1)
√
x2 − 1

. F (x) = (4x− x2)99

. f(x) = (x+
√
x)5

. f(x) = (1 + x4)
2
3

. f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

. f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

. ให้ F (x) = f ◦ g(x) เมือ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

. ถา้ h(x) =
√

4 + 3f(x) เมือ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

. ให้ r(x) = f(g(h(x))) เมือ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

. ให้ y = f

(√
x− 1√

x

)
เมือ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ที x = 1

. ให้ y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมือ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ที x = 1

. ให้ y = x3 + 3x2 + 3x จงหา dx

dy
ในรูป y



. . อนพุนัธ์อนัดบัสูง

. อนุพนัธอั์นดับสูง

บทนิยาม . . อนุพนัธอั์นดับสูง (Higher order derivatives)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์ได้ และ f ′ เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์ได้ แลว้ f ′′ จะเรยีก
วา่อนุพนัธอั์นดับสอง (second derivative) ของ f นิยามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)

ให้ n ∈ N และ f (0) = f อนุพนัธอั์นดับ n ของ f เขียนแทนดว้ย f (n) นิยามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 3x2 − 16x+ 9 ดงันนั

f ′′(x) = 6x− 16

f ′′(2) = 6(2)− 16 = −4

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x8 + 12x5 − 4x4 + 8x3 − 5x+ 5 จงหา f ′′′(x)

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = 8x7 + 60x4 − 16x3 + 24x2 − 5

f ′′(x) = 56x6 + 240x3 − 48x2 + 48x

f ′′′(x) = 336x5 + 720x2 − 96x+ 48

ตัวอย่าง . . สมการการเคลือนทีของวตัถุชินหนงึ s = 2t3 − 5t2 + 3t + 4 เมือ s มีหนว่ยเป็น
เซนติเมตร และ t มีหนว่ยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีขณะ 2 วินาที

วธีิทาํ สมการความเรว็คือ
v(t) = s′(t) = 6t2 − 10t+ 3

ดงันนัสมการความเรง่คือ
a(t) = v′(t) = 12t− 10

และ a(2) = 12(2)− 10 = 14

ดงันนัความเรง่ทีขณะ 2 วินาที เทา่กบั 14 เซนติเมตร/วินาที2



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตวัอยา่งตอ่ไปคือการหาอนพุนัธอ์นัดบัสงูทีอาศยัการดรููปแบบและคาดคะเนคาํตอบ การยืนยนั
คาํตอบทีถกูตอ้งตอ้งพิสจูนโ์ดยวิธิอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ แตจ่ะขอเวน้การพิสจูนด์งักลา่ว

ตัวอย่าง . . ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นั f(x) = xn

วธีิทาํ ให้ n ∈ N จะไดว้า่

f ′(x) = nxn−1

f ′′(x) = n(n− 1)xn−2

f ′′′(x) = n(n− 1)(n− 2)xn−3

...
f (n)(x) = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n!

ดงันนั f (n)(x) = n!

ตัวอย่าง . . ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นั f(x) =
1

1− x

วธีิทาํ ให้ n ∈ N และ f(x) = (1− x)−1 จะไดว้า่

f ′(x) = −1(1− x)−2(−1) =
1

(1− x)2

f ′′(x) = 1(−2)(1− x)−3(−1) =
1 · 2

(1− x)3

f ′′′(x) = 1(2)(−3)(1− x)−4(−1) =
1 · 2 · 3
(1− x)4

...

f (n)(x) = 1(2)(3) · · · (n− 1)(−n)(1− x)−(n+1)(−1) =
1 · 2 · 3 · · ·n
(1− x)n+1

ดงันนั f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) =
1

x+ 1
จงหา f (2561)(0)

วธีิทาํ ให้ n ∈ N และ f(x) = (1 + x)−1 จะไดว้า่

f ′(x) = −1(x+ 1)−2(1) =
(−1)

(x+ 1)2

f ′′(x) = (−1)(−2)(x+ 1)−3(1) =
(−1)(−2)

(x+ 1)3

f ′′′(x) = (−1)(−2)(−3)(x+ 1)−4(1) =
(−1)(−2)(−3)

(x+ 1)4

...

f (2561)(x) = (−1)(−2)(−3) · · · (−2561)(x+ 1)−2562(−1) =
(−1)(−2)(−3) · · · (−2561)

(x+ 1)2562

ดงันนั
f (2561)(0) = −(2561!)



. . อนพุนัธ์อนัดบัสูง

แบบฝึกหดั .

. จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองและอนัดบัสาม ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

. f(x) = x10 + x7 − x

. f(x) =
√
x+ 3

√
x

. f(x) = (x− 1)(x+ 1)

. f(x) =
1

x+ 1

. f(x) =
1√
x− 1

. f(x) =
1

x2 + 1

. ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x−n

. f(x) =
√
x

. f(x) =
1

x

. f(x) =
1√
x

. f(x) =
1

x+ 2

. f(x) =
1

1− 2x

. สมการการเคลือนทีของวตัถชิุนหนงึ s = t3 + 2t2 − t+ 4 เมือ s มีหนว่ยเป็นเซนติเมตร และ
t มีหนว่ยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีขณะ 1 วินาที

. ให้ f(x) =
1

x
จงหา f (2018)(1)



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. อนุพนัธข์องฟังกชั์นเลขชกีาํลัง

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชีกาํลงัโดยเรมิตน้จาก f(x) = ex เมือ e คือ
คา่คงตวัออยเลอร์ เรยีกฟังกช์นัผกผนัของ f วา่ฟังกช์นัลอการิทมึธรรมชาติ นนัคือ f−1(x) = 'nx
จะเห็นวา่ 'n1 = 0, 'ne = 1 และ e"nx = x

พิจารณาอนพุนัธข์อง f(x) = ex จะได้

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

ex+h − ex

h

= lim
h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= exf ′(0)

เมือพิจารณากราฟของฟังกช์นั y =
ex − 1

x

รูปที . กราฟของฟังกช์นั y =
ex − 1

x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3
y =

ex − 1

x

เมือ x ใกล้ ๆ 0 คา่ของ ex − 1

x
จะเขา้ใกล้ 1 เราจงึกาํหนดให้ f ′(0) = 1 ดงันนั f ′(x) = ex

สรุปไดว้า่
d

dx
ex = ex

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่ d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ex แลว้ f ◦ u(x) = eu(x) และ f ′(x) = ex โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

ทฤษฎบีท . . ให้ a > 0 และ a *= 1 ถา้ ax = ex"na จะไดว้า่
d

dx
ax = ax'na

บทพิสูจน์. โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
d

dx
ax =

d

dx
ex"na = ex"na · d

dx
x'na = ex"na'na = ax'na



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

ทฤษฎบีท . . ให้ a > 0 และ a *= 1 และ u = u(x) จะไดว้า่ d

dx
au(x) = au(x)'na · u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ax แลว้ f ◦ u(x) = au(x) และ f ′(x) = ax'na โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
au(x) = au(x)'na · u′(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง

. f(x) = ex + e−x

วธีิทาํ f ′(x) = ex + e−x(−x)′ = ex + e−x(−1) = ex − e−x

. f(x) = ee
x
+ e−x2

วธีิทาํ f ′(x) = ee
x
(ex)′ + e−x2

(−x2)′ = ee
x
ex + e−x(−2x) = ee

x+x − 2xe−x2

. f(x) = 3x
2
+ ex

2+2x

วธีิทาํ f ′(x) = 3x
2
'n3 · (x2)′ + ex

2+2x(x2 + 2x)′ = 3x
2
(2x)'n3 + (2x+ 2)ex

2+2x

. f(x) = (ex + x)(e2x + 1)

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = (ex + x)(e2x + 1)′ + (ex + x)′(e2x + 1)

= (ex + x)(2e2x) + (ex + 1)(e2x + 1)

= 2e3x + 2xe2x + e3x + ex + e2x + 1

= 3e3x + (2x+ 1)e2x + ex + 1

. f(x) =
ex + e−x

ex − e−x

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
(ex − e−x)(ex + e−x)′ − (ex + e−x)(ex − e−x)′

(ex − e−x)2

=
(ex − e−x)(ex − e−x)− (ex + e−x)(ex + e−x)

(ex − e−x)2

=
(e2x − 2 + e−2x)− (e2x + 2 + e−2x)

(ex − e−x)2

= − 4

(ex − e−x)2

พิจารณาฟังกช์นั y = ex เมือ x > 0 จะไดว้า่ โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่

dx

dy
=

1

ex
=

1

y

ดงันนั
d

dx
'nx =

1

x



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) > 0 จะไดว้า่ d

dx
'nu(x) = 1

u(x)
· u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = 'nx แลว้ f ◦ u(x) = 'nu(x) และ f ′(x) =
1

x
โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
'nu(x) = 1

u(x)
· u′(x)

เมือ x < 0 จะไดว้า่
d

dx
'n|x| = =

d

dx
'n(−x) =

1

−x
(−1) =

1

x

สรุปไดว้า่สาํหรบั x *= 0 และ u(x) *= 0 จะไดว้า่
d

dx
'n|x| = 1

x
และ d

dx
'n|u(x)| = 1

u(x)
· u′(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง

. f(x) = 'n(x2 + 1)

วธีิทาํ f ′(x) =
1

x2 + 1
· (x2 + 1)′ =

2x

x2 + 1

. f(x) = 'n|1− x− x2|

วธีิทาํ f ′(x) =
1

1− x− x2
· (1− x− x2)′ = − 1 + 2x

1− x− x2

ตวัอยา่งตอ่ไปนีจะใชส้มบตัิของลอการทิมึมาชว่ยจดัรูปก่อนหาอนพุนัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง

. f(x) = 'n(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิมึ f(x) = 'n(x+ 1) + 'n(x+ 2) + 'n(x+ 3) ดงันนั

f ′(x) =
1

x+ 1
· (x+ 1)′ +

1

x+ 2
· (x+ 2)′ +

1

x+ 3
· (x+ 3)′

=
1

x+ 1
+

1

x+ 2
+

1

x+ 3

. f(x) = 'n
(
ex + 1

ex − 1

)

วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิมึ f(x) = 'n(ex + 1)− 'n(ex − 1) ดงันนั

f ′(x) =
1

ex + 1
· (ex + 1)′ +

1

ex − 1
· (ex − 1)′ +

1

x+ 3
· (x+ 3)′

=
ex

ex + 1
+

ex

ex − 1

=
2e2x

e2x − 1



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

ทฤษฎบีท . . ให้ a > 0 และ a *= 1 และ u = u(x) ถา้ 'ogax =
'nx
'na จะไดว้า่

. d

dx
'oga|x| =

1

x'na . d

dx
'oga|u(x)| =

1

u(x)'na · u′(x)

บทพิสูจน์. จะไดว้า่

d

dx
'oga|x| =

d

dx

'nx
'na =

1

'na · 1
x
=

1

x'na

ให้ f(x) = 'oga|x| แลว้ f ◦ u(x) = 'ogau(x) และ f ′(x) =
1

x'na โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
'oga|u(x)| =

1

u(x)'na · u′(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง

. f(x) = 'og2(x
3 + x)

วธีิทาํ 'f ′(x) =
1

'n(x3 + x)'n2 · (x3 + x)′ =
3x2 + 1

'n(x3 + x)'n2

. f(x) = 'og3(x
2 + 2)(1− x)

วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิมึ f(x) = 'og3(x
2 + 2) + 'og3(1− x) ดงันนั

f ′(x) =
1

'n(x2 + 2)'n3 · (x2 + 2)′ +
1

'n(1− x)'n3 · (1− x)′

=
2x

'n(x2 + 2)'n3 − 1

'n(1− x)'n3

ตวัอยา่งตอ่ไปนีจะใช้สมบตัิของลอการิทมึมาชว่ยจดัรูปของฟังกช์นัทีอยู่ในรูปผลคณูและผล
หารหลาย ๆ พจน์ ก่อนหาอนพุนัธ์

ตัวอย่าง . . จงหา dy

dx

. y = (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = 5'n(x3 + 1) + 7'n(x− 1) + 9'n(x2 − 4)

d

dx
('ny) = 5 · 1

x3 + 1
· (3x2) + 7 · 1

x− 1
· (1) + 9 · 1

x2 − 4
· (2x)

1

y

dy

dx
=

15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4
dy

dx
= y

(
15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4

)

= (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9
(

15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4

)



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. y =
(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = 9'n(x+ 1) + 4'n(x2 − 4)− 'n(1− 2x)− 1
2'n(x

2 − 1)

d

dx
('ny) = 9 · 1

x+ 1
· (1) + 4 · 1

x2 − 4
· (2x)− 1

1− 2x
· (−2)− 1

2
· 1

x2 − 1
· (2x)

1

y

dy

dx
=

9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1
dy

dx
= y

(
9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1

)

=
(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

(
9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1

)

. y = 5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = 1
5

[
4'nx+ 1

2'n(7x+ 1)− 9'n(2x3 − 5)
]

d

dx
('ny) = 1

5

[
4 · 1

x
+

1

2
· 1

7x+ 1
(7)− 9 · 1

2x3 − 5
(6x2)

]

1

y

dy

dx
=

1

5

[
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

]

dy

dx
=

1

5
y

(
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

)

=
1

5
5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9

(
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

)

สดุทา้ยจะเป็นตวัอยา่งตอ่ไปนีจะใชส้มบตัิของลอการทิมึมาชว่ยจดัรูปของฟังกช์นัในรูป [u(x)]v(x)

เพือหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเหลา่นนั

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง

. d

dx
(xx)

วธีิทาํ ให้ y = xx จะไดว้า่ 'ny = x'nx ดงันนั

d

dx
('ny) = x

d

dx
'nx+ 'nx d

dx
x

1

y

dy

dx
= x · 1

x
+ 'nx · 1

1

y

dy

dx
= 1 + 'nx

dy

dx
= y(1 + 'nx) = xx(1 + 'nx)

ดงันนั d

dx
(xx) = xx(1 + 'nx)



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

. d

dx
(x

1
x )

วธีิทาํ ให้ y = x
1
x จะไดว้า่ 'ny =

1

x
'nx = x−1'nx ดงันนั

d

dx
('ny) = x−1 d

dx
'nx+ 'nx d

dx
x−1

1

y

dy

dx
= x−1 · 1

x
+ 'nx · (−x−2)

1

y

dy

dx
=

1− 'nx
x2

dy

dx
=

y(1− 'nx)
x2

=
x

1
x (1− 'nx)

x2

ดงันนั d

dx
(x

1
x ) =

x
1
x (1− 'nx)

x2

แบบฝึกหดั .

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = xe + ex

. y = 21−x + 3"nx − e3x

. y = 21−x + 3"nx − e3x

. y = (1 + π)x+π

. y = 'og2(x
2 + 'nx)

. y = 'og3(2
x + 3x)

. y = (1 +
√
2)x

. y = (1 + e)1+ex

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = xx2 . y = (1 + ex)x

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = x2'n2(3x+ 1)

. y = (x+ 1)9(x+ 2)8(x+ 3)7(x+ 4)6

. y =

√
(x2 + 1)'n|x3 + x|

(2x− 3)3
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. อนุพนัธข์องฟังกชั์นตรีโกณมติิ

การศกึษาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติทงั ฟังกช์นัคือ ไซน์ โคไซน์ แทนเจนต์ โคแทนเจนต์
เซแคนต์ และโคเซแคนต์ เรมิตน้จากฟังกช์นัไซน์ โดยอาศยัทฤษฎีบท . . จะไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่

. d

dx
sinx = cosx . d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

บทพิสูจน์. โดยนิยามของอนพุนัธแ์ละเอกลกัษณต์รโีกณมิติขอ้

d

dx
sinx = lim

h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

sinxcosh+ cosxsinh− sinx
h

= −sinx · lim
h→0

1− cos
h

+ cosx lim
h→0

sinh
h

โดยตวัอยา่ง . . ขอ้ และทฤษฎีบท . . จะไดว้า่

d

dx
sinx = −sinx · 0 + cosx · 1 = cosx

ให้ f(x) = sinx แลว้ f ◦ u(x) = sinu(x) และ f ′(x) = cosx โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

ดงันนัทฤษฎีบท . . เป็นจรงิ

โดยทฤษฎีบท . . จะสามารถพิสจูน์อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรีโดกณมิติไดค้รบทกุฟังกช์นั และ
ขยายไปยงักรณี u(x) โดยใชก้ฎลกูโซใ่นทาํนองเดียวกนั

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่

. d

dx
cosx = −sinx

. d

dx
tanx = sec2x

. d

dx
secx = secxtanx

. d

dx
cotx = −csc2x

. d

dx
cscx = −cscxcotx

. d

dx
cosu(x) = −sinu(x) · u′(x)

. d

dx
tanu(x) = sec2u(x) · u′(x)

. d

dx
secu(x) = secu(x)tanu(x) · u′(x)

. d

dx
cotu(x) = −csc2u(x) · u′(x)

. d

dx
cscu(x) = −cscu(x)cotu(x) · u′(x)
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บทพิสูจน์. . เนืองจาก sin
(π
2
− x
)
= cosx และ cos

(π
2
− x
)
= sinx จะไดว้า่

d

dx
cosx =

d

dx
sin
(π
2
− x
)
= cos

(π
2
− x
)
· (−1) = −sinx

. จะไดว้า่
d

dx
tanx =

d

dx

(
sinx
cosx

)
=

cosx(sinx)′ − sinx(cosx)′
cos2x

=
cosx(cosx)− sinx(−sinx)

cos2x

=
cos2x+ sin2x

cos2x

=
1

cos2x
= sec2x

. จะไดว้า่
d

dx
secx =

d

dx
(cosx)−1 = −1 (cosx)−2 (cosx)′

= −1 (cosx)−2 (−sinx)

=
1

cosx · sinx
cosx

= secxtanx

ขอ้ - เป็นแบบฝึกหดั และ ขอ้ - พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท . . ขอ้

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = sin(
√
x)

วธีิทาํ f ′(x) = cos(
√
x) · (

√
x)′ = cos(

√
x) · 1

2
x− 1

2 =
cos(

√
x)

2
√
x

. f(x) = sin2xcos5x

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = (sin2x)(cos5x)′ + (sin2x)′(cos5x)
= (sin2x)(−5sin5x) + (2cos2x)(cos5x)
= −5sin2xsin5x+ 2cos2xcos5x

. f(x) = tan('nx) + 'n(tanx)

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = sec2('nx) · ('nx)′ + 1

tanx · (tanx)′

= sec2('nx) · 1
x
+

1

tanx · sec2x

=
sec2('nx)

x
+

sec2x

tanx

=
sec2('nx)

x
+

cosx
sinx · 1

cos2x

=
sec2('nx)

x
+ secxcscx



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนี

. d

dx

(
esecx + sec2x

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

(
esecx + sec2x

)
= esecx · (secx)′ + 2(secx) · (secx)′

= esecx · secxtanx+ 2(secx) · (secxtanx)
= esecxsecxtanx+ 2sec2xtanx

. d

dx
cot2(x2)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
cot2(x2) = 2(cot(x2)) · (cot(x2))′

= 2(cot(x2)) · (−csc(x2)cot(x2)) · (x2)′

= 2(cot(x2)) · (−csc(x2)cot(x2)) · 2x
= −4xcot2(x2)csc(x2)

. d

dx

1√
csc2x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

1√
csc2x− 1

=
d

dx
(csc2x− 1)−

1
2

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · (csc2x− 1)′

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · 2(cscx) · (cscx)′

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · 2(cscx) · (−cscxcotx)

=
csc2xcotx

(csc2x− 1)
3
2

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = sinxsin22xsin33x

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = 'n(sinx) + 2'n(sin2x) + 3'n(sin3x)

d

dx
('ny) = 1

sinx · cosx+ 2 · 1

sin2x · 2cos2x+ 3 · 1

sin3x · 3cos3x
1

y

dy

dx
= cotx+ 4cot2x+ 9cot3x

dy

dx
= y(cotx+ 4cot2x+ 9cot3x)

= sinxsin22xsin33x(cotx+ 4cot2x+ 9cot3x)
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ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = (sinx)x

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = x'n(sinx) ดงันนั

d

dx
('ny) = x

d

dx
'n(sinx) + 'n(sinx) d

dx
x

1

y

dy

dx
= x · 1

sinx · cosx+ 'n(sinx) · 1

1

y

dy

dx
= xcotx+ 'n(sinx)

dy

dx
= y(xcotx+ 'n(sinx))

= (sinx)x(xcotx+ 'n(sinx))

. y = (tanx)cosx

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = cosx'n(tanx) ดงันนั

d

dx
('ny) = cosx d

dx
'n(tanx) + 'n(tanx) d

dx
cosx

1

y

dy

dx
= cosx · 1

tanx · sec2x+ 'n(tanx) · (−sinx)

1

y

dy

dx
= cosx · 1

tanx · sec2x− sinx'n(tanx)

1

y

dy

dx
= cotxsecx− sinx'n(tanx)

dy

dx
= y(cotxsecx− sinx'n(tanx))

= (tanx)cosx(cotxsecx− sinx'n(tanx))

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = xcos(πx2) ทีจดุ (1,−1)

วธีิทาํ เนืองจาก
dy

dx
= x · (cos(πx2))′ + cos(πx2) · (x)′

= x · (−sin(πx2) · (πx2)′) + cos(πx2) · (1)
= x · (−sin(πx2) · (2πx) + cos(πx2)

= −2πx2sin(πx2) + cos(πx2)

จะไดค้วามชนัของเสน้สมัผสัเทา่กบั
dy

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0− 1 = −1

ดงันนัสมการของเสน้สมัสมัผล y = xcos(πx2) ทีจดุ (1,−1) คือ y = −1(x− 1)− 1 หรอื

y = −x
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เมือเราทราบอนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ ตอ่มาจะศกึษาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั
ทงั ฟังกช์นั คือ อารก์ไซน์ อารก์โคไซน์ อารก์แทนเจนต์ อารก์โคแทนเจนต์ อารก์เซแคนต์ และอารก์
โคเซแคนต์ โดยอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัเหลา่นนัพิสจูน์ได้โดยอาศยัทฤษฎีบทฟังกช์นั
ผกผนั

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่

. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

. d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

. d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

บทพิสูจน์. . ให้ y = sinx เมือ x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] แลว้ dy

dx
= cosx โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

cosx =
1√

1− sin2x
=

1√
1− y2

ดงันนั d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

. ให้ y = cosx เมือ x ∈ [0, π] แลว้ dy

dx
= −sinx โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

−sinx = − 1√
1− cos2x

= − 1√
1− y2

ดงันนั d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

. ให้ f(x) = arcsinx แลว้ f ◦ u(x) = arcsinu(x) และ f ′(x) =
1√

1− x2
โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
· u′(x)

. ให้ f(x) = arccosx แลว้ f ◦ u(x) = arccosu(x) และ f ′(x) = − 1√
1− x2

โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
· u′(x)

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่

. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

. d

dx
arctanu(x) = 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

. d

dx
arccotu(x) = − 1

1 + [u(x)]2
u′(x)
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บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั (พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท . . )

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) จะไดว้า่

. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

บทพิสูจน์. . ให้ y = secx เมือ x ∈ [0, π2 ) ∪ (π2 , π]
dy

dx
= secxtanx

กรณี x ∈ [0, π2 ) จะไดว้า่ y = secx > 0 และ tanx > 0 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

secxtanx =
1

secx
√

sec2x− 1
=

1

y
√

y2 − 1

กรณี x ∈ (π2 , π] จะไดว้า่ y = secx < 0 และ tanx < 0 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

secxtanx =
1

secx
(
−
√

sec2x− 1
) =

1

−y
√
y2 − 1

จากทงั กรณีสรุปไดว้า่ x

dy
=

1

|y|
√
y2 − 1

ดงันนั

d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

. ให้ f(x) = arcsecx แลว้ f ◦ u(x) = arcsecu(x) และ f ′(x) =
1

|x|
√
x2 − 1

โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arcsinu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

· u′(x)

ขอ้ และ พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัขอ้ และ ตามลาํดบั

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนี

. d

dx
(arcsinxarccosx)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(arcsinxarccosx) = (arcsinx) d

dx
(arccosx) + (arccosx) d

dx
(arcsinx)

= arcsinx
(
− 1√

1− x2

)
+ arccosx · 1√

1− x2

=
arccosx− arcsinx√

1− x2

. d

dx

(
earctanx)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

(
earctanx) = earctanx d

dx
(arctanx) = earctanx · 1

1 + x2
=

earctanx

1 + x2
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. d

dx

(√
arccscx

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

(√
arccscx

)
=

1

2
(arcsecx)− 1

2
d

dx
(arcsecx)

=
1

2
√

arcsecx
· 1

|x|
√
x2 − 1

=
1

2|x|
√
(x2 − 1)arcsecx

. d

dx

(
arctanx+ 1

arccotx+ 1

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

(
arctanx+ 1

arccotx+ 1

)
=

(arccotx+ 1) d
dx(arctanx+ 1)− (arctanx+ 1) d

dx(arccotx+ 1)

(arccotx+ 1)2

=
(arccotx+ 1) · 1

1+x2 − (arctanx+ 1)
(
− 1

1+x2

)

(arccotx+ 1)2

=
arccotx+ arctanx+ 2

(1 + x2)(arccotx+ 1)2

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = arcsinx2 + arcsin2x

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
1√

1− (x2)2
· (x2)′ + 2(arcsinx)(arcsinx)′

=
1√

1− x4
· (2x) + 2(arcsinx) · 1√

1− x2

=
2x√
1− x4

+
2arcsinx√
1− x2

. f(x) = 'n(arcsec(ex))

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
1

arcsec(ex) · (arcsec(ex))′

=
1

arcsec(ex) ·
1

|ex|
√

(ex)2 − 1
· (ex)′

=
1

arcsec(ex) ·
1

ex
√
e2x − 1

· ex

=
1

arcsec(ex) ·
√
e2x − 1
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. f(x) = xarctan('nx)

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = x(arctan('nx))′ + (x)′arctan('nx)

= x · 1

1 + ('nx)2 · ('nx)′ + 1 · arctan('nx)

= x · 1

1 + 'n2x
· 1
x
+ arctan('nx)

=
1

1 + 'n2x
+ arctan('nx)

. f(x) =
arctanx√
arctanx2

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
(
√

arctanx2)(arctanx)′ − (arctanx)(
√

arctanx2)′

(
√

arctanx2)2

=
(
√

arctanx2) · 1
1+x2 − (arctanx)12(arctanx2)−

1
2 (arctanx2)′

arctanx2

=

√
arctanx2 · 1

1+x2 − (arctanx) 1
2
√

arctanx2
· 1
1+(x2)2 (x

2)′

arctanx2

=

√
arctanx2 · 1

1+x2 − (arctanx) 1
2
√

arctanx2
· 1
1+(x2)2 (2x)

arctanx2

=

√
arctanx2 · 1

1+x2 − (arctanx) x
(1+x4)

√
arctanx2

arctanx2

=
(1 + x4)arctanx2 − x(1 + x2)arctanx
(1 + x2)(1 + x4)arctanx2

√
arctanx2

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = xarcsinx

วธีิทาํ จะไดว้า่ 'ny = arcsinx'nx ดงันนั

d

dx
('ny) = arcsinx d

dx
'nx+ 'nx d

dx
arcsinx

1

y

dy

dx
= arcsinx · 1

x
+ 'nx · 1√

1− x2

1

y

dy

dx
=

arcsinx
x

+
'nx√
1− x2

dy

dx
= y

(
arcsinx

x
+

'nx√
1− x2

)

= xarcsinx
(

arcsinx
x

+
'nx√
1− x2

)
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ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = 'n(arctanx) ทีจดุ x = 1

วธีิทาํ เนืองจาก
dy

dx
=

1

arctanx · (arctanx)′

=
1

arctanx · 1

1 + x2

=
1

(1 + x2)arctanx

จะไดค้วามชนัของเสน้สมัผสัเทา่กบั

dy

dx

∣∣∣∣
x=1

=
1

2arctan1 =
1

2 · π
4

=
2

π

แบบฝึกหดั .

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = cotxsec2x

. f(x) = sin2x+ xcosx

. f(x) = extanex

. f(x) = e−cotx2

. f(x) =
√
e−x2 + cosx

. f(x) = 2secxcot(xex)

. f(x) =
sin(2ex)

1 + tan(x−1)
+ etanx

. f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

. f(x) = sin(sec
√
x)

. f(x) = etanx + sin5x

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = xcosx

. f(x) = (tanx)cotx

. f(x) = (1 + x)"nx

. f(x) = ('nx)ex

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y =

√
(x2 − 1)5(1− x− x3)9

tan3xcos7'nx

. y = (1 +
√
x)10sec5(cosx)tan7x

. y =

(
cosx(x2 − secx)14
(x+ cosx)3(x+ 1)5

)3

. y = 3

√
'nx2(sinx)5
(1− x2)9

. ให้ y = sinucosu และ u = esecx จงหา dy

dx

. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = excos(πex) ทีจดุ (0,−1)

. จงแสดงวา่ y = 2cosx+ 3sinx สอดคลอ้งสมการ y′′ + y = 0

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

. f(x) = arcsin(x2 + 1)

. f(x) =
√
x− arccosx2

. f(x) = x3arcsin(ex + x)

. f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)

. f(x) = arccsc3x

. f(x) = cos(arctanx)sin2x

. f(x) = arccot3xarctan4x

. f(x) =
arcsin(ex)

2x+ arccosx

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = xarctanx

. f(x) = (arcsinx)x
. f(x) = (arccosx)arcsinx

. f(x) = (
√
x)arccosx

. จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = earctanx ทีจดุ x = 1

. จงหาสมการของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = 'n(ex+1 + arccosx) ทีจดุ x = 0

. กาํหนดให้ f(x) =
(
1− x

1 + x

)arcsinx

จงหา f ′(0)

. จงพิสจูนว์า่

. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√

[u(x)]2 − 1
u′(x)

. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. อนุพนัธข์องฟังกชั์นโดยปริยาย

ในหวัขอ้ทีผา่นมาเราหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัในรูป y = f(x) เราจะเรยีกฟังกช์นัลกัษณะแบบ
นีวา่ฟังกชั์นชัดแจ้ง (explicit function) แต่ในหวัขอ้นีจะศกึษาการอนพุนัธ์ของฟังกช์นัทีอยู่ในรูป
แบบ

F (x, y) = c

เมือ c เป็นคา่คงตวั และ x เป็นตวัแปรอิสระ และ y เป็นตวัแปรทีขนึกบั x เรยีกฟังกช์นัแบบนี
วา่ ฟังกชั์นโดยปริยาย (implicit function) อนพุนัธ์ของฟังกช์นัลกัษณะนีเรยีกวา่ อนุพนัธ์ของ
ฟังกชั์นโดยปริยาย (differentiation of implicit function) และหาอนพุนัธ์ดงักลา่วโดยอาศยักฏ

ลกูโซ่ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . จงหา dy

dx

. x3 + y3 = xy

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(x3 + y3) =

d

dx
(xy)

3x2 + 3y2
dy

dx
= x

dy

dx
+ y · 1

(3y2 − x)
dy

dx
= y − 3x2

dy

dx
=

y − 3x2

3y2 − x

. x3 + y2x+ x2y = 5

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(x3 + y2x+ x2y) =

d

dx
(5)

3x2 +

(
y2 · 1 + x · 2y dy

dx

)
+

(
x2 dy

dx
+ y · (2x)

)
= 0

(2xy + x2)
dy

dx
= −3x2 − y2 − 2xy

dy

dx
= −3x2 + y2 + 2xy

2xy + x2

. xey + yex = 1

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(xey + yex) =

d

dx
(1)

x
d

dx
(ey) + ey

dx

dx
+ y

d

dx
(ex) + ex

dy

dx
= 0

xey
dy

dx
+ ey · 1 + yex + ex

dy

dx
= 0

dy

dx
= −yex + ey

xey + ex



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย

ตัวอย่าง . . จงหา dy

dx

. √
xy + y = x2y

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

√
xy + y =

d

dx
(x2y)

1

2
(xy + y)−

1
2
d

dx
(xy + y) = x2 dy

dx
+ y · (2x)

1

2
√
xy + y

(
x
dy

dx
+ y · 1 + 1

)
= 2x2√xy + y

dy

dx
+ 4xy

√
xy + y

x
dy

dx
+ y + 1 = 2x2√xy + y

dy

dx
+ 4xy

√
xy + y

(
x− 2x2√xy + y

) dy
dx

= 4xy
√
xy + y − y − 1

dy

dx
=

4xy
√
xy + y − y − 1

x− 2x2
√
xy + y

. sin(xy) = xcosy

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
sin(xy) = d

dx
(xcosy)

cos(xy) d

dx
(xy) = x

d

dx
cosy + cosy · 1

cos(xy)
(
x
dy

dx
+ y

)
= −xsiny dy

dx
+ cosy

(xcos(xy) + xsiny) dy
dx

= cosy − ycos(xy)

dy

dx
=

cosy − ycos(xy)
xcos(xy) + xsiny

. arctan(x+ y) = x'ny

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
arctan(x+ y) =

d

dx
(x'ny)

1

1 + (x+ y)2
d

dx
(x+ y) = x

d

dx
'ny + 'ny · 1

1

x2 + y2 + 2xy + 1

(
1 +

dy

dx

)
= x · 1

y

dy

dx
+ 'ny

y

(
1 +

dy

dx

)
= x(x2 + y2 + 2xy + 1)

dy

dx
+ y(x2 + y2 + 2xy + 1)'ny

(y − x3 − xy2 − 2x2y − x)
dy

dx
= y(x2 + y2 + 2xy + 1)'ny − y

dy

dx
=

y(x2 + y2 + 2xy + 1)'ny − y

y − x3 − xy2 − 2x2y − x



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้วงกลม x2 + y2 = 25 ทีจดุ (3, 4)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
(x2 + y2) =

d

dx
(25)

2x+ 2y
dy

dx
= 0

dy

dx
= −x

y

ความชนัของเสน้สมัผสัทีจดุ (3, 4) เทา่กบั −3
4 ดงันนัสมการของเสน้สมัผสัคือ

y = −3

4
(x− 3) + 4

อาจแสดงไดด้งักราฟตอ่ไปนี

X

Y

P (3, 4)

y = − 3
4 (x− 3) + 4

−5 0 5

−5

5

ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ arctan(xy) + xy =
√
xy +

π

4
ทีจดุ (1, 1)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
(arctan(xy) + xy) =

d

dx

(√
xy +

π

4

)

1

1 + (xy)2
d

dx
(xy) + x

dy

dx
+ y =

1

2
(xy)−

1
2
d

dx
(xy)

1

1 + (xy)2

(
x
dy

dx
+ y

)
+ x

dy

dx
+ y =

1

2
√
xy

(
x
dy

dx
+ y

)

หาความชนัของเสน้สมัผสัทีจดุ (1, 1) โดยแทนคา่ x = 1 และ y = 1 นนัคือ

1

1 + 1

(
dy

dx
+ 1

)
+

dy

dx
+ 1 =

1

2

(
dy

dx
+ 1

)

dy

dx
= −1

ดงันนัความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้นีเทา่กบั −1



. . อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ ysinx = xey จงหา y′′

วธีิทาํ จะไดว้า่

(ysinx)′ = (xey)′

ycosx+ y′sinx = xeyy′ + ey

(ycosx+ y′sinx)′ = (xeyy′ + ey)′

(y′cosx− ysinx) + (y′′sinx+ y′cosx) = eyy′ + xeyy′y′ + xeyy′′ + eyy′

(sinx− xey)y′′ = 2eyy′ + xeyy′y′ + ysinx− 2y′cosx

y′′ =
2eyy′ + xeyy′y′ + ysinx− 2y′cosx

sinx− xey

แบบฝึกหดั .

. จงหา dy

dx

. 4x2 + 9y2 = 36

. y2 − x2 = 1

. ycosx+ xy = y2

. 2x2 − 4xy + y2 − 5x+ 3y = 10

.
√
xsiny +√

y = 0

.
√

x+
√
y +

√
y +

√
x = 1

. (x2y3 + x3y2)2 = xy2 − yx2 + 3

. exy + cos(xy) = xtany

. จงหา y′′

. arctany = xy

. √
xy − 1 = x+ y

. ysecx = y + cotx

. x =
1√
x+ y

. กาํหนดให้ y = xy จงหา y′′′

. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ yx2 + xy2 = 2xy ทีจดุ (1, 1)

. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ x'ny + 9 = 5x− xy2 + cosπx ทีจดุ (2, 1)



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. การจัดการเรียนรู้เรืองอนุพนัธ์

อนพุนัธเ์ป็นเรอืงหนงึทีสาํคญัตอ่การอธิบายโครงสรา้งตา่ง ๆ ทีมกัพบเจอเชน่รางรถไฟสวนสนกุ

ตอ้งมีลกัษณะเรยีบจงึจะไม่เกิดอบุตัิเหตุ นีเป็นทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ทีจะเกิด
กบัผู้เรยีนจากการจดัการเรยีนรู ้ ในเรอืงอนพุนัธ์ ดงัทีกลา่วไว้ในหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขนั
พืนฐาน พทุธศกัราช วา่ "การเตรียมผู้เรยีนให้มีทกัษะดา้นการคิดวิเคราะห์ การคิดอยา่งมี

วิจารณญาณ การแก้ปัญหา การคิดสรา้งสรรค์ การใช้เทคโนโลยี การสือสารและการรว่มมือ" ซงึ
ทาํใหผู้เ้รยีนเกิดความสนกุสนาน และสนใจในการเรยีนรูม้ากยิงขนึ

โดยเนือหาเรอืงความตอ่เนืองไดจ้ดัใหใ้นการเรยีนระดบัชนัมธัยมศกึษาปีที ทงัสายวิทยาศาสตร์
ในสว่นของคณิตศาสตรเ์พิมเติม ในสาระที แคลคลูสั ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี

ชนั ผลการเรยีนรู ้ สาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

ม. . หาอนพุนัธข์องฟังกช์นัพีชคณิตทีกาํหนดให้ อนพุนัธข์องฟังกช์นัพีชคณิต

ในการจดักิจกรรมการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์ ผู้สอนสามารถจดัให้ผู้เรยีนใช้เทคโนโลยีเขา้มาชว่ย
ในการเสรมิความเขา้ใจเชน่ GeoGebra หรอืโปรแกรมทีเกียวขอ้ง เพือใหผู้เ้รยีนไดเ้ห็นภาพชดัเจน
และอาจใชแ้นวทางการจดัการเรยีนรูโ้ดยแนวทางการจดักิจกรรมการเรยีนรูแ้บบ E (ผูส้อนอาจใช้
การจดัการเรยีนรูแ้บบอืน ๆ ทีเหมาะแกผูเ้รยีนได)้
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ E

ตวัอยา่งการการจดัการเรยีนรูส้าระการเรยีนรู ้ "การตรวจการมีอนพุนัธข์องฟังกช์นั" โดยใชโ้ปรแกรม
หรอืแอปพลิเคชนัทางคณิตศาสตร์ เพือตรวจสอบวา่ฟังกช์นัทีกาํหนดใหมี้อนพุนัธบ์นโดเมนของมนั
หรอืไม่ อาจกาํหนดฟังกช์นัใหห้ลากหลายเช่น

f(x) = |x| และ g(x) = x|x|

ซงึทาํได้ ขนัตอนดงันี

. ขนัสรา้งความสนใจ
นาํเขา้สู่บทเรยีนโดยทบทวนความหมายและบทนิยามของอนพุนัธ์ จากนนัใชก้ราฟทีเตรยีม
ไวรู้ปแบบตา่ง ๆ เชน่กราฟของ

X

Y
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f(x) = |x|

X

Y
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4
g(x) = x|x|

จากกราฟของ f(x) = |x| และ g(x) = x|x| ถามผูเ้รยีนวา่ นกัเรยีนคิดวา่ฟังกช์นัมีอนพุนัธบ์น
จาํนวนจรงิ ให้นกัเรยีนแตล่ะคนปรกึษากนัเพือหาคาํตอบและอธิบาย จากนนัผู้สอนเตรยีม
บตัรฟังกช์นั



. . การจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์

f(x) = |x2 − 1| และ g(x) = |x2 + 1|

. ขนัสาํรวจคน้หา
ใหน้กัเรยีนจบักลุม่กลุม่ละ คนตามความสมคัรใจ แจกบตัรฟังกช์นัแลว้นาํฟังกช์นัทีไดพิ้มพ์
ใน GeoGebra แลว้นาํผลทีไดไ้ปวิเคราะหว์า่ฟังกช์นัทีไดมี้อนพุนัธ์บนโดเมนหรอืไม่ (เพือให้
งา่ยตอ่ความเขา้ใจจะกาํหนดโดเมนเป็นจาํนวนจรงิทกุบตัร) ใชเ้วลา - นาที โดยครูผูส้อน
จะคอยใหค้าํปรกึษาในขณะลงมือทาํ

. ขนัอธิบายและลงขอ้สรุป
ใหแ้ตล่ะกลุม่สรุปคาํตอบ และออกมาอภิปรายคาํตอบทีได้ แลว้นกัเรยีนในชนัสรุปความคิด
รวบยอดไดว้า่ ฟังกช์นัทีมีอนพุนัธบ์นจาํนวนจรงิคือฟังกช์นัทีมีกราฟลกัษณะเรยีบ (smooth)
(หรอือาจใชนิ้ยามในการตรวจสอบได)้

. ขนัขยายความรู ้
ครูยกตวัอยา่งลกัษณะของรางรถไฟลอยฟา้สวนสนกุ เหมือนกราฟของฟังกช์นัทีมีอนพุนัธบ์น
จาํนวนจรงิคือฟังกช์นัทีมีกราฟลกัษณะเรยีบ ไมมี่จดุโหว่ จดุกระโดด หรอืปลายแหลม (กราฟ
มีการเปลียนทนัทีทนัใดทีจดุนนั)

. ขนัประเมิน
ใหน้กัเรยีนทาํใบงานรายบคุคล

สรุป

ในบทนีเรมิตน้ดว้ยอตัราการเปลียนแปลงเฉลยี และอตัราการเปลียนแปลงขณะหนงึ ของการ
เคลอืนทีของวตัถุ จากนนัขยายแนวคิดไปยงัฟังกช์นัหนงึตวัแปร แลว้เรยีก

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

อตัราการเปลียนแปลงขณะหนงึของฟังกช์นั f ทีจดุ a วา่อนพุนัธข์อง f ทีจดุ a ถา้ลิมิตนนัหาคา่ได้
และไดอี้กดว้ยวา่ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ x = a คือ f ′(a) ตอ่มาศกึษากฎพืน
ฐานเกียวกบัอนพุนัธ์ เช่น กฎการบวก กฎการคณู และกฎการหาร และสงิสาํคญัในการนาํไปใชห้า

อนพุนัธข์องฟังกช์นัทีซบัซอ้นมากยิงขนึคือ กฎลกูโซที่กลา่วไวว้า่

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

ในการหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัก็จะอาศยัทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัทีกลา่วไว้วา่ dx

dy
· dy
dx

= 1

จากนนันิยามอนพุนัธ์อนัดบัทีมากกวา่ เช่น และ เป็นตน้ เรยีกวา่อนพุนัธ์อนัดบัสงู โดยการ



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

หาอนพุนัธข์องฟังกช์นัอนัดบั n หาไดจ้ากอนพุนัธข์องฟังกช์นัอนัดบัที n − 1 จากนนัศกึษาอนพุนัธ์
ของฟังกช์นัเลขชีกาํลงั ฟังกช์นัลอการิทมึ ฟังกช์นัตรโีกณมิติ และฟังกช์นัฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั
สดุทา้ยสนใจการหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิายทีอยู่ในรูปแบบ F (x, y) = c โดยที c เป็นคา่
คงตวั และ x เป็นตวัแปรอิสระ และ y เป็นตวัแปรทีขนึกบั x โดยอาศยักฎลกูโซ่ในการหาอนพุนัธ์
สดุทา้ยกลา่วถงึการจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์ ตงัอยา่งเรอืงการตรวจสอบการมีอนพุนัธข์องฟังกช์นั
โดยอนพุนัธอ์าจตรวจสอบจากลกัษณะของกราฟทีเรยีบ

แบบฝึกหดับทที

. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x

. f(x) = x|x| บนชว่ง [−3, 1]

. f(x) =
√
2x2 − 1 บนชว่ง [1, 5]

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = 3
√
x . f(x) =

x+ 3

2

. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีจดุ x = a

. f(x) = 1 + x2 ; a = −1

. f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3

. จงตราจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีหาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 0 หรอืไม่

. f(x) =





xsin 1

x เมือ x *= 0

0 เมือ x = 0
. f(x) =





x2sin 1

x เมือ x *= 0

0 เมือ x = 0

. ให้ f ′(x) = |x+ 1|− |x− 1|+ |x− 3| จงหา f ′(2)

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
√
x+ 2 3

√
x

. f(x) = (x3 − 1)(2− x− x2)

. f(x) =
x− 1

x2 + 1

. f(x) =
1

x3
− 1√

x
+ 3

. f(x) =
x2 − 5x

2x− 1

. y =
(x2 − 1)(x3 + x)

x2 + 1

. ถา้ f, g, h และ k เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ จงแสดงวา่

[fghk]′(x) = [f ′ghk + fg′hk + fgh′k + fghk′](x)

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี



. . การจดัการเรยีนรูเ้รอืงอนพุนัธ์

. F (x) = (x4 + 3x2 − 2)5

. F (x) = 4
√
x3 + 2x+ 1

. f(x) =
x

3
√
x3 − x

. g(t) =
1

(t4 + 1)3

. g(x) = (x+ 1)
4
3 (x2 + 1)4

. f(t) = 3

√√
t+ 1√
t− 1

. จงหาสมการของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ (bullet-nose) y =
|x|√
2− x2

ทีจดุ (1, 1)

. ให้ y = w

(
3 + u

3− u

)
, u =

√
7− 3x, x = 1 + t2 เมือ w′(2) = 2 จงหา dy

dt
ที t = 1

. ให้ y =
f(1 +

√
x)

g(1−
√
x)

, x = 3 + t2 เมือ f(3) = 2, g(−1) = 4, f ′(3) = −2, g′(−1) = −1

จงหา dy

dt
ที t = 1

. ให้ F (x) = f(3f(4f(x))) เมือ f(0) = 0 และ f ′(0) = 2 จงหา F ′(0)

. ให้ F = f(xf(xf(x))) เมือ f(1) = 2, f(2) = 3, f ′(1) = 4, f ′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา F ′(1)

. ให้ f(x) = ex จงหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัของ f โดยใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนั เมือ

กาํหนดให้ d
dx

ex = ex

. ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
1

1 + 2x
. f(x) =

x+ 1

x− 1

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = x2x . y = ('nx)x

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y =
√
xe + ex

. y = (x2 + 1)9'n2(4x+ 1)
√

(x+ 1)11

. y = 4

√
x3
√
5x− 6

(2x2 − 1)5

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = sinx2 + cos(1− x2)

. f(x) =
1√

sec2x+ tanx2

. f(x) = 2sinxtan(cosx)

. f(x) = ex
2sin2(tan2x2)

. f(x) = ex(cosx+ sinx)

. f(x) = x2[cos('nx) + sin('nx)]



บทที . อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = xtanx . f(x) = (tanx)cosx

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = cosxcos22xcos33xcos44x

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = 3
√

arccscx2

. f(x) = arcsec
√
x

. f(x) = arctan
(x
2

)
+ arccot

(
2

x

)

. f(x) = arctan('n(tanx))

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. y = xarccotx . y = (arccosx)"nx

. จงหา dy

dx

. 'nxy + arctanx2y = sec2xy

. x
1
3 + y

1
3 = 1

. cos2xy = sinxy2

. earctanxy + sin(cscxy) = cot('ny)

. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ yx3 + 3xy2 = 4xy ทีจดุ (1, 1)

. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ ey'nx+ 27 = xy3 + sin(πx) ทีจดุ (1, 3)
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James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. การประมาณคา่เชิงเสน้

. คา่สดุขีด

. ความเวา้และจดุเปลยีนเวา้

. การรา่งกราฟ

. อตัราสมัพทัธ์

. หลกัเกณล์อปีตาล

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. สามารถใชค้า่เชิงอนพุนัธป์ระมาณคา่ทีกาํหนดใหไ้ดอ้ยา่งเหมาะสม

. หาคา่สดุขีดและนาํไปใชแ้กปั้ญหาคา่สงูสดุตาํสดุได้

. สามารถรา่งกราฟและบอกองคป์ระกอบตา่ง ๆ ไดอ้ยา่งครบถว้น

. ใชอ้ตัราสมัพทัธใ์นการแกปั้ญหาอตัราสมัพทัธไ์ด้

. ใชห้ลกัลอปีตาลในการหาลมิิตรูปแบบไมก่าํหนดไดถ้กูตอ้ง

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "การประยกุตข์องอนพุนัธ"์

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "การประยกุตข์องอนพุนัธ"์

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Geogebra

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

การประยุกตข์องอนุพนัธ์

ในบทนีจะกลา่วถงึการนาํอนพุนัธไ์ปประยกุตใ์ชใ้นดา้นตา่ง ๆ คือ การประมาณคา่เชิงเสน้ การ
รา่งกราฟ การหาคา่สงูสดุตาํสดุ อตัราสมัพทัธ์ และหลกัเกณฑล์อปิีตาล จะทาํใหผู้เ้รยีนไดเ้ขา้ใจถงึ
ประโยชนข์องอนพุนัธแ์ละเห็นตวัอยา่งในการประยกุตใ์นเบืองตน้

. การประมาณค่าเชิงเส้น

บทนิยาม . . กาํหนดให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ และ ∆x เป็นสว่นทีเปลยีนแปลง
ของ x เแลว้ ค่าเชิงอนุพนัธ์ (differential) ของ x เขียนแทนดว้ย dx หมายถงึ ∆x นนัคือ ∆x = dx

ค่าเชิงอนุพนัธข์อง y เขียนแทนดว้ย dy กาํหนดโดย

dy = f ′(x)dx หรอื df = f ′(x)dx

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = x2 + 2x จงหา dy เมือ x = 1 และ ∆x = 0.1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 2x+ 2 ฉะนนั

dy = f ′(x)dx = (2x+ 2)dx

เนืองจาก เมือ x = 1 และ dx = ∆x = 0.1 ดงันนั

dy = (2 · 1 + 2)(0.1) = 0.4

ตัวอย่าง . . จงหาคา่เชิงอนพุนัธโ์ดยใชบ้ทนิยาม . .

. d(sinx)

วธีิทาํ d(sinx) = (sinx)′dx = (cosx)dx

. d(arctanx)

วธีิทาํ d(arctanx) = (arctanx)′dx =
1

1 + x2
dx

. d(xex)

วธีิทาํ d(xex) = (xex)′dx = (xex + ex)dx



บทที . การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ u = f(x) และ v = g(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดที้ x และ c เป็นคา่
คงตวั และ r เป็นจาํนวนตรรกยะ แลว้

. dc = 0

. d(cu) = cdu

. d(u± v) = du± dv

. d(uv) = udv + vdu

. d(ur) = rur−1du

. d
(u
v

)
=

vdu− vdu

v2
เมือ v *= 0

บทพิสูจน์. ให้ u = f(x) และ v = g(x) จะไดว้า่ du = f ′(x)dx และ dv = g′(x)dx

. dc = (c′)dx = 0dx = 0

. d(cu) = (cu)′dx = cu′dx = cf ′(x)dx = cdu

. d(u± v) = (u± v)′dx = (u′ ± v′)dx = u′dx± v′dx = f ′(x)dx± g′(x)dx = du± dv

. d(uv) = (uv)′dx = (u′v + uv′)dx = vu′dx+ uv′dx = vf ′(x)dx+ ug′(x)dx = vdu+ udv

ขอ้ - เป็นแบบฝึกหดั

ตัวอย่าง . . จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. d(x2 + ex + 'nx)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d(x2 + ex + 'nx) = xd(x2) + d(ex) + d('nx)dx
= (x2)′dx+ (ex)′dx+ ('nx)′dx

= 2xdx+ exdx+
1

x
dx

=

(
2x+ ex +

1

x

)
dx

. d(xsinx)

วธีิทาํ d(xsinx) = xd(sinx) + (sinx)dx = x(sinx)′dx+ (sinx)dx = (xcosx+ sinx)dx

. d(cos2x)

วธีิทาํ d(cos2x) = 2(cosx)d(cosx) = 2cosx(cosx)′dx = −2cosxsinxdx

. d
( x

ex

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

d
( x

ex

)
=

exdx− xdex

(ex)2
=

exdx− xexdx

e2x
=

(
1− x

ex

)
dx



. . การประมาณคา่เชงิเสน้

กาํหนดให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ x = a และ ∆y คือสว่นทีเปลียนแปลงของ y

บนเสน้โคง้ y = f(x) และ dy คือสว่นทีเปลียนแปลงของ y บนเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ
P (a, f(a)) ดงัรูป

รูปที . แนวคิดการประมาณคา่เชิงเสน้

X

Y

dy

∆x

∆y

a

P
f(a)

L(a+∆x)

a+∆x

f(a+∆x)

f

L

สมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ P (a, f(a)) คือ

y = f ′(a)(x− a) + f(a)

กาํหนดให้ L(x) = f ′(a)(x − a) + f(a) จะเรยีก L วา่ฟังกชั์นเชิงเส้นของ f (linear function of
f ) ทีจดุ x = a เมือพิจารณากราฟ f และ L จะเห็นวา่กราฟทงัสองทีจดุ x = 1 มีคา่ใกลเ้คียงกนั ถา้
∆x มีคา่ใกล้ ๆ ศนูย์ ทาํใหไ้ดว้า่

f(a+∆x) ≈ L(a+∆x)

เนืองจาก

L(a+∆x) = f ′(a)(a+∆x− a) + f(a) = f(a) + f ′(a)∆x

และ

∆y = ∆f = f(a+∆x)− f(a) ≈ (f(a) + f ′(a)∆x)− f(x) = f ′(a)∆x = df

นนัคือ ∆f ≈ df สรุปไดว้า่

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะเรยีกวา่ การประมาณค่าเชิงเส้น (linear approximation) ของ f ทีจดุ a
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ตัวอย่าง . . จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ
√
16.001

วธีิทาํ ให้ f(x) =
√
x จะไดว้า่ f ′(x) =

1

2
√
x

กาํหนดให้ a = 16 และ ∆x = 0.001 จาก

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่
√
16.001 = f(16 + 0.001) ≈ f(16) + f ′(16) · 0.001

=
√
16 +

1

2
√
16

· 0.001

= 4 +
1

8
· 0.001

= 4.000125

ตัวอย่าง . . จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ 3
√
7.998

วธีิทาํ ให้ f(x) = 3
√
x จะไดว้า่ f ′(x) =

1

3x
2
3

กาํหนดให้ a = 8 และ ∆x = −0.002 จาก

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่

3
√
7.998 = f(8− 0.002) ≈ f(8) + f ′(8) · (−0.002)

= 3
√
8− 1

3(8)
2
3

· 0.002

= 3− 1

6
· 0.002

= 2.999667

ตัวอย่าง . . จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ tan50◦

วธีิทาํ ให้ f(x) = tanx จะไดว้า่ f ′(x) = sec2x กาํหนดให้ a = 45◦ =
π

4
และ ∆x = 5◦ =

π

36
จาก

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่

tan50◦ = f
(π
4
+

π

36

)
≈ f

(π
4

)
+ f ′

(π
4

)
· π

36

= tanπ
4
+ sec2π

4
· π

36

= 1 + 2 · π

36

= 1 +
π

18

= 1.174533
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ในการคาํนวณคา่คลาดเคลอืนทีเกิดจากการวดั กาํหนดให้

. u เป็นปรมิาณทีตอ้งการวดั

. |du| เป็นค่าคลาดเคลือน (error) ในการวดัของ u

.
∣∣∣∣
du

u

∣∣∣∣ เป็นค่าคลาดเคลือนสัมพทัธ์ (relative error) เมือ u *= 0 และ

∣∣∣∣
du

u

∣∣∣∣× 100 เป็นร้อยละความคลาดเคลือนสัมพทัธ์ (percent of relative error)

ตัวอย่าง . . เมือวดัดา้นของลกูบาศกล์กูหนงึยาว เซนติเมตร พบวา่วดัความคลาดเคลือนไป
ดา้นละไม่เกิน . เซนติเมตร จงใชค้า่เชิงอนพุนัธ์ประมาณคา่คลาดเคลอืนทีเกิดขนึ พรอ้มทงัหา
คา่คลาดเคลอืนสมัพทัธ์ และคา่คลาดเคลอืนเป็นกีเปอรเ์ซนตข์องปรมิาตรนี

วธีิทาํ ให้ V แทนปรมิาตรของลกูบาศก์ และ x แทนความยาวดา้นของลกูบาศก์
จะไดว้า่ dx = ±0.04 เซนติเมตร และ a = 25 และ V = x3 จะไดว้า่ V ′(x) = 3x2

|dV | ≈ |V ′(a)dx|
|dV | ≈ |V ′(25)(±0.04)| = |3(25)2(±0.04)| = 75

ดงันนัคา่คลาดเคลอืนของปรมิาตรทีเกิดขนึเทา่กบั 75 ลกูบาศกเ์ซนติเมตร
คา่คลาดเคลอืนสมัพทัธเ์ทา่กบั

∣∣∣∣
dV

V

∣∣∣∣ =
75

253
=

3

625
= 0.0048

คา่คลาดเคลอืนสมัพทัธค์ิดเป็น
∣∣∣∣
dV

V

∣∣∣∣× 100 = 0.0048× 100 = 0.48 เปอรเ์ซนต์
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แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. d(tanx)

. d(xcotx)

. d(exsinx)

. d(arctan3x)

. ให้ f(x) = 3x2 + 1 จงหา ∆y, dy และ |∆y − dy| เมือ x = 1 และ ∆x = −0.01

. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีสาํหรบัคา่ a และ ∆x ทีกาํหนดให้

. f(x) = 2x2 + 1 ; a = 1 และ ∆x = 0.1

. f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 และ ∆x = 0.02

. f(x) = (x+ 1)
√
x ; a = 4 และ ∆x = −0.2

. f(x) =
x+ 1

x+ 2
; a = 3 และ ∆x = 0.03

. จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ

.
√
81.03

. 3
√
15.89

. 4
√
127

. (33)
2
5

. sin(0.03)

. (8.1)
4
3 + (8.1)

2
3

. ถงัใบรูปทรงกระบอกใบหนงึไมมี่ฝา ตอ้งการทาสีดา้นนอกรอบถงัโดยทาสีหนา . เซนติเมตร
ถา้วดัรศัมีภายนอกได้ เซนติเมตร และถงัสงู เซนติเมตร จงหาปรมิาตรของสีทีใชท้าถงั
โดยการประมาณคา่เชิงเสน้

. ในการวดัดา้นของรูปสีเหลียมจตุรสัรูปหนงึซงึยาว นิว พบวา่วดัคลาดเคลอืนไม่เกิน .
นิว เราจะคาํนวณพืนทีคลาดเคลือนไปไม่เกินเทา่ใด และจงหาคา่คลาดเคลือนสมัพทัธ์และ
คา่คลาดเคลอืนคิดเป็นรอ้ยละของพืนทีนี



. . คา่สดุขดี

. ค่าสุดขดี

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึคา่สดุขีดซงึหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตาํสดุของฟังกช์นั ซงึใช้การตรวจสอบ
จากอนพุนัธโ์ดยการแปลความหมายทางเรขาคณิต และนนัหมายถงึการนาํอนพุนัธไ์ปใชใ้นการแก้
ปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุทีมกัพบในโลกจรงิได้

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง I แลว้จะกลา่ววา่

. f เป็นฟังกชั์นเพมิ (increasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมือ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) < f(x2)

. f เป็นฟังกชั์นลด (decreasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมือ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) > f(x2)

ข้อสังเกต . . ถา้ f เป็นฟังกช์นัเพิม (ฟังกช์นัลด) บนช่วง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิม
(ฟังกช์นัลด) บนช่วง I ∪ J

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f(x) = x2 เป็นฟังกช์นัเพิมบนช่วง (0,∞)

วธีิทาํ ให้ x1, x2 ∈ (0,∞) สมมติวา่ x1 < x2 เนืองจาก x1 > 0 และ x2 > 0 จะไดว้า่

x2
1 < x1x2 และ x1x2 < x2

2

นนัคือ x2
1 < x2

2 ดงันนั f(x1) < f(x2) สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัเพิมบนช่วง (0,∞)

การตรวจสอบฟังกช์นัเพิมและลดโดยนิยามในบางฟังกช์นัอาจยุง่ยากและอาศยัสมบตัิตา่ง ๆ

มากมาย เราอาจใชอ้นพุนัธม์าช่วยในการตรวจสอบไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนี แตจ่ะไมพิ่สจูนใ์นวิชานี

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (a, b) จะไดว้า่

. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิมบนช่วง [a, b]

. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง [a, b]

. ถา้ f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัคงตวับนช่วง [a, b]

ตัวอย่าง . . จงหาช่วงทีทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนี เป็นฟังกช์นัเพิม และเป็นฟังกช์นัลด

. f(x) = x2 − 2x+ 3

วธีิทาํ เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิมเมือ f ′(x) = 2x− 2 > 0 นนัคือ x > 1

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัเพิมบนชว่ง (1,∞)

เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัลดเมือ f ′(x) = 2x− 2 < 0 นนัคือ x < 1

ดงันนั f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 1)
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. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2

วธีิทาํ เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิมเมือ f ′(x) = 4x3−12x2+8x > 0 แลว้ 4x(x−1)(x−2) > 0

นนัคือ x ∈ (0, 1) ∪ (2,∞) ดงันนั f เป็นฟังกช์นัเพิมบนชว่ง (0, 1) ∪ (2,∞)

เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัลดเมือ f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 8x < 0 แลว้ 4x(x− 1)(x− 2) < 0

นนัคือ x ∈ (−∞, 0) ∪ (1, 2) ดงันนั f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 0) ∪ (1, 2)

ตัวอย่าง . . จงหาช่วงทีทาํให้ f(x) = x

x2 + 1
เป็นฟังกช์นัเพิมและเป็นฟังกช์นัลด

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) =
(x2 + 1)(1)− x(2x)

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2
=

(1− x)(1 + x)

(x2 + 1)2

เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิมเมือ f ′(x) > 0 นนัคือ (1− x)(1 + x) > 0 จะไดว้า่ x ∈ (−1, 1) ดงันนั
f เป็นฟังกช์นัเพิมบนชว่ง (−1, 1) และ f เป็นฟังกช์นัลดเมือ f ′(x) < 0 นนัคือ (1− x)(1 + x) < 0

จะไดว้า่ x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,∞) ดงันนั f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 1) ∪ (1,∞)

ตัวอย่าง . . จงหา a ทีทาํให้ f(x) = 'n(ex + a) เป็นฟังกช์นัเพิมบนจาํนวนจรงิ

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) =
ex

ex + a
> 0

เนืองจาก ex > 0 ทกุ ๆ x ∈ R จะไดว้า่ ex + a > 0 ทกุ ๆ x ∈ R ดงันนั a ≥ 0

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่

. f(c) เป็นค่าสูงสุด (maximum value) หรอืค่าสูงสุดสัมบรูณ์ (absolute maximum value)
บน S ก็ตอ่เมือ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

. f(c) เป็นค่าตาํสุด (minimum value) หรอืค่าตาํสุดสัมบรูณ์ (absolute minimum value)
บน S ก็ตอ่เมือ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

. f(c) เป็นค่าสุดขีด (extreme value) บน S ก็ตอ่เมือ f(c) เป็นคา่สงูสดุหรอืคา่ตาํสดุของ f

บน S

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f(x) =
1

x2 + 1
มีคา่สงูสดุสมับรูณบ์นชว่ง (−∞,∞)

วธีิทาํ เนืองจาก f(0) = 1 และ x2 + 1 ≥ 1 ทกุ ๆ x ∈ R นนัคือ

f(x) =
1

x2 + 1
≤ 1 = f(0) ทกุ ๆ x ∈ R

ดงันนั f(0) = 1 เป็นคา่สงูสดุสมับรูณข์อง f บนช่วง (−∞,∞)
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x2 + 1 บนชว่งทีกาํหนดโดยใชก้ราฟทีกาํหนด
ให้

. [0, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั และคา่ตาํสดุเทา่กบั

. [−1, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั และคา่ตาํสดุเทา่กบั

. [−2, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั และคา่ตาํสดุเทา่กบั

. [1,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตาํสดุเทา่กบั ไมมี่คา่สงูสดุ

. (−∞, 1]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตาํสดุเทา่กบั ไมมี่คา่สงูสดุ

. (−∞,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตาํสดุเทา่กบั ไมมี่คา่สงูสดุ
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บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่

. f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ (relative maximum value) บน S ก็ตอ่เมือ มี δ > 0 ซงึ
f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

. f(c) เป็นค่าตาํสุดสัมพทัธ์ (relative minimum value) บน S ก็ตอ่เมือ มี δ > 0 ซงึ
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

. f(c) เป็นค่าสุดขีดสัมพทัธ์ (relative extreme value) บน S ก็ตอ่เมือ
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f บน S

รูปที . ตวัอยา่งกราฟทีเกิดคา่สงูสดุและตาํสดุสมัพทัธบ์นชว่ง [a, b]

X

Y

a b

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ฟังกช์นั f(x) = x2 − 2x มีคา่ตาํสดุสมัพทัธที์ x = 1

วธีิทาํ เลือก c = 1 และ δ = 1

ให้ x ∈ (0, 2) จะเห็นวา่ (x− 1)2 ≥ 0 นนัคือ (x− 1)2 − 1 ≥ −1 ดงันนั

f(x) = x2 − 2x = (x− 1)2 − 1 ≥ −1 = f(1) ทกุ ๆ x ∈ (0, 2)

ดงันนั f(1) = −1 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

จากแนวคิดของแฟร์มาต์ทีพบวา่จดุทีเกิดคา่สงูสดุหรอืตาํสดุตอ้งทีมีเสน้สมัผสัของเสน้โคง้
ขนานกบัแกน X หรอืความชนัเป็น ตอ่มาไดข้ยายไปยงักรณีทีความชนัคา่ไมไ่ด้

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้

ถา้ f มีคา่สดุขีดสมัพทัธที์จดุ c แลว้ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้จะเรยีก

c วา่จุดวกิฤต (critical point) ของฟังกช์นั f ก็ตอ่เมือ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่
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ตัวอย่าง . . จงหาจดุวิกฤตของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x3 − 12x+ 7

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x− 2)(x+ 2) = 0

ดงันนั x = −2, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f

. f(x) = 3
√
x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) =

1

3
(x− 1)−

2
3 =

1

3(x− 1)
2
3

เนืองจาก 1 ∈ Dom(f) และ f ′(1) ไมมี่คา่ ดงันนั x = 1 เป็นจดุวิกฤตของ f

. f(x) =
1

x3

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = −3x−4 = − 3

x4

ถงึแมว้า่ f ′(0) หาคา่ไมไ่ด้ แต่ 0 /∈ Dom(f) ไมมี่คา่ ดงันนั f ไมมี่จดุวิกฤต

. f(x) = xex

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = xex + ex = ex(x+ 1) = 0

ดงันนั x = −1 เป็นจดุวิกฤตของ f

โดยทฤษฎีบท . . สรุปได้วา่การจะหาคา่สดุขีดสมัพทัธ์ยอ่มตอ้งหาจดุวิฤตเป็นอนัดบัแรก

จากนาํจดุวิกฤตมาตรวจสอบวา่จดุนนัใหค้า่สงูสดุสมัพทัธห์รอืตาํสดุสมัพทัธ์ ทาํไดโ้ดย วิธี คือการ
ทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนงึ และ การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง

ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับหนึง (First derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง S และ c ∈ S เป็นจดุวิกฤตของ f แลว้ มี δ > 0 ซงึ

. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

รูปที . คา่สงูสดุและตาํสดุสมัพทัธข์องการทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนงึ

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0
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อาจพิจารณาเครอืงหมายของ f ′ โดยแทน + เมือ f ′(x) > 0 และ − เมือ f ′(x) < 0 บนเสน้
จาํนวน จะไดว้า่ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธเ์มือสอดคลอ้ง

+

c

−

f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธ์ เมือสอดคลอ้ง

−

c

+

ถา้เครอืงหมายไม่สอดคลอ้งทงั กรณี สรุปได้วา่จดุวิกฤตนนัไมใ่ช่จดุทีให้คา่ตาํสดุสมัพทัธ์และ
สงูสดุสมัพทัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 12x3 + 12x2 − 24x = 12x(x2 + x− 2) = 12x(x+ 2)(x− 1) = 0

ดงันนั x = −2, 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครอืงหมาย f ′ ไดด้งันี

+−+

−2 0 1

−−

จะไดว้า่ f(−2) = −32 และ f(1) = −5 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

และ f(0) = 0 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12 = 6(x2 − 3x+ 2) = 6(x− 2)(x− 1) = 0

ดงันนั x = 1, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครอืงหมาย f ′ ไดด้งันี

+−+

1 2

−

จะไดว้า่ f(2) = −1 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f และ f(1) = 0 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
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ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับสอง (Second derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยที f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา่ได้
แลว้

. f ′′(c) < 0 แลว้ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. f ′′(c) > 0 แลว้ f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x3 − 3x+ 1

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 3(x− 1)(x+ 1) = 0

ดงันนั x = −1, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืองจาก f ′′(x) = 6x จะไดว้า่

f ′′(−1) = −6 < 0 และ f ′′(1) = 6 > 0

ดงันนั f(1) = −1 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f และ f(−1) = 2 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. f(x) = x(x− 1)4

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) = (x− 1)4 + 4x(x− 1)3

= (x− 1)3((x− 1) + 4x) = (x− 1)3(5x− 1) = 0

ดงันนั x =
1

5
, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืองจาก

f ′′(x) = 4(x− 1)3 + 4(x− 1)3 + 12x(x− 1)2

= 8(x− 1)3 + 12x(x− 1)2

จะไดว้า่

f ′′(1) = 0 และ f ′′
(
1

5

)
= −64

25
< 0

ดงันนั f

(
1

5

)
=

256

3125
เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. f(x) = xex

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = xex + ex = ex(x+ 1) = 0

ดงันนั x = −1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืองจาก f ′′(x) = xex + 2ex จะไดว้า่

f ′′(−1) = e−1 > 0

ดงันนั f(1) = −e−1 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = 3x2 − x
3
2 + 1

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) พิจารณา

f ′(x) = 6x− 3

2

√
x =

3

2

√
x(
√
x− 1) = 0

ดงันนั x = 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครอืงหมาย f ′ ไดด้งันี

+−

0 1

−

จะไดว้า่ f(1) = 3 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

. f(x) = (x3 − 1)
2
3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = R พิจารณา

f ′(x) =
2

3
(x3 − 1)−

1
3 (3x2) =

2x2

3 3
√
(x− 1)(x2 + x+ 1)

เนืองจาก f ′(0) = 0 และ f ′(1) ไมมี่คา่ นนัคือ x = 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f

พิจารณาเครอืงหมาย f ′ ไดด้งันี

+−−

0 1

−

จะไดว้า่ f(1) = 0 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

. f(x) = x2ex

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) = x2ex + 2xex = xex(x+ 2) = 0

ดงันนั x = −2, 0 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืองจาก

f ′′(x) = x2ex + 2xex + 2ex + 2xex = x2ex + 4xex + 2ex

จะไดว้า่

f ′′(−2) = −2e−2 < 0 และ f ′′(0) = 2 > 0

ดงันนั f(0) = 0 เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f และ f(−2) = 4e−2 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
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ขันตอนการหาค่าสุดขดี

ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนือง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) หาคา่สดุขีดไดด้งันี

. หาจดุวิกฤติ c ของ f

. หาคา่ f(c) ทงัหมด f(a) และ f(b)

. เปรยีบเทียบคา่ในขนัตอนที โดย

• คา่มากทีสดุ จะเป็นคา่สงูสดุของ f บน [a, b]

• คา่นอ้ยทีสดุ จะเป็นคา่ตาํสดุของ f บน [a, b]

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชว่ง [−3, 3]

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x+ 2)(x− 2) = 0

ดงันนั x = −2, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f และ

f(−3) = (−3)3 − 12(−3) + 5 = 14

f(−2) = (−2)3 − 12(−2) + 5 = 21

f(2) = (2)3 − 12(2) + 5 = −11

f(3) = (3)3 − 12(3) + 5 = −4

ดงันนั f(2) = −11 เป็นคา่ตาํสดุของ f และ f(2) = 21 เป็นคา่สงูสดุของ f

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = sinx+ cosx บนช่วง [0, 2π]

วธีิทาํ ให้ x ∈ [0, 2π] พิจารณา

f ′(x) = cosx− sinx = 0

tanx = 1

ดงันนั x =
π

4
,
5π

4
เป็นจดุวิกฤตของ f และ

f(0) = sin0 + cos0 = 1

f
(π
4

)
= sin

(π
4

)
+ cos

(π
4

)
=

√
2

f

(
5π

4

)
= sin

(
5π

4

)
+ cos

(
5π

4

)
= −

√
2

f(2π) = sin(2π) + cos(2π) = 1

ดงันนั f

(
5π

4

)
= −

√
2 เป็นคา่ตาํสดุของ f และ f

(π
4

)
=

√
2 เป็นคา่สงูสดุของ f
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ปัญหาค่าสูงสุดและค่าตาํสุดของฟังกชั์น

การนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้โจทยปั์ญหาเกียวกบัการหาคา่สงูสดุและคา่ตาํสดุ โดยทวัไปเรา
มกัจะจาํลองปัญหาดงักลา่วในรูปของฟังกช์นั เช่นให้

y = f(x) แทนฟังกช์นัของปัญหาดงักลา่ว

เราอาจจะตอ้งหาคา่สดุขีดของ y เมือ x เป็นคา่ ๆ หนงึ โดยใชก้ระบวนการหาดงัขนัตอนการหาคา่

สดุขีด ดงัจะแสดงตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . เมือนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 จงหาผลคณูทีมากทีสดุของ
สองจาํนวนนนั

วธีิทาํ ให้ x แทนจาํนวนจรงิจาํนวนหนงึ
เนืองจากนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 ดงันนัจาํนวนทีสอง เทา่กบั 16− x

ให้ f แทนฟังกช์นัการคณูของจาํนวนจรงิสองจาํนวนนนั จะไดว้า่

f(x) = x(16− x) = 16x− x2

พิจารณา f ′(x) = 16− 2x = 0 ดงันนั x = 8 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครอืงหมาย f ′ ไดด้งันี

+

8

−

จะไดว้า่ f(8) = 64 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ
ดงันนัผลคณูทีมากทีสดุเทา่กบั 64

ตัวอย่าง . . มีไมท้าํรวัยาว 800 เมตร นาํมาลอ้มรวับา้นเป็นรูปสีเหลียมพืนผา้ โดยใชบ้า้นเป็น
รวัดา้นหนงึ จงหาพืนทีมากสดุทีลอ้มรวันีได้

วธีิทาํ ให้ x แทนความกวา้งของรวั และ y แทนความยาวของรวั

xx

บา้นทีเป็นรวั

y

เนืองจากมีไมท้าํรวัยาว 800 เมตร ดงันนั y + 2x = 800 นนัคือ y = 800− 2x

ให้ A แทนฟังกช์นัของพืนทีรูปสเีหลยีมพืนผา้ทีเกิดจากการลอ้มรวั จะไดว้า่

A(x) = xy = x(800− 2x) = 800x− 2x2

พิจารณา A′(x) = 800− 4x = 0 ดงันนั x = 200 เป็นจดุวิกฤตของ A

พิจารณาเครอืงหมาย A′ ไดด้งันี
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+

200

−

จะไดว้า่ A(200) = 80000 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ
ดงันนัพืนทีมากสดุในการลอ้มรวับา้นเทา่กบั 80, 000 ตารางเมตร

ตัวอย่าง . . จงหาดา้นของรูปสีเหลียมพืนผา้ทีมีพืนทีมากทีสดุทีบรรจุลงไปในสามเหลียม
มมุฉากทีมีดา้นประชิดมมุฉากทงัสองดา้นคือ a และ b

วธีิทาํ ให้ a > 0 และ b > 0 และแสดงไดด้งัรูป

y

x

a

b− x

A

B

C

D

E

F

b

จากรูปให้ x แทนความกวา้งของพืนที และ y แทนความยาวของพืนที

เนืองจาก ∆ABC คลา้ยกบั ∆EDC จะไดว้า่ AB

AC
=

ED

EC
ดงันนั a

b
=

y

b− x
นนัคือ

y =
a

b
(b− x)

ให้ A แทนฟังกช์นัของพืนทีของรูปสเีหลยีมพืนผา้ AFDE จะไดว้า่

A(x) = xy = x · a
b
(b− x) =

a

b
(bx− x2)

พิจารณา A′(x) =
a

b
(b− 2x) = 0 ดงันนั x =

b

2
เป็นจดุวิกฤตของ A

พิจารณาเครอืงหมาย A′ ไดด้งันี

+

b
2

−

จะไดว้า่ A

(
b

2

)
เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ

เมือ x =
b

2
และ y =

a

2
ดงันนัดา้นของรูปสีเหลียมพืนผา้ทีมีพืนทีมากทีสดุทีบรรจลุงในสามเหลยีม

มมุฉากทีมีดา้นประชิดมมุฉากทงัสองดา้นคือ a และ b คือ b

2
และ a

2
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ตัวอย่าง . . จงหาสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีมีปรมิาตรมากทีสดุ และสามารถบรรจุในทรง
กลมรศัมี r หน่วย

วธีิทาํ ให้ r แทนรศัมีของทรงกลม
h แทนความสงูของกรวย
x แทนรศัมีของฐานกรวย

แสดงรูป มิติไดด้งันี

2r − h

h

r

x

A

B

C

D

จากรูป ∆ABC คลา้ยกบั ∆ACD จะไดว้า่ CA

CD
=

CB

CA
ดงันนั x

2r − h
=

h

x
นนัคือ

x2 = h(2r − h) = 2rh− h2

ให้ V แทนฟังกช์นัของปรมิาตรของกราย จะไดว้า่

V (h) =
1

3
πx2h =

1

3
π(2rh− h2)h =

1

3
π(2rh2 − h3)

พิจารณา V ′(h) =
1

3
π(4rh− 3h2) =

1

3
πh(4r − 3h) = 0 ดงันนั h =

4r

3
เป็นจดุวิกฤตของ V

พิจารณาเครอืงหมาย V ′ ไดด้งันี

+

4r
3

−

จะไดว้า่ V

(
4r

3

)
= เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ

ดงันนัสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีมีปรมิาตรมากทีสดุ และสามารถบรรจุในทรงกลมรศัมี r หนว่ย
เทา่กบั 4r

3
หน่วย



. . คา่สดุขดี

แบบฝึกหดั .

. จงหาช่วงทีทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนี เป็นฟังกช์นัเพิม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ

. f(x) = x3 − 6x2 + 9x

. f(x) =
x

x+ 1

. f(x) = (x− 1)
2
3

. f(x) = (6− x)x
1
5

. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี

. f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]

. f(x) =
x

x+ 3
; [−1, 5]

. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี

. f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

. f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

. f(x) =
x− 2

x+ 2

. f(x) = (1− x2)(1− x)

. f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

. f(x) =
|x|

1 + |x|

. จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) =
x2 + 100

x2 − 25
บนชว่ง [−1, 3]

. จงหาความสงูและรศัมีของฐานของรูปทรงกระบอกกลมตรงทีมีปรมิาตรมากทีสดุ ทีบรรจุใน

กรวยกลมซงึมีรศัมีของฐานยาว นิว และสงู นิว โดยทีฐานของทรงกระบอกอยู่บนฐาน
ของกรวย

. กระป๋องรูปทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร ลกูบาศก์เซนติเมตร มีฝาปิดหวัทา้ย ฝาปิด
ทาํจากแผน่โลหะบางรูปสีเหลียมจตุรสั และผิวดา้นขา้งทาํจากรูปสีเหลียมผืนผา้ จงหารศัมี
และความสงูของกระป๋องทีทาํใหใ้ชป้รมิาณโลหะนอ้ยทีสดุ

. จงหาจดุบนพาราโบลา y = x2 ทีอยูใ่กลจ้ดุ (3, 0) มากทีสดุ
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. ความเว้าและจุดเปลยีนเว้า

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดที้ x0 และ y = g(x) เป็นสมการของเสน้สมัผสัเสน้
โคง้ y = f(x) ทีจดุ x0

. f มีความเว้าล่าง (concave downward) ทีจดุ x0 ก็ตอ่เมือ

f(x) < g(x) ทกุๆ x ทีอยูใ่กล้ ๆ x0

. f มีความเว้าบน (concave upward) ทีจดุ x0 ก็ตอ่เมือ

f(x) > g(x) ทกุๆ x ทีอยูใ่กล้ ๆ x0

รูปที . ความเวา้บนและอยูล่า่งทีจดุ x0

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f(x) = x2 มีความเวา้บนทีจดุ 0

วธีิทาํ จะเห็นวา่ f ′(x) = 2x นนัคือ f ′(0) = 0 ดงันนั g(x) = 0 เป็นเสน้สมัผสัของ f ทีจดุ 0

เลือก δ = 1 ให้ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) จะไดว้า่

f(x) = x2 > 0 = g(x) ทกุ ๆ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)

สรุปไดว้า่ f มีความเวา้บนที 0

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ และ S ⊆ D

. f มีความเว้าล่าง บน S ก็ตอ่เมือ

f มีความเวา้ลา่งทีทกุ ๆ x ∈ S

. f มีความเว้าบน บน S ก็ตอ่เมือ

f มีความเวา้บนทีทกุ ๆ x ∈ S

ข้อสังเกต . . ถา้ f มีความเวา้บน (เวา้ลา่ง) บนชว่ง S และ T แลว้ f มีความเวา้บน (เวา้ลา่ง)
บนชว่ง S ∪ T



. . ความเวา้และจดุเปลยีนเวา้

บทนิยาม . . ให้f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ x0 เรยีกจดุ (x0, f(x0)) วา่จุดเปลยีนเว้า (inflection
point) ก็ตอ่เมือมี δ > 0 ซงึเปลียนจากความเวา้แบบหนงึบนช่วง (x0 − δ, x0) ไปเป็นความเวา้อีก
แบบหนงึบนชว่ง (x0, x0 + δ)

การตรวจสอบความเวา้บน ความเวา้ลา่ง และจดุเปลยีนเวา้ ของบางฟังกช์นัโดยใชนิ้ยามอาจมี
ความยุง่ยาก จะมีทฤษฎีบทเกียวกบัอนพุนัธ์อนัดบัสองมาชว่ยการตรวจสอบดงัตอ่ไปนี (ไม่พิสจูน์

ในวิชานี)

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดอ้ยา่งนอ้ยสองอนัดบัแรกบนชว่ง (a, b)

และ c ∈ (a, b)

. ถา้ f ′′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว้ f มีความเวา้บนบนช่วง (a, b)

. ถา้ f ′′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว้ f มีความเวา้ลา่งบนช่วง (a, b)

. ถา้ (c, f(c)) เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f แลว้ f ′′(c) = 0 หรอื f ′′(c) ไมมี่คา่

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x4−4x3 จงหาช่วงของ f ทีมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลยีน
เวา้ของ f

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) = 4x3 − 12x2

f ′′(x) = 12x2 − 24x = 12x(x− 2)

เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−+

0 2

−

ดงันนั x = 0, 2 เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 0) ∪ (2,∞) และความเวา้ลา่งบน (0, 2)

และแสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−2 −1 0 1 2 3 4 5

−30

−20

−10

10

20
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ตัวอย่าง . . จงหาช่วงทีมีความเวา้บน ความเวา้ลา่ง และจดุเปลยีนเวา้ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = xe−2x

วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) = xe−2x(−2) + e−2x = −2xe−2x + e−2x

f ′′(x) = −2xe−2x(−2)− 2e−2x − 2e−2x = 4e−2x(x− 1)

เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

−

1

+

ดงันนั x = 1 เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 1) และความเวา้ลา่งบน (1,∞) และแสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

0 1 2
−0.2

0.2

. f(x) = (4− x2)
2
3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = R และพิจารณา

f ′(x) =
2

3
(4− x2)−

1
3 (−2x) = −4x

3
(4− x2)−

1
3

f ′′(x) = −4

3
(4− x2)−

1
3 − 4x

3

(
−1

3

)
(4− x2)−

4
3 (−2x)

= − 4

3(4− x2)
1
3

− 8x2

9(4− x2)−
4
3

=
−12(4− x2)− 8x2

9(4− x2)
4
3

=
4x2 − 48

9(4− x2)
4
3

=
4(x− 2

√
3)(x+ 2

√
3)

9[(2− x)(2 + x)]
4
3



. . ความเวา้และจดุเปลยีนเวา้

เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−− −−+

−2
√
3 −2 2 2

√
3

ดงันนั x = −2
√
3, 2

√
3 เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞,−2
√
3) ∪ (2

√
3,∞) และความเวา้ลา่งบน (−2

√
3, 2

√
3)

และแสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

แบบฝึกหดั .

จงหาชว่งทีมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลยีนเวา้ ของฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = x3 − 3x2

. f(x) = 3x4 + 2x3 − 5

. f(x) = x4 − 6x3 + 12x2 + 5x+ 7

. f(x) = x6 − 15x2 + 5

. f(x) = (1− x)
1
3

. f(x) = (x− 2)
2
3

. f(x) = (2− x)x
1
5

. f(x) =
4x

x2 + 1
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. การร่างกราฟ

รูปที . ตวัอยา่ง Download GeoGebra Apps
การ สรา้ง กราฟ ของ ฟังกช์นั ใน

ปัจจบุนัทาํไดง้า่ยเพียงแคพิ่มพส์มการ
ลง ใน โปรแกรม สาํเรจ็รูป เช่น GSP
และ GeoGebra เป็นตน้ โดยเฉพาะ
โปรแกรม GeoGebra ซงึ ผู้ ผลติ ทาํ
ออกมาใหใ้ชฟ้รีสาํหรบัการศกึษาโดย
เฉพาะ มีใหใ้ชใ้นรูปแบบออนไลนแ์ละ
ออฟไลน์ ทงัใน รูปโปรแกรม และใน
รูป ของ แอพ พลิ เคชนั โดย แบง่ ออก
เป็น หลาย ชนิด ให้ เหมาะ กบั การ ใช้
งานแตล่ะชนิดดงัรูป . สามารถเขา้
ใช้งาน และโหลดโปรแกรมหรอืแอพ
พลิ เคชนั ไดที้ www.geogebra.org
สาํหรบั แอพ พลิ เคชันมี ให้ดาว โหลด
ใน App Store และ Google Play ใช้
กบัมือถือหรอืแท็บเลต็ โดยการออกแบบการทีใชง้านทีงา่ยทาํใหเ้ป็นทีนิยมใชก้นัทวัโลก ถา้ผูอ้า่น
สนใจสามารถศกึษาการใชไ้ดจ้ากเวปไซตด์งักลา่ว

ตวัอยา่งกราฟของฟังกช์นั y = x4 − 3x3 โดยใชแ้อพพลิเคชนั Geogebra Classic แสดงดงั
รูป . จะเห็นได้วา่กราฟของฟังกช์นัทีเกิดขนึได้จากการพิมพ์สมการ ในชอ่งดา้นลา่งโดยอาศยั

รูปที . ตวัอยา่งกราฟจาก GeoGebra Classic
แปน้พิมพ์ทีมีให้ในแอพพลิเคชนั แต่
ถา้ไมมี่เครอืงมือเหลา่นนั เราอาจรา่ง
กราฟของฟังกช์นัได้ถา้เราทราบองค์
ประกอบ ตา่ง ๆ เชน่ โดเมน จดุ ตดั
แกน เสน้ กาํกบั (ถา้ มี) ช่วง ที ทาํให้
เกิด ฟังกช์นั เพิมและลด ชว่ง ทีทาํให้
เกิดความเวา้บนและอยู่ลา่ง เป็นตน้
ดงันนัในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึการรา่ง
กราฟ โดยอาศยัการประกอบกนัของ
องคป์ระกอบตา่ง ๆ



. . การร่างกราฟ

บทนิยาม . . เสน้ตรง x = a เป็น เส้นกาํกับแนวยนื (vertical asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้

lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื ∞ หรอื lim
x→a−

f(x) = −∞ หรอื ∞

บทนิยาม . . เสน้ตรง y = b เป็น เส้นกาํกับแนวนอน (horizontal asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้

lim
x→−∞

f(x) = b หรอื lim
x→∞

f(x) = b

บทนิยาม . . เสน้ตรง y = ax+ b เป็น เส้นกาํกับแนวเอยีง (slant asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้ f(x) = (ax+ b) + g(x) และ a *= 0 แลว้

lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

g(x) = 0

ข้อสังเกต . . ถา้กราฟมีเสน้กาํกบัแนวเอียงแลว้จะไมมี่เสน้กาํกบัแนวนอน

ตัวอย่าง . . จงหาเสน้กาํกบัแนวยืน เสน้กาํกบัแนวนอน และ เสน้กาํกบัแนวนอนเอียง (ถา้มี)
ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
1

x2 − 1

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→1+

1

x2 − 1
= ∞ และ lim

x→1−

1

x2 − 1
= −∞

ดงันนั x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืองจาก lim
x→−1+

1

x2 − 1
= −∞ และ lim

x→−1−

1

x2 − 1
= ∞

ดงันนั x = −1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืองจาก lim
x→∞

1

x2 − 1
= 0 และ lim

x→−∞

1

x2 − 1
= 0

ดงันนั y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอนของ f

. f(x) =
x+ 1

x− 1

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→1+

x+ 1

x− 1
= ∞ และ lim

x→1−

x+ 1

x− 1
= −∞

ดงันนั x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืองจาก lim
x→∞

x+ 1

x− 1
= 1 และ lim

x→−∞

x+ 1

x− 1
= 1

ดงันนั y = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอนของ f

. f(x) =
x2 + x

x− 2

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→2+

x2 + x

x− 2
= ∞ และ lim

x→2−

x2 + x

x− 2
= −∞

ดงันนั x = 2 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f จะเห็นวา่

f(x) =
x2 + x

x− 2
=

x(x− 2) + 3(x− 2) + 6

x− 2
= (x+ 3) +

6

x− 2

เนืองจาก lim
x→∞

6

x− 2
= 0 และ lim

x→−∞

6

x− 2
= 0

ดงันนั y = x+ 3 เป็นเสน้กาํกบัแนวเอียงของ f
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การวเิคราะหก์ราฟและร่างกราฟ

การรา่งกราฟของเสน้โคง้ y = f(x) เราควรวิเคราะหข์อ้มลูประกอบการรา่งกราฟ และทาํตามขนั
ตอนดงัตอ่ไปนี

. ตรวจโดเมนของ f และหาเสน้กาํกบั (ถา้มี) พรอ้มดูพฤติกรรมของกราฟเมือ x → ∞ และ
x → −∞

. หาจดุตดัแกน X และ Y (ถา้มี)

. หา f ′(x) และจดุวิฤกติของ f พรอ้มหาช่วงที f เป็นฟังกช์นัเพิม และช่วงที f เป็นฟังกช์นัลด

. หา f ′′(x) และจดุทีมีโอกาสเป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f พรอ้มหาชว่งที f มีความเวา้บน และชว่ง
ที f มีความเวา้ลา่ง

. รา่งกราฟของฟังกช์นัโดยใชข้อ้มลูจากขอ้ ถงึ

ตัวอย่าง . . จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) = x4 − 4x3

วธีิทาํ . โดเมนของ f คือ R พฤติกรรมของกราฟเมือ x → ∞ และ x → −∞ ดไูดจ้าก

lim
x→∞

x4 − 4x3 = ∞ และ lim
x→−∞

x4 − 4x3 = ∞

ดงันนัเมือ x → ∞ แลว้ y → ∞ และเมือ x → −∞ แลว้ y → ∞
. พิจารณา 0 = x4 − 4x3 = x3(x− 4) นนัคือ x = 0, 4 ดงันนัจดุตดัแกนคือ (0, 0) และ (4, 0)

. พิจารณา f ′(x) = 4x3 − 12x2 = 4x2(x− 3) ดงันนั x = 0, 3 เป็นจดุวิกฤต
จะไดว้า่ f(0) = 0 และ f(3) = −27 เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−−

0 3

−

และ f เป็นฟังกช์นัเพิมบน (3,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞, 0) ∪ (0, 3)

. พิจารณา f ′′(x) = 12x2 − 24x = 12x(x− 2)

จะไดว้า่ f(2) = −16 พิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−+

0 2

−

ดงันนั x = 0, 2 เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 0) ∪ (2,∞) และความเวา้
ลา่งบน (0, 2)



. . การร่างกราฟ

. นาํขอ้มลูทีไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี

0 2 3

f ′ − − − +

f ′′ + − + +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(0) = 0

จดุเปลยีนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

f(2) = −16

จดุเปลยีนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(3) = −27

จดุตาํสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี

X

Y

−2 −1 0 1 2 3 4

−30

−20

−10

10

20

(3,−27)

(2,−16)
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ตัวอย่าง . . จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) =
x2

x2 − 1

วธีิทาํ . โดเมนของ f คือ R− {−1, 1} เนืองจาก

lim
x→1+

x2

x2 − 1
= ∞ และ lim

x→1−

x2

x2 − 1
= −∞

ดงันนั x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืองจาก

lim
x→−1+

x2

x2 − 1
= −∞ และ lim

x→−1−

x2

x2 − 1
= ∞

ดงันนั x = −1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืองจาก

lim
x→∞

x2

x2 − 1
= 1 และ lim

x→−∞

x2

x2 − 1
= 1

ดงันนั y = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
. จะเห็นไดว้า่ (0, 0) เป็นจดุแกนเพียงจดุเดียว
. พิจารณา

f(x) =
x2

x2 − 1
=

(x2 − 1) + 1

x2 − 1
= 1 +

1

x2 − 1

f ′(x) = −(x2 − 1)−2(2x) = − 2x

(x2 − 1)2

ดงันนั x = 0 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่ f(0) = 0 เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

−−++

−1 0 1

และ f เป็นฟังกช์นัเพิมบน (−∞,−1) ∪ (−1, 0) และเป็นฟังกช์นัลดบน (0, 1) ∪ (1,∞)

. พิจารณา

f ′′(x) = −(x2 − 1)2(2)− 2x · 2(x2 − 1)(2x)

(x2 − 1)4

= −(x2 − 1)[2(x2 − 1)− 8x2]

(x2 − 1)4
=

6x2 + 2

(x2 − 1)3

ดงันนั f ไมมี่จดุเปลยีนเวา้ พิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−+

−1 1

−

f มีความเวา้บนบน (−∞,−1) ∪ (1,∞) และความเวา้ลา่งบน (−1, 1)



. . การร่างกราฟ

. นาํขอ้มลูทีไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี

−1 0 1

f ′ + + − −
f ′′ + − − +

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้บน

x = −1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้ลา่ง

f(0) = 0

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

x = 1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี

X

Y

−2 −1 0 1 2

−10
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10

y = 1

x = −1 x = 1
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ตัวอย่าง . . จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) =
x2 + x

x− 2

วธีิทาํ . โดเมนของ f คือ R− {2} เนืองจาก

lim
x→2+

x2 + x

x− 2
= ∞ และ lim

x→2−

x2 + x

x− 2
= −∞

ดงันนั x = 2 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน จะเห็นวา่

f(x) =
x2 + x

x− 2
=

x(x− 2) + 3(x− 2) + 6

x− 2
= (x+ 3) +

6

x− 2

เนืองจาก lim
x→∞

6

x− 2
= 0 และ lim

x→−∞

6

x− 2
= 0

ดงันนั y = x+ 3 เป็นเสน้กาํกบัแนวเอียงของ f

. เนืองจาก f(x) = 0 ถา้ x2 + x = x(x+ 1) = 0 นนัคือ x = 0,−1

ดงันนั (0, 0) และ (−1, 0) เป็นจดุแกน
. พิจารณา

f ′(x) = 1− 6(x− 2)−2 =
(x− 2)2 − 6

(x− 2)2

ดงันนั x = 2−
√
6, 2 +

√
6 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่

f(2−
√
6) = (2−

√
6) + 3 +

6

(2−
√
6)− 2

= 5− 2
√
6

f(2 +
√
6) = (2 +

√
6) + 3 +

6

(2 +
√
6)− 2

= 5 + 2
√
6

เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−−+

2−
√
6 2 2−

√
6

และ f เป็นฟังกช์นัเพิมบน (−∞, 2−
√
6)∪ (2+

√
6,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (2−

√
6, 2+

√
6)

. พิจารณา

f ′′(x) = 12(x− 2)−3 =
12

(x− 2)3

ดงันนั f ไมมี่จดุเปลยีนเวา้ พิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

−

2

+

f มีความเวา้บนบน (2,∞) และความเวา้ลา่งบน (−∞, 2)



. . การร่างกราฟ

. นาํขอ้มลูทีไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี

2−
√
6 2 2 +

√
6

f ′ + − − +

f ′′ − − + +

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้ลา่ง

f(2−
√
6) = 5− 2

√
6

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

x = 2

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(2 +
√
6) = 5 + 2

√
6

จดุตาํสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี

X

Y
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−10
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ตัวอย่าง . . จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) = e−
1
2x

2

วธีิทาํ . โดเมนของ f คือ R เนืองจาก

lim
x→∞

e−
1
2x

2
= 0 และ lim

x→−∞
e−

1
2x

2
= 0

ดงันนั y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
. ไมมี่จดุตดัแกน
. พิจารณา f ′(x) = −xe−

1
2x

2 ดงันนั x = 0 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่ f(0) = 1

เมือพิจารณาเครอืงหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

−

0

+

และ f เป็นฟังกช์นัเพิมบน (0,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞, 0)

. พิจารณา f ′′(x) = −e−
1
2x

2 − xe−
1
2x

2
(−x) = e−

1
2x

2
(x2 − 1) = e−

1
2x

2
(x− 1)(x+ 1)

จะไดว้า่ f(−1) = f(1) =
1√
e

พิจารณาเครอืงหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−+

−1 1

−

ดงันนั x = −1, 1 เป็นจดุเปลยีนเวา้ของ f และ f มีความเวา้บนบน (−∞,−1) ∪ (1,∞) และความ
เวา้ลา่งบน (−1, 1)

. นาํขอ้มลูทีไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี

−1 0 1

f ′ − − + +

f ′′ + − − +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(−1) =
1√
e

จดุเปลยีนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

f(0) = 1

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้ลา่ง

f(1) =
1√
e

จดุเปลยีนเวา้

ฟังกช์นัเพิม
ความเวา้บน



. . การร่างกราฟ

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.5

1

y = 0

(−1, 1√
e) (1, 1√

e)

แบบฝึกหดั .

จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ตอ่ไปนี
. f(x) = x3 + 5x2 + 3x− 4

. f(x) = 5x
2
3 − x

5
3

. f(x) = 2− (x− 3)
1
3

. f(x) =
4x

x2 + 1

. f(x) = x2e−3x

. f(x) = 2x+
1

x2

. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

. f(x) = x− 1

x

. f(x) = x(4− x)
1
3

. f(x) =
x2 − 1

x
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. อัตราสัมพทัธ์

ในหวันีเราจะศกึษาการประยกุตอ์นพุนัธ์เพือใช้หาอตัราการเปลียนแปลงปรมิาณตา่ง ๆ เทียบ
กบัเวลา ซงึเรยีกวา่ อัตราสัมพทัธ์ (relative rate) ทาํให้เราสนใจปัญหากบัผลกระทบของอตัรา
การเปลียนแปลงของตวัแปรบางตวัเทียบกบัเวลาทีมีอตัราการเปลยีนแปลงของตวัอืน ๆ เทียบกบั

เวลา เรยีกปัญหาแบบนีวา่ ปัญหาอัตราสัมพทัธ์ (relative rate problem)
ขนัตอนการแกปั้ญหา

. กาํหนดตวัแปรแทนปรมิาณตา่ง ๆ ทีขนึกบัเวลา

. เขียนความสมัพนัธร์ะหวา่งตวัแปรในขอ้ (ถา้เขียนได)้

. สรา้งสมการระหวา่งตวัแปรตา่ง ๆ ทีขนึกบัเวลา

. หาอนพุนัธข์องขอ้ เทียบกบัเวลา

. แทนคา่ตวัแปรตา่ง ๆ ทีโจทยก์าํหนด และคาํนวณหาสงิทีโจทยต์อ้งการ

ตัวอย่าง . . ชายคนหนงึเดินเขา้หาฐานหอคอยทีมีความสงู ฟตุ ดว้ยอตัราเรว็ ฟตุตอ่วินาที

จงหาวา่ชายผูนี้จะเคลือนทีเขา้ใกลย้อดของหอคอยดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ในขณะเขาอยู่หา่งจากฐาน
ของหอคอยเป็นระยะทาง ฟตุ

วธีิทาํ ให้ x แทนระยะทางระหวา่งฐานของหอคอยกบัผูช้ายคนนี

s แทนระยะทางระหวา่งจากจดุยอดของหอคอยกบัชายคนนี

60

x

s

จากรูป s =
√
x2 + 602 ดงันนั

ds

dt
=

1

2
(x2 + 602)−

1
2 (2x)

dx

dt
=

x√
x2 + 602

· dx
dt

จากทีโจทยก์าํหนดจะได้ dx
dt

= 2 ฟตุตอ่วินาที สงิทีโจทยต์อ้งการคือ ds

dt
ขณะที x = 80 ฟตุ จะไดว้า่

ds

dt
=

80√
802 + 602

· 2 =
160

100
= 1.6

ดงันนัชายผูนี้จะเคลือนทีเขา้ใกลย้อดของหอคอยดว้ยอตัราเรว็ . ฟตุตอ่วินาที ในขณะเขาอยู่หา่ง
จากฐานของหอคอยเป็นระยะทาง ฟตุ



. . อตัราสมัพทัธ์

ตัวอย่าง . . ถงันาํรูปกรวยกลมตรง มีเสน้ผา่นศนูยก์ลางทีปากถงัยาว เมตร และสงู เมตร
ไขนาํเขา้ถงัดว้ยอตัราเรว็ ลกูบาศก์เซนติเมตรตอ่วินาที จงหาวา่ระดบันาํในถงัจะสงูขนึดว้ย
อตัราเรว็เทา่ใด เมือความสงูของนาํในถงัเป็น เซนติเมตร

วธีิทาํ ให้ r แทนรศัมีของผิวนาํในกรวยมีหน่วยเป็นเซนติเมตร
h แทนความสงูจากผิวนาํกบักน้ถงัมีหนว่ยเป็นเซนติเมตร
V แทนปรมิาตรของนาํในกรวยมีหนว่ยเป็นลกูบาศกเ์ซนติเมตร

r

100

h

200

r

100

จากรูปดา้นขวามือมีสามเหลยีมคลา้ยกนั รูปคือสามเหลียมทีแรเงากบัสามเหลยีมใหญ่สดุ
จะไดว้า่ h = 2r และ

V =
1

3
πr2h =

1

3
π

(
h

2

)2

h =
1

12
πh3

จะไดว้า่

dV

dt
=

1

12
π · 3h2dh

dt
=

1

4
πh2dh

dt

จากทีโจทยก์าํหนดจะได้ dV
dt

= 50 ลกูบาศกเ์ซนติเมตรตอ่วินาที สงิทีโจทยต์อ้งการคือ dh

dt
ขณะที

h = 80 เซนติเมตร จะไดว้า่

50 =
1

4
π · 802 · dh

dt
1

32π
=

dh

dt

ดงันนัระดบันาํในถงัจะสงูขนึดว้ยอตัราเรว็ 1

32π
หรอื 0.00995 เซนติเมตรตอ่วินาที เมือความสงูของ

นาํในถงัเป็น เซนติเมตร
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แบบฝึกหดั .
. โยนกอ้นหินกอ้นหนงึลงในสระ จะทาํใหเ้กิดนาํเป็นละลอกแผอ่อกไปเป็นวงกลมมีจดุศนูยก์ลาง

อยูที่จดุของกอ้นหินตกรศัมีของวงกลมวงนอกเพิมขนึดว้ยอตัราเรว็ เซนติเมตรตอ่วินาที จง
หาพืนทีของวงกลมทีจะเพิมขนึดว้ยอตัราเทา่ใด หลงัจากทีกอ้นหินตกถงึผิวนาํ วินาที

. จรวดลาํหนงึถกูยิงขนึจากพืนดินตามแนวดงิ ขณะทีจรวดเคลอืนทีขนึไปไดมี้เรดาหซ์งึอยู่หา่ง
จากฐานยิงจรวดไปตามพืนดินเป็นระยะ กิโลเมตร คอยสงัเกตการเคลือนที จงหาอตัราเรว็

ของจรวดขณะเมือระยะทางจากเรดาหถ์งึจรวดมีคา่เทา่กบั กิโลเมตร โดยระยะทางนีกาํลงั
เพิมขนึดว้ยอตัรา , กิโลเมตรตอ่ชวัโมง

. บนัไดยาว ฟตุ วางพิงกาํแพงไว้ ถา้ฐานบนัไดกาํลงัเลอืนออกจากกาํแพงดว้ยอตัราเรม็ .

ฟตุตอ่วินาที จงหาวา่ปลายบนของบนัไดเลือนลงดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด และจงหาอตัราเรว็ของ
มมุทีบนัไดทาํกบัพืนดินขณะทียอดอยูส่งูจากพืน ฟตุ

. อากาศถกูอดัใสใ่นลกูโป่งรูปทรงกลมดว้ยอตัราเรว็คงตวั ลกูบาศกนิ์วตอ่วินาที จงหาอตัราเรว็
ของพืนทีผิวของลกูโป่งทีเพิมขนึ ขณะทีรศัมีของลกูโป่งเป็น นิว

. ถา้มมุเงยของดวงอาทิตยเ์ป็น องศา และกาํลงัลดลงดว้ยอตัรา . เรเดียนตอ่วินาที จง
หาวา่เงาของเราซงึสงู ฟตุ ทีทอดบนพืนดินจะยาวขนึดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด

. กลอ้งถ่ายภาพตงัอยู่หา่งฐานยิงจรวด , เมตร ถ่ายภาพจรวดทีกาํลงัเคลือนทีไปในแนว

ดิง จงหาวา่ ระยะทางระหวา่งกลอ้งถ่ายภาพกบัจรวดจะเปลียนไปดว้ยอตัราเรว็เทา่ใดขณะที
จรวดอยูส่งู , เมตร และกาํลงั ขนึดว้ยความเรว็ เมตร/วินาที

. บนัไดยาว เมตร วางพิงกาํแพงปรากฎวา่บนัไดลนืไถล โดยปลายลา่งเคลอืนออกจากกาํแพง
ดว้ย อตัราเรว็ เมตร/วินาที จงหาวา่ปลายบนจะเลอืนลงดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ขณะทีปลาย
ลา่งอยูห่า่งกาํแพง เมตร

. เติมนาํใส่ลกูโป่งดว้ยอตัรา ลกูบาศก์นิวตอ่นาที ทาํให้ลกูโป่งขยายออกเป็นลกูทรงกลม
ตลอด จงหาอตัราการเปลยีนแปลงของรศัมี เมือลกูโป่งมีรศัมี นิว

. ก่อกองทรายเป็นรูปเจดียโ์ดยเททรายบนยอดดว้ยความเรว็ ลกูบาศก์ฟตุตอ่วินาที ถา้กอง
ทรายคงรูป เดิมโดยทีสว่นสงูจะเทา่กบัรศัมีของฐาน กองทราย จงหาวา่สว่นสงูของกองทราย

จะเพิมขนึดว้ยความเรว็เทา่ใด ขณะ ทีกองทรายสงู ฟตุ

. สมชายยืนบนทา่เรอืซงึสงูกวา่ระดบันาํ ฟตุ สาวเชือกดงึเรอืบดเขา้หาฝังดว้ยความเรว็ของ
เชือก ฟตุตอ่นาที จงหาวา่มมุทีเชือกทาํกบัแนวระดบัจะเพิมขนึหรอืลดลงดว้ยความเรว็
เทา่ใด ขณะทีเชือกผกูเรอื ยาว ฟตุ (มมุหนว่ยเป็นเรเดียน)

. นาํไหลออกจากถงัรูปกรวยหงายดว้ยอตัรา ลกูบาศกเ์ซนติเมตรตอ่วินาที ถา้รศัมีของกรวย
เทา่กบั ซม. และสงูเทา่กบั ซม. จงหา อตัราการลดลงของรศัมีของระดบันาํเมือระดบั
นาํในกรวยสงู ซม.



. . หลกัเกณฑล์อปีตาล

. หลักเกณฑล์อปีตาล

การหาลิมิตในบทที อยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนดสาํหรบัฟังกช์นัตรรกยะ หรอืฟังกช์นัทีสามารถ
เปลยีนรูป หรอืใช้บางทฤษฎีบทมาชว่ยในการหาคา่ลิมิต แต่ฟังกช์นัทีซบัซอ้นยิงขนึอาจใช้วิธีดงั
กลา่วไมไ่ดเ้ชน่

lim
x→1

'nx+ x− 1√
x− 1

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึหลักเกณฑล์อปีตาล (l 'Hospital's rule) ซงึถกูเขียนไวใ้นหนงัสือชือAnalyse
des Infiniment Pertits ในปี โดยนกัคณิตศาสตรช์าวฝรงัเศสนามวา่ มาควิส เดอ โลปิตาล
(Marquis de l’Hospital, - ) แตผู่ค้นพบกฏนีคือ จอหน์ แบรน์ลูลี (John Bernoulli, -

) นกัคณิตศาสตรช์าวสวิส

ทฤษฎบีท . . หลักเกณฑล์อปีตาล

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้น S = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ) สาํหรบับางคา่ δ > 0

g(x) *= 0 และ g′(x) *= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา้ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ g′(x) *= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา้ lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x < N สาํหรบับางคา่ N < 0

และ g′(x) *= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา้ lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะใชก้บัรูปแบบยงัไม่กาํหนด 0

0
และ ∞

∞ เทา่นนั แตเ่ราอาจประยกุตใ์ช้

หลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืน ๆ ดงัตอ่ไปนี

∞−∞ 0 ·∞ 1∞ ∞0 00

แตจ่ะไมพิ่สจูนห์ลกัเกณฑล์อปีตาลในวิชานี ผูส้นใจอาจศกึษาไดจ้ากแคลคลูสัขนัสงู
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ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ

. lim
x→0

tan6x
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0

tan6x
x

= lim
x→0

(tan6x)′
(x)′

= lim
x→0

6sec2(6x)

1
= 6

. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx = lim

x→π
2
+

(cosx)′
(1− sinx)′ = lim

x→π
2
+

−sinx
−cosx = +∞

. lim
x→∞

ex

x+ ex

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→∞

ex

x+ ex
= lim

x→∞

(ex)′

(x+ ex)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

ex

(1 + ex
I.F.

∞
∞

= lim
x→∞

(ex)′

(1 + ex)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

ex

ex

= 1

. lim
x→0+

'nx
cotx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0+

'nx
cotx = lim

x→0+

('nx)′
(cotx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

1
x

csc2x

= lim
x→0+

sin2x

x
I.F.

0

0

= lim
x→0+

(sin2x)′

(x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

2sinxcosx
1

= 0

ในขอ้ . นีเราอาจใชท้ฤษฎีบท . . รว่มกบัหลกัเกณฑล์อปีตาลในบรรทดัที คือ

lim
x→0+

sin2x

x
= lim

x→0+

(
sinx
x

)
· sinx = 1 · 0 = 0
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ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)
= lim

x→−∞

[(1 + x2)
3
2 ]′

[x2 + ex(x− 1)]′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→−∞

3
2(1 + x2)

1
2 (2x)

2x+ ex(x− 1) + ex

= lim
x→−∞

3(1 + x2)
1
2

2 + 1
e−x

= +∞

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0

x2 + 2'n(cosx)
2− 2cosx− x2

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0

x2 + 2'n(cosx)
2− 2cosx− x2

= lim
x→0

[x2 + 2'n(cosx)]′
[2− 2cosx− x2]′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

2x+ 2 · 1
cosx(−sinx)

2sinx− 2x

= lim
x→0

x− tanx
sinx− x

I.F.
0

0

= lim
x→0

(x− tanx)′
(sinx− x)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

1− sec2x

cosx− 1
I.F.

0

0

= lim
x→0

(1− sec2x)′

(cosx− 1)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

−2sec2xtanx
−sinx

= lim
x→0

2sec3x

= 2

จากตวัอยา่งการใช้กฏโลปิตาลทีผา่นมาจะเห็นวา่ เราอาจใช้หลกัเกณฑ์ลอปีตาลได้มากกวา่

หนงึครงั ในกรณีการลิมิตทีมีฟังกช์นัตรโีกณมิติมาเกียวขอ้ง อาจใช้หลกัเกณฑ์ลอปีตาลรว่มกบั
เอกลกัษณต์รโีกณมิติ และทฤษฎีบท . . ทีกลา่วไวว้า่

lim
x→0

sinx
x

= 1

มาชว่ยในคาํนวณคา่ลมิิตเหลา่นนัได้
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ตวัอยา่งตอ่ไปนีจะกลา่วถงึรูปแบบยงัไม่กาํหนด ∞−∞ และ 0 ·∞ เราสามารถเปลียนรูปของ
ฟังกช์นัใหล้มิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.

0

0
หรอื I.F.

∞
∞ ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ

. lim
x→0+

(cotx− cscx)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→0+

(cotx− cscx) = lim
x→0+

cosx− 1

sinx I.F.
0

0

= lim
x→0+

(cosx− 1)′

(sinx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

−sinx
cosx = 0

. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

'nx

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

'nx

)
= lim

x→1−

'nx− x+ 1

x'nx− 'nx I.F.
0

0

= lim
x→1−

('nx− x+ 1)′

(x'nx− 'nx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→1−

1
x − 1

'nx+ 1− 1
x

= lim
x→1−

1− x

x'nx+ x− 1
I.F.

0

0

= lim
x→1−

(1− x)′

(x'nx+ x− 1)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→1−

−1

'nx+ 2

= −1

2

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx

)
= lim

x→0+

sinx− xcosx
xsinx I.F.

0

0

= lim
x→0+

(sinx− xcosx)′
(xsinx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

xsinx
sinx+ xcosx

= lim
x→0+

sinx
sinx
x + cosx

=
0

1 + 1
= 0



. . หลกัเกณฑล์อปีตาล

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ

. lim
x→∞

xtan
(
1

x

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 ·∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

xtan
(
1

x

)
= lim

x→∞

tan
(
1
x

)

1
x

I.F.
0

0

= lim
x→∞

[tan
(
1
x

)
]′

( 1x)
′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

sec2
(
1
x

)
· (− 1

x2 )

− 1
x2

= lim
x→∞

sec2

(
1

x

)

= 1

. lim
x→0+

x'nx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 ·∞ จะไดว้า่

lim
x→0+

x'nx = lim
x→0+

'nx
1
x

I.F.
∞
∞

= lim
x→0+

('nx)′
( 1x)

′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x)

= 0

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→∞

x
(

arctanx− π

2

)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 ·∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

x
(

arctanx− π

2

)
= lim

x→∞

arctanx− π
2

1
x

I.F.
0

0

= lim
x→∞

(
arctanx− π

2

)′

( 1x)
′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

1
1+x2

− 1
x2

= lim
x→∞

− x2

1 + x2

= lim
x→∞

− 1
1
x2 + 1

= − 1

0 + 1

= −1
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สดุทา้ยจะกลา่วถงึรูปแบบยงัไมก่าํหนด 00, ∞0 และ 1∞ นนัคือพิจารณาลมิิตของฟังกช์นั [f(x)]g(x)

จากนนักาํหนดให้ y = [f(x)]g(x) จะได้

'ny = (g(x))'n[f(x)]

แลว้หาลมิิตของ 'ny และหาคา่ลมิิตของ y จากสมบตัิของลมิิตทีวา่

lim
x→a

'ny = 'n
(

lim
x→a

y
)

ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ

. lim
x→0+

xx

วธีิทาํ ให้ y = xx จะไดว้า่ 'ny = x'nx ฉะนนั

lim
x→0+

'ny = lim
x→0+

x'nx

'n
(

lim
x→0+

y

)
= 0 โดยตวัอยา่ง . . ขอ้

lim
x→0+

y = 1

ดงันนั lim
x→0+

xx = 1

. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

วธีิทาํ ให้ y =

(
1 +

1

x

)x

จะไดว้า่ 'ny = x'n
(
1 +

1

x

)
ฉะนนั

lim
x→∞

'ny = lim
x→∞

'n
(
1 + 1

x

)

1
x

I.F.
0

0

'n
(

lim
x→0+

y

)
= lim

x→∞

['n
(
1 + 1

x

)
]′

( 1x)
′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

1
1+ 1

x

· (− 1
x2 )

− 1
x2

= lim
x→∞

1

1 + 1
x

= 1

lim
x→∞

y = e

ดงันนั lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e
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ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→∞

(2x + x)
2
x

วธีิทาํ ให้ y = (2x + x)
2
x จะไดว้า่ 'ny = 2

x'n(2
x + x) ฉะนนั

lim
x→∞

'ny = lim
x→∞

2'n(2x + x)

x
I.F.

∞
∞

'n
(

lim
x→0+

y

)
= lim

x→∞

[2'n(2x + x)]′

(x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

2(2x'nx+ 1)

2x + x
I.F.

∞
∞

= lim
x→∞

2(2x'n2 + 1)′

(2x + x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

2 · 2x'n2'n2
2x'n2 + 1

= lim
x→∞

2'n2'n2
'n2 + 1

2x

= 2'n2 = 'n4
lim

x→∞
y = e"n4 = 4

ดงันนั lim
x→∞

(2x + x)
2
x = 4

แบบฝึกหดั .

จงหาลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0+

sinx√
x

. lim
x→0

cos2x− 1

x

. lim
x→π

2

cosx
x− π

2

. lim
x→0

ex − cos2x

xsinx

. lim
x→0

x− sinx
x− tanx

. lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

. lim
x→∞

x'nx
x2 + 1

. lim
x→∞

5x

'n(x+ ex)

. lim
x→0

3x − 1

2x − 1

. lim
x→0+

cot3x
cot2x

. lim
x→0

ex − x− 1

x2

. lim
x→∞

x'nx
x+ 'nx

. lim
x→∞

2e2x + 'nx
e2x + x2

. lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

. lim
x→1

'nx
x− 1

. lim
x→∞

x8

ex

. lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

. lim
x→0+

(tanx)'n(sinx)

. lim
x→∞

x(e
1
x − 1)

. lim
x→−∞

xsin1
x

. lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
tan5x

. lim
x→∞

(
x2 − sec1

x

)
2−x2

. lim
x→1+

(
1

1− x
− 1√

1− x

)

. lim
x→1−

(
1

1− x
+

x

'nx

)

. lim
x→0

(
csc2x− 1

x2

)

. lim
x→0

(
1

x
− 1

tanx

)

. lim
x→1+

(
1

'nx +
x

x− 1

)
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. lim
x→π

2
−
(tan5x− tanx)

. lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)

. lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)

. lim
x→0

(1 + x)
1
x

. lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

. lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

. lim
x→1

(1− x)"nx

. lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

. lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

. lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

. lim
x→0+

(x+ sinx)tanx

. lim
x→∞

(ex + x)
e
x

. lim
x→∞

(
1− 1

x3

)x

. lim
x→0+

(cosx)cotx

. lim
x→∞

(2x + x2)
1
x

. lim
x→0

(ex
2cosx)

4
x4

. lim
x→π

2
−
(secxtanx)cosx

. lim
x→0

(1 + sinx) 3
x

สรุป

การประยกุตข์องอนพุนัธใ์นวิชานีแบง่ออกเป็น เรอืงประกอบดว้ย การประมาณคา่เชิงเสน้ คา่
สดุขีด ความเวา้และจดุเปลยีนเวา้ การรา่งกราฟ อตัราสมัพทัธ์ และหลกัเกณฑล์อปีตาล เรอืงแรก
กลา่วถงึคา่เชิงอนพุนัธ์ dx ซงึหมายถงึ ∆x โดยที dy = f ′(x)dx และนาํไปใชก้ารการประมาณคา่
เมือ dx มีคา่นอ้ย ๆ เรยีกวา่การประมาณคา่เชิงเสน้ f(a +∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x ตอ่มากลา่วถงึ
คา่สดุขีดของฟังกช์นัซงึหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตาํสดุ และคา่สดุขีดสมัพทัธห์มายถงึคา่สงูสดุสมัพทัธ์
หรอืตาํสดุสมัพทัธ์ ตรวจสอบได้ วิธีคือ การทดสอบโดยอนพุนัธ์อนัดบัหนงึ และการทดสอบโดย
อนพุนัธอ์นัดบัสอง โดยทดสอบจดุวิกฤต c ซงึหมายถงึ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่ และนาํไปใชก้บั

ปัญหาคา่สงูสดุตาํสดุของฟังกช์นั จากนนักลา่วถงึความเวา้และจดุเปลียนเวา้ ซงึดไูดก้ารพิจารณา
เครอืงหมายของอนพุนัธอ์นัดบัสอง f ′′(x) > 0 หมายถงึความเวา้บน f ′′(x) < 0 หมายถงึความเวา้
ลา่ง และจดุเปลียนเวา้คือจดุทีเปลียนความเวา้แบบหนงึไปอีกแบบหนงึ ตอ่มาองคป์ระกอบตา่ง ๆ
จากเรอืงคา่สดุขีดไปชว่ยในการรา่งกราฟ ตอ่มากลา่วถงึอตัราสมัพทัธ์คือการประยกุตอ์นพุนัธ์เพือ
ใชห้าอตัราการเปลียนแปลงปรมิาณตา่ง ๆ เทียบกบัเวลา กบัปัญหาทีเรยีกวา่ปัญหาอตัราสมัพทัธ์

สดุทา้ยกลา่วถงึหลกัเกณฑล์อปีตาล คือการหาลมิิตของฟังกช์นัทีอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด 0

0
และ

∞
∞ เทา่นนั แตเ่ราอาจประยกุตใ์ชห้ลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืน ๆ ไดเ้ชน่กนั

แบบฝึกหดับทที

. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. d(xtanx)

. d(x'nx)

. d(ex − secx)

. d

(
1

1 + x

)

. จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ
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.
√
15.99

. 3
√
26.5

. sin46◦

. e0.02

. เมือวดัรศัมีวงกลมและคาํนวณปรมิาตรพบวา่ ปรมิาตรมีความคลาดเคลือนไมเ่กิน ลกูบาศก์
เมตร รศัมีทีวดัไดมี้ความคลาดเคลือนไม่เกิน . เมตร จงหารศัมีทียาวทีสดุทีวดัได้ และหา
คา่คลาดเคลอืนสมัพทัธ์

. จงหาช่วงทีทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนี เป็นฟังกช์นัเพิม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ

. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

. f(x) = x4 − 4x2 + 4

. f(x) =
√
x+ 1√

x

. f(x) = x
5
2 + 2x

3
2 + x

1
2

. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี

. f(x) = x+
1

x
; [12 , 5] . f(x) = |x2 − 2x− 3| ; [−5, 5]

. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี

. f(x) = x4 + 2x3

. f(x) =
1

x− x2

. f(x) = x 3
√
5− x

. f(x) = x
7
3 − 7x

1
3

. f(x) = x2(1 + x)
1
3

. f(x) = arctanx− 'n
√
1 + x2

. จงหาพืนทีมากทีสดุของสามเหลยีมหนา้จวั ถา้ดา้นทีเทา่กนัทงัสองดา้นยาวเทา่กบั หน่วย

. โรงเรยีนแหง่หนงึนาํนกัเรยีนไปทศันศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนกัเรยีนคนละ บาท ถา้มีนกัเรยีน
ไมเ่กิน คน แตถ่า้นกัเรยีนไปเกิน คนจะเก็บลดลง สตางคค์ณูดว้ยจาํนวนคนทีเกิน
จากจาํนวน คน นกัเรยีนควรไปทศันศกึษากีคนจงึจะทาํใหโ้รงเรยีนเก็นเงินไดม้ากสดุ

. จงหาช่วงทีมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลยีนเวา้ ของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) =
x

x2 − 1

. f(x) = x− 1

x

. f(x) = (x− 1)e−x

. f(x) = e−x2

. จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ตอ่ไปนี

. f(x) = x2ex

. f(x) = 5x
1
5 − 2x

. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

. f(x) = xe−x2

. f(x) =
x2 + 2x

x− 3

. f(x) =
5x

x2 − 4



บทที . การประยกุตข์องอนพุนัธ์

. ถงัรูปทรงกระบอกกลมมีรศัมี ฟตุ และสงู ฟตุ บรรจนุาํเตม็ ถา้ดา้นลา่งของถงัเจาะรูไขนาํ
ออก โดยที อตัราเรว็ของนาํทีไหลออกขนึอยู่กบัความสงูของระดบันาํ ถา้ h เป็นความสงูของ
ระดบันาํ อตัราเรว็ของนาํทีไหลออก จะเทา่กบั h/ ลกูบาศกฟ์ตุตอ่นาที จงหาอตัราการลดลง
ของระดบันาํ เมือเหลือนาํ / ของถงั

. ถงันาํมนัทรงกระบอกถงัหนงึมีขนาดเสน้ผา่นศนูยก์ลาง เซนติเมตร มีรูรวัทีทาํใหน้าํมนัไหล
ออกมา ดว้ยอตัรา ลกูบาศก์เซนติเมตรตอ่วินาที จงหาวา่ระดบันาํมนัในถงัจะลดลงดว้ย
อตัราเรว็เทา่ใด

. แผน่โลหะกลมเมือไดร้บัควารอ้นจะขยายตวั เสน้รอบวงยาวเพิมขนึดว้ยอตัราเรว็ เซนติเมตร
ตอ่นาที พืนทีหนา้ตดัของแผน่โลหะจะเพิมขนึดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ขณะทีเสน้รอบวงยาว
เซนติเมตร

. เติมนาํลงแท็งกน์าํรูปทรงสีเหลียมมมุฉากดว้ยอตัราคงที ลกูบาศก์เมตรตอ่นาที แท็งนาํมี
ฐานกวา้ง เมตร ยาว เมตร และสงู เมตร จงหาวา่ระดบันาํในแท็งกน์าํสงูขนึดว้ยอตัรา
เทา่ใด

. เครอืงแปรรูปแผน่ยางพาราเครอืงหนงึทาํการยืด/หดยางพารารูปสีเหลียมมมุฉากดว้ยอตัรา
ดงันี ยืด ดา้นกวา้งขนึดว้ยอตัราเรว็ เซนติเมตร/วินาที หดดา้นยาวลงดว้ยอตัราเรว็ เซนติเมตร/
วินาที จงหาอตัราการ เปลียนแปลงของพืนทีของยางพาราในขณะทีดา้นกวา้งเทา่กบัดา้นยาว
มีคา่เป็น เซนติเมตร

. ชายคนหนงึอยู่หา่งจากรางรถไฟตามแนวตงัฉากเป็นระยะทาง เมตร รถไฟวิงตามราง
รถไฟใน ทิศทางซงึเขา้หาชายคนนี ดว้ยความเรว็ กม./ชม. จงหาวา่ระยะหา่งระหวา่งรถไฟ
กบัชายคนนนั (ก่อนรถไฟวิง ผา่นไป) จะลดลงดว้ย อตัราการเปลยีนแปลงเทา่ไร เมือเขาอยู่
หา่งจากรถไฟ เมตร

เอกสารอ้างองิ

ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. ( ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:
สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.

James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต

. การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่

. ปรพินัธจ์าํกดัเขต

. ทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั

. การจดัการเรยีนรูเ้รอืงปรพินัธจ์าํกดัเขต

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. เขา้ใจความหมายของปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตและหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้

. สามารถหาการหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ได้

. เขา้ใจความหมายของฟรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชก้ราฟได้

. ใชส้มบตัิของปรพินัธจ์าํกดัเขตหาปรพินัธที์กาํหนดใหไ้ด้

. เขา้ใจและใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสัไดอ้ยา่งถกูตอ้ง

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "ปรพินัธ"์

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "ปรพินัธ"์

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Geogebra

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

ปริพนัธ์

ในบทที เมือกาํหนดฟังกช์นัหนงึมาใหเ้ราสนใจการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นันนั ไม่วา่จะเป็นการ
ใชบ้ทนิยามหรอืใชก้ฎตา่ง ๆ แต่ในบทนีเราจะการดาํเนินการยอ้นกลบัของการหาอนพุนัธ์เรยีกวา่
การหาปริพนัธ์ (integration) เช่นหาฟังกช์นัทีมีอนพุนัธเ์ทา่กบั 2x ซงึก็คือ x2 และ x2 + 5 เป็นตน้
จะเห็นวา่การทาํยอ้นกลบัไดค้าํตอบทีมากกวา่หนงึคาํตอบ เราจะมาศกึษาสงิเหลา่นีในบทนี

. ปริพนัธไ์ม่จาํกัดเขต

บทนิยาม . . เรยีกฟังกช์นั f วา่หาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I ถา้มีฟังกช์นั F ซงึ

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วา่เป็นปฏยิานุพนัธ์ (antiderivative) ของฟังกช์นั f บนชว่ง I

ในบางครงัเราจะละการบอกชว่ง I ในบทนิยาม . . แต่เขา้ใจตรงกนัวา่ F เป็นปฏิยานุพนัธ์
บนชว่งทีฟังกช์นั F หาอนพุนัธไ์ด้

ตัวอย่าง . . จงหาปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี อยา่งนอ้ย ฟังกช์นั

. f(x) = 3x2

วธีิทาํ จะเห็นวา่ F1(x) = x3 และ F2(x) = x3 + 7 เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f

เนืองจาก F ′
1(x) = 3x2 = f(x) และ F ′

2(x) = 3x2 = f(x)

. f(x) = cosx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ F1(x) = sinx และ F2(x) = sinx− 5 เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f

เนืองจาก F ′
1(x) = sinx = f(x) และ F ′

2(x) = sinx = f(x)

จากตวัอยา่ง . . จะสงัเกตเห็นวา่ถา้ F เป็นปฏิยานุพนัธข์องของฟังกช์นั f แลว้ F + C เป็น
ปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f ทกุ ๆ C ทีเป็นคา่คงตวั
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ทฤษฎบีท . . ถา้ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I แลว้มีคา่คงตวั C ซงึ

G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วา่ปฏยิานุพนัธท์วัไป (general antiderivative) ของ f บนชว่ง I

บทพิสูจน์. สมมติวา่ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I ให้ x ∈ I

จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) และ G′(x) = f(x) แลว้

(G− F )′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0 ทกุ x ∈ I

ดงันนั (G− F )(x) = C เมือ C เป็นคา่คงตวั สรุปไดว้า่ G(x) = F (x) + C

บทนิยาม . . ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะเรยีกปฏิยานพุนัธท์วัไปของ f วา่ ปริพนัธ์

ไม่จาํกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดว้ย
∫

f(x) dx จะไดว้า่

∫
f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วา่เครอืงหมายปรพินัธ์ (integral sign)

เรยีก f(x) วา่ตวัถกูปรพินัธ์ (integrand)

เรยีก x วา่ตวัแปรของปรพินัธ์ (variable of integral)

เรยีก C วา่คา่คงตวัของปรพินัธ์ (constant of integral)

ทฤษฎบีท . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาปฏิยานพุนัธไ์ด้ และ k เป็นคา่คงตวัแลว้

.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx

บทพิสูจน์. . เห็นไดช้ดั
. ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) แลว้ (kF (x))′ = kF ′(x) = kf(x)

นนัแสดงวา่ kF เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั kf สรุปไดว้า่มีคา่คงตวั C ซงึ

k

∫
f(x) dx = k(F (x) + C) = kF (x) + kC =

∫
kf(x) dx

. ให้ F และ G เป็นปฏิยานุพนัธ์ของฟังกช์นั f และ g ตามลาํดบั จะได้วา่ F ′(x) = f(x) และ
G′(x) = g(x) แลว้

(F +G)′(x) = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)
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ดงันนั F +G เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f + g สรุปไดว้า่มีคา่คงตวั C ซงึ
∫

f(x)+g(x)dx = F (x)+G(x)+C =

[
F (x) +

1

2
C

]
+

[
G(x) +

1

2
C

]
=

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

. ในทาํนองเดียวกบัขอ้

จากความรูเ้รอืงอนพุนัธข์องฟังกช์นัจะไดว้า่∫
1 dx = x+ C

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมือ n *= −1

∫
1

x
dx = 'n|x|+ C

∫
ex dx = ex + C

∫
ax dx =

ax

'na + C

∫
sinx dx = −cosx+ C

∫
cosx dx = sinx+ C

∫
secxtanx dx = secx+ C

∫
sec2x dx = tanx+ C

∫
cscxcotx dx = −cscx+ C

∫
csc2x dx = −cotx+ C

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C

∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C

∫
1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C = −arccscx+ C
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ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

3x2 + x− 1 dx = 3

∫
x2 dx+

∫
x dx−

∫
1 dx

= 3

(
x3

3
+ C1

)
+

x2

2
+ C2 − (x+ C3)

= x3 +
x2

2
− x+ (3C1 + C2 − C3)

ให้ C = (3C1 + C2 − C3) ดงันนั
∫

3x2 + x− 1 dx = x3 +
x2

2
− x+ C

จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่การหาปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขตจะเกิดคา่คงตวัได้หลายคา่ (ขนึกบั
จาํนวนพจน์ของการหาปริพนัธ)์ แต่สดุทา้ยสามารถรวมเป็นคา่คงตวัคา่หนงึได้เสมอ ดงันนัเป็นที
ทราบกนัดีวา่ในการหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตเราอาจจะเขียนคา่คงตวัเพียงตวัเดียวในขนัสดุทา้ย

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

2ex − 2x+1 − cosx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

2ex − 2x+1 − cosx dx = 2

∫
ex dx− 2

∫
2x dx−

∫
cosx dx

= 2ex − 2 · 2x

'n2 − sinx+ C

.
∫

2 + x2

1 + x2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

2 + x2

1 + x2
dx =

∫
(1 + x2) + 1

1 + x2
dx =

∫
1 +

1

1 + x2
dx

=

∫
1 dx+

∫
1

1 + x2
dx

= x+ arctanx+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ √

x(x− 1) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ √

x(x− 1) dx =

∫
x

1
2 (x− 1) dx =

∫
x

3
2 − x

1
2 dx

=
2

5
x

5
2 − 2

3
x

3
2 + C
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.
∫

2x− 1
3
√
x

dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
2x− 1

3
√
x

dx =

∫
2x− 1

x
1
3

dx =

∫
2x− 2

3 − x− 1
3 dx

= 6x
1
3 − 3

2
x

2
3 + C

.
∫

(x− 1)2

x2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

(x− 1)2

x2
dx =

∫
x2 − 2x+ 1

x2
dx =

∫
1− 2 · 1

x
+ x−2 dx

= x+ 2'n|x|+ x−1

−1
+ C = x+ 2'n|x|− 1

x
+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1 + sinx
cos2x

dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
1 + sinx
cos2x

dx =

∫
1

cos2x
+

sinx
cos2x

dx =

∫
sec2x+ secxtanx dx

= tanx+ secx+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1

1− cosx dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

1− cosx =
1

1− cosx · 1 + cosx
1 + cosx =

1 + cosx
1− cos2x

=
1 + cosx

sin2x
=

1

sin2x
+

cosx
sin2x

= csc2x+ cscxcotx

ดงันนั ∫
1

1− cosx dx =

∫
csc2x+ cscxcotx dx

= −cotx− cscx+ C

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้โคง้ทีผา่นจดุ (1, 2) โดยทีความชนัทีจดุ (x, y) ใดๆเป็น x4 − x

x2

วธีิทาํ ให้ y = f(x) เป็นสมการเสน้โคง้ จะไดว้า่ f(1) = 2 และ f ′(x) =
x4 − x

x2
ดงันนั

f(x) =

∫
f ′(x) dx =

∫
x4 − x

x2
dx

=

∫
x2 − 1

x
dx =

1

3
x3 − 'n|x|+ C

เนืองจาก f(1) = 2 จะไดว้า่ 2 =
1

3
− 0 + C นนัคือ C =

5

3
ฉะนนัสมการเสน้โคง้นีคือ

y =
1

3
x3 − 'n|x|+ 5

3
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ตัวอย่าง . . อนภุาคหนงึเคลอืนทีตามแนวแกน X ดว้ยความเรง่ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น
√
t+ sint− 5 ฟตุ/วินาที2

เมือ t = 0 อนภุาคอยู่หา่งจากจดุกาํเนิดไปทางซา้ย ฟตุ และอนภุาคเคลือนทีดว้ยความเรว็
ฟตุ/วินาที จงหาสมการการเคลือนที

วธีิทาํ ให้ s แทนสมการการเคลือนที จะไดว้า่ s(0) = −30 ฟตุ และ s′(0) = 20 ฟตุ/วินาที และ

s′′(t) =
√
t+ sint− 5

ฉะนนั

s′(t) =

∫
s′′(t) dt =

∫ √
t+ sint− 5 dt =

2

3
t
3
2 − cost− 5t+ C1

จาก s′(0) = 20 จะไดว้า่ 20 = −1 + C1 นนัคือ C1 = 21 และ

s(t) =

∫
s′(t) dt =

∫
2

3
t
3
2 − cost− 5t+ 21 dt =

4

15
t
5
2 − sint− 5

2
t2 + 21t+ C2

จาก s(0) = −30 จะไดว้า่ −30 = 0 + 0 + 0 + 0 + C2 นนัคือ C2 = −30

ดงันนัสมการการเคลอืนทีของอนภุาคนีคือ

s(t) =
4

15
t2
√
t− sint− 5

2
t2 + 21t− 30

แสดงกราฟการเคลอืนทีไดด้งันี

t

s

2 4 6 8 10 12 14

−30

−20

−10

0

10

20

30
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แบบฝึกหดั .

. จงหาฟังกช์นั f ทีมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนี

. F (x) = 5

. F (x) = (2x+ 1)10

. F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

. F (x) =
x− 1

2x+ 3

. F (x) = arctan('nx+ sinx)

. F (x) = sin2(cosex)

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

x4(
√
x+ 2) dx

.
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

.
∫
(x+ 1)3 dx

.
∫
(1 +

1

t
)2 dt

.
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

.
∫

x− 1

x+
√
x
dx

.
∫

cosx(secx+ 3tanx) dx

.
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

.
∫

x2

1 + x2
dx

.
∫

2− x2 − x4

4 + 4x2
dx

.
∫

1− cos2x

cos2x
dx

.
∫

1 + cosx
sin2x

dx

. จงหาสมการเสน้โคง้ทีผา่นจดุ (−1, 2) โดยทีความชนัทีจดุ (x, y) ใดๆเป็น x3 − x2

x5

. วตัถหุนงึเคลอืนทีดว้ยความเรง่ตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น

6t+ cost เมตร/วินาที2

เมือ t = 0 วตัถอุยูห่า่งจากจดุกาํเนิดไปทางขวา เมตร และเคลือนทีดว้ยความเรว็ เมตร/
วินาที จงหาสมการการเคลือนทีของวตัถนีุ
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. การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า

ทฤษฎบีท . . การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า (Integration by substitution)
ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง I และ f เป็นฟังกช์นัทีหาปฏิยานพุนัธ์
ไดบ้น I แลว้ ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f นนัคือ F ′(x) = f(x) โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

d

dx
F (u(x)) = F ′(u(x))

du(x)

dx

ให้ u = u(x) ดงันนั
∫

F ′(u)
du

dx
dx =

∫
d

dx
F (u) dx = F (u) + C =

∫
F ′(u) du

เนืองจาก F ′(x) = f(x) สรุปไดว้า่
∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫
(2x+ 1)10 dx

วธีิทาํ ให้ u = 2x+ 1 นนัคือ du = 2dx จะไดว้า่
∫

(2x+ 1)10 dx =

∫
(2x+ 1)10 · 1

2
· 2dx =

1

2

∫
u10 du

=
1

22
u11 + C =

1

22
(2x+ 1)11 + C

.
∫
x
√
x2 + 1 dx

วธีิทาํ ให้ u = x2 + 1 นนัคือ du = 2xdx จะไดว้า่
∫

x
√
x2 + 1, dx =

∫ √
x2 + 1 · 1

2
· 2xdx =

1

2

∫
u

1
2 du

=
1

3
u

3
2 + C =

1

3
(x2 + 1)

3
2 + C

.
∫

ex

ex + 1
dx

วธีิทาํ ให้ u = ex + 1 นนัคือ du = exdx จะไดว้า่
∫

ex

ex + 1
dx =

∫
1

ex + 1
· exdx =

∫
1

u
du

= 'n|u|+ C = 'n(ex + 1) + C



. . การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

sin(1− 3x) dx

วธีิทาํ ให้ u = 1− 3x นนัคือ du = −3dx จะไดว้า่
∫

sin(1− 3x) dx =

∫
sin(1− 3x) · 1

−3
· (−3dx) = −1

3

∫
sinu du

=
1

3
cosu+ C

=
1

3
cos(1− 3x) + C

.
∫

1

x'nx dx

วธีิทาํ ให้ u = 'nx นนัคือ du =
1

x
dx จะไดว้า่

∫
1

x'nx dx =

∫
1

'nx · 1
x
dx =

∫
1

u
du

= 'n|u|+ C

= 'n|'nx|+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ sin('nx)

x
dx

วธีิทาํ ให้ u = 'nx นนัคือ du =
1

x
dx จะไดว้า่

∫ sin('nx)
x

dx =

∫
sin('nx) · 1

x
dx =

∫
sinu du

= −cosu+ C

= −cos('nx) + C

.
∫ cosx

1 + sin2x
dx

วธีิทาํ ให้ u = sinx นนัคือ du = cosxdx จะไดว้า่
∫ cosx

1 + sin2x
dx =

∫
1

1 + sin2x
· cosxdx

=

∫
1

1 + u2
du

= arctanu+ C

= arctan(sinx) + C



บทที . ปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫
x2
√
x− 2 dx

วธีิทาํ ให้ u = x− 2 นนัคือ du = dx และ x = u+ 2 จะไดว้า่
∫

x2
√
x− 2 dx =

∫
(u+ 2)2

√
u du

=

∫
(u2 + 2u+ 4)u

1
2 du

=

∫
u

5
2 + 4u

3
2 + 4u

1
2 du

=
2

7
u

7
2 +

8

5
u

5
2 +

8

3
u

3
2 + C

=
2

7
(x− 2)

7
2 +

8

5
(x− 2)

5
2 +

8

3
(x− 2)

3
2 + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

x
3
√
x+ 3

dx

วธีิทาํ ให้ u = x+ 3 นนัคือ du = dx และ x = u− 3 จะไดว้า่
∫

x
3
√
x+ 3

dx =

∫
u− 3

3
√
u

du

=

∫
u− 3

u
1
3

du

=

∫
u− 2

3 − 3u− 1
3 du

=
3

5
u

5
3 − 9

2
u

2
3 + C

=
3

5
(x+ 3)

5
3 − 9

2
(x+ 3)

2
3 + C

โดยกฎของคา่เชิงอนพุนัธ์ (ทฤษฎีบท . . ) จะไดว้า่

. kdv(x) = d[kv(x)] เมือ k เป็นคา่คงตวั

. d(v(x) + b) = dv(x) เมือ b เป็นคา่คงตวั

อาจใช้ dx =
1

k
· kdx =

1

k
d(kx) =

1

k
d(kx+ b) เมือ k, b เป็นคา่คงตวัซงึ k *= 0

ในการหาปรพินัธเ์ชน่
∫
(kx+ b)n dx =

∫
(kx+ b)n · 1

k
d(kx+ b)

=
1

k

∫
(ax+ b)nd(kx+ b)

=
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

เมือ n *= −1 โดยใชแ้นวคิดในทาํนองเดียวกนัจะสรุปไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนี



. . การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่

ทฤษฎบีท . . ให้ k และ b เป็นคา่คงตวั โดยที k *= 0 และ n *= −1 จะไดว้า่

.
∫

(kx+ b)n dx =
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

.
∫

1

kx+ b
dx =

1

k
'n|kx+ b|+ C

.
∫

ekx+b dx =
ekx+b

k
+ C

.
∫

akx+b dx =
akx+b

k'na + C

.
∫

sin(kx+ b) dx = −cos(kx+ b)

k
+ C

.
∫

cos(kx+ b) dx =
sin(kx+ b)

k
+ C

.
∫

sec(kx+ b)tan(kx+ b) dx =
sec(kx+ b)

k
+ C

.
∫

sec2(kx+ b) dx =
tan(kx+ b)

k
+ C

.
∫

csc(kx+ b)cot(kx+ b) dx = −csc(kx+ b)

k
+ C

.
∫

csc2(kx+ b) dx = −cot(kx+ b)

k
+ C

.
∫

1√
1− (kx+ b)2

dx =
arcsin(kx+ b)

k
+ C

.
∫

1

1 + (kx+ b)2
dx =

arctan(kx+ b)

k
+ C

.
∫

1

|kx+ b|
√
(kx+ b)2 − 1

dx =
arcsec(kx+ b)

k
+ C

ตวัอยา่งการหาปรพินัธโ์ดยทฤษฎีบท . .

.
∫

cos(2x+ 3) dx =
1

2
cos(2x+ 3) + C

.
∫

e5−x dx = −e5−x + C

.
∫

1

3x− 1
dx =

1

k
'n|3x− 1|+ C

.
∫

sec2(5− 2x) dx = −1

2
tan(5− 2x) + C

.
∫

1

1 + (x+ 1)2
dx = arctan(x+ 1) + C



บทที . ปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1

4x2 + 4x+ 2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

1

4x2 + 4x+ 2
dx =

∫
1

(2x+ 1)2 + 1
dx

=
1

2
arctan(2x+ 1) + C

การหาปรพินัธโ์ดยอาศยักฎของคา่เชิงอนพุนัธที์วา่

u′(x)dx = du(x)

เชน่ exdx = (ex)′dx = d(ex) และ 2xdx = (x2)′dx = d(x2) เป็นตน้ ดงัเชน่ตวัอยา่ง
∫

xsin(x2) dx dx =

∫
sin(x2) · 1

2
· 2xdx

=
1

2

∫
sin(x2)d(x2)

=
1

2

∫
sinu du เมือ u = x2

= −1

2
cosu+ C

= −1

2
cos(x2) + C

ในบา้งครงัเราจะละการกาํหนด u โดยเป็นทีรูก้นัตามทฤษฎีบทของปฏิยานพุนัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

e−cosxsinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

e−cosxsinx dx =

∫
e−cosx(−cosx)′dx

=

∫
e−cosxd(−cosx)

= e−cosx + C

.
∫

1

x(1 + 'n2x)
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

1

x(1 + 'n2x)
dx =

∫
1

1 + 'n2x
· 1
x
dx

=

∫
1

1 + 'n2x
· ('nx)′dx

=

∫
1

1 + 'n2x
d('nx)

= arctan('nx) + C



. . การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่

.
∫

ex

e2x + 1
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

ex

e2x + 1
dx =

∫
1

e2x + 1
· (ex)′dx

=

∫
1

1 + (ex)2
d(ex)

= arctan(ex) + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫ sin

√
x√

x
dx

วธีิทาํ เนืองจาก (
√
x)′ =

1

2
√
x

จะไดว้า่

∫ sin
√
x√

x
dx =

∫
sin

√
x · 2(

√
x)′ dx

= 2

∫
sin

√
x d(

√
x)

= −2cos
√
x+ C

ตัวอย่าง . . ปรพินัธข์องฟังกช์นัแทนเจนตแ์ละโคแทนเจนต์

.
∫

tanx dx = 'n|secx|+ C .
∫

cotx dx = 'n|sinx|+ C

บทพิสูจน์. จะไดว้า่
∫

tanx dx =

∫ sinx
cosx dx

= −
∫

1

cosx · (cosx)′ dx

= −
∫

1

cosx d(cosx)

= −'n|cosx|+ C

= 'n|secx|+ C

และ
∫

cotx dx =

∫ cosx
sinx dx

=

∫
1

sinx · (sinx)′ dx

=

∫
1

cosx d(sinx)

= 'n|sinx|+ C



บทที . ปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫ cos2x

sin22x
dx

วธีิทาํ ให้ u = 2x จะไดว้า่
∫ cos2x

sin22x
dx =

∫
1

2

cos2x
sin22x

d(2x)

=
1

2

∫ cosu
sin2u

du

=
1

2

∫
1

sin2u
(sinu)′du หมายเหตุ ′ = d

du

=
1

2

∫
[sinu]−2 d(sinu)

=
1

2
[−sinu]−1 + C

= − 1

2sin(2x) + C

การหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตของฟังกช์นัตรโีกณมิติบางรูปแบบอาจจะอาศยัเอกลกัษณต์อ่ไปนี

. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

sinxsin(2x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sinxsin(2x) dx =

∫
−1

2
[cos(2x+ x)− cos(2x− x)]dx

= −1

2

∫
cos(3x)− cosx dx

= −1

2

[
1

3
sin(3x)− sinx

]
+ C

= −1

6
sin(3x) + 1

2
sinx

.
∫

sin(3x)cos(5x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sin(3x)cos(5x) dx =

∫
1

2
[sin(5x+ 3x)− sin(5x− 3x)]dx

=
1

2

∫
sin(8x)− sin(2x) dx

=
1

2

[
−1

8
cos(3x) + 1

2
cos(2x)

]
+ C

= − 1

16
cos(3x) + 1

4
cos(2x) + C
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.
∫

cos(2x)cos(4x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
cos(2x)cos(4x) dx =

∫
1

2
[cos(4x+ 2x) + cos(4x− 2x)]dx

=
1

2

∫
cos(6x)− cos(2x) dx

=
1

2

[
1

6
sin(6x)− 1

2
sin(2x)

]
+ C

=
1

12
sin(6x)− 1

4
sin(2x) + C

.
∫

sin2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
sin2x dx =

∫
sinxsinx dx

=

∫
−1

2
[cos(x+ x)− cos(x− x)]dx

= −1

2

∫
cos(2x)− 1 dx

= −1

2

[
1

2
sin(2x)− x

]
+ C

= −1

4
sin(2x) + 1

2
x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinxcosx dx

วธีิทาํ ทาํได้ วิธีคือ
วิธีที

∫
sinxcosx dx =

∫
1

2
[sin(x+ x)− sin(x− x)]dx

=
1

2

∫
sin(2x) dx

=
1

4
cos(2x) + C

วิธีที
∫

sinxcosx dx =

∫
sinx · (sinx)′dx

=

∫
sinx d(sinx)

=
1

2
sin2x+ C

จากตวัอยา่งดงักลา่วคาํตอบทีได้จาก วิธี มี รูปแบบทีไม่ เหมือนกนั แต่เมือใช้จดั รูปโดยใช้
เอกลกัษณ์ตรโีกณมิติคือรูปแบบเดียวกนั ดงันนัการหาปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขตอาจทาํไดห้ลายวิธีและ
คาํตอบอาจมีรูปแบบแตกตา่งกนัได้
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ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx

วธีิทาํ พิจารณา

sinx[cos(2x) + cos(3x)] = sinxcos(2x) + sinxcos(3x)

=
1

2
[sin(2x+ x)− sin(2x− x)] +

1

2
[sin(3x+ x)− sin(3x− x)]

=
1

2
[sin(3x)− sinx] + 1

2
[sin(4x)− sin(2x)]

=
1

2
sin(3x)− 1

2
sinx+

1

2
sin(4x)− 1

2
sin(2x)

ดงันนั
∫

sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx =

∫
1

2
sin(3x)− 1

2
sinx+

1

2
sin(4x)− 1

2
sin(2x) dx

= −1

6
cos(3x) + 1

2
cosx− 1

8
cos(4x) + 1

4
cos(2x) + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinxsin(2x)sin(3x) dx

วธีิทาํ พิจารณา

sinxsin(2x)sin(3x) = sinx[sin(2x)sin(3x)]

= sinx
(
−1

2
[cos(3x+ 2x)− cos(3x− 2x)]

)

= −1

2
sinx[cos(5x)− cosx]

= −1

2
sinxcos(5x) + 1

2
sinxcosx

= −1

4
[sin(5x+ x)− sin(5x− x)] +

1

4
[sin(x+ x) + sin(x− x)]

= −1

4
sin(6x) + 1

4
sin(4x)] + 1

4
sin(2x)

ดงันนั
∫

sinxsin(2x)sin(3x) dx =

∫
−1

4
sin(6x) + 1

4
sin(4x)] + 1

4
sin(2x) dx

=
1

24
cos(6x)− 1

16
cos(4x)− 1

8
cos(2x) + C
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แบบฝึกหดั .

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัโดยการกาํหนดตวัแปรตอ่ไปนี

.
∫

x2
√
1− x dx ให้ u = 1− x

.
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให้ u =
√
x+ 1

.
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให้ u = x+ cosx

.
∫

'n(x)
x

dx ให้ u = 'nx

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

x4(
√
x+ 2) dx

.
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

.
∫
(1 +

1

t
)2 dt

.
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

.
∫

x2

1+x2 dx

.
∫

1− cos2x

cos2x
dx

.
∫

3
√
3x+ 1 dx

.
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

.
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

.
∫

4x2 + 6x+ 1√
1− 2x

dx

.
∫ √

1 +
√
1 + x dx

.
∫

2x+ 3√
4− 9x2

dx

.
∫

x
√
3x2 + 2 dx

.
∫

1

(3x2 + 1)
√
3x2 + 2

dx

.
∫

1

x'nx4
dx

.
∫

ex√
1 + ex

dx

.
∫ sine−x

excose−x
dx

.
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

.
∫

sin2xcos2x dx

.
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

.
∫

cos2xcos6x dx

.
∫ cos4x

1 + sinx dx

.
∫ cos22x√

sin2x
dx

.
∫

csc5tcot5t dt
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. ปริพนัธจ์าํกัดเขต

ในหวัขอ้นีจะใหแ้นวคิดของการหาพืนทีใตก้ราฟของฟังกช์นัโดยอาศยัการแบง่พืนทียอ่ย ๆ แลว้

รวมเป็นพืนทีทีตอ้งการ นนัคือแนวคิดทีมีมาชา้นานทีเรยีกวา่ ระเบียบวิธีเกษียณ แต่ในแคลคลูสั
ปัจจบุนัตอ้งอาศยัความรูเ้รอืงอนกุรมและลิมิตอนนัต์ ดงันนัเรมิตน้ดว้ยสญัลกัษณ์แทนการบวกที
เรยีกวา่ซกิมา

∑
(sigma) นิยามโดย

n∑

k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

มีสมบตัิเบืองตน้ดงันี

.
n∑

k=1

c = cn เมือ c เป็นคา่คงตวั .
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

และมีผลบวกทีสาํคญัดงันี

.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สตูรของเกาส์ (Gauss' formula)

.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

บทนิยาม . . เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วา่ผลแบ่งกัน (partition) ของชว่ง [a, b] ซงึจดุ
ใน P แบง่ช่วง [a, b] ออกเป็น n ชว่งคือ

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นนัคือ [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมือ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

รูปที . ผลแบง่กนัของ [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...
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บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กนั [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้

mk เป็นคา่ของ f ทีนอ้ยทีสดุในชว่ง [xk−1, xk]

Mk เป็นคา่ของ f ทีมากทีสดุในชว่ง [xk−1, xk]

และให้

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วา่ผลบวกล่าง (lower sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

และเรยีก U(P, f) วา่ผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

อาจแสดงผลบวกลา่งและผลบวกบนไดด้งัรูปตอ่ไปนี

รูปที . ผลบวกลา่งของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

รูปที . ผลบวกบนของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถา้ให้ A เป็นพืนทีปิดลอ้มดว้ยกราฟ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b] สรุปไดว้า่

L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)
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ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x2 + 1 บนช่วง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) เมือ P คือ

. P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}

วธีิทาํ จะเห็นวา่ความกวา้งเทา่กนัทกุช่องคือ 1
4 และแสดงไดด้งักราฟ

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

จากกราฟจะไดว้า่

L(P, f) =
1

4
f(0) +

1

4
f

(
1

4

)
+

1

4
f

(
1

2

)
+

1

4
f

(
3

4

)

=
1

4

(
1 +

17

16
+

5

4
+

25

16

)
=

79

64

U(P, f) =
1

4
f

(
1

4

)
+

1

4
f

(
1

2

)
+

1

4
f

(
3

4

)
+

1

4
f (1)

=
1

4

(
17

16
+

5

4
+

25

16
+ 2

)
=

47

32

. P = {0, 0.2, 0.5, 0.6, 0.8, 1}

วธีิทาํ แสดงไดด้งักราฟ

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

จากกราฟจะไดว้า่

L(P, f) = 0.2f(0) + 0.3f(0.2) + 0.1f(0.5) + 0.2f(0.6) + 0.2f(0.8)

= 0.2(1) + 0.3(1.04) + 0.1(1.25) + 0.2(1.36) + 0.2(1.64)

= 1.237

U(P, f) = 0.2f(0.2) + 0.3f(0.5) + 0.1f(0.6) + 0.2f(0.8) + 0.2f(1)

= 0.2(1.04) + 0.3(1.25) + 0.1(1.36) + 0.2(1.64) + 0.2(2)

= 1.447
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ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x2 + 1 บนช่วง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) ในรูป n เมือ

P เป็นผลแบง่กนัโดยแบง่ [0, 1] ออกเป็น n ช่องเทา่ ๆ กนั

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กนัของ [0, 1] โดยที x0 = 0, xn = 1 และ xk =
k

n

เมือ k = 0, 1, 2, ..., n แสดงไดด้งัรูป

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
n

2
n

3
n

k−1
n

k
n

n−1
n

1

1

2

... ...

ดงันนั ∆xk = xk − xk−1 =
1

n
เมือ k = 1, 2, ..., n

พิจารณาชว่งยอ่ย [xk−1, xk] เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิมบน [0, 1] จะไดว้า่

mk = f(xk−1) = f

(
k − 1

n

)
=

(
k − 1

n

)2

+ 1 =
1

n2
(k − 1)2 + 1

mk = f(xk) = f

(
k

n

)
=

(
k

n

)2

+ 1 =
1

n2
· k2 + 1

ดงันนั

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

=
n∑

k=1

[
1

n2
(k − 1)2 + 1

]
1

n

=
1

n3

n∑

k=1

(k − 1)2 +
1

n

n∑

k=1

1

=
1

n3
[02 + 12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2] +

1

n
· n

=
1

n3
· (n− 1)(n− 1 + 1)(2(n− 1) + 1)

6
+ 1

=
(n− 1)(n)(2n− 1)

6n3
+ 1

=
(n− 1)(2n− 1)

6n2
+ 1
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และ

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

=
n∑

k=1

[
1

n2
· k2 + 1

]
1

n

=
1

n3

n∑

k=1

k2 +
1

n

n∑

k=1

1

=
1

n3
· n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

1

n
· n

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
+ 1

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กนั [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้ x∗

k ∈ [xk−1, xk] หรอื
mk ≤ f(x∗

k) ≤ Mk แลว้

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วา่ผลบวกรีมันน์ (Riemann sum) ของ f บนช่วง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

จากการบทนิยามผลบวกรมีนันจ์ะไดว้า่

L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x2 + 1 บนชว่ง [0, 1] และ

P เป็นผลแบง่กนัทีแบง่ช่วง [0, 1] เป็น n ชอ่งเทา่ ๆ กนั

จงหา

. S∗(P, f) เมือ x∗
k เป็นจดุกงึกลางของช่วง [xk−1, xk]

. lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f)

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กนัของ [0, 1] โดยที x0 = 0, xn = 1 และ xk =
k

n

เมือ k = 0, 1, 2, ..., n ดงันนั ∆xk = xk − xk−1 =
1

n
เมือ k = 1, 2, ..., n

พิจารณาชว่งยอ่ย [xk−1, xk] จะไดว้า่ x∗
k =

xk−1 + xk

2
=

2k − 1

2n
และ

f(x∗
k) = f

(
2k − 1

2n

)
=

(
2k − 1

2n

)2

+ 1 =
1

4n2
(2k − 1)2 + 1
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ดงันนั

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

=
n∑

k=1

[
1

4n2
(2k − 1)2 + 1

]
1

n

=
1

4n3

n∑

k=1

(4k2 − 4k + 1) +
1

n

n∑

k=1

1

=
1

4n3

[
4

n∑

k=1

k2 − 4
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

1

]
+

1

n
· n

=
1

4n3

[
4 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− 4 · n(n+ 1)

2
+ 1 · n

]
+ 1

=
1

4n3

[
2n(n+ 1)(2n+ 1)

3
− 2n(n+ 1) + n

]
+ 1

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
− 2n+ 1

4n2
+ 1

จะไดว้า่

lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

[
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
− 2n+ 1

4n2
+ 1

]

=
1

3
− 0 + 1 =

4

3

จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่

lim
n→∞

L(P, f) = lim
n→∞

[
(n− 1)(2n− 1)

6n2
+ 1

]

=
1

3
+ 1 =

4

3

lim
n→∞

U(P, f) = lim
n→∞

[
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
+ 1

]

=
1

3
+ 1 =

4

3

จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f) มีคา่เทา่กนั โดย

ขนึกบัผลแบง่กนั P และพบวา่ถา้เลือก P ทีเหมาะสมคา่ลมิิตทงัสามจะเทา่กนัเสมอดงัทีจะกลา่วใน
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี (ไมพิ่สจูนใ์นวิชานี)

ทฤษฎบีท . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กนั [a, b] ถา้ lim

n→∞
‖P‖ = 0 โดยที

‖P‖ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว้ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา่ และ

lim
n→∞

L(P, f) = lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

U(P, f) = A

เมือ A เป็นพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b]
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บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P เป็นผลแบง่กนั [a, b] ถา้

lim
n→∞

S∗(P, f) = L

จะกลา่ววา่ f หาปริพนัธ์ได้ (integrable) บน [a, b] และเรยีกคา่ลิมิต L วา่ ปริพนัธ์จาํกัดเขต
(definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดว้ย

∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วา่ลิมิตล่าง (lower limit) และลิมติบน (upper limit) ตามลาํดบั

จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่ ∫ 1

0

x2 + 1 dx =
4

3

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = α สาํหรบัคา่ x ∈ [a, b] เมือ α เป็นคา่คงตวั จงแสดงวา่
∫ b

a

f(x) dx = α(b− a)

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กนัของ [a, b] โดยที x0 = a, xn = b

และ xk = a+
k(b− a)

n
เมือ k = 0, 1, 2, ..., n แสดงไดด้งัรูป

X

Y

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 b

α

... ...

ดงันนั ∆xk =
b− a

n
เมือ k = 1, 2, ..., n

ให้ x∗
k ∈ [xk−1, xk] จะไดว้า่ f(x∗

k) = α ดงันนั

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

=
n∑

k=1

α · b− a

n

=
b− a

n

n∑

k=1

α

=
b− a

n
· αn

= α(b− a)

สรุปไดว้า่ ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

α(b− a) = α(b− a)
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จากตวัอยา่งทีผา่นมาจะเห็นวา่การหาปริพนัธ์จาํกดัเขตคาํนวณไดย้าก เนืองจากตอ้งเลือกผล
แบง่กนัทีเหมาะสมและใชก้ฎเกียวกบัอนกุรมจนสดุทา้ยหาลิมิตอนนัตข์องผลบวกนนั ถา้ฟังกช์นัที
สนใจไม่สามารถหาผลลพัธข์องอนกุรมในรูปของ n อาจทาํใหก้ารหาปรพินัธจ์าํกดัเขตไม่ไดด้ว้ยบท
นิยามดงักลา่ว แตอ่าจใชค้วามหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขตซงึเทา่กบัพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x)

กบัแกน X บนช่วง [a, b] โดยให้คา่พืนทีเหนือแกน X มีเครอืงหมายบวก และคา่พืนทีใต้แกน X มี
เครอืงหมายลบ

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 3

−1

4 dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4 แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

−1 0 1 2 3

1

2

3

4 y = 4

จากรูปปริพนัธจ์าํกดัเขตขอ้นีมีคา่เทา่กบัพืนทีสีเหลียมจตุรสัทีมีความยาวดา้น หน่วย เหนือแกน
X ดงันนั ∫

−1

34 dx = 4 · 4 = 16

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4− 2x แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

0 1 2 3

−2

−1

1

2

3

4

y = 4− 2x

จากรูปปริพนัธ์จาํกดัเขตขอ้นีมีคา่เทา่กบัพืนทีสามเหลยีมทีมีฐานยาวเทา่กบั หน่วย สงู หน่วย

เหนือแกน X และพืนทีสามเหลียมทีมีฐานยาวเทา่กบั หน่วย สงู หนว่ย ใตแ้กน X ดงันนั
∫

0

3(4− 2x) dx =
1

2
· 2 · 4− 1

2
· 1 · 2 = 3
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ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 5

0

|x− 2| dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = |x− 2| แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = |x− 2|

จากรูปปริพนัธจ์าํกดัเขตขอ้นีมีคา่เทา่กบัพืนทีสามเหลียมมมุฉากทีมีฐานยาวเทา่กบั หน่วย และ

สงู หน่วย เหนือแกน X รวมกบัพืนทีสามเหลียมมมุฉากทีมีฐานยาวเทา่กบั หน่วย และสงู หน่วย

เหนือแกน X ดงันนั ∫ 5

0

|x− 2| dx =
1

2
· 2 · 2 + 1

2
· 3 · 3 =

13

2

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y =
√
4− x2 แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

0 1 2

1

2

y =
√
4− x2

จากปูปรพินัธจ์าํกดัเขตขอ้นีมีคา่เทา่กบั / พืนทีของวงกลมทีมีรศัมี หน่วย เหนือแกน X ดงันนั
∫ 2

0

√
4− x2 dx =

1

4
π(2)2 = π
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ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4−
√
9− x2 แสดงกราฟไดด้งันี

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4 y = 4−
√
9− x2

จากรูปปรพินัธจ์าํกดัเขตขอ้นีมีคา่เทา่กบัพืนทีของรูปสีเหลียมผืนผา้ทีมีความยาว หน่วยและกวา้ง
หน่วย เหนือแกน X ลบออกดว้ย / ของพืนทีวงกลมทีมีรศัมี หนว่ย เหนือแกน X ดงันนั

∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx = 3 · 4− 1

4
π(3)2 = 12− 9π

4

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ f และ g หาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] และ k เป็นคา่คงที แลว้

.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมือ c ∈ [a, b]

.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมือ c ∈ [a, b]

. ถา้ f(x) ≥ 0 สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

. ถา้ f(x) ≤ g(x) สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

.
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx
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ตัวอย่าง . . ให้ m,M เป็นคา่คงตวั และ f เป็นฟังกช์นัทีหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] โดยที

m ≤ f(x) ≤ M ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

จงแสดงวา่
m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท . . ขอ้ และตวัอยา่ง . . จะไดว้า่
∫ b

a

mdx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

M dx

m(b− a) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)

โดยทฤษฎีบท . . ขอ้ เมือ c ∈ [a, b] จะไดว้า่
∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

c

f(x) dx

หรอื
∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ c

a

f(x) dx

เพือใหง้า่ยตอ่การนาํไปใช้ กลา่วสนั ๆ ไดว้า่สว่นทีสนใจเกิดจากทงัหมดลบออกดว้ยสว่นทีเหลือ

ตัวอย่าง . . ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 5] โดยที
∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา

.
∫ 3

3

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 3

3

f(x) dx = 0

.
∫ 1

5

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 1

5

f(x) dx =

∫ 5

1

f(x) dx = −8

.
∫ 5

3

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 5

3

f(x) dx =

∫ 5

0

f(x) dx−
∫ 3

0

f(x) dx = 10− 3 = 7

.
∫ 3

5

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะได้
∫ 3

5

f(x) dx = −
∫ 5

3

f(x) dx = −7
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.
∫ 1

3

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะได้
∫ 1

3

f(x) dx = −
∫ 3

1

f(x) dx = −
[∫ 5

1

f(x) dx−
∫ 5

3

f(x) dx

]
= −[8− 7] = −1

.
∫ 1

0

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะได้
∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 3

0

f(x) dx+

∫ 1

3

f(x) dx = 3 + (−1) = 2

ตัวอย่าง . . ให้ f, g เป็นฟังกช์นัทีหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 4] โดยที
∫ 4

1

f(x) dx = 5,
∫ 1

0

g(x) dx = −2 และ
∫ 0

4

f(x) dx = 3

จงหา

.
∫ 1

0

f(x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 4

0

f(x) dx−
∫ 4

1

f(x) dx

= −
∫ 0

4

f(x) dx−
∫ 4

1

f(x) dx

= −3− 5

= −8

.
∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะไดว้า่
∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx = 2

∫ 1

0

f(x) dx+ 3

∫ 1

0

g(x) dx

= 2(−8) + 3(−2)

= −22
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แบบฝึกหดั .

. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗
i เป็นจดุกงึกลางช่วง

. f(x) = x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}

. f(x) = x2 − x, x ∈ [−1, 1] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

}

. f(x) = x3 + 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

8
,
1

2
,
5

8
, 1

}

. f(x) = |x|, x ∈ [−1, 2] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}

. กาํหนดให้ f(x) = 1− x2 สาํหรบั x ∈ [0, 1] ให้ P เป็นผลแบง่กนัทีแบง่ช่วง [0, 1] เป็น n ชอ่ง
เทา่ๆกนั จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗

i เป็นจดุกงึกลางชว่ง

. กาํหนดให้ f(x) = x2 สาํหรบัคา่ x ∈ [a, b] จงแสดงวา่
∫ b

a

f(x) dx =
b3 − a3

3

. กาํหนดให้
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคา่ของ

.
∫ 3

1

f(x) dx

.
∫ 1

5

f(x) dx

.
∫ 10

5

f(x) dx

.
∫ 10

3

f(x) dx

.
∫ 3

5

f(x) dx

.
∫ 5

5

f(x) dx

. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

.
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

.
∫ 2

1

|3x− 2| dx

.
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

.
∫ 2

−2

x+ |x| dx

.
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

.
∫ 1

0

√
2− x2 dx

.
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

.
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

.
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx



. . ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั

. ทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคูลัส

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัทีถกูนาํเสนอโดยนิวตนั แต่เขาเองได้รบั

อิทธิพลของทฤษฎีบทนีมาจากแนวคิดของแบรโ์รว์ ประกอบดว้ย ทฤษฎีบทคือ

. ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีหนงึของแคลคลูสั (First fundamental theorem of calculus)

. ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีสองของแคลคลูสั (Second fundamental theorem of calculus)

เนืองจากการพิสจูน์ตอ้งใช้ความรู ้หลายอยา่ง ดงันนัในวิชานีจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์ แต่จะนาํ
ทฤษฎีบทไปใชเ้พือใหเ้ห็นถงึประโยชนข์องทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั

พิจารณาฟังกช์นั f ตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พืนทีใตก้ราฟของ f บน
[a, x] แสดงไดด้งัรูป

รูปที . พืนทีใตก้ราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทหลักมูลบททหีนึงของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กาํหนดให้

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมือ x ∈ [a, b]

แลว้จะไดว้า่ F เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตวัอยา่งเชน่

. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

√
1 + x2

. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt = sin(s2)

. d

dw

∫ e

w

ecosx dx =
d

dw

(
−
∫ w

e

ecosx dx

)
= −ecosw
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ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้

d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมือ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดที้ x และมีเรนจเ์ป็นสบัเซตของ [a, b]

บทพิสูจน์. ให้ c ∈ [a, b] และสาํหรบั x ∈ [a, b] ให้ F (x) =

∫ x

c

f(t) dt โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

d

dx

∫ u(x)

c

f(t) dt =
d

dx
F (u(x))

=
d

du
F (u) · d

dx
u(x)

= f(u) · du
dx

ตัวอย่าง . . จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt

วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt = (x2 + 1)cos(x2 + 1) · d

dx
(x2 + 1)

= 2x(x2 + 1)cos(x2 + 1)

ตัวอย่าง . . ให้ F (x) =

∫ x2

x

1

1 + et
dt จงหา F (1) และ F ′(1)

วธีิทาํ จะไดว้า่ F (1) =

∫ 1

1

1

1 + et
dt = 0 เนืองจาก

F ′(x) =
d

dx

∫ x2

x

1

1 + et
dt

=
d

dx

[∫ 0

x

1

1 + et
dt+

∫ x2

0

1

1 + et
dt

]

=
d

dx

[
−
∫ x

0

1

1 + et
dt+

∫ x2

0

1

1 + et
dt

]

= − 1

1 + ex
+

1

1 + ex2 (2x)

= − 1

1 + ex
+

2x

1 + ex2

ดงันนั
F ′(1) = − 1

1 + e
+

2

1 + e
=

1

1 + e
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ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทหลักมูลบททสีองของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f บนชว่ง [a, b] แลว้

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ F (x) =
1

3
x3 + x+ C เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = x2 + 1 ดงันนั

∫ 1

0

x2 + 1 dx = [F (x)]10

=

[
1

3
x3 + x+ C

]1

0

=

[
1

3
+ 1 + C

]
− [0 + 0 + C] =

4

3

จากตวัอยา่งนีจะเห็นวา่ปฏิยานุพนัธ์จะมีคา่คงตวั C แต่เมือหาคา่ปริพนัธ์จาํกดัเขตพบวา่ C

จะ หกัลา้งกนัเสมอ ดงันนัเราจงึไม่นิยมเขียน C ในพจนข์องปฏิยานพุนัธ์ และปรพินัธจ์าํกดัเขตทีได้
ยอ่มเทา่กบัการคาํนวณจากผลบวกรีมนัน์ เชน่เดียวกบัตวัอยา่ง . . แต่การใชท้ฤษฎีบทหลกัมลู

บททีสองทาํไดง้า่ยกวา่ถา้ฟังกช์นันนัมีปฏิยานพุนัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ

.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx =

[
ex − 1

2
x2 + x

]1

0

=

[
e− 1

2
+ 1

]
− [1− 0 + 0]

= e− 1

2

.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx =

∫ 4

1

x− 2x
1
2 + 1

x
dx

=

∫ 4

1

1− 2x− 1
2 +

1

x
dx

=
[
x− 4x

1
2 + 'n|x|

]4
1

= [4− 8 + 'n4]− [1− 4 + 'n1]
= 'n4− 1
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ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 3

0

|x− 2| dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ 3

0

|x− 2| dx =

∫ 2

0

|x− 2| dx+

∫ 3

2

|x− 2| dx

=

∫ 2

0

−(x− 2) dx+

∫ 3

2

x− 2 dx

=

[
−1

2
x2 + 2x

]2

0

+

[
1

2
x2 − 2x

]3

2

= [−2 + 4]− 0 +

[
9

2
− 6

]
− [2− 4]

=
5

2

.
∫ 2

−1

||x|− 1| dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ 2

−1

||x|− 1| dx =

∫ 0

−1

||x|− 1| dx+

∫ 2

0

||x|− 1| dx

=

∫ 0

−1

|− x− 1| dx+

∫ 2

0

|x− 1| dx

=

∫ 0

−1

|x+ 1| dx+

∫ 1

0

|x− 1| dx+

∫ 2

1

|x− 1| dx

=

∫ 0

−1

x+ 1 dx+

∫ 1

0

−(x− 1) dx+

∫ 2

1

x− 1 dx

=

[
1

2
x2 + x

]0

−1

+

[
−1

2
x2 + x

]1

0

+

[
1

2
x2 − x

]2

1

= 0−
[
1

2
− 1

]
+

[
−1

2
+ 1

]
− 0 + [2− 2]−

[
1

2
+ = −1

]

=
3

2

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ

.
∫ π

0

sintcos(3t) dt

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫ π

0

sintcos(3t) dt = 1

2

∫ π

0

sin(4t)− sin(2t) dt

=
1

2

[
−1

4
cos(4t) + 1

2
cos(2t)

]π

0

=
1

2

[
−1

4
+

1

2

]
− 1

2

[
−1

4
+

1

2

]
= 0
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.
∫ 3

1

x

x2 + 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫
x

x2 + 1
dx =

1

2

∫
1

x2 + 1
· (2x)dx

=
1

2

∫
1

x2 + 1
· (x2)′dx

=
1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2)

=
1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1)

=
1

2
'n|x2 + 1|+ C

ดงันนั
∫ 3

1

x

x2 + 1
dx =

[
1

2
'n|x2 + 1|

]3

1

=
1

2
'n10− 1

2
'n2 =

1

2
'n5

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ

.
∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt

วธีิทาํ พิจารณา ∫
cost(1− sint)2 dt =

∫
(1− sint)2 (sin t)′dt

=

∫
(1− sint)2 d(sin t)

= −
∫

(1− sint)2 d(− sin t)

= −
∫

(1− sint)2 d(1− sin t)

=
1

3
(1− sint)3 + C

ดงันนั
∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt =
[
1

3
(1− sint)3

]0

−π
2

= −1

3
+

1

3
· 8 =

7

3

.
∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫ arctanx
1 + x2

dx =

∫
arctanx · 1

1 + x2
dx

=

∫
arctanx · (arctanx)′ dx

=

∫
arctanx d(arctanx)

=
1

2
(arctanx)2 + C
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ดงันนั
∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx =

[
1

2
(arctanx)2

]1

0

=
1

2
(arctan1)2 − 1

2
(arctan0)2 = π2

32

โดยทฤษฎีบท . . การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ จะไดว้า่ทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์ไดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง [a, b] และ f เป็น
ฟังกช์นัทีหาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้น [a, b] แลว้

∫ b

a

[
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫ u(b)

u(a)

f(u) du

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ

.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

วธีิทาํ ให้ u = x3 + 3x นนัคือ du = (3x2 + 3)dx = 3(x2 + 1)dx จะไดว้า่
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx =

−1

2

∫ 3

−1

1

x3 + 3x
3(x2 + 1)dx

=
1

3

∫ u(3)

u(−1)

1

u
du

=
1

3

∫ 36

−4

1

u
du

=

[
1

3
'n|u|

]36

−4

=
1

3
'n36− 1

3
'n4

=
1

3
'n9

.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx

วธีิทาํ ให้ u = x− 1 นนัคือ du = dx และ x = u+ 1 จะไดว้า่
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx =

∫ u(5)

u(1)

(u+ 1)
√
u du

=

∫ 4

0

(u+ 1)u
1
2 du

=

∫ 4

0

u
3
2 + u

1
2 du

=

[
2

5
u

5
2 +

2

3
u

3
2

]4

0

=

[
2

5
· 32 + 2

3
· 8
]
− 0

=
272

15



. . ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้
∫ 1

0

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

.
∫ 1

2

0

f(2t) dt

วธีิทาํ ให้ u = 2t นนัคือ du = 2dt จะไดว้า่
∫ 1

2

0

f(2t) dt =
1

2

∫ 1

0

f(t) 2dt

=
1

2

∫ u( 12 )

u(0)

f(u) du

=
1

2

∫ 1

0

f(u) du

=
1

2
· 10 = 5

.
∫ 1

0

f(1− y) dy

วธีิทาํ ให้ u = 1− y นนัคือ du = −dy จะไดว้า่
∫ 1

0

f(1− y) dy = −
∫ 1

0

f(1− y) (−dy)

= −
∫ u(1)

u(0)

f(u) du

= −
∫ 0

1

f(u) du

=

∫ 1

0

f(u) du

= 10

.
∫ 3

2

1

f(3− 2s) ds

วธีิทาํ ให้ u = 3− 2s นนัคือ du = −2ds จะไดว้า่
∫ 3

2

1

f(3− 2s) ds = −1

2

∫ 3
2

1

f(3− 2s) (−2ds)

= −1

2

∫ u( 32 )

u(1)

f(u) du

= −1

2

∫ 0

1

f(u) du

=
1

2

∫ 1

0

f(u) du

=
1

2
· 10 = 5
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แบบฝึกหดั .

. กาํหนดให้ F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา

. F (1) . F ′(1) . F ′′(1)

. จงหา F ′(x) เมือกาํหนดให้

. F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

. F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

. F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

. F (x) =

∫ cosx

√
x

t'n(tant) dt

. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

.
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

.
∫ 1

0

|3− 4x| dx

.
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2x

)
dx

.
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

.
∫ 3π

4

0

|cosx| dx

.
∫ 4

−1

||x− 2|− 1| dx

.
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

.
∫ 4

1

√
x(x− 1)2 dx

.
∫ 2

0

|1− x| dx

.
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

.
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

.
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3 dx

.
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

.
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

.
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

.
∫ π

2

0

cos4x

1 + sinx dx

.
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z

dz

. กาํหนดให้
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคา่ตอ่ไปนี

.
∫ 1

0.5

f(2t) dt .
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt



. . การจดัการเรยีนรูเ้รอืงปรพินัธ์จาํกดัเขต

. การจัดการเรียนรู้เรืองปริพนัธจ์าํกัดเขต

ทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตรที์จะเกิดกบัผูเ้รยีนจากการจดัการเรยีนรู ้ ในเรอืงปรพินัธ์
ทาํใหพ้ฒันาผูเ้รยีนดา้นตา่ง ๆ ดงัทีกลา่วไวใ้นหลกัสตูรแกนกลางการศกึษาขนัพืนฐาน พทุธศกัราช

วา่ "การเตรียมผู้เรยีนให้มีทกัษะดา้นการคิดวิเคราะห์ การคิดอยา่งมีวิจารณญาณ การแก้
ปัญหา การคิดสรา้งสรรค์ การใชเ้ทคโนโลยี การสือสารและการรว่มมือ" ซงึทาํใหเ้กิดแนวคิดใหม่ ๆ

ทีจะนาํไปใชใ้นการแกปั้ญหาทีซบัซอ้นยิงขนึ
โดยเนือหาเรอืงความตอ่เนืองไดจ้ดัใหใ้นการเรยีนระดบัชนัมธัยมศกึษาปีที ทงัสายวิทยาศาสตร์

ในสว่นของคณิตศาสตรเ์พิมเติม ในสาระที แคลคลูสั ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี

ชนั ผลการเรยีนรู ้ สาระการเรยีนรูเ้พิมเติม

ม. . หาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตและจาํกดัเขตของ ปรพินัธพ์นัธข์องฟังกช์นัพีชคณิต
ฟังกช์นัพีชคณิตทีกาํหนดให้
และนาํไปใชแ้กปั้ญหา

ในการจดักิจกรรมการเรยีนรูเ้รอืงปริพนัธ์ ผู้สอนสามารถจดัให้ผู้เรยีนใช้เทคโนโลยีเขา้มาชว่ย
ในการเสรมิความเขา้ใจเชน่ GeoGebra หรอืโปรแกรมทีเกียวขอ้ง เพือใหผู้เ้รยีนไดเ้ห็นภาพชดัเจน
และอาจใชแ้นวทางการจดัการเรยีนรูโ้ดยแนวทางการจดักิจกรรมการเรยีนรูแ้บบ E (ผูส้อนอาจใช้
การจดัการเรยีนรูแ้บบอืน ๆ ทีเหมาะแกผูเ้รยีนได)้
ตัวอย่างการจัดกจิกรรมการเรียนรู้แบบ E

การจดัการเรยีนรูส้าระการเรยีนรู ้ "หาปริพนัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้นทีใตก้ราฟ" โดยใช้ GeoGebra
เพือใหผู้เ้รยีนเขา้ใจทีมาของปรพินัธจ์าํกดัเขต โดยพืนทีใตก้ราฟและปรพินัธจ์าํกดัเขตมีความสมัพนัธ์
กนั อาจยกตวัอยา่งเช่น ∫ 1

−1

√
1− x2 dx และ

∫ 2

0

√
4− x2 dx

ซงึทาํได้ ขนัตอนดงันี

. ขนัสรา้งความสนใจ
นาํเขา้สู่บทเรยีนโดยทบทวนความหมายของปริพนัธ์จาํกดัเขตทีสมัพนัธ์กบัพืนทีใตก้ราฟ ให้

ตวัอยา่ง
∫ 2

0

√
2− x2 dx ถามผูเ้รยีนวา่สามารถหาคา่ดงักลา่วไดห้รอืไมเ่พราะเหตใุด จากนนั

ครูพิมพส์มการ y =
√
4− x2 ลงใน GeoGebra แสดงผลกราฟพรอ้มแรเงาพืนทีใตก้ราฟกบั

แกน X

X

Y

0 1 2

1

2

y =
√
4− x2
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แลว้ถามผูเ้รยีนอีกครงัวา่ปริพนัธจ์าํกดัเขตดงักลา่วมีคา่เทา่ใด ใหผู้เ้รยีนแตล่ะคนปรกึษากนั
เพือหาคาํตอบและอธิบาย จากนนัผูส้อนเตรยีมบตัรปรพินัธจ์าํกดัเขตแบบตา่ง ๆ เชน่

∫ 3

−3

√
9− x2 dx

∫ 1

0

√
4− x2 dx

. ขนัสาํรวจคน้หา
ให้นกัเรยีนจบักลุม่กลุม่ละ คน ซงึประกอบดว้ย นกัเรยีนทีเรยีนเก่ง คน นกัเรยีนทีเรยีน
ปานกลาง - คน และนกัเรยีนทีเรยีนออ่น คน (การจดัการเรยีนรูแ้บบ STAD) แจกบตัร
ปริพนัธจ์าํกดัเขตแลว้นาํฟังกช์นัทีไดพิ้มพใ์น GeoGebra แลว้นาํผลทีไดไ้ปวิเคราะห์ ใชเ้วลา

- นาที โดยครูผูส้อนจะคอยใหค้าํปรกึษาในขณะลงมือทาํ

. ขนัอธิบายและลงขอ้สรุป
ใหแ้ตล่ะกลุม่สรุปคาํตอบ และออกมาอภิปรายคาํตอบทีได้ แลว้นกัเรยีนในชนัสรุปความคิด
รวบยอดไดว้า่ การหาปริพนัธจ์าํกดัเขตอาจหาไดจ้ากพืนทีใตก้ราฟ และเหมาะสมในกรณีไม่
สามารถใชค้วามรูร้ะดบัชนัมธัยมการหาปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขต แระกอบกบักราฟทีไดเ้ป็นรูปที
สามารถคาํนวณได้

. ขนัขยายความรู ้

ครูแสดงกาํหนดปริพนัธ์จาํกดัเขตทีมีรูปรา่งทีไม่สามารถคาํนวนได้ เช่น
∫ 1

0

√
1− x3 dx ใน

ทางปฏิบตัิอาจไม่สามารถหาคา่ได้ แต่อาจใชก้ารประมาณคา่ดว้ยพืนใตก้ราฟทีเหมาะสมมา
ช่วยได้ หรอือาจใชเ้ทคโนโลยีเพือชว่ยในการหาคา่

. ขนัประเมิน
ใหน้กัเรยีนทาํใบงานรายบคุคล
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สรุป

ในบทนีเราจะกลา่วถงึการดาํเนินการยอ้นกลบัของการหาอนพุนัธ์ เรมิจากปฏิยานุพนัธ์ของ f

คือฟังกช์นั F ซงึ F ′ = f จากนนัปฏิยานุพนัธ์ทวัไปของ f จะเรยีกวา่ปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขต นนัคือ∫
f(x) dx = F (x) + C ตอ่มากลา่วถงึการหาปรพินัธโ์ดยการแปรตวัแปรนนัคือ

∫ [
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

โดยอาศยักฎพืนฐานของคา่เชิงอนุพนัธ์ทาํใหส้ามารถหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัตา่ง ๆ ไดห้ลากหลาย

ยิงขนึ จากนนักลา่วถงึปริพนัธจ์าํกดัเขตเรมิดว้ยผลบวกบน ผลบวกลา่ง และผลบวกของรีมนัน์ ซงึ
เมือเลือกผลแบง่กนัทีเหมาะสมจะไดว้า่ลิมิตเขา้สู่อนนัตข์องทงั ผลบวกมีคา่เทา่กนั และเรยีกวา่
ปริพนัธจ์าํกดัเขต จากทีมาปริพนัธจ์าํกดัเขตของ f บนช่วง [a, b] มีคา่เทา่กบัพืนที ระหวา่งเสน้โคง้
y = f(x) กบัแกน X บนชว่ง [a, b] และสดุทา้ยกลา่วถงึทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัประกอบดว้ย
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีหนงึ และทฤษฎีบทหลกัมลูบททีสอง ของแคลคลูสั ซงึแสดงถงึการเชือมโยง
ปริพนัธจ์าํกดัเขตกบัฏิยานุพนัธว์า่คือสงิเดียวกนัแมจ้ะมาแนวคิดคนทีแตกตา่งกนั สดุทา้ยกลา่วถงึ

การจดัการเรยีนรูเ้รอืงปริพนัธจ์าํกดัเขต เรอืงการหาปริพนัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้นพีใตก้ราฟ โดยการ
จดักิจกรรมการเรยีนรูแ้บบ E รว่มกบั STAD

แบบฝึกหดับทที

. จงหาฟังกช์นั f ทีมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนี

. F (x) = 1− x

. F (x) = xex + esinx

. F (x) = arcsin('nx+ 1

. F (x) = tan2('nx)

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

x(
√
x+ 2)2 dx

.
∫

sinx(cscx+ 1) dx

.
∫

(1−
√
t)(1 + t) dt

.
∫

x4 + x2 − 1

x2 + 1
dx

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫
(x+ 1)3 dx

.
∫
(2x+ 1)9 dx

.
∫

2− x2

√
1− x2

dx

.
∫ 1

x
√
x− 1

dx

.
∫ 1

x
√
x2 − 1

dx

.
∫

sin2x

2
dx
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.
∫

cosxcos2xcos3x dx

.
∫

sin2xcosx dx

.
∫

cos3xcos5x dx

.
∫

cotxcsc5x dx

. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗
i เป็นจดุกงึกลางช่วง

. f(x) = 2x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}

. f(x) = x3, x ∈ [−2, 2] P = {−2− 1, 0, 1, 2}

. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

.
∫ 3

−1

(8− 2x) dx

.
∫ 3

1

|4x− 1| dx

.
∫ 3

−3

|x+1|+ |x− 1| dx

.
∫ 2

−2

||x|− 1| dx

.
∫ b

a

|x− a|+ |x− b| dx

.
∫ 5

0

√
25− x2 dx

.
∫ 1

−1

√
1− x2 − |x| dx

.
∫ 2

0

4 +
√
4− x2 dx

.
∫ 2

0

4−
√
4− x2 dx

. จงหา F ′(x) เมือกาํหนดให้

. F (x) =

∫ x

1

arctan(et) dt . F (x) =

∫ x2

1+x

1
3
√
t+ t3

dt

. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 0

−1

(2x+ 1)100 dx

.
∫ 1

0

|1− x| dx

.
∫ e

1

1

x('nx) dx

.
∫ 4

1

√
x(x− 1) dx

.
∫ 1

−1

||x|+ x| dx

.
∫ π

0

|1− sinx| dx

.
∫ 2

0

x
√
4− x2 dx

.
∫ 0

−1

t2(t3 + 1)10 dt

.
∫ π

4

0

sec4θ
√

tanθ dθ

.
∫ π

3

π
6

tan32θsec2θ dθ

เอกสารอ้างองิ

ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. ( ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:
สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.

James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. การหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น

. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ

. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ

. ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

. ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. สามารถหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น

. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ

. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ

. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ

. สามารถหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "เทคนิคการหาปรพินัธ"์

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "เทคนิคการหาปรพินัธ"์

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

เทคนิคการหาปริพนัธ์

การหาปริพนัธ์นนัขนึกบัตวัถกูปริพนัธ์ ถา้ปฏิยานุพนัธ์ของตวัถกูปริพนัธ์ทีจะหาทาํไดย้าก เรา

อาจจะตอ้งอาศยัวิธีการและเทคนิคทีแตกตา่งกนั ดงัจะกลา่วในบทนี

. การหาปริพนัธโ์ดยการแยกส่วน

ให้ u = u(x) และ v = v(x) เป็นฟังกช์นัทีขนึกบัตวัแปร x โดยกฎการคณูของคา่เชิงอนพุนัธ์
d(uv) = udv + vdu จะไดว้า่ ∫

u dv = uv −
∫

v du

เรยีกวิธีการนีวา่ การหาปริพนัธโ์ดยการแยกส่วน (integration by part)

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี
∫

xex dx

วธีิทาํ ทาํได้ วิธีคือ
วิธีที ให้ u = x และ dv = exdx จะไดว้า่

du = dx และ v = ex

ดงันนั
∫

xex dx = xex −
∫

ex dx

= xex − ex + C

วิธีที
∫

xex dx =

∫
x · (ex)′dx

=

∫
x d(ex) (u = x, v = ex)

= xex −
∫

ex dx

= xex − ex + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

xcos2x dx

วธีิทาํ ให้ u = x และ dv = cos2xdx จะไดว้า่ du = dx และ v =
1

2
sin2x ดงันนั

∫
xcos2x dx =

1

2
xsin2x−

∫
1

2
sin2x dx

=
1

2
xsin2x+

1

4
cos2x+ C

.
∫

'nx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

'nx dx = ('nx)x−
∫

x d('nx)

= x'nx−
∫

x · 1
x
dx

= x'nx−
∫

1 dx

= x'nx− x+ C

ตัวอย่าง . . จงหา
∫

x5arctan(x2) dx

วธีิทาํ ให้ u = arctan(x2) และ dv = x5dx จะไดว้า่ du =
2x

1 + x4
dx และ v =

1

6
x6 ดงันนั

∫
x5arctan(x2) dx =

1

6
x6arctan(x2)−

∫
1

6
x6 · 2x

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x7

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x3 − x3

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x3 dx+

1

3

∫
x3

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

3 · 4

∫
1

1 + x4
(4x3)dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
(x4)′dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
d(x4)

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
d(x4 + 1)

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12
'n(x4 + 1) + C



. . การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫ 2

1

x2'nx dx

วธีิทาํ ให้ u = 'nx และ dv = x2dx จะไดว้า่ du =
1

x
dx และ v =

1

3
x3 ฉะนนั

∫
x2'nx dx =

1

3
x3'nx−

∫
1

3
x3 · 1

x
dx

=
1

3
x3'nx− 1

3

∫
x2 dx

=
1

3
x3'nx− 1

9
x3 + C

ดงันนั
∫ 2

1

x2'nx dx =

[
1

3
x3'nx− 1

9
x3

]2

1

=

[
8

3
'n2− 8

9

]
−
[
0− 1

9

]

=
8

3
'n2− 7

9

.
∫ 1

0

arctanx dx

วธีิทาํ พิจารณา
∫

arctanx dx = xarctanx−
∫

x d(arctanx)

= xarctanx−
∫

x · 1

x2 + 1
dx

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
· (x2)′ dx

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2)

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1)

= xarctanx− 1

2
'n(x2 + 1) + C

ดงันนั
∫ 1

0

arctanx dx =

[
xarctanx− 1

2
'n(x2 + 1)

]1

0

=

[
arctan1− 1

2
'n2
]
− [0− 0]

=
π

4
− 1

2
'n2



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x2ex dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
x2ex dx =

∫
x2 · (ex)′dx =

∫
x2 · d(ex)

= x2ex −
∫

ex d(x2)

= x2ex −
∫

ex · 2x dx

= x2ex − 2

∫
x (ex)′dx

= x2ex − 2

∫
x d(ex)

= x2ex − 2

[
xex −

∫
exdx

]

= x2ex − 2xex + 2ex + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x3sinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
x3sinx dx = −

∫
x3(cosx)′ dx = −

∫
x3 d(cosx)

= −
[
x3cosx−

∫
cosx d(x3)

]

= −x3cosx+

∫
cosx · 3x2 dx

= −x3cosx+ 3

∫
x2(sinx)′dx

= −x3cosx+ 3

∫
x2 d(sinx)

= −x3cosx+ 3

[
x2sinx−

∫
sinx d(x2)

]

= −x3cosx+ 3x2sinx− 3

∫
sinx · (2x) dx

= −x3cosx+ 3x2sinx− 6

∫
x(−cosx)′ dx

= −x3cosx+ 3x2sinx− 6

∫
x d(−cosx)

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6

∫
x d(cosx)

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6

[
xcosx−

∫
cosx dx

]

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6xcosx− 6

∫
cosx dx

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6xcosx− 6sinx+ C



. . การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

exsinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

exsinx dx =

∫
sinx · (ex)′dx =

∫
sinx d(ex)

= exsinx−
∫

ex d(sinx)

= exsinx−
∫

ex cosx dx

= exsinx−
∫

cosx · (ex)′dx

= exsinx−
∫

cosx d(ex)

= exsinx−
[
excosx−

∫
ex d(cosx)

]

= exsinx− excosx+

∫
ex (−sinx) dx

= exsinx− excosx−
∫

exsinx dx

2

∫
exsinx dx = exsinx− excosx

∫
exsinx dx =

ex

2
[sinx− cosx] + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

excosx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

excosx dx =

∫
cosx · (ex)′dx =

∫
cosx d(ex)

= excosx−
∫

ex d(cosx)

= excosx−
∫

ex (−sinx) dx

= excosx+

∫
sinx · (ex)′dx

= excosx+

∫
sinx d(ex)

= excosx+

[
exsinx−

∫
ex d(sinx)

]

= excosx+ exsinx−
∫

ex cosx dx

2

∫
excosx dx = excosx+ exsinx

∫
excosx dx =

ex

2
[sinx+ cosx] + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

xexsinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

xexsinx dx =

∫
xsinx · (ex)′dx =

∫
xsinx d(ex)

= xexsinx−
∫

ex d(xsinx)

= xexsinx−
∫

ex (sinx+ xcosx) dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
∫

xexcosx dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
∫

xcosx · (ex)′dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
∫

xcosx d(ex)

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
[
xexcosx−

∫
ex d(xcosx)

]

= xexsinx−
∫

exsinx dx− xexcosx+

∫
ex(cosx− xsinx) dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx− xexcosx+

∫
excosx dx−

∫
xexsinx dx

2

∫
xexsinx dx = xexsinx− xexcosx−

∫
exsinx dx+

∫
excosx dx

= xexsinx− xexcosx− ex

2
[sinx− cosx] + ex

2
[sinx+ cosx]

∫
xexsinx dx =

ex

2
[xsinx− xcosx]− ex

4
[sinx− cosx] + ex

4
[sinx+ cosx] + C

=
ex

2
[xsinx− xcosx+ cosx] + C

การหาปริพนัธ์ในตวัอยา่ง . . − . . ใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นมากกวา่หนงึครงั
และตวัอยา่ง . . − . . ใช้วิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นสองครงัแลว้มีปริพนัธ์ทีคลา้ยกบั
สงิทีตอ้งการหาผูเ้ขียนจะเรยีกวา่ การปริพนัธ์ทีละสว่นแบบวน ดงันนัการใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดย
การแยกสว่นอาจเกิดไดห้ลายรูปแบบ เช่น ทาํเพียงหนงึครงั มากกวา่หนงึครงั และแบบวน ขนึกบัรูป
แบบของตวัถกูปรพินัธ์



. . การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น

การใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นทาํใหท้ราบปริพนัธ์ของฟังกช์นัลอการทิมึและฟังกช์นั
ตรโีกณมิติผกผนับางสว่นดงันี

ทฤษฎบีท . .

.
∫

'nx dx = x'nx− x+ C

.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
'n(1 + x2) + C

.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
'n(1 + x2) + C

บทพิสูจน์. . โดยตวัอยา่ง . . ขอ้
. จะไดว้า่

∫
arcsinxdx = xarcsinx−

∫
x d(arcsinx)

= xarcsinx−
∫

x · 1√
1− x2

dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
(2x)dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
(x2)′dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
d(x2)

= xarcsinx+
1

2

∫
1√

1− x2
d(−x2)

= xarcsinx+
1

2

∫
1√

1− x2
d(1− x2)

= xarcsinx+
√
1− x2 + C

. ทาํนองเดียวกบัขอ้

. โดยตวัอยา่ง . . ขอ้

. ทาํนองเดียวกบัขอ้



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

แบบฝึกหดั .

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

xsinx dx

.
∫

x22x dx

.
∫
(x3 + x)ex

2
dx

.
∫

x3cosx dx

.
∫

csc3x dx

.
∫

xn'nx dx เมือ n *= −1

.
∫

xsinx dx

.
∫

'n(3x+ 5) dx

.
∫
('nx)2 dx

.
∫

e−xsinx dx

.
∫ arccot

√
x√

x
dx

.
∫ (

'nx
x

)2

dx

.
∫

xtan2x dx

.
∫

x2arctanx dx

.
∫

'n(x2 + 5) dx

.
∫

(x2 + 3x+ 1)cosx dx

.
∫

'nx√
x
dx

.
∫

exsin2x dx

.
∫

xex

(1 + x)2
dx

.
∫

xe
√
2−x dx

. จงหาคา่ของปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 1

0

xe−
√
x dx

.
∫ 3π

4

π
4

xcotxcscx dx

.
∫ π

2

0

x3cos2x dx

.
∫ e

√
e

'nx
x2

dx

.
∫ e

1

('nx)2 dx

.
∫ 0

−1

arcsinx dx



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

. ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรรกยะ

ในหวัขอ้นีจะศกึษาการหา ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรรกยะ (integral of rational function) f(x)
โดยที p(x) และ q(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามในรูปแบบ

f(x) =
p(x)

q(x)
โดยที deg p(x) < deg q(x)

สามารถเขียนในรูป

f(x) =
p(x)

q(x)
=

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
+ · · ·+ pn(x)

qn(x)

โดยแตล่ะ pi(x) และ qi(x) มีระดบัขนันอ้ยกวา่ p(x) และ q(x) ตามลาํดบั

เรยีกแตล่ะ pi(x)

qi(x)
วา่เศษส่วนย่อย (partial fraction) ของ f(x) สาํหรบั i = 1, 2, ..., n

โดยทฤษฎีบทเกียวกบัฟังกช์นัตรรกยะ (ไมพิ่สจูนใ์นวิชานี) เขียนได้ รูปแบบคือ

. q(x) มี n รากทีไมซ่าํกนั

. q(x) มีรากซาํ

. q(x) ไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ

รูปแบบที . q(x) มี n รากทไีม่ซาํกัน

ให้ q(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) เมือ a1, a2, ..., an เป็นจาํนวนจรงิทีแตกตา่งกนั แลว้

p(x)

q(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an

เมือ A1, A2, ..., An เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

. 2

(x− 1)(x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1

. x− 2

x(x+ 1)(x− 3)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

x− 3

สงิสาํคญัของการเขียนรูปเศษสว่นยอ่ยคือการหาคา่คงตวั โดยความรูเ้รอืงการเทา่กนัของพหุนาม
ทาํได้ วิธีคือ การแทนคา่ และการเทียบสมัประสทิธิ จากขอ้ จดัรูปใหมจ่ะไดว้า่

2

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1) + B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)

ดงันนั 2 = A(x + 1) + B(x − 1) เมือแทน x = 1 จะได้ A = 1 และแทน x = −1 จะได้ B = −1

ฉะนนั
2

(x− 1)(x+ 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 1



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

โดยทวัไปเมือ f(x) อยูใ่นรูปเศษสว่นยอ่ยจะไดป้รพินัธคื์อ
∫

f(x) dx =

∫
A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an
dx

= A1'n|x− a1|+ A2'n|x− a2|+ · · ·+ An'n|x− an|+ C

ทฤษฎบีท . . ให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิทีตา่งกนั จะไดว้า่

1

(x+ a)(x+ b)
=

1

b− a

[
1

x+ a
− 1

x+ b

]

บทพิสูจน์. พิจารณา
1

(x+ a)(x+ b)
=

A

x+ a
+

B

x+ b

1 = A(x+ b) + B(x+ a)

เมือแทน x = −a จะได้ A =
1

b− a
และแทน x = −b จะได้ B = − 1

b− a

ดงันนัทฤษฎีบทนีเป็นจรงิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
∫

1

(x+ 1)(x+ 2)
dx =

∫
1

x+ 1
− 1

x+ 2
dx

= 'n|x+ 1|− 'n|x+ 2|+ C

= 'n
∣∣∣∣
x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣+ C

.
∫

x

x2 − 4
dx

วธีิทาํ พิจารณา
x

x2 − 4
=

x

(x− 2)(x+ 2)

=
A

x− 2
+

B

x+ 2

x = A(x+ 2) + B(x− 2)

เมือแทน x = 2 จะได้ A =
1

2
และแทน x = −2 จะได้ B = −1

2
ดงันนั

∫
x

x2 − 4
dx =

∫
1

2
· 1

x− 2
− 1

2
· 1

x+ 2
dx

=
1

2
'n|x− 2|− 1

2
'n|x+ 2|+ C

=
1

2
'n
∣∣∣∣
x− 2

x+ 2

∣∣∣∣+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx

วธีิทาํ พิจารณา

x

(x− 1)(4x2 − 1)
=

x

(x− 1)(2x− 1)(2x+ 1)

=
A

x− 1
+

B

2x− 1
+

C

2x+ 1

x = A(2x− 1)(2x+ 1) + B(x− 1)(2x+ 1) + C(x− 1)(2x− 1)

เมือแทน x = 1 จะได้ A =
1

3
แทน x =

1

2
จะได้ B = −1

2
และแทน x = −1

2
จะได้ C = −1

6
ดงันนั

∫
x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx =

∫
1

3
· 1

x− 1
− 1

2
· 1

2x− 1
− 1

6
· 1

2x+ 1
dx

=
1

3
'n|x− 1|− 1

4
'n|2x− 1|− 1

12
'n|2x+ 1|+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธข์อง
∫

x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx

วธีิทาํ เนืองจาก x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
= (x− 2) +

5x2 + 1

x3 + 2x2 − x− 2
พิจารณา

5x2 + 1

x3 + 2x2 − x− 2
=

5x2 + 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

=
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2

5x2 + 1 = A(x+ 1)(x+ 2) + B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1)(x+ 1)

เมือแทน x = 1 จะได้ A = 1 แทน x = −1 จะได้ B = −3 และแทน x = −2 จะได้ C = 7 ดงันนั
∫

x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx =

∫
(x− 2) +

1

x− 1
− 3

x+ 1
+

7

x+ 2
dx

=
1

2
x2 − 2x+ 'n|x− 1|− 3'n|x+ 1|+ 7'n|x+ 2|+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธข์อง
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx

วธีิทาํ ให้ u = sinx จะไดว้า่ du = cosxdx ฉะนนั
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx =

∫
1

(1 + 2u)(1− u)
du

พิจารณา

1

(1 + 2u)(1− u)
=

A

1 + 2u
+

B

1− u

1 = A(1− u) + B(1 + 2u)



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

เมือแทน u = 1 จะได้ B =
1

3
และแทน u = −1

2
จะได้ A =

2

3
ดงันนั

∫
1

(1 + 2u)(1− u)
du =

∫
2

3
· 1

1 + 2u
+

1

3
· 1

1− u
du

=
1

3
'n|1 + 2u|− 1

3
'n|1− u|+ C

สรุปไดว้า่
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx =
1

3
'n|1 + 2sinx|− 1

3
'n|1− sinx|+ C

=
1

3
'n
∣∣∣∣
1 + 2sinx
1− sinx

∣∣∣∣+ C

ทฤษฎบีท . . ปรพินัธข์องฟังกช์นัเซแคนตก์บัโคเซแคนต์

.
∫

secxdx = 'n|secx+ tanx|+ C

.
∫

cscxdx = 'n|cscx− cotx|+ C

บทพิสูจน์. . พิจารณา
∫

secx dx =

∫
1

cosx dx =

∫ cosx
cos2x

dx =

∫ cosx
1− sin2x

dx

=

∫
1

(1− sinx)(1 + sinx) dsinx =

∫
1

(1− u)(1 + u)
du เมือ u = sinx

ดงันนั 1

(1− u)(1 + u)
=

A

1− u
+

B

1 + u
และ 1 = A(1 + u) + B(1− u)

เมือแทน u = 1 จะได้ A =
1

2
และแทน u = −1 จะได้ B =

1

2∫
1

(1− u)(1 + u)
du =

∫
1

2
· 1

1− u
+

1

2
· 1

1 + u
du

= −1

2
'n|1− u|+ 1

2
'n|1 + u|+ C =

1

2
'n
∣∣∣∣
1 + u

1− u

∣∣∣∣+ C

ดงันนั
∫

secx dx =
1

2
'n
∣∣∣∣
1 + sinx
1− sinx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
'n
∣∣∣∣
1 + sinx
1− sinx · 1 + sinx

1 + sinx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
'n
∣∣∣∣
(1 + sinx)2

1− sin2x

∣∣∣∣+ C

=
1

2
'n
∣∣∣∣
(1 + sinx)2

cos2x

∣∣∣∣+ C

= 'n
∣∣∣∣
1 + sinx

cosx

∣∣∣∣+ C

= 'n|secx+ tanx|+ C

. ทาํนองเดียวกนักบัขอ้ (เป็นแบบฝึกหดั)



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

รูปแบบที . q(x) มรีากซาํ

ใน q(x) มีตวัประกอบ (x− a)k จะไดว้า่

p(x)

(x− a)k
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k

เมือ A1, A2, ..., Ak เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

. x

(x− 1)3
=

A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2
+

A3

(x− 1)3

. x2 − 3

x(x+ 2)2
=

A

x
+

B

x+ 2
+

C

(x+ 2)2

. x3 − 1

x2(x− 3)2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x− 3
+

D

(x− 3)2

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

(x− 1)(x+ 1)2
dx

วธีิทาํ พิจารณา

1

(x− 1)(x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2

1 = A(x+ 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x− 1)

เมือแทน x = 1 จะได้ A =
1

4
แทน x = −1 จะได้ C = −1

2
และแทน x = 0 จะได้

1 = A− B − C =
1

4
−B +

1

2

ฉะนนั B = −1

4
ทาํใหไ้ดว้า่

∫
1

(x− 1)(x+ 1)2
dx =

∫
1

4
· 1

x− 1
− 1

4
· 1

x+ 1
− 1

2
· 1

(x+ 1)2
dx

=
1

4
'n|x− 1|− 1

4
'n|x+ 1|+ 1

2
· 1

x+ 2
+ C

=
1

4
'n
∣∣∣∣
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+
1

2(x+ 2)
+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x+ 1

x2(x− 1)2
dx

วธีิทาํ พิจารณา

x+ 1

x2(x− 1)2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x− 1
+

D

(x− 1)2

x+ 1 = Ax(x− 1)2 +B(x− 1)2 + Cx2(x− 1) +Dx2



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

เมือแทน x = 0 จะได้ B = 1 แทน x = 1 จะได้ D = 2 และแทน x = −2, 2 จะได้

2A+ C = 3

2A+ 4C = −6

ทาํใหไ้ดว้า่ A = 3 และ C = −3 ดงันนั
∫

x+ 1

x2(x− 1)2
dx =

∫
3

x
+

1

x2
+− 3

x− 1
+

2

(x− 1)2
dx

= 'n|x|− 1

x
− 3'n|x− 1|− 2

x− 1
+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx

วธีิทาํ พิจารณา

x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
=

x2 + 1

(x− 1)2(x+ 1)2(x− 2)

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2
+

E

x− 2

x2 + 1 = A(x− 1)(x+ 1)2(x− 2) + B(x+ 1)2(x− 2) + C(x− 1)2(x+ 1)(x− 2)+

D(x− 1)2(x− 2) + E(x− 1)2(x+ 1)2

เมือแทน x = 1 จะได้ B = −1

2
แทน x = −1 จะได้ D = −1

6
แทน x = 2 จะได้ E =

5

9
และแทน

x = 0,−2 จะได้

9A− 9C = −4

3A+ 9C = −2

ทาํใหไ้ดว้า่ A = −1

2
และ C = − 1

18
ดงันนั

∫
x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx = −1

2

∫
1

x− 1
dx− 1

2

∫
1

(x− 1)2
dx− 1

18

∫
1

x+ 1
dx

− 1

6

∫
1

(x+ 1)2
dx+

5

9

∫
1

x− 2
dx

= −1

2
'n|x− 1|− 1

2(x− 1)
− 1

18
'n|x+ 1|+ 1

16(x+ 1)
+

5

9
'n|x− 2|+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

รูปแบบที . q(x) ไม่มรีากเป็นจาํนวนจริง

ใน q(x) มีตวัประกอบ (ax2 + bx+ c)k โดยที b2 − 4ac < 0 แลว้

p(x)

(ax2 + bx+ c)k
=

A1x+ B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+ B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Akx+Bk

(ax2 + bx+ c)k

เมือ A1, A2, ..., Ak และ B1, B2, ..., Bk เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

. 1

(x2 + 1)2
=

A1x+B1

x2 + 1
+

A2x+B2

(x2 + 1)2

. x+ 1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

. 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + 2)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 2
+

Ex+ F

(x2 + 2)2

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

x(x2 + 1)
dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

เมือแทน x = 0 จะได้ A = 1 และแทน x = 0,−1 จะได้

B + C = −1 และ B − C = −1

ทาํใหไ้ดว้า่ B = −1 และ C = 0 ดงันนั
∫

1

x(x2 + 1)
dx =

∫
1

x
dx−

∫
x

x2 + 1
dx

= 'n|x|− 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1) = 'n|x|− 1

2
'n(x2 + 1) + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

x4 − 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

x4 − 1
=

1

(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1)
=

Ax+B

x2 + 1
+

C

x− 1
+

D

x+ 1

1 = (Ax+B)(x+ 1)(x− 1) + C(x2 + 1)(x+ 1) +D(x2 + 1)(x− 1)

เมือแทน x = −1 จะได้ D = −1

4
แทน x = 1 จะได้ C =

1

4
แทน x = 0 จะได้ B = −1

2
และแทน

x = 2 จะได้ A = 0 ดงันนั
∫

1

x4 − 1
dx = −1

2

∫
1

x2 + 1
+

1

4

∫
1

x− 1
dx− 1

4

∫
1

x+ 1
dx

= −1

2
arctanx+

1

4
'n|x− 1|− 1

4
'n|x+ 1|+ C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธข์อง
∫ tanθ

1 + cos2θ
dθ

วธีิทาํ พิจารณา
∫ tanθ

1 + sinθ dθ =

∫ sinθ
cosθ(1 + cos2θ)

dθ = −
∫

1

cosθ(1 + cos2θ)
dcosθ

ให้ x = cosθ ดงันนั
∫ tanθ

1 + sinθ dθ = −
∫

1

x(1 + x2)
dx

โดยตวัอยา่ง . . จะไดว้า่
∫ tanθ

1 + sinθ dθ = −
[
'n|x|− 1

2
'n(x2 + 1)

]
+ C

= −'n|cosθ|+ 1

2
'n(cos2θ + 1) + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธข์อง
∫

1

1 + e2t
dt

วธีิทาํ พิจารณา
∫

1

1 + e2t
dt =

∫
1

et(1 + e2t)
· et dt

=

∫
1

et(1 + e2t)
· (et)′ dt

=

∫
1

et(1 + e2t)
d(et)

ให้ x = et ดงันนั
∫

1

1 + e2t
dt =

∫
1

x(1 + x2)
dx

โดยตวัอยา่ง . . จะไดว้า่
∫

1

1 + e2t
dt = 'n|x|− 1

2
'n(x2 + 1) + C

= 'n|et|− 1

2
'n(e2t + 1) + C

= t− 1

2
'n(e2t + 1) + C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

ตอ่ไปนีจะกลา่วถงึปริพนัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ โดยพิจารณาการหาปริพนัธ์∫
1

1 + sinx dx โดยอาศยัเอกลกัษณ์ sin2x+ cos2x = 1 จะไดว้า่

∫
1

1 + sinx dx =

∫
1− sinx

(1 + sinx)(1− sinx) dx

=

∫
1− sinx
1− sin2x

dx

=

∫
1− sinx
cos2x

dx

=

∫
sec2x− secxtanx dx

= tanx− secx+ C

แต่ปริพนัธ์ของ
∫

1

cosx+ sinx dx ไม่สามารถหาปริพนัธ์โดยอาศยัเพียงเอกลกัษณ์ได้ ในหวัขอ้นี

จงึสนใจการเปลยีนฟังกช์นัตรรกยะในรูป sinx และ cosx ในรูปตวัแปรใหมคื่อ z โดยกาํหนดให้

z = tanx
2

ถา้ z เป็นจาํนวนจรงิบวก เขียนรูปแสดงความสมัพนัธไ์ดด้งันี

√
1 + z2

1

z

x
2

จากรูปจะไดว้า่

sinx
2
=

z√
1 + z2

และ cosx
2
=

1√
1 + z2

ดงันนั

sinx = 2sinx
2

cosx
2
=

2z

1 + z2

cosx = cos2x

2
− sin2x

2
=

1− z2

1 + z2

dz =
(

sec2x

2

) 1

2
dx =

1

2
(1 + z2)dx

สรุปไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

cosx+ sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

ดงันนั
∫

1

cosx+ sinx dx =

∫
1

1−z2

1+z2 +
2z

1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
2

2z + 1− z2
dz

= −
∫

2

(z − 1)2 − 2
dz

= −
∫

2

(z − 1−
√
2)(z − 1 +

√
2)

dz

= − 2

(−1 +
√
2)− (−1−

√
2)

∫
1

z − 1−
√
2
− 1

z − 1 +
√
2
dz

= − 1√
2

(
'n|z − 1−

√
2|− 'n|z − 1 +

√
2|
)
+ C

= −
√
2

2
'n
∣∣∣tanx

2
− 1−

√
2
∣∣∣+

√
2

2
'n
∣∣∣tanx

2
− 1 +

√
2
∣∣∣+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

4cosx+ 3sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

ดงันนั
∫

1

4cosx+ 3sinx dx =

∫
1

4 · 1−z2

1+z2 + 3 · 2z
1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
1

2− 2z2 + 3z
dz

= −
∫

1

(2z + 1)(z − 2)
dz

= −1

2

∫
1

(z + 1
2)(z − 2)

dz

= − 1

2(−2− 1
2)

∫
1

z + 1
2

− 1

z − 2
dz

=
1

5

(
'n
∣∣∣∣z +

1

2

∣∣∣∣− 'n|z − 2|
)
+ C

=
1

5
'n
∣∣∣∣tanx

2
+

1

2

∣∣∣∣−
1

5
'n
∣∣∣tanx

2
− 2
∣∣∣+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ π

2

0

1

3 + 5sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

พิจารณา
∫

1

3 + 5sinx dx =

∫
1

3 + 5 · 2z
1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
2

3z2 + 10z + 3
dz

= 2

∫
1

(3z + 1)(z + 3)
dz

=
2

3

∫
1

(z + 1
3)(z + 3)

dz

=
2

3(3− 1
3)

∫
1

z + 1
3

− 1

z + 3
dz

=
1

4

(
'n
∣∣∣∣z +

1

3

∣∣∣∣− 'n|z + 3|
)
+ C

=
1

4
'n
∣∣∣∣
z + 1

3

z + 3

∣∣∣∣+ C

=
1

4
'n

∣∣∣∣∣∣

tanx
2
+ 1

3

tanx
2
+ 3

∣∣∣∣∣∣
+ C

ดงันนั

∫ π
2

0

1

3 + 5sinx dx =



1
4
'n

∣∣∣∣∣∣

tanx
2
+ 1

3

tanx
2
+ 3

∣∣∣∣∣∣





π
2

0

=
1

4
'n

∣∣∣∣∣∣

tanπ
4
+ 1

3

tanπ
4
+ 3

∣∣∣∣∣∣
− 1

4
'n
∣∣∣∣
tan0 + 1

3

tan0 + 3

∣∣∣∣

=
1

4
'n
∣∣∣∣
1 + 1

3

1 + 3

∣∣∣∣−
1

4
'n
∣∣∣∣
0 + 1

3

0 + 3

∣∣∣∣

=
1

4
'n
(
1

3

)
− 1

4
'n
(
1

9

)

=
1

4
'n3



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

แบบฝึกหดั .

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

1

16x2 − 1
dx

.
∫

x

x2 − x− 6
dx

.
∫

2x3 − 5x2 + 2x− 3

x2 − 2x− 2
dx

.
∫

x− 1

x3 − x2 − 2x
dx

.
∫

x2

(x− 1)3
dx

.
∫

20x− 11

(3x+ 2)(x2 − 4x+ 5)
dx

.
∫

x4 − 8

x3 + 2x2
dx

.
∫

10x2 + 13x

(2x− 1)(x2 + 2)
dx

.
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

.
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

.
∫

2x

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx

.
∫

x3

(x2 − 2x+ 10)2
dx

.
∫

4x2 + 2x+ 8

x(x2 + 2)2
dx

.
∫

(1 + sec2x)sec2x

(1 + tan3x)
dx

.
∫ cost

sint+ sin3t
dt

.
∫

1

x'nx(1− 'nx) dx

. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 0

−2

5x+ 7

x2 + 2x− 3
dx

.
∫ 1

0

x3 − x2 − 11x+ 10

x3 − 2x+ 4
dx

.
∫ 4

3

5x3 − 4x

x4 − 16
dx

.
∫ π

3

−π
4

2secθtanθ
sec3θ + secθ dθ

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

1

2− sinx dx

.
∫

1

3 + 2cosx dx

.
∫

2

tanx+ sinx dx

.
∫

1

cosx− sinx+ 1
dx

.
∫

1

cosx− sinx+ 3
dx

.
∫ sinx

2− sinx+ 1
dx

.
∫

1

3secx− 1
dx

.
∫ secx

1 + sinx dx

. จงหาคา่ของ
∫ π

6

0

1

4− 3cos2x+ 5sin2x
dx



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

. ปริพนัธข์องฟังกชั์นในรูปกรณฑ์

ในหวัขอ้นีเราจะพิจารณาการหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัทีมีกรณฑโ์ดยการเปลียนตวัแปร ตวัอยา่ง
เชน่ ∫

x
√
x− 1 dx

กาํหนด u = x− 1 จะไดว้า่ du = dx และ x = u+ 1 ดงันนั
∫

x
√
x− 1 dx =

∫
(u+ 1)

√
u du

=

∫
u

3
2 + u

1
2 du

=
2

5
u

5
2 +

2

3
u

3
2 + C

=
2

5
(x− 1)

5
2 +

2

3
(x− 1)

3
2 + C

แตเ่มือกาํหนด u =
√
x− 1 จะไดว้า่ du =

1

2
√
x− 1

dx =
1

2u
dx นนัคือ

x = u2 + 1 และ dx = 2udu

ดงันนั
∫

x
√
x− 1 dx =

∫
(u2 + 1)u · 2u du

=

∫
2u4 + 2u2 du

=
2

5
u5 +

2

3
u3 + C

=
2

5
(x− 1)

5
2 +

2

3
(x− 1)

3
2 + C

เมือพิจารณากาํหนด u ทงั แบบ การหาปริพนัธ์มีความยากงา่ยตา่งกนั จะเห็นรูปแบบทีสอง
เลขชีกาํลงัของการปริพนัธ์จะเป็นจาํนวนเตม็ทาํให้งา่ยตอ่การหาคา่ ดงันนัในหวัขอ้นีจะสนใจวิธี
การในรูปแบบทีสอง นนัคือ พิจารณาฟังกช์นัทีมีรูปแบบ n

√
ax+ b จะกาํจดัเครอืงหมายกรณฑเ์พือ

ใหง้า่ยตอ่การหาปรพินัธโ์ดยให้
u = n

√
ax+ b

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u =
√
x จะไดว้า่ du =

1

2
√
x
dx =

1

2u
dx นนัคือ x = u2 และ dx = 2udu ดงันนั

∫
1

1 +
√
x
dx =

∫
1

1 + u
· 2u du

= 2

∫
1− 1

1 + u
du

= 2u− 2'n|1 + u|+ C

= 2
√
x− 2'n(1 +

√
x) + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x3(x− 1)
5
3 dx

วธีิทาํ ให้ u = (x− 1)
1
3 จะไดว้า่ du =

1

3(x− 1)
2
3

dx =
1

3u2
dx นนัคือ

x = u3 + 1 และ dx = 3u2du

ดงันนั
∫

x3(x− 1)
5
3 dx =

∫
(u3 + 1)3u5 · 3u2 du

= 3

∫
(u9 + 3u6 + 3u3 + 1)u7 du

= 3

∫
u16 + 3u13 + 3u10 + u7 du

=
3

17
u17 +

9

14
u14 +

9

11
u10 +

3

8
u8 + C

=
3

17
(x− 1)

17
3 +

9

14
(x− 1)

14
3 +

9

11
(x− 1)

10
3 +

3

8
(x− 1)

8
3 + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx

วธีิทาํ ให้ u = x
1
6 จะไดว้า่ du =

1

6x
5
6

dx =
1

6u5
dx นนัคือ

x = u6 และ dx = 6u5du

ดงันนั
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx =

∫
(u6)

1
2

1 + (u6)
1
3

· 6u5 du =

∫
u3

1 + u2
· 6u5 du =

∫
6u8

1 + u2
du

โดยวิธีหารยาวจะไดว้า่

6u8

1 + u2
= 6u6 − 6u4 + 6u2 − 6 +

6

1 + u2

ดงันนั
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx =

∫
6u6 − 6u4 + 6u2 − 6 +

6

1 + u2
du

=
6

7
u7 − 6

5
u5 + 2u3 − 6u+ 6arctanu+ C

=
6

7
x

7
6 − 6

5
x

5
6 + 2x

1
2 − 6x

1
6 + 6arctan(x 1

6 ) + C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

3
√

1 + 4
√
x√

x
dx

วธีิทาํ ให้ u = 3
√

1 + 4
√
x จะไดว้า่ u3 = 1 + 4

√
x นนัคือ 4

√
x = u3 − 1 หรอื

√
x = (u3 − 1)2 และ

du =
1

3(1 + 4
√
x)

2
3

· 1

4x
3
4

dx

=
1

3u2
· 1

4(x
1
4 )3

dx

=
1

3u2
· 1

4(u3 − 1)3
dx

ดงันนั dx = 12u2(u3 − 1)3du จะไดว้า่
∫

3
√

1 + 4
√
x√

x
dx =

∫
u

(u3 − 1)2
· 12u2(u3 − 1)3du

=

∫
12u3(u3 − 1) du

=

∫
12u6 − 12u3 du

=
12

7
u7 − 3u4 + C

=
12

7
(1 + 4

√
x)

7
3 − 3(1 + 4

√
x)

4
3 + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt

วธีิทาํ ให้ u = (1 + et)
1
2 จะไดว้า่ u2 = 1 + et นนัคือ et = u2 − 1 และ

du =
1

2(1 + et)
1
2

· et dt = 1

2u
· (u2 − 1) dt

ดงันนั dt =
2u

u2 − 1
du จะไดว้า่

∫
1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt =

∫
1

u3 + u
· 2u

u2 − 1
du

=

∫
2

(u2 + 1)(u2 − 1)
du

=

∫
1

u2 − 1
− 1

u2 + 1
du

=

∫
1

(u− 1)(u+ 1)
− 1

u2 + 1
du

=
1

2

∫
1

u− 1
− 1

u+ 1
du−

∫
1

u2 + 1
du

=
1

2
'n|u− 1|− 1

2
'n|u+ 1|− arctanu+ C

=
1

2
'n|(1 + et)

1
2 − 1|− 1

2
'n|(1 + et)

1
2 + 1|− arctan(1 + et)

1
2 + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

แบบฝึกหดั .

จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

x3
√
7x+ 2 dx

.
∫ √

5x

x+ 5
dx

.
∫

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

.
∫

x
4
√
3x− 5

dx

.
∫

1

2
√
x− 1 + 3

dx

.
∫

4
√
x

x+
√
x
dx

.
∫

x
4
3 − 2x

x
3
2

dx

.
∫

1

x
1
4 (1 + x

1
6 )

dx

.
∫

x
1
2

x+ x
4
3

dx

.
∫

1 + x
1
4

x
1
2 + x

dx

.
∫

3x− 1√
x(1 + 3

√
x
dx

.
∫

1√
x+ 1− 4

√
x+ 1

dx



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

. ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรีโกณมติิ

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึวิธีการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติใน รูปแบบคือ

sinmxcosnx และ tanmxsecnx และ cotmxcscnx

เมือ m และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกหรอืศนูย์ (อาจขยายไปยงัจาํนวนตรกยะและจาํนวนเตม็)

รูปแบบที . sinmxcosnx

การหาปรพินัธรู์ปแบบนีอาจใชเ้อกลกัษณ์ sin2x+ cos2x = 1 และการลดกาํลงัสองดว้ยกฎ

cos2x =
1

2
(1 + cos2x) sin2x =

1

2
(1− cos2x)

บางครงัอาจรว่มกบัการเปลยีนตวัแปร ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

cos2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cos2x dx =
1

2

∫
1 + cos2x dx =

1

2
x+

1

4
sin2x+ C

.
∫

sin3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sin3x dx =

∫
sin2x · sinx, dx

= −
∫
(1− cos2x) · (cosx)′dx

=

∫
cos2x− 1 d(cosx)

=
1

3
cos3x− cosx+ C

.
∫

sin4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sin4x dx =

∫
(sin2x)2 dx =

∫ (
1− cos2x

2

)2

dx

=
1

4

∫
1− 2cos2x+ cos22x dx

=
1

4

∫
1− 2cos2x+

1

2
(1 + cos4x) dx

=
1

8

∫
3− 4cos2x+ cos4x dx

=
3

8
x− 1

4
sin2x+

1

32
sin4x+ C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

cos5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cos5x dx =

∫
cos4x · cosx, dx

=

∫
(1− sin2x)2 · (sinx)′dx

=

∫
1− 2sin2x+ sin4x d(sinx)

= sinx− 2

3
sin3x+

1

5
sin5x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

cos6x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cos6x dx =

∫
(cos2x)3 dx

=

∫ (
1 + cos2x

2

)3

dx

=
1

8

∫
1 + 3cos2x+ 3cos22x+ cos32x dx

=
1

8

∫
1 + 3cos2x+ 3

(
1 + cos4x

2

)
+ cos22xcos2x dx

=
1

8

∫
2 + 6cos2x+ 3 + 3cos4x

2
dx+

1

8

∫
cos22xcos2x dx

=
1

16

∫
5 + 6cos2x+ 3cos4x dx+

1

16

∫
(1− sin22x)(sin2x)′ dx

=
5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16

∫
1− sin22x d(sin2x)

=
5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16
sin2x− 1

48
sin32x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

cos2xsin3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cos2xsin3x dx =

∫
cos2xsin2x · sinxdx

= −
∫

cos2x(1− cos2x) · (cosx)′dx

=

∫
cos4x− cos2x d(cosx)

=
1

5
cos5x− 1

3
cos3x+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

cos4xsin2x dx

วธีิทาํ จะเห็นวา่
∫

cos4xsin2x dx =

∫
cos4x(1− cos2x) dx =

∫
cos6x dx−

∫
cos4x dx

เนืองจาก
∫

cos4x dx =

∫
(cos2x)2 dx =

∫ (
1 + cos2x

2

)2

dx

=
1

4

∫
1 + 2cos2x+ cos22x dx

=
1

4

∫
1 + 2cos2x+

1

2
(1 + cos4x) dx

=
1

8

∫
3 + 4cos2x+ cos4x dx

=
3

8
x+

1

4
sin2x+

1

32
sin4x+ C

และจากตวัอยา่ง . . สรุปไดว้า่
∫

cos4xsin2x dx =
5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16
sin2x− 1

48
sin32x

− 3

8
x− 1

4
sin2x− 1

32
sin4x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

cos3xsin5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cos2xsin5x dx =

∫
cos2xsin4x · sinxdx

= −
∫

cos2x(1− cos2x)2 · (cosx)′dx

= −
∫

cos2x− 2cos4x+ cos6x d(cosx)

= −1

3
cos3x+

2

5
cos5x− 1

7
cos7x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

sin3x
3
√

cos5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sin3x
3
√

cos5x dx =

∫
sin2xcos 5

3x · sinxdx

= −
∫
(1− cos2x)cos 5

3x · (cosx)′dx

=

∫
cos 11

3 x− cos 5
3x d(cosx)

=
3

14
cos 14

3 x− 3

11
cos 11

3 x+ C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

รูปแบบที . secmxtannx

การหาปริพนัธรู์ปแบบนีอาจใชเ้อกลกัษณ์ sec2x − tan2x = 1 และการการหาปริพนัธโ์ดยการแยก
สว่น บางครงัอาจรว่มกบัการเปลยีนตวัแปร ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

tan2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

tan2x dx =

∫
sec2x− 1dx = tanx− x+ C

.
∫

tan3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

tan3x dx =

∫
tan2x · tanxdx

=

∫
(sec2x− 1)tanx dx

=

∫
sec2xtanx− tanx dx

=

∫
secx(secxtanx) dx−

∫
tanx dx

=

∫
secx · (secx)′ dx− 'n|secx|

=

∫
secx d(secx)− 'n|secx|

=
1

2
sec2x− 'n|secx|+ C

.
∫

sec4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sec4x dx =

∫
sec2x · sec2xdx

=

∫
(1 + tan2x) (tanx)′dx

=

∫
1 + tan2x d(tanx)

= tanx+
1

3
tan3x+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

.
∫

tan4x dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะไดว้า่
∫

tan4x dx =

∫
(tan2x)2dx

=

∫
(sec2x− 1)2 dx

=

∫
sec4x− 2sec2x+ 1 dx

=

∫
sec4x dx− 2

∫
sec2x dx+

∫
1 dx

= tanx+
1

3
tan3x− 2tanx+ x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

sec3x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น
∫

sec3x dx =

∫
secx(sec2x)dx

=

∫
secx(tanx)′dx

=

∫
secx d(tanx)

= secxtanx−
∫

tanx d(secx)

= secxtanx−
∫

tanx (secxtanx)dx

= secxtanx−
∫

tan2x secx dx

= secxtanx−
∫
(sec2x− 1) secx dx

= secxtanx−
∫

sec3x dx+

∫
secx dx

2

∫
sec3x dx = secxtanx+

∫
secx dx

2

∫
sec3x dx = secxtanx+ 'n|secx+ tanx|

∫
sec3x dx =

1

2
[secxtanx+ 'n|secx+ tanx|] + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

sec5x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น และผลของตวัอยา่ง . .
∫

sec5x dx =

∫
sec3x(sec2x)dx

=

∫
sec3x(tanx)′dx

=

∫
sec3x d(tanx)

= sec3xtanx−
∫

tanx d(sec3x)

= sec3xtanx−
∫

tanx (3sec2xsecxtanx)dx

= sec3xtanx− 3

∫
sec3xtan2x dx

= sec3xtanx− 3

∫
sec3x(sec2x− 1) dx

= sec3xtanx− 3

∫
sec5x dx+ 3

∫
sec3x dx

4

∫
sec5x dx = sec3xtanx+ 3

∫
sec3x dx

4

∫
sec5x dx = sec3xtanx+

1

2
[secxtanx+ 'n|secx+ tanx|]

∫
sec5x dx =

1

4
sec3xtanx+

1

8
[secxtanx+ 'n|secx+ tanx|] + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

secxtan2x dx

วธีิทาํ โดยตวัอยา่ง . . จะไดว้า่
∫

secxtan2x dx =

∫
secx(sec2x− 1)dx

=

∫
sec3x dx−

∫
secx dx

=
1

2
[secxtanx+ 'n|secx+ tanx|]− 'n|secx+ tanx|+ C

=
1

2
[secxtanx− 'n|secx+ tanx|] + C

.
∫

sec2xtan3 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sec2xtan3 dx =

∫
tan3x(sec2x)dx =

∫
tan3x(tanx)′dx

=

∫
tan3x d(tanx)

=
1

4
tan4x+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

sec4xtan2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sec4xtan2 dx =

∫
sec2xtan2x(sec2x)dx

=

∫
(1 + tan2x)tan2x(tanx)′dx

=

∫
tan2x+ tan4x d(tanx)

=
1

3
tan3x+

1

5
tan5x+ C

.
∫

sec3xtan5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

sec3xtan5 dx =

∫
sec2xtan4x(secxtanx)dx

=

∫
sec2x(sec2x− 1)2(secx)′dx

=

∫
sec2x(sec4x− 2sec2x+ 1) d(secx)

=

∫
sec6x− 2sec4x+ sec2x d(secx)

=
1

7
sec7x− 2

5
sec5x+

1

3
sec3x+ C

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ π

4

0

sec4x

1 + tanx dx

วธีิทาํ พิจารณา
∫ sec4x

1 + tanx dx =

∫ sec2x

1 + tanx(sec2x)dx

=

∫
1 + tan2x

1 + tanx (tanx)′dx

=

∫
tanx− 1 +

2

1 + tanx d(tanx)

=
1

2
tan2x− tanx+ 2'n|1 + tanx|+ C

ดงันนั
∫ π

4

0

sec4x

1 + tanx dx =

[
1

2
tan2x− tanx+ 2'n|1 + tanx|

]π
4

0

=

[
1

2
− 1 + 2'n2

]
− [0− 0 + 0]

= 2'n2− 1

2



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

รูปแบบที . cscmxcotnx

การหาปริพนัธรู์ปแบบนีอาจใชเ้อกลกัษณ์ csc2x − cot2x = 1 และการการหาปริพนัธโ์ดยการแยก
สว่น บางครงัอาจรว่มกบัการเปลยีนตวัแปรคลา้ยคลงึกบัรูปแบบที ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

cot2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
cot2x dx =

∫
csc2x− 1dx = −cotx− x+ C

.
∫

cot3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sec4x dx =

∫
sec2x · sec2xdx

=

∫
(1 + tan2x) (tanx)′dx

=

∫
1 + tan2x d(tanx)

= tanx+
1

3
tan3x+ C

.
∫

csc4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
csc4x dx =

∫
csc2x · csc2xdx

= −
∫
(1 + cot2x) (cotx)′dx

= −
∫

1 + cot2x d(cotx)

= −cotx− 1

3
cot3x+ C

.
∫

cot4x dx

วธีิทาํ โดยขอ้ จะไดว้า่∫
cot4x dx =

∫
(cot2x)2dx =

∫
(csc2x− 1)2 dx

=

∫
csc4x− 2csc2x+ 1 dx

=

∫
csc4x dx− 2

∫
csc2x dx+

∫
1 dx

= −cotx− 1

3
cot3x+ 2cotx+ x+ C



. . ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

csc3x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น
∫

csc3x dx =

∫
cscx(csc2x)dx

= −
∫

cscx(cotx)′dx

=

∫
cscx d(cotx)

= −cscxcotx+

∫
cotx d(cscx)

= −cscxcotx+

∫
cotx(−cscxcotx) dx

= −cscxcotx−
∫

cot2xcscx dx

= −cscxcotx−
∫
(csc2x− 1)cscx dx

= −cscxcotx−
∫

csc3x dx+

∫
cscx dx

2

∫
csc3x dx = −cscxcotx+

∫
cscx dx

2

∫
csc3x dx = −cscxcotx+ 'n|cscx− cotx|

∫
csc3x dx =

1

2
[−cscxcotx+ 'n|cscx− cotx|] + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

cotxccsc3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

cotxcsc3x dx =

∫
csc2x · (cscxcotx)dx = −

∫
csc2x · (cscx)′dx

= −
∫

csc2x d(cscx) = −1

3
csc3x+ C

.
∫

csc2xcot4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่
∫

csc2xcot4x dx =

∫
cot4x · (csc2x)dx = −

∫
cot4x · (cotx)′dx

= −
∫

cot4x d(cotx) = −1

5
cot5x+ C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

แบบฝึกหดั .

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

sin8x dx

.
∫

cos6x dx

.
∫

sin5x dx

.
∫

cos5x dx

.
∫

sin5xcos5x dx

.
∫

cos3xsin7x dx

.
∫

tan6x dx

.
∫

tan7x dx

.
∫

sec7x dx

.
∫

cot7x dx

.
∫

cot8x dx

.
∫

sec6x dx

.
∫

sec7xtan7x dx

.
∫

sec9xtan6x dx

.
∫

sec3x
√

tanx dx

.
∫

sec6xtan 11
5 x dx

.
∫

cot5x
√

cscx dx

.
∫ tan3xsec2x

sin2x
dx

. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ π

0

sin2xcos3x dx

.
∫ π

2

π
4

sinxcos3xsin2x dx

.
∫ π

4

π
6

tan5x dx

.
∫ π

4

0

sec4x
√

tanx dx

.
∫ π

3

π
6

sinx
1 + cosx dx

.
∫ 5π

6

2π
3

cot3xcsc7x dx



. . ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ

. ปริพนัธโ์ดยการแทนค่าตรีโกณมติิ

การหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีอยูใ่นรูปแบบ

√
a2 − u2 และ

√
a2 + u2 และ

√
u2 − a2

เมือ u = u(x) และ a > 0 เป็นคา่คงตวั อาศยัการเปลยีนตวัแปรในรูปฟังกช์นัของตรโีกณมิติ เพือใช้
เอกลกัษณ์

sin2x+ cos2x = 1 และ sec2x− tan2x = 1

เรยีกวิธีนีวา่การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่าตรีโกณมิติ (integration by trigonometric substitution)

รูปแบบที .
√
a2 − u2

ให้ u = asinθ เมือ θ ∈ [−π
2 ,

π
2 ] และ a > 0 จะไดว้า่ cosθ ≥ 0

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ √

9− x2 dx

วธีิทาํ ให้ x = 3sinθ แลว้ dx = 3cosθ dθ และ

cosθ =
√
1− sin2θ =

√
1−

(x
3

)2
=

1

3

√
9− x2

ดงันนั
∫ √

9− x2 dx =

∫ √
9− 9sin2θ 3cosθ dθ = 3

∫ √
9(1− sin2θ) cosθ dθ

= 3

∫
3
√

cos2θ cosθ dθ = 9

∫
cosθcosθ dθ

= 9

∫
cos2θ dθ =

9

2

∫
1 + cos2θ dθ

=
9

2
θ +

9

4
sin2θ + C =

9

2
θ +

9

4
· 2sinθcosθ + C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
+

9

2
· x
3
· 1
3

√
9− x2 + C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
+

x

2

√
9− x2 + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ √

25− 4x2 dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 5sinθ แลว้ dx =
5

2
cosθ dθ และ

cosθ =
√
1− sin2θ =

√

1−
(
2x

5

)2

=
1

5

√
25− 4x2



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ดงันนั
∫ √

25− 4x2 dx =

∫ √
25− 25sin2θ · 5

2
cosθ dθ =

5

2

∫ √
25(1− sin2θ) cosθ dθ

=
5

2

∫
5
√

cos2θ cosθ dθ =
25

2

∫
cosθcosθ dθ

=
25

2

∫
cos2θ dθ =

25

4

∫
1 + cos2θ dθ

=
25

4
θ +

25

8
sin2θ + C =

25

4
θ +

25

8
· 2sinθcosθ + C

=
25

4
arcsin

(
2x

5

)
+

25

4
· 2x
5

· 1
5

√
25− 4x2 + C

=
25

4
arcsin

(
2x

5

)
+

x

2

√
25− 4x2 + C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1

(16− x2)
3
2

dx

วธีิทาํ ให้ x = 4sinθ แลว้ dx = 4cosθ dθ

√
16− x2

x4

θ

จะไดว้า่ tanθ =
x√

16− x2
ดงันนั

∫
1

(16− x2)
3
2

dx =

∫
1

(16− 16sin2θ)
3
2

· 4cosθ dθ = 4

∫ cosθ
(16(1− sin2θ))

3
2

dθ

= 4

∫ cosθ
43(cos2θ)

3
2

dθ =
1

16

∫ cosθ
cos3θ

dθ

=
1

16

∫
sec2θ dθ =

1

16
tanθ + C

=
x

16
√
16− x2

+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ √

1− e2x dx

วธีิทาํ ให้ ex = sinθ แลว้ exdx = cosθ dθ นนัคือ dx =
1

ex
cosθ dθ =

cosθ
sinθ dθ

√
1− e2x

ex1

θ



. . ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ

จะไดว้า่ cosθ =
√
1− e2x และ cscθ =

1

ex
และ cotθ =

√
1− e2x

ex
ดงันนั

∫ √
1− e2x dx =

∫ √
1− sin2θ · cosθ

sinθ dθ =

∫ √
cos2θ · cosθ

sinθ dθ

=

∫
cosθ · cosθ

sinθ dθ =

∫ cos2θ

sinθ dθ

=

∫
1− sin2θ

sinθ dθ =

∫
cscθ − sinθ dθ

= 'n|cscθ − cotθ|+ cosθ + C

= 'n
∣∣∣∣
1

ex
−

√
1− e2x

ex

∣∣∣∣+
√
1− e2x + C

= 'n
∣∣∣∣
1−

√
1− e2x

ex

∣∣∣∣+
√
1− e2x + C

= 'n
∣∣∣1−

√
1− e2x

∣∣∣− x+
√
1− e2x + C

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx

วธีิทาํ ให้ x = 5sinθ แลว้ dx = 5cosθ dθ

√
25− x2

x5

θ

จะไดว้า่ cotθ =

√
25− x2

x
ฉะนนั

∫
1

x2
√
25− x2

dx =

∫
1

25sin2θ
√

25− 25sin2θ
· 5cosθ dθ

=
1

5

∫ cosθ

sin2θ
√

25(1− sin2θ)
dθ =

1

5

∫ cosθ
sin2θ · 5

√
cos2θ

dθ

=
1

25

∫ cosθ
sin2θ · cosθ

dθ =
1

25

∫
csc2θ dθ

= − 1

25
cotθ + C = −

√
25− x2

25x
+ C

ดงันนั
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx =

[
−
√
25− x2

25x

]4

3

=

[
− 3

25(4)

]
−
[
− 4

25(3)

]

=
1

25

[
−3

4
+

4

3

]

=
7

300



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

รูปแบบที .
√
a2 + u2

ให้ u = atanθ เมือ θ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) และ a > 0 จะไดว้า่ secθ > 0

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ √

4 + x2 dx

วธีิทาํ ให้ x = 2tanθ แลว้ dx = 2sec2θ dθ จะไดว้า่

secθ =
√

1 + tan2θ =

√
1 +

(x
2

)2
=

√
4 + x2

2

และโดยตวัอยา่ง . . จะไดว้า่∫ √
4 + x2 dx =

∫ √
4 + 4tan2θ 2sec2θ dθ = 2

∫ √
4(1 + tan2θ) sec2θ dθ

= 2

∫
2
√

sec2θ sec2θ dθ = 4

∫
sec3θ dθ

= 2secθtanθ + 2'n|secθ + tanθ|+ C

=
x
√
4 + x2

2
+ 2'n

∣∣∣∣∣
x+

√
4 + x2

2

∣∣∣∣∣+ C

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 3tanθ แลว้ dx =
3

2
sec2θ dθ จะไดว้า่

secθ =
√

1 + tan2θ =

√

1 +

(
2x

3

)2

=

√
9 + 4x2

3

ดงันนั ∫
(9 + 4x2)

3
2 dx =

∫
(9 + 9tan2θ)

3
2 · 3

2
sec2θ dθ =

3

2

∫
(9(1 + tan2θ))

3
2 sec2θ dθ

=
3

2

∫
27(sec2θ)

3
2 sec2θ dθ

=
81

2

∫
sec5θ dθ

โดยตวัอยา่ง . .∫
(9 + 4x2)

3
2 dx =

81

8
sec3θtanθ + 81

16
[secθtanθ + 'n|secθ + tanθ|] + C

=
x(9 + 4x2)

3
2

4
+

9x
√
9 + 4x2

8
+

81

16
'n
∣∣∣∣∣

√
9 + 4x2

3
+

2x

3

∣∣∣∣∣+ C

ดงันนั
∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx =

[
x(9 + 4x2)

3
2

4
+

9x
√
9 + 4x2

8
+

81

16
'n
∣∣∣∣∣

√
9 + 4x2

3
+

2x

3

∣∣∣∣∣

]2

0

=

[
250

4
+

18(5)

8
+

81

16
'n
∣∣∣∣
5

3
+

4

3

∣∣∣∣

]
− [0 + 0 + 0]

=
205

4
− 81

16
'n3



. . ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1√
x2 + 2x+ 2

dx

วธีิทาํ ให้ x+ 1 = tanθ แลว้ dx = sec2θ dθ จะไดว้า่

secθ =
√
1 + tan2θ =

√
1 + (x+ 1)2 =

√
x2 + 2x+ 2

ดงันนั ∫
1√

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1√

1 + (x+ 1)2
dx =

∫
1√

1 + tan2θ
· sec2θ dθ

=

∫ sec2θ√
sec2θ

dθ =

∫ sec2θ

secθ sec2θ dθ

=

∫
secθ dθ

= 'n|
√
x2 + 2x+ 2 + x+ 1|+ C

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

x2 + 3x√
x2 + 6x+ 10

dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫
x2 + 3x√

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
x(x+ 3)√
1 + (x+ 3)2

dx

ให้ x+ 3 = tanθ แลว้ dx = sec2θ dθ และ x = tanθ − 3 จะไดว้า่

secθ =
√
1 + tan2θ =

√
1 + (x+ 3)2 =

√
x2 + 6x+ 10

ดงันนั∫
x2 + 3x√

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
(tanθ − 3)tanθ√

1 + tan2θ
· sec2θ dθ

=

∫ tan2θ − 3tanθ√
sec2θ

· sec2θ dθ

=

∫ tan2θ − 3tanθ
secθ · sec2θ dθ

=

∫
(tan2θ − 3tanθ)secθ dθ

=

∫
tan2θsecθ − 3tanθsecθ dθ

=

∫
(sec2θ − 1)secθ dθ − 3

∫
tanθsecθ dθ

=

∫
sec3θ − secθ dθ − 3secθ

=

∫
sec3θ dθ −

∫
secθ dθ − 3secθ

=
1

2
[secθtanθ + 'n|secθ + tanθ|]− 'n|secθ + tanθ|− 3secθ + C

=
1

2
secθtanθ − 1

2
'n|secθ + tanθ|− 3secθ + C

=
1

2
(x+ 3)

√
x2 + 6x+ 10− 1

2
'n
∣∣∣x+ 3 +

√
x2 + 6x+ 10

∣∣∣

− 3
√
x2 + 6x+ 10 + C



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

รูปแบบที .
√
u2 − a2

ให้ u = asecθ เมือ θ ∈ [0, π2 ) ∪ [π2 , π) และ a > 0

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫ √

x2 − 4 dx

วธีิทาํ ให้ x = 2secθ แลว้ dx = 2secθtanθ dθ
กรณี ถา้ x > 0 จะไดว้า่ θ ∈ [0, π2 ) นนัคือ tanθ > 0 และ

tanθ =
√

sec2θ − 1 =

√(x
2

)2
− 1 =

√
x2 − 4

2

และโดยตวัอยา่ง . . จะไดว้า่
∫ √

x2 − 4 dx =

∫ √
4sec2θ − 4 2secθtanθ dθ = 2

∫ √
4(sec2θ − 1) secθtanθ dθ

= 2

∫
2
√

tan2θ secθtanθ dθ = 4

∫
secθtan2θ dθ

= 4

∫
secθ(sec2θ − 1) dθ = 4

∫
sec3θ dθ − 4

∫
secθ dθ

= 2secθtanθ + 2'n|secθ + tanθ|− 4'n|secθ + tanθ|+ C

= 2secθtanθ − 2'n|secθ + tanθ|+ C

=
x
√
x2 − 4

2
− 2'n

∣∣∣∣
x+

√
x2 − 4

2

∣∣∣∣+ C

กรณี ถา้ x < 0 จะไดว้า่ θ ∈ (π2 , π] นนัคือ tanθ < 0 ทาํนองเดียวกบักรณีที
∫ √

x2 − 4 dx = −x
√
x2 − 4

2
+ 2'n

∣∣∣∣
x+

√
x2 − 4

2

∣∣∣∣+ C

เนืองจาก
|x|
x

=





1 เมือ x > 0

−1 เมือ x > 0

สรุปไดว้า่
∫ √

x2 − 4 dx =
|x|
x

(
x
√
x2 − 4

2
− 2'n

∣∣∣∣
x+

√
x2 − 4

2

∣∣∣∣

)
+ C (∗)

จากตวัอยา่งนีจะเห็นไดว้า่ในรูปแบบที เราหาปรพินัธใ์นกรณีที x > 0 เพียงกรณีเดียวจากนนั
สรุปคาํตอบไดด้งัสมการ (∗) เสมอ แต่ในกรณีปริพนัธ์จาํกดัเขตไม่จาํเป็นตอ้งเขียนในรูปแบบของ
(∗) เราอาจพิจารณาเครอืงหมายของ tanθ จากขอบเขตของ x ไดโ้ดยตรง



. . ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

1√
x2 − 1

dx

วธีิทาํ ให้ x = secθ แลว้ dx = secθtanθ dθ
ถา้ x > 0 จะไดว้า่ θ ∈ [0, π2 ) นนัคือ tanθ > 0 และ tanθ =

√
sec2θ − 1 =

√
x2 − 1 ดงันนั

∫
1√

x2 − 1
dx =

∫
1√

sec2θ − 1
secθtanθ dθ =

∫
1√

tan2θ
secθtanθ dθ

=

∫
secθ dθ = 'n|secθ + tanθ|+ C

= 'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

สรุปไดว้า่
∫

1√
x2 − 1

dx =
|x|
x
'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

ทฤษฎบีท . . ปรพินัธข์องฟังกช์นัอารก์เซแคนตแ์ละอารโ์คเซแคนต์

.
∫

arcsecx dx = xarcsecx− 'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

.
∫

arccscx dx = xarccscx+ 'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

บทพิสูจน์. . พิจารณากรณี x > 0 โดยวิธีการหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น และตวัอยา่ง . .
∫

arcsecx dx = xarcsecx−
∫

xd(arcsecx)

= xarcsecx−
∫

x · 1

|x|
√
x2 − 1

dx

= xarcsecx−
∫

1√
x2 − 1

dx

= xarcsecx− 'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

ในทาํนองเดียวกนัสาํหรบักรณี x < 0 จะไดว้า่ผลลพัธเ์ชน่เดียวกนั สรุปไดว้า่
∫

arcsecx dx = xarcsecx− 'n
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

. พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัขอ้

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 3secθ แลว้ dx =
3

2
secθtanθ dθ และ x =

3

2
secθ

พิจารณา x ∈ [32 , 3] จะไดว้า่ θ ∈ [0, π2 ) นนัคือ tanθ > 0 และ

tanθ =
√

sec2θ − 1 =

√(
2x

3

)2

− 1 =

√
4x2 − 9

3



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

ดงันนั
∫ √

4x2 − 9

x
dx =

∫ √
9sec2θ − 9
3

2
secθ

· 3
2

secθtanθ dθ

=

∫ √
9(sec2θ − 1) · tanθ dθ =

∫
3
√

tan2θ · tanθ dθ

= 3

∫
tan2θ dθ = 3

∫
(sec2θ − 1) dθ

= 3tanθ − 3θ + C

=
√
4x2 − 9− 3arcsec

(
2x

3

)
+ C

ฉะนนั
∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx =

[√
4x2 − 9− 3arcsec

(
2x

3

)]3

3
2

=
[√

27− 3arcsec(2)
]
− [0− 3arcsec(1)]

= 3
√
3− π

แบบฝึกหดั .

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫ √

16− x2 dx

.
∫
(9 + 16x2)

3
2 dx

.
∫ √

4x2 + 4x− 3 dx

.
∫

1

(25− x2)
3
2

dx

.
∫

x3

(x2 + 4)
3
2

dx

.
∫

x2

(9− x2)
5
2

dx

.
∫

5x2 − 2x+ 1

(25− x2)
1
2

dx

.
∫

x2

√
9− 8x− x2

dx

.
∫

(t2 − 6t+ 13)
3
2 dt

.
∫

1

(4s2 − 24s+ 27)
3
2

ds

.
∫

ex

(4e2x + 25)
3
2

dx

.
∫

1

e2t
√
e2t − 9

dt

. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปไปนี

.
∫ 6

0

√
49− x2 dx

.
∫ 2

0

x3
√
2x− x2 dx

. จงหาปรพินัธ์
∫

1

(
√
x− 1)(3− x− 2

√
x)

1
2

dx



. . ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ

สรุป

การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัรูปแบบตา่ง ๆ จะขนึกบัวิธีการทีนาํมาใชว้า่เหมาะสมหรอืไม่ ในบท

นีนาํเสนอทงัหมด วิธี เรมิดว้ยการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นซงึได้จากกฎการคณูของคา่เชิง

อนพุนัธ์ d(uv) = odv + vdu นาํไปใช้กบัรูปแบบฟังกช์นัเลขชีกาํลงัและฟังกช์นัตรโีกณมิติทีคณู
กบัพหุนาม หรอืฟังกช์นัลอการทิมึ โดยการเลือกตวัแปร u และ v ทีเหมาะสม ตอ่มากลา่วถงึการ
หาปริพนัธ์ฟังกช์นัตรรกยะซงึอาศยัความรูปเกียวพหุนามเศษสว่น ทีเรยีกวา่เศษสว่นยอ่ยมี รูป
แบบ คือตวัหาร มีรากไม่ซาํกนั มีรากซาํกนั และไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ จากนนักลา่วถงึหาปริ
พนัธ์ฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติโดยอาศยัการเปลียนตวัแปร z = tan(x2 ) เมือเปลยีนแลว้จะ
สามารถเขียนรูปเศษสว่นยอ่ยทาํใหห้าปริพนัธไ์ด้ ตอ่มาปริพนัธข์องฟังกช์นัทีอยู่ในรูปกรณฑอ์าศยั
การเปลียนตวัแปรในพจน์ทีมีกรณฑ์โดยให้ u = n

√
ax+ b จะทาํให้อยู่ในรูปทีงา่ยตอ่การหาปริ

พนัธ์เมือเลือกตวัแปรทีเหมาะสม ปริพนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติมี รูปแบบคือ sinmxcosnx ใช้
เอกลกัษณ์ sin2x+cos2x = 1 และการลดกาํลงัคู่ บางครงัอาจรว่มกบัการเปลยีนตวัแปร tanmxsecnx

ใชเ้อกลกัษณ์ sec2x− tan2x = 1 และการการหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น บางครงัอาจรว่มกบัการ
เปลยีนตวัแปร และ cotmxcscnx ใชเ้อกลกัษณ์ csc2x − cot2x = 1 วิธีการคลา้ยคลงึกบัรูปแบบ
ที สดุทา้ยการหาปริพนัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติมี รูปแบบคือ

√
a2 − u2 ให้ u = asinθ และ√

a2 + u2 ให้ u = atanθ และ
√
u2 − a2 ให้ u = asecθ

แบบฝึกหดับทที

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

cos('nx) dx

.
∫

sinx'n(cosx) dx

.
∫
(x+ 1)2sinx dx

.
∫

x'nx
(x2 − 1)

3
2

dx

.
∫

sin
√
x dx

.
∫

x2ex

(x+ 2)2
dx

.
∫

x'n3x dx

.
∫

xexcosx dx

. จงหาคา่ของปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ π

4

0

e3xsin4x dx

.
∫ 1

2

0

xarctanx√
1− x2

dx

.
∫ 1

2

0

arccosx dx

.
∫ 1

0

xarccotx dx

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี



บทที . เทคนคิการหาปรพินัธ์

.
∫

1

x2 − 4
dx

.
∫

x

x2 − x− 12
dx

.
∫

x3 + 5

x2 − 25
dx

.
∫

4x3 + 2x2 + 1

4x3 − x
dx

.
∫

35x+ 47

(3x+ 5)2(x2 + 3x+ 6)
dx

.
∫

1

e3x + e2x + ex
dx

.
∫

x2 − 1

x(2x+ 1)(x+ 2)
dx

.
∫

x3 − 1

x2(x− 2)3
dx

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫ sinx

2− sinx+ 1
dx

.
∫ cotx

1 + sinx dx

.
∫ tanx

1 + tanx+ secx dx

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

1−
√
x− 3

√
x2

1 + 3
√
x

dx

.
∫

1
3
√
x
√
x(1 + 3

√
x)2

dx

.
∫ √

x

(1 + 3
√
x)2

dx

.
∫ √

3x
1
2 − 1 dx

.
∫

3
√

1− 4
√
x√

x
dx

.
∫

e2x

4
√
ex + 1

dx

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫

sin6x dx

.
∫

cos3xsinx dx

.
∫

sin5xcos2x dx

.
∫

cosx
√

sinx dx

.
∫

tan5xsec5x dx

.
∫

sec7x dx

.
∫

csc5xcotx dx

.
∫

cot7x dx

.
∫

tan5xsec3x dx

.
∫

tan3x

3

(
2 + secx

3

)2
dx

. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี

.
∫ √

16− x2

x
dx

.
∫ √

a2 − x2

x
dx เมือ a > 0

.
∫ √

x2 − 16

x3
dx

.
∫

1√
12 + 4x− y2

dx
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.
∫

1

(y − 1)
√
y2 − 1

dy

.
∫

1

(a2 + x2)2
dx เมือ a > 0

.
∫

1

(et + 1)
3
2

dt

.
∫
(36− 49x2)

3
2 dx

.
∫

1√
16− x2

dx

.
∫ √

3− x2 dx

.
∫

(36− 49x2)
3
2 dx

.
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx

. จงหาคา่ของ
∫ 3

√
5

x3

(x4 − 2x2 − 3)
3
2

dx
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เอกสารอ้างองิ
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สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
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บทที

การประยุกตข์องปริพนัธ์

แนวคิดเรอืงระเบียบวิธีเกษียณทีเกิดขนึมายาวนาน จนพฒันามาเป็นปริพนัธจ์าํกดัเขตในบทที
ซงึหมายถงึพืนทีใตเ้สน้โคง้กบัแกน X ในบทนีจะกลา่วถงึการประยกุตใ์ชป้ริพนัธจ์าํกดัเขตในการ

หาพืนทีและปรมิาตร

. พนืทรีะหว่างเส้นโค้ง

ใหฟั้งกช์นั f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนช่วง [a, b] โดยที f(x) ≥ g(x) ทกุ x ∈ [a, b] ให้

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)}

หรอืกลา่วไดว้า่ R คืออาณาบรเิวณซงึปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปที . อาณาบรเิวณ R ซงึปิดลอ้มดว้ย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

X

Y

R

y = g(x)

y = f(x)

x = a x = b

ให้ A แทนพืนทีอาณาบรเิวณ R โดยไม่เสียนยัทวัไปสมมติวา่ f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ทกุ x ∈ [a, b] จะ
ไดว้า่ พนืระหว่างเส้นโค้ง (arera between curve) y = f(x) และ y = g(x) บนชว่ง [a, b] เทา่กบั
พืนทีใตเ้สน้โคง้ y = f(x) บนชว่ง [a, b] ลบออกจากพืนทีใตเ้สน้โคง้ y = g(x) บนชว่ง [a, b] สรุปได้
วา่

A =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx
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โดยแนวคิดเดียวกนัขยายไปยงัการหาปรพินัธเ์ทียบ dy ให้

R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)}

แสดงตวัอยา่งอาณาบรเิวณ R ไดด้งัรูป

รูปที . อาณาบรเิวณ R ซงึปิดลอ้มดว้ย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d

X

Y

R

x = h(y) x = k(y)

y = d

y = c

ในทาํนองเดียวกนัจะไดพื้นที A คือ A =

∫ d

c

[k(y)− h(y)] dy

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y = ex และ y = −(x− 1)2 จาก x = −1 ถงึ x = 2

วธีิทาํ ให้ R = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 2 และ − (x− 1)2 ≤ y ≤ ex} แสดงไดด้งัรูป

−2 −1 0 1 2

−4

4

8

X

Y

y = ex

y = −(x− 1)2

x = −1 x = 2

ให้ A แทนพืนทีอาณาบรเิวณ R ดงันนั

A =

∫ 2

−1

ex − [−(x− 1)2] dx =

[
ex +

(x− 1)3

3

]2

−1

=

[
e2 +

1

3

]
−
[
e−1 +

8

3

]

= e2 − 1

e
− 7

3
≈ 4.68784



. . พนืทรีะหวา่งเสน้โคง้

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y = cosx และ y = sinx จาก x = 0 ถงึ x = π

วธีิทาํ เนืองจาก sinx ≤ cosx เมือ x ∈ [0, π4 ] และ cosx ≤ sinx เมือ x ∈ [π4 , π] ดงัรูป

X

Y

y = cosx

y = sinxπ
4

π
2

3π
4

π

x = πx = 0

0

1

จากรูปกาํหนดให้

R1 =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ π

4
และ sinx ≤ y ≤ cosx

}

R2 =
{
(x, y) :

π

4
≤ x ≤ π และ cosx ≤ y ≤ sinx

}

ให้ A แทนพืนทีแรเงา ดงันนั A เทา่กบัพืนทีอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ π
4

0

cosx− sinx dx+

∫ π

π
4

sinx− cosx dx

= [sinx+ cosx]
π
4
0 + [−cosx− sinx]ππ

4

=

[√
2

2
+

√
2

2

]
− [0 + 1] + [1− 0]−

[
−
√
2

2
−

√
2

2

]

= 2
√
2 ≈ 2.82843

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีปิดลอ้มดว้ยเสน้ตรง y = x2 + 2x และ y = x3 − 4x

วธีิทาํ แสดงอาณาบรเิวณไดด้งัรูป

−2 −1 0 1 2 3

5

10

15

X

Y

y = x3 − 4x
y = x2 + 2x
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จากรูปกาํหนดให้

R1 =
{
(x, y) : −2 ≤ x ≤ 0 และ x2 + 2x ≤ y ≤ x3 − 4x

}

R2 =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3 และ x3 − 4x ≤ y ≤ x2 + 2x

}

ให้ A แทนพืนทีแรเงา ดงันนั A เทา่กบัพืนทีอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ 0

−2

(x3 − 4x)− (x2 + 2x) dx+

∫ 3

0

(x2 + 2x)− (x3 − 4x) dx

=

∫ 0

−2

x3 − x2 − 6x dx+

∫ 3

0

x2 − x3 + 6x dx

=

[
x4

4
− x3

3
− 3x2

]0

−2

+

[
x3

3
− x4

4
+ 3x2

]3

0

= 0−
[
4 +

8

3
− 12

]
+

[
9− 81

4
+ 27

]
− 0

=
253

12
≈ 21.08333

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y =
√
x− 1 เสน้ตรง y = 2 และ x+ 2y = 4

วธีิทาํ แสดงอาณาบรเิวณไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

y =
√
x− 1, x = y2 + 1

y = 2− 1
2x, x = 4− 2y

y = 2

y = 1

x = 2

วิธีที จากรูปกาํหนดให้ R = {(x, y) : 1 ≤ y ≤ 2 และ 4− 2y ≤ x ≤ y2 + 1}

และ A แทนพืนอาณาบรเิวณ R ดงันนั

A =

∫ 2

1

(y2 + 1)− (4− 2y) dy =

∫ 2

1

y2 + 2y − 3 dy

=

[
y3

3
+ y2 − 3y

]2

1

=

[
8

3
+ 4− 6

]
−
[
1

3
+ 1− 3

]

=
7

3
≈ 2.33333



. . พนืทรีะหวา่งเสน้โคง้

วิธีที จากรูปกาํหนดให้

R1 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2 และ 2− 1

2
x ≤ x ≤ 2

}

R2 =
{
(x, y) : 2 ≤ x ≤ 5 และ

√
x− 1 ≤ x ≤ 2

}

ให้ A แทนพืนทีแรเงา ดงันนั A เทา่กบัพืนทีอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ 2

0

2−
(
2− 1

2
x

)
dx+

∫ 5

2

2−
√
x− 1 dx

=

[
x2

4

]2

0

+

[
2x− 2

3
(x− 1)

3
2

]5

2

= 1− 0 +

[
10− 16

3

]
−
[
4− 2

3

]

=
7

3
≈ 2.33333

แบบฝึกหดั .

จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี
. y = x และ y = x2 − 4x+ 6

. y = 4x− x2 และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = 4

. y = 2x และ y = 2x− x2 จาก x = 0 ถงึ x = 2

. y =

√
3x+ 1

x
และ y = 0 จาก x = 1 ถงึ x = 8

. y = xcosx และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = π

. y = 2− x2 และ y = |x|

. y = sinx และ y = cosx จาก x = −3π
4 ถงึ x = π

4

. y = x2 − x และ y = x− x2

. y = sin2x และ y = cosx จาก x = −π
2 ถงึ x = π

4

. y =
√
1 + x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 2

√
2

. y = x2 − x และ y = sinπx

. y = 2 + |x− 1| และ 5y + x = 35

. y = xsinx และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = π
2

. y = x3 − 6x2 + 8x และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 4

. y2 = x+ 2 และ y = x
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. ปริมาตรของรูปทรงตันซงึหาพนืทภีาคตัดได้

ให้ L เป็นเสน้ตรงในสามมิติ และ P เป็นจดุในสามมิติ เมือลากเสน้ตรงจากจดุ P ไปตงัฉากกบั
L ทีจดุ Q จะเรยีก Q วา่ ภาพฉาย (projection) ของ P บน L ดงัรูป

รูปที . ภาพฉายของ P บน L

L

P

Q

ถา้ S เป็นรูปทรงตนัในสามมิติ S จะประกอบไปดว้ยจดุในสามมิติ ภาพฉายของ S บน L คือเซต
ของจดุทีเป็นภาพฉายของจดุตา่ง ๆ ทีเป็นสมาชิกของ S บน L และเรยีกอาณาบรเิวณระนาบซงึได้

จากการตดั S ดว้ยระนาบทีตงัฉากกบั L วา่ ภาคตัด (cross section) ของ S ทตีงัฉากกับ L ซงึ
แสดงไดด้งัรูป

รูปที . ภาคตดัของ S ทีตงัฉากกบั L

L
a b

S

x

A(x)

เมือพิจารณาภาคตดัของ S ทีตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x ใด ๆ จะมีพืนที A(x) มีความหนา ∆x ถา้

ภาคตดัมีทงัหมด n ชิน ปรมิาตรของ S เรยีกวา่ V จะไดว้า่

V ≈
n∑

i=1

Ak(x)∆xk

เมือ Ak(x) คือพืนทีภาคตดัชินที k และ ∆xk คือความหนาของภาคตดัชินที k ให้ x ∈ [a, b] โดยที A

เป็นฟังกช์นัทีมีความตอ่เนืองบนช่วง [a, b] เมือเลือกผลแบง่กนับน [a, b] ทีเหมาะสมโดยนิยามของ
ปรพินัธจ์าํกดัเขตจะไดป้รมิาตร V ของรูปทรงตนั S ดงันนั

V =

∫ b

a

A(x) dx

ในหวัขอ้นีจะศกึษาเฉพาะกรณีทีภาคตดัหาพืนทีไดเ้ทา่นนั



. . ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึงหาพนืทภีาคตดัได้

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 ถา้ภาคตดัของ

รูปทรงตนันีทีตงัฉากกบัแกน X เป็นรูปสีเหลียมจตรุสั

วธีิทาํ แสดงพืนทีฐานของรูปทรงตนัและภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [−1, 1] ไดด้งัรูป

ตอ่ไปนี

x2 + y2 = 1

Q

P

S

R

x

1

−1

−1

จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x,−
√
1− x2) และ (x,

√
1− x2) ดงันนัความยาวของสีเหลียม

จตรุสั PQRS เทา่กบั
PQ = 2

√
1− x2

ให้ A(x) แทนพืนทีของสีเหลียมจตรุสั PQRS นนัคือ A(x) = 2
√
1− x2 × 2

√
1− x2 = 4(1− x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงตนันี จะไดว้า่

V =

∫ 1

−1

A(x) dx =

∫ 1

−1

4(1− x2) dx

=

[
4x− 4

3
x3

]1

−1

=

[
4− 4

3

]
−
[
−4 +

4

3

]
=

16

3
≈ 5.33333

ตัวอย่าง . . ลมิไม้ (wooden wedge) มีฐานเป็นรูปครงึวงกลมรศัมี r เมือตดัตงัฉากกบัเสน้

ผา่นศนูยก์ลางจะไดรู้ปสามเหลยีมมมุฉากทีมีความยาวดา้นเทา่กนั ดา้น โดยทีมกุฉากอยู่บนครงึ
วงกลม จงหาปรมิาตรของลมิไมอ้นันี

วธีิทาํ แสดงพืนทีฐานของรูปทรงตนัและภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [−r, r] ไดด้งัรูป

ตอ่ไปนี

y =
√
r2 − x2

Q

P

R

x r

−r
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จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x, 0) และ (x,
√
r2 − x2) ดงันนั QR = PQ =

√
r2 − x2 ให้

A(x) แทนพืนทีของสามเหลยีม PQRS โดยมี PQ̂R เป็นมมุฉาก นนัคือ

A(x) =
1

2
×

√
r2 − x2 ×

√
r2 − x2 =

1

2
(r2 − x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงตนันี จะไดว้า่

V =

∫ r

−r

A(x) dx =

∫ r

−r

1

2
(r2 − x2) dx

=

[
1

2
r2x− 1

6
x3

]r

−r

=

[
1

2
r3 − 1

6
r3
]
−
[
−1

2
r3 +

1

6
r3
]
=

2r3

3

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรของ ทรงกลม (sphere) ทีมีรศัมี r หน่วย

r

วธีิทาํ พิจารณครงึทรงกลม พืนทีฐานของรูปครงึทรงกลและภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ

x ∈ [−r, r] เป็นรูปครงึวงกลม แสดงดงัรูปตอ่ไปนี

x2 + y2 = r2

Q

P
x

r

−r

−r

จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x, 0) และ (x,
√
r2 − x2) ดงันนั PQ =

√
r2 − x2

ให้ A(x) แทนพืนทีของครงึวงกลม โดยมี PQ เป็นรศัมี นนัคือ

A(x) =
1

2
π(
√
r2 − x2)2 =

1

2
π(r2 − x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงกลม จะไดว้า่

V = 2

∫ r

−r

A(x) dx =

∫ r

−r

π(r2 − x2) dx

=

[
πr2x− 1

3
πx3

]r

−r

=

[
πr3 − 1

3
πr3
]
−
[
−πr3 +

1

3
πr3
]
=

4π

3
r3



. . ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึงหาพนืทภีาคตดัได้

แบบฝึกหดั .

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึมีฐานเป็นวงกลมรศัมี หน่วยและทกุภาคตดัทีตงัฉากกบัเสน้
ผา่นศนูยฺก์ลางของฐานเป็น

. รูปสเีหลยีมจตรุสั

. รูปสเีหลยีมหนา้จวัทีมีสว่นสงูเทา่กบัฐาน

. จงหาปริมาตรของรปทรงตนัทีมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงรี x2 + 4y2 = 4 และถา้ตดัรูปทรงตนันี

ดว้ยระนาบทีตงัฉากกบัแกน X ภาคตดัจะเป็นรูปครงึวงรทีีมีแกนโทอยู่บนฐาน และมีครงึแกน

เอกยาว หน่วย (กาํหนดใหพื้นทีวงรีเทา่กบั πab เมือ a คือความยางครงึแกนเอก และ b คือ
ความยาวครงึแกนโท)

. อา่งเก็บนาํรูปครงึทรงกลมมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางยาว เมตรมีนาํบรรจอุยู่ทีระดบัตาํกวา่ขอบ
อา่ง เมตร จงหาปรมิาตรของนาํในอา้ง

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีมีฐานอยู่บนระนาบ XY ลอ้มรอบดว้ย 4x2 + 4y2 = 36 และ

ถา้ตดัรูปทรงตนันีดว้ยระนาบทีตงัฉากกบัแกน X แลว้ภาคตดัจะเป็นรูปครงึวงกลม โดยทีเสน้
ผา่นศนูยก์ลางอยูบ่นฐาน

. ฐานของรูปทรงตนัรูปหนงึ คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้ตรง x = e และ

เสน้โคง้ y = ex จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนั ซงึภาคตดัตงัฉากกบัแกน Y เป็นรูปสามเหลยีม
ดา้นเทา่
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. ปริมาตรของรูปทรงตันทเีกดิจากการหมุน

รูปทรงตันทีเกดิจากการหมุน (Solid by rotation) คือรูปทรงตนัทีได้จากการหมนุอาณา
บรเิวณในระนาบรอบเสน้ตรงเสน้ตรงซงึอยู่ระนาบเดียวกนั โดยเรยีกเสน้ตรงนนัวา่แกนหมุน (axis
of rotation) และเรยีกปรมิาตรของรูปทรงตนันนัวา่ ปริมาตรของรูปทรงตันทเีกดิจากการหมุน

การหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุของอาณาบรเิวณในระนาบ XY รอบแกน X หรอืเสน้ตรงที
ขนานกนัแกน X และรอบแกน Y หรอืเสน้ตรงทีขนานกบัแกน Y โดยหาปรมิาตรดงักลา่วมี วิธีคือ

. วิธีแบบจาน (method of dishs)

. วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก (method of cylindrical shells)

. การหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยวธีิแบบจาน

ให้ y = f(x) เป็นเสน้โคง้ทีมีคา่บนช่วง [a, b] และ R เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y = f(x) กบั
แกน X และเสน้ตรง x = a, x = b เมือนาํ R ไปหมนุรอบแกน X จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปที . การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน

X

Y

y = f(x)

a b

R
X

Y

y = f(x)

a bx

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [a, b] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืนทีของวงกลม
ของภาคตดัทีจดุ x นนัคือรศัมีเทา่กบั |f(x)| จะไดว้า่

A(x) = π(|f(x)|)2 = π[f(x)]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx

เรยีกปรมิาตร V ทีไดโ้ดยวิธีนีวา่ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยวิธีแบบจาน
ในทาํนองเดียวกนัถา้ให้ R เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y = f(x) กบัเสน้ตรง y = k และ

x = a, x = b เมือนาํ R ไปหมนุรอบเสน้ตรง y = k จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป
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รูปที . การหมนุ R รอบเสน้ตรง y = k โดยวิธีแบบจาน

y = k

Y

y = f(x)

a b

X

R
y = k

Y

y = f(x)

a bx
X

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [a, b] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืนทีของวงกลม
ของภาคตดัทีจดุ x นนัคือรศัมีเทา่กบั |f(x)− k| จะไดว้า่

A(x) = π(|f(x)− k|)2 = π[f(x)− k]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

π[f(x)− k]2 dx

ให้ x = h(y) เป็นเสน้โคง้ทีมีคา่บนชว่ง [c, d] และ R เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย x = h(y)

กบัแกน Y และเสน้ตรง y = c, y = d เมือนาํ R ไปหมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปที . การหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน

X

Y

x = h(y)
d

c
R

Y

X

x = h(y)
d

c

y

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน Y ทีจดุ y เมือ y ∈ [c, d] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืนทีของวงกลม
ของภาคตดัทีจดุ y นนัคือรศัมีเทา่กบั |h(y)| จะไดว้า่

A(y) = π(|h(y)|)2 = π[h(y)]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ d

c

A(y) dy สรุปไดว้า่

V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy
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ในทาํนองเดียวกนัถา้ให้ R เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย x = h(y) กบัเสน้ตรง x = ' และ
เสน้ตรง y = c, y = d เมือนาํ R ไปหมนุรอบเสน้ตรง x = ' จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปที . การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = ' โดยวิธีแบบจาน
Y

X

x = '

x = h(y)
d

c
R

x = '

X

x = h(y)
d

c

Y

y

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัเสน้ตรง x = ' ทีจดุ y เมือ y ∈ [c, d] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืนที
ของวงกลมของภาคตดัทีจดุ y นนัคือรศัมีเทา่กบั |h(y)− '| จะไดว้า่

A(y) = π(|h(y)− '|)2 = π[h(y)− ']2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว สรุปไดว้า่

V =

∫ d

c

π[h(y)− ']2 dy

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และ
เสน้โคง้ y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และเสน้โคง้ y = (x− 2)2 แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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แสดงรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R รอบแกน X และแกน Y ไดด้งันี

X

Y

0 2

1

2

3

4

y = (x− 2)2

x

X

Y

1 2 3
0

4

x = 2−√
y

y

กรณี หมนุ R รอบแกน X

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [0, 2] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืนทีของวงกลม
ของภาคตดัทีจดุ x มีรศัมีเทา่กบั (x−2)2 และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ
R จะไดว้า่

V =

∫ 2

0

π[(x− 2)2]2 dx

=

∫ 2

0

π(x− 2)4 dx

=

[
(x− 2)5π

5

]2

0

= 0− −32π

5
=

32π

5
≈ 20.10619

กรณี หมนุ R รอบแกน Y

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน Y ทีจดุ y เมือ y ∈ [0, 4] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืนทีของวงกลม
ของภาคตดัทีจดุ y มีรศัมีเทา่กบั 2−√

y และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ
R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

π[2−√
y]2 dy

=

∫ 4

0

π(4− 4
√
y + y) dx

= π

[
4y − 8

3
y

3
2 +

y2

2

]4

0

= π

[
16− 64

3
+ 8

]
− 0 =

8π

3
≈ 8.37758



บทที . การประยกุตข์องปรพินัธ์

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ xy = 3

เสน้ตรง x = −1 และ y = 3x+ 8 รอบเสน้ตรง x = −1

วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ xy = 3 เสน้ตรง x = −1 และ y = 3x + 8 รอบเสน้ตรง
x = −1 โดยแบง่ออกเป็น อาณาบรเิวณคือ R1 และ R2 ดงัรูป

X

Y

−3 −1

−3

−1

1

3

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

R1

R2

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)

X

Y

−3 −1

−3

−1

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

y

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัเสน้ตรง x = −1 ทีจดุ (−1, y) เมือ y ∈ [−1, 5] เป็นรูปวงกลม ให้ A1(y)

แทนพืนทีของวงกลมของภาคตดัทีจดุ (−1, y) มีรศัมีเทา่กบั
∣∣∣∣−1− y − 8

3

∣∣∣∣

และ V1 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุR1 นนัคือ V1 =

∫ 5

−1

π

(
−1− y − 8

3

)2

dy

และภาคตดัตงัฉากกบัเสน้ตรง x = −1 ทีจดุ (−1, y) เมือ y ∈ [−3,−1] เป็นรูปวงกลม ให้ A2(y)

แทนพืนทีของวงกลมของภาคตดัทีจดุ (−1, y) มีรศัมีเทา่กบั
∣∣∣∣−1− 3

y

∣∣∣∣

และ V2 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R2 นนัคือ V2 =

∫ −1

−3

π

(
−1− 3

y

)2

dy

ดงันนัปรมิาตร V ของรูปทรงทรงตนัดงักลา่วเทา่กบั V1 + V2 นนัคือ

V = V1 + V2 =

∫ 5

−1

π

(
−1− y − 8

3

)2

dy +

∫ −1

−3

π

(
−1− 3

y

)2

dy

=

∫ 5

−1

π

9
(y − 5)2 dy +

∫ −1

−3

π

(
1 +

6

y
+ 9y−2

)
dy

=
[ π
27

(y − 5)3
]5
−1

+

[
π

(
y + 6'n|y|− 9

y

)]−1

−3

= 0− π

27
(−216) + π (−1 + 0 + 9)− π (−3 + 6'n3 + 3)

= 16π − 6π'n3 ≈ 29.55713
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ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x เสน้

ตรง y = x รอบแกน X

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x เสน้ตรง y = x จากนนัหมนุ R รอบ

แกน X ซงึแสดงไดด้งัรูป

X

Y

1
0

1

y =
√
x

y = x

R

(1, 1)

X

Y

1
0

1

y =
√
x

y = x

x

(1, 1)

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [0, 1] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(x) แทนพืนทีของ
วงแหวนของภาคตดัทีจดุ x มีรศัมีภายในเทา่กบั x และรศัมีภายนอกเทา่กบั

√
x นนัคือ

A(x) = π(
√
x)2 − πx2 = πx− πx2

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 1

0

A(x) dx =

∫ 1

0

πx− πx2 dx

=
[π
2
x2 − π

3
x3
]1
0
=
[π
2
− π

3

]
− 0 =

π

6
≈ 0.52360

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x และ

y = x3 รอบแกน Y

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x และ y = x3 จากนนัหมนุ R รอบแกน

Y ซงึแสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1

1

y =
√
x

y = x3

(1, 1)

X

Y

0 1

1

x = y2

x = 3
√
y

y

(1, 1)
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จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัแกน Y ทีจดุ y เมือ y ∈ [0, 1] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(y) แทนพืนทีของ
วงแหวนของภาคตดัทีจดุ y มีรศัมีภายในเทา่กบั y2 และรศัมีภายนอกเทา่กบั 3

√
y นนัคือ

A(y) = π( 3
√
y)2 − π(y2)2 = πy

2
3 − πy4

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 1

0

A(y) dx =

∫ 1

0

πy
2
3 − πy4 dy

=

[
3π

5
y

5
3 − π

5
y5
]1

0

=

[
3π

5
− π

5

]
− 0 =

2π

5
≈ 1.25664

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y2 = x และ
y = x รอบเสน้ตรง x = 5 และรอบเสน้ตรง y = 4

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y2 = x และ y = x แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 2 4

2

4

y = x

y2 = 4x(4, 4)

กรณี หมนุ R รอบเสน้ตรง x = 5

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4

x = y

x = 1
4y

2

(4, 4)

x = 5

y

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัเสน้ตรง x = 5 ทีจดุ (5, y) เมือ y ∈ [0, 4] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(y) แทน
พืนทีของวงแหวนของภาคตดัทีจดุ (5, y) มีรศัมีภายในเทา่กบั 5−y และรศัมีภายนอกเทา่กบั 5−1

4
y2

นนัคือ

A(y) = π

(
5− 1

4
y2
)2

− π(5− y)2

= π

(
25− 5

2
y2 +

1

16
y4
)
− π(25− 10y + y2) = π

(
1

16
y4 − 7

2
y2 + 10y

)
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ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(y) dy =

∫ 4

0

π

(
1

16
y4 − 7

2
y2 + 10y

)
dy

= π

[
1

80
y5 − 7

6
y3 + 5y2

]4

0

= π

[
1

80
(1024)− 7

6
(64) + 5(16)

]
− 0 =

272π

15
≈ 18.13333

กรณี หมนุ R รอบเสน้ตรง y = 4

X

Y

0 4

1

3

5

y = x

y = 2
√
x

(4, 4)
y = 4

x

จากรูปภาคตดัตงัฉากกบัเสน้ตรง y = 4 ทีจดุ (x, 4) เมือ x ∈ [0, 4] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(x) แทน
พืนทีของวงแหวนของภาคตดัทีจดุ (x, 4) มีรศัมีภายในเทา่กบั 4 − 2

√
x และรศัมีภายนอกเทา่กบั

4− x นนัคือ

A(x) = π(4− x)2 − π(4− 2
√
x)2

= π(16− 8x+ x2)− π(16− 16
√
x+ 4x) = π(x2 − 12x+ 16x

1
2 )

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(x) dx =

∫ 4

0

π(x2 − 12x+ 16x
1
2 ) dx

= π

[
1

3
x3 − 6x2 +

32

3
x

3
2

]4

0

= π

[
1

3
(64)− 6(16) +

32

3
(8)

]
− 0

=
32π

3
≈ 10.66667
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. การหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยวธีิแบบเปลือกทรงกระบอก

ให้ y = f(x) และ y = g(x) เป็นเสน้โคง้ทีมีคา่บนชว่ง [a, b] โดยที g(x) ≤ f(x) เมือ x ∈ [a, b] และ
R เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y = f(x) และ y = g(x) และเสน้ตรง x = a, x = b เมือนาํ R ไป
หมนุรอบแกน Y แสดงไดด้งัรูป

รูปที . การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a b

R

X

y = f(x)

y = g(x)

a bx

Y

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

จากรูปเมือตดั R ตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [a, b] จะไดเ้สน้ตรงทีขนานแกน Y และเมือนาํไป
หมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงกระบอกทีมีความสงูเทา่กบั f(x)− g(x) และรศัมีเทา่กบั |x| ให้ A(x)
แทนพืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2π|x|[f(x)− g(x)]

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

2π|x|[f(x)− g(x)] dx

เรยีกปรมิาตร V ทีไดโ้ดยวิธีนีวา่ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก
ในทาํนองเดียวกนัถา้หมนุ R รอบเสน้ตรง x = k ดงัรูป
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รูปที . การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = k โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

X

x = k
Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกสรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx

โดยแนวคิดเดียวกนักบัการหมนุรอบแกน Y จะพิจารณาการหมนุรอบแกน X เมือให้ x = p(y)

และ x = q(y) เป็นเสน้โคง้ทีมีคา่บนชว่ง [c, d] โดยที p(y) ≤ q(y) เมือ y ∈ [c, d] และ R เป็นอาณา
บรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย x = p(y) และ x = q(y) และเสน้ตรง y = c, y = d เมือนาํ R ไปหมนุรอบแกน
X จะไดป้รมิาตรทีเกิดจากการหมนุโดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกเทา่กบั

V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy

และหมนุรอบเสน้ตรง y = ' ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

2π|y − '|[q(y)− p(y)] dy

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และ
เสน้โคง้ y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และเสน้โคง้ y = (x − 2)2 แสดงรูปทรง
ตนัทีเกิดจากการหมนุ R รอบแกน X และแกน Y โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกไดด้งันี

X

Y

2

4

x = 2−√
y

y

X

Y

2

4

y = (x− 2)2

x
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กรณี หมนุ R รอบแกน X

จากรูปเมือตดั R ตงัฉากกบัแกน Y ทีจดุ y เมือ y ∈ [0, 4] จะไดเ้สน้ตรงทีขนานแกน X และเมือนาํไป
หมนุรอบแกน X จะไดรู้ปทรงกระบอกทีมีความสงูเทา่กบั 2 − √

y และรศัมีเทา่กบั y ให้ A(y) แทน

พืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(y) = 2πy[2−√
y] = 2π(2y − y

3
2 )

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(y) dy =

∫ 4

0

2π(2y − y
3
2 ) dy

= 2π

[
y2 − 2

5
y

5
2

]4

0

= 2π

[
16− 64

5

]
− 0 =

32π

5
≈ 20.10619

กรณี หมนุ R รอบแกน Y

จากรูปเมือตดั R ตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [0, 2] จะไดเ้สน้ตรงทีขนานแกน Y และเมือนาํไป
หมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงกระบอกทีมีความสงูเทา่กบั (x− 2)2 และรศัมีเทา่กบั x ให้ A(x) แทน
พืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2πx(x− 2)2 = 2π(x3 − 4x2 + 4x)

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 2

0

A(x) dx =

∫ 2

0

2π(x3 − 4x2 + 4x) dx

= 2π

[
x4

4
− 4

3
x3 + 2x2

]2

0

= 2π

[
4− 4

3
(8) + 8

]
− 0 =

8π

3
≈ 8.37758

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้
y = x2 − 4x และ y = 16− x2 รอบแกนเสน้ตรง x = 6 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้ y = x2 − 4x และ y = 16 − x2

แสดงรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R รอบแกนเสน้ตรง x = 6 ไดด้งันี

X

Y

−2 0 2 4

−5

5

10

15

y = x2 − 4x

(−2, 12)

R

y = 16− x2
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รูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R รอบแกนเสน้ตรง x = 6 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก แสดงได้
ดงันี

X

Y

−2 0 4 8 10

−5

5

10

15

y = x2 − 4x

x = 6

y = 16− x2

(−2, 12)

x

จากรูปเมือตดั R ตงัฉากกบัแกน X ทีจดุ x เมือ x ∈ [−2, 4] จะไดเ้สน้ตรงทีขนานเสน้ตรง x = 6 และ
เมือนาํไปหมนุรอบเสน้ตรง x = 6 จะไดรู้ปทรงกระบอกทีมีความสงูเทา่กบั

(16− x2)− (x2 − 4x) = 16 + 4x− 2x2

และรศัมีเทา่กบั 6− x ให้ A(x) แทนพืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2π(6− x)(16 + 4x− 2x2) = 4π(x3 − 8x2 + 4x+ 48)

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 4

−2

A(x) dx =

∫ 4

−2

4π(x3 − 8x2 + 4x+ 48) dx

= 4π

[
x4

4
− 8

3
x3 + 2x2 + 48x

]4

−2

= 4π

[
64− 512

3
+ 32 + 192

]
− 4π

[
4 +

64

3
+ 8− 96

]
= 720π ≈ 2261.94671

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้
y =

√
x− 1 เสน้ตรง x = 3 และเสน้ตรง y = 2 รอบแกน X และเสน้ตรง y = 3 โดยวิธีแบบเปลือก

ทรงกระบอก

วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้ y =
√
x− 1 เสน้ตรง x = 3 และเสน้ตรง

y = 2 รอบเสน้ตรง y = 3 โดยแบง่ออกเป็น อาณาบรเิวณคือ R1 และ R2 แสดงรูปทรงตนัทีเกิด
จากการหมนุรอบเสน้ตรง y = 3 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกไดด้งันี
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X

Y

1 2 3 4
0

1

2
y =

√
x− 1√

2

y = 3

R1

R2

X

Y

1 2 3 4
0

2
x = y2 + 1√

2

y = 3

y

จากรูปเมือตดัอาณาบรเิวณดงักลา่วตงัฉากกบัแกน Y ทีจดุ y เมือ y ∈ [0, 2] จะไดเ้สน้ตรงทีขนาน
เสน้ตรง y = 3 และเมือนาํไปหมนุรอบเสน้ตรง y = 3 จะไดรู้ปทรงกระบอกทีมีรศัมีเทา่กบั 3− y

กรณี y ∈ [0,
√
2] รูปทรงกระบอกมีความสงูเทา่กบั y2 + 1

ให้ A1(y) แทนพืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A1(y) = 2π(3− y)(y2 + 1) = 2π(3y2 + 3− y3 − y)

และ V1 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R1 นนัคือ

V1 =

∫ √
2

0

A1(y) dy =

∫ √
2

0

2π(3y2 + 3− y3 − y) dy

กรณี y ∈ [
√
2, 2] รูปทรงกระบอกมีความสงูเทา่กบั 3

ให้ A2(y) แทนพืนทีผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A2(y) = 2π(3− y)3 = 6π(3− y)

และ V2 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ R2 นนัคือ

V2 =

∫ 2

√
2

A2(y) dy =

∫ 2

√
2

6π(3− y) dy

ดงันนัปรมิาตร V ของรูปทรงทรงตนัดงักลา่วเทา่กบั V1 + V2 นนัคือ

V = V1 + V2 =

∫ √
2

0

2π(3y2 + 3− y3 − y) dy +

∫ 2

√
2

6π(3− y) dy

= 2π

[
y3 + 3y − y4

4
− y2

2

]√2

0

+ 6π

[
3y − y2

2

]2
√
2

= 2π
[
2
√
2 + 3

√
2− 1− 1

]
− 0 + 6π [6− 2]− 6π

[
3
√
2− 1

]

= 2π(5
√
2− 2) + 6π(5− 3

√
2)

= (26− 8
√
2)π ≈ 46.13834
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แบบฝึกหดั .

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี
โดยใชว้ธีิแบบจาน

. y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน X

. y = x2 − 4x และแกน X รอบแกน X

. y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน Y

. y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคที รอบแกน Y

. y + x+ 1 = 0, x− 2y = 2 และ y = 0 รอบแกน X

. y = x2 − x และ y = 2x− x2 รอบเสน้ตรง y = 2

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี
โดยใชว้ธีิแบบเปลือกทรงกระบอก

. y = x3, x = 2, x = 3 และแกน X รอบแกน Y

. x =
√
9− y2 และแกน Y รอบแกน Y

. y = 2x, x = 6 และ x = 0 รอบแกน X

. x+ y = 4, y = 2
√
x− 1 และแกน X รอบแกน X

. y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบเสน้ตรง x = 1

. y = 2− |x| และแกน X รอบเสน้ตรง y = −1

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี

. y = sinx, y = cosx, x = 0 และ x = π
4 รอบแกน X

. x2 + y2 − 4x+ 3 = 0 รอบแกน Y

. y2 = x3, x = 4 และแกน X รอบเสน้ตรง y = 8



บทที . การประยกุตข์องปรพินัธ์

สรุป

ในบทนีจะกลา่วถงึการประยกุตใ์ชป้รพินัธจ์าํกดัเขตเรมิจากการหาพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ถา้

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)} พืนทีของ R เทา่กบั
∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx ถา้

R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)} พืนทีของ R เทา่กบั
∫ d

c

[k(y) − h(y)] dy ตอ่มา

กลา่วถงึปรมิาตรของรูปทรงตนัซงึหาพืนภาคตดัไดถ้า้ S เป็นรูปทรงตนัเมือภาคตดัของ S ทีตงัฉาก

กบัแกน X ทีจดุ x ∈ [a, b] จะมีพืนที A(x) แลว้ปรมิาตร V ของรูปทรงตนั S คือ V =

∫ b

a

A(x) dx

สดุทา้ยกลา่วถงึปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุทาํได้ วิธีคือ . วิธีแบบจาน
ถา้ R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ f(x) ≥ 0} ปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ

R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx และหมนุรอบเสน้ตรง y = k ปรมิาตรคือ

V =

∫ b

a

π[f(x) − k]2 dx ถา้ R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≥ 0} ปรมิาตรของรูปทรงทรง

ตนัทีเกิดจากการหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy และหมนุรอบเสน้ตรง

x = ' ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

π[h(y)− ']2 dy และ . วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

ถา้ R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)} จะไดป้รมิาตรทีเกิดจากการหมนุรอบแกน

Y โดยวิธีแบบจาน V =

∫ b

a

2π|x|[f(x) − g(x)] dx และหมนุรอบเสน้ตรง x = k ปรมิาตรคือ V =
∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx ถา้ R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ p(y) ≤ x ≤ q(y)} จะไดป้รมิาตร

ทีเกิดจากการหมนุรอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy และ

หมนุรอบเสน้ตรง y = ' ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

2π|y − '|[q(y)− p(y)] dy



. . ปรมิาตรของรูปทรงตนัทเีกดิจากการหมนุ

แบบฝึกหดับทที

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี

. x = y − y2 และ y = x+ 2

. x = y3 + 1 และ x = 3y − 1

. x = y2 − 4y − 3 และ x = 1− 2y2

. y = x2, x = y3 และ x+ y = 2

. y = x2 − x, y = x2 − 9x+ 16 และ y = −x

. x+ y = 1, x+ y = 5, y = 2x+ 1 และ y = 2x+ 6

. y = x3 − x, x+ y + 1 = 0 และ x =
√
y + 1

. xy = 1 และ 2x+ 2y = 5

. x2 − 2x− 4y + 9 = 0, x+ 2y = 5 และ y2 − 4y + x = 0

. x2 + y2 = 25 และ x2 + y2 − 16x+ 39 = 0

. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 ถา้ภาคตดัของรูปทรงตนันี

ทีตงัฉากกบัแกน X เป็นรูปสามเหลียมมมุฉากทีมีความยาวดา้นเทา่กนั ดา้น โดยทีดา้นตรง
ขา้มมมุฉากตงัฉากกบัแกน X

. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x = y2 และเสน้ตรง x = 1 ถา้ภาคตดั

ของรูปทรงตนันีทีตงัฉากกบัแกน X เป็นรูปสามเหลียมมมุฉากทีมีความยาวดา้นเทา่กนั ดา้น
โดยทีดา้นตรงขา้มมมุฉากตงัฉากกบัแกน X

. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x = y2 และเสน้ตรง x = 1 ถา้ภาคตดั

ของรูปทรงตนันีทีตงัฉากกบัแกน X เป็นรูปสีเหลียมจตรุสั

. จงหาปรมิาตรของพีระมิดตรงทีมีความสงูตรง h หน่วย และมีฐานเป็นรูปสเีหลยีมจตุรสัซงึมี
ความยาวดา้นละ r หน่วย

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี
โดยใชว้ธีิแบบจาน

. y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y

. y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน X

. y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคที รอบแกน X

. y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y

. x = 2y − y2 − 2 และ x = −5 รอบแกน Y

. y = x2, x = 1 และแกน X รอบเสน้ตรง x = −1 และ

รอบเสน้ตรง y = −1

e



บทที . การประยกุตข์องปรพินัธ์

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี
โดยใชว้ธีิแบบเปลือกทรงกระบอก

. y = x3, x = 3 และแกน X รอบแกน X

. y = x และ y = x2 รอบแกน Y

. y = x2 − x3 และแกน X รอบแกน Y

. x = y2, x = 0 และ x+ y = 2 รอบเสน้ตรง y = −3

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี

. y = |x|3, x = −1, x = 1 และแกน X รอบแกน X

. y = |x| และ y = 1 รอบแกน Y

. y2 = x3, y = 6 และแกน Y รอบเสน้ตรง y = 8

เอกสารอ้างองิ
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สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.

James Stewart. ( ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.
Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบทที

หวัข้อเนือหาประจาํบท

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

. สามารถระบชุนิดของปรพินัธไ์มต่รงแบบได้

. สามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบรูปแบบตา่ง ๆ ทีกาํหนดใหไ้ดอ้ยา่งถกูตอ้ง

. สามารถหาอธิบายการลูเ่ขา้และลูอ่อกของปรพินัธไ์มต่รงแบบแตล่ะชนิดได้

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

. วธีิสอน

. วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสอือิเลก็ทรอนิกส์

. ใชส้อืทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น

. วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชนั

. กจิกรรมการเรียนการสอน

. บรรยายสรุปโดยใชส้อืการสอนประกอบ

. ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนือหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิมเติม และสือออนไลน์

. อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีไดร้บัมอบหมาย

สือการเรียนการสอน

. ชดุการสอน เรอืง "ปรพินัธไ์มต่รงแบบ"

. สอือิเลก็ทรอนิกส์ เรอืง "ปรพินัธไ์มต่รงแบบ"

. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีเกียวขอ้ง

. แอพพลเิคชนั Geogebra

. แอพพลเิคชนั Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล

. สงัเกตการตอบคาํถามและตงัคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม

. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนือหาทีไดร้บัมอบหมาย

. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน

. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บทที

ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ

จากแนวคิดการหาปริพนัธ์จาํกดัเขต
∫ b

a

f(x) dx เมือ f เป็นฟังกช์นับนช่วง [a, b] เราจะขยาย

แนวคิดไปยงักรณีการหาปรพินัธบ์นชว่งอนนัตเ์ชน่
∫ ∞

0

√
x dx หรอืการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีไมมี่

ขอบเขตบนชว่งการหาปรพินัธเ์ชน่
∫ 1

−1

1

x
dx เนืองจาก 1

x
ไมมี่คา่เมือ x = 0 เรยีกปรพินัธล์กัษณะนี

วา่ ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ (improper integral) แบง่ออกเป็น ลกัษณะดงันี

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีช่วงการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหาปรพินัธ์

. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์ และชว่งการหาปรพินัธข์องฟังกช์นั
ทีไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหาปรพินัธ์

. ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทหีนึง

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ คือปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์
ตวัอยา่งเชน่

.
∫ ∞

1

1

x
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ

.
∫ ∞

−1

1

x
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ เนืองจาก 1

x
ไมมี่คา่เมือ x = 0

.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ

.
∫ 0

−∞
'n|x| dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ เนืองจาก 'n|x| ไมมี่คา่เมือ x = 0

.
∫ ∞

−∞

1

|x|− 1
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีหนงึ เนืองจาก 1

|x|− 1
ไมมี่คา่เมือ x = −1, 1



บทที . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

บทนิยาม . . ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ a < b

. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, t] ทกุ ๆ t > a

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลู่เข้า (convergence)
และ ∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลู่ออก (divergence)

. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [t, b] ทกุ ๆ t < b

ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลู่เข้า และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลู่ออก

. ให้ c ∈ R และ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลู่เข้า ก็ตอ่เมือ

∫ c

−∞
f(x) dx และ

∫ ∞

c

f(x) dx ลู่เข้า
∫ ∞

−∞
f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมือ

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลู่ออก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx

วธีิทาํ เนืองจาก 1

(x− 2)3
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [3, t] ทกุ ๆ t > 3 และ

∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

(x− 2)3
dx

= lim
t→∞

[
− 1

2(x− 2)2

]t

3

= lim
t→∞

[
− 1

2(t− 2)2
+

1

2

]
=

1

2

ดงันนั
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx ลูเ่ขา้



. . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทหีนงึ

.
∫ ∞

3

1

x− 2
dx

วธีิทาํ เนืองจาก 1

x− 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [3, t] ทกุ ๆ t > 3 และ

∫ ∞

3

1

x− 2
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

x− 2
dx

= lim
t→∞

['n|x− 2|]t3

= lim
t→∞

'n|t− 2| = ∞

ดงันนั
∫ ∞

3

1

x− 2
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก x2−x2 เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 0] ทกุ ๆ t < 0 และ
∫

x2−x2
dx = −1

2

∫
2−x2

(−2x)dx = −1

2

∫
2−x2

(−x2)′dx

= −1

2

∫
2−x2

d(−x2) = − 1

2'n2 · 2x2 + C

พิจารณา
∫ 0

−∞
x2−x2

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

x2−x2
dx = lim

t→−∞

[
− 1

2'n2 · 2x2

]0

t

= lim
t→−∞

[
− 1

2'n2 +
1

2'n2 · 2t2
]
= − 1

2'n2

ดงันนั
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก 1

x2 − 2x+ 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [0, t] ทกุ ๆ t > 0 และ

∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx = lim

t→∞

∫ t

0

1

x2 − 2x+ 2
dx

= lim
t→∞

∫ t

0

1

(x− 1)2 + 1
dx

= lim
t→∞

[arctan(x− 1)]t0

= lim
t→∞

[arctan(x− 1)− arctan(−1)]

=
π

2
−
(
−π

4

)
=

3π

4

ดงันนั
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้



บทที . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก 1

x2 − 2x+ 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a < b และ

∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx =

∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx+

∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx

โดยตวัอยา่ง . . จะได้
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx =

3π

4
และ

∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

x2 − 2x+ 2
dx

= lim
t→−∞

∫ 0

t

1

(x− 1)2 + 1
dx

= lim
t→−∞

[arctan(x− 1)]0t

= lim
t→−∞

[arctan(−1)− arctan(t− 1)]

= −π

4
−
(
−π

2

)
=

π

4

จะไดว้า่ ∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx =

3π

4
+

π

4
= π

ดงันนั
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก x√
2x2 + 1

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a < b และ
∫

x√
2x2 + 1

dx =
1

4

∫
1√

2x2 + 1
(4x)dx =

1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 (2x2)′dx

=
1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 d(2x2) =

1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 d(2x2 + 1)

=
1

2
(2x2 + 1)

1
2 + C =

1

2

√
2x2 + 1 + C

พิจารณา ∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx =

∫ 0

−∞

x√
2x2 + 1

dx+

∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx

เนืองจาก
∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx = lim
t→∞

∫ t

0

x√
2x2 + 1

dx

= lim
t→∞

[
1

2

√
2x2 + 1

]t

0

= lim
t→∞

[
1

2

√
2t2 + 1− 1

2

]
= ∞

นนัคือ
∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูอ่อก



. . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทหีนงึ

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้

y =
1

x2 − 1
กบัแกน X เมือ x ≥ 2

วธีิทาํ ให้ R แทนอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y =
1

x2 − 1
กบัแกน X เมือ x ≥ 2 แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

0.5

y =
1

x2 − 1

R

พืนทีของ R คือ
∫ ∞

2

1

x2 − 1
dx พิจารณา

∫
1

x2 − 1
dx =

∫
1

(x− 1)(x+ 1)
dx =

1

2

∫
1

x− 1
− 1

x+ 1
dx

=
1

2
['n|x− 1|− 'n|x+ 1|] + C

=
1

2
'n
∣∣∣∣
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C

เนืองจาก 1

x2 − 1
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [2, t] ทกุ ๆ t > 2 และ

∫ ∞

2

1

x2 − 1
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1

x2 − 1
dx

= lim
t→∞

[
1

2
'n
∣∣∣∣
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣

]t

2

= lim
t→∞

[
1

2
'n
∣∣∣∣
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣−
1

2
'n
(
1

3

)]

=
1

2
'n3

ดงันนัพืนทีของ R เทา่กบั 1

2
'n3



บทที . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

แบบฝึกหดั .

. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ ∞

2

1

(x+ 1)2
dx

.
∫ ∞

1

'nx
x

dx

.
∫ ∞

0

1

1 + 2x
dx

.
∫ ∞

2

1

4 + x2
dx

.
∫ ∞

0

xe−x dx

.
∫ ∞

0

1

ex + e2x
dx

.
∫ 1

−∞

1

3− 2x
dx

.
∫ −1

−∞

x√
1 + x2

dx

.
∫ 0

−∞

ex

3− 2ex
dx

.
∫ 0

−∞

1

2x2 + 2x+ 1
dx

.
∫ ∞

−∞

x2

x2 + 1
dx

.
∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx

. จงหาคา่ของ a ทีทาํให้
∫ ∞

0

e−ax dx = 5

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
8

x2 − 4
กบัแกน X เมือ x ≥ 3



. . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทสีอง

. ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทสีอง

ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีสอง คือปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีชว่งการหาปริพนัธข์องฟังกช์นัทีไมมี่
ขอบเขตบนชว่งการหาปรพินัธ์ ตวัอยา่งเช่น

.
∫ 1

−1

1

x+ 1
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง

.
∫ 1

−1

1

|x|+ 1
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสองเนืองจาก 1

|x|+ 1
มีคา่เมือ x ∈ [−1, 1]

.
∫ 3

0

'nx dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีสอง

บทนิยาม . . ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ a < b

. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [t, b] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ

∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก และ

. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, t] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที lim
x→b−

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ

∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก

. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

และ lim
x→b−

f(x) = ±∞ โดยทีมี c ∈ (a, b) ทีทาํให้ f มีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [s, c]

และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซงึ a < s < c < t < b ถา้ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบ
∫ c

a

f(x) dx และ
∫ b

c

f(x) dx ลู่เข้า เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมือ
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลู่ออก



บทที . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→1+

1

(x− 1)2
= +∞ และ 1

(x− 1)2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น

[t, 2] เมือ 1 < t < 2 พิจารณา
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx = lim

t→1+

∫ 2

t

1

(x− 1)2
dx = lim

t→1+

[
− 1

x− 1

]2

t

= lim
t→1+

[
−1 +

1

t− 1

]
= +∞

ดงันนั
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

0

x√
1− x2

dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืองจาก lim
x→1−

x√
1− x2

= +∞ และ x√
1− x2

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น

[0, t] เมือ 0 < t < 1 พิจารณา
∫

x√
1− x2

dx = −1

2

∫
1√

1− x2
(−2x)dx = −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 (−x2)′dx

= −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 d(−x2) = −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 d(1− x2)

= −
√
1− x2 + C

จะไดว้า่
∫ 1

0

x√
1− x2

dx = lim
t→1−

∫ t

0

x√
1− x2

dx = lim
t→1−

[
−
√
1− x2

]t
0

= lim
t→1+

[
−
√
1− t2 + 1

]
= 1

ดงันนั
∫ 1

0

x√
1− x2

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา
∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx =

∫ 1
2

0

1

x(x− 1)
dx+

∫ 1

1
2

1

x(x− 1)
dx

เนืองจาก lim
x→0+

1

x(x− 1)
= +∞ และ lim

x→1−

1

x(x− 1)
= −∞ และ 1

x(x− 1)
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขต

และหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 12 ] และ [12 , s] เมือ 0 < t < 1
2 และ 1

2 < s < 1 พิจารณา



. . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทสีอง

∫ 1
2

0

1

x(x− 1)
dx = lim

t→0+

∫ 1
2

t

1

x(x− 1)
dx = lim

t→0+

∫ 1
2

t

1

x− 1
− 1

x
dx

= lim
t→0+

['n|x− 1|− 'n|x|]
1
2
t = lim

t→0+

[
'n
∣∣∣∣
x− 1

x

∣∣∣∣

] 1
2

t

= lim
t→0+

[
'n1− 'n

∣∣∣∣
t− 1

t

∣∣∣∣

]
= −∞

ดงันนั
∫ 1

2

0

1

x(x− 1)
dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่

∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ e

1
e

1

x 5
√
'nx

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ e

1
e

1

x 5
√
'nx

dx =

∫ 1

1
e

1

x 5
√
'nx

dx+

∫ e

1

1

x 5
√
'nx

dx

เนืองจาก lim
x→1+

1

x 5
√
'nx

= +∞ และ lim
x→1−

1

x 5
√
'nx

= −∞ และ 1

x 5
√
'nx

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและ

หาปรพินัธไ์ดบ้น [1e , t] และ [s, 1] เมือ 1
2 < t < 0 และ 1 < s < e พิจารณา

∫
1

x 5
√
'nx

dx =

∫
('nx)− 1

5 ('nx)′dx

=

∫
('nx)− 1

5 d('nx) = 5

4
('nx) 4

5 + C

จะไดว้า่
∫ 1

1
e

1

x 5
√
'nx

dx = lim
t→1−

∫ t

1
e

1

x 5
√
'nx

dx = lim
t→1−

[
5

4
('nx) 4

5

]t

1
e

= lim
t→1−

[
5

4
('nt) 4

5 − 5

4

]
= −5

4

และ
∫ e

1

1

x 5
√
'nx

dx = lim
s→1+

∫ e

s

1

x 5
√
'nx

dx = lim
s→1+

[
5

4
('nx) 4

5

]e

s

= lim
s→1+

[
5

4
− 5

4
('ns) 4

5

]
=

5

4

ดงันนั ∫
1

x 5
√
'nx

dx = −5

4
+

5

4
= 0

สรุปไดว้า่
∫ e

1
e

1

x 5
√
'nx

dx ลูเ่ขา้



บทที . ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้

y =
1
3
√
x

กบัแกน X เมือ x ∈ [−8, 1]

วธีิทาํ ให้ R แทนอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y =
1
3
√
x

กบัแกน X เมือ x ∈ [−8, 1] แสดงไดด้งัรูป

X

Y

−8 −4 1 4 8

−2

−1

1

2

R

พืนทีของ R คือ
∫ 1

−8

1
3
√
x
dx เนืองจาก lim

x→0+

1
3
√
x
= +∞ และ lim

x→0−

1
3
√
x
= −∞ และ 1

3
√
x

เป็นฟังกช์นั

มีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [−8, t] และ [s, 1] เมือ −8 < t < 0 และ 0 < s < 1 พิจารณา
∫ 1

−8

1
3
√
x
dx =

∫ 0

−8

1
3
√
x
dx+

∫ 1

0

1
3
√
x
dx

จะไดว้า่
∫ 0

−8

1
3
√
x
dx = lim

t→0−

∫ t

−8

1
3
√
x
dx = lim

t→0−

[
3

2
x

2
3

]t

−8

= lim
t→0−

[
3

2
t
2
3 − 6

]
= −6

และ
∫ 1

0

1
3
√
x
dx = lim

s→0+

∫ 1

s

1
3
√
x
dx = lim

s→0+

[
3

2
x

2
3

]1

s

= lim
s→0+

[
3

2
− 3

2
s

2
3

]
=

3

2

ดงันนั
∫ 1

−8

1
3
√
x
dx ลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่พืนทีของ R เทา่กบั |− 6|+ 3

2
=

15

2
= 7.5
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แบบฝึกหดั .

. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ 9

0

1√
x
dx

.
∫ 4

3

1

(x− 3)2
dx

.
∫ 2

1

x√
x− 1

dx

.
∫ π

6

0

cosx
1− 2sinx dx

.
∫ 2

0

2x+ 1

x2 + x− 6
dx

.
∫ 4

0

'n
√
x√
x

dx

.
∫ 4

2

x
3
√
x− 2

dx

.
∫ 8

−1

1
3
√
x
dx

.
∫ 1

−1

1√
|x|

dx

.
∫ 3

0

1

x2 + 2x− 3
dx

.
∫ 2

−1

1

x2
cos1

x
dx

.
∫ 2

−1

1

x2 − x− 2
dx

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

(1− x)2
กบัแกน X เมือ x ∈ [0, 4]

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

x
และ y =

1

x(x2 + 1)
เมือ x ∈ [0, 1]
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. ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดผสม

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึรูปแบบของปริพนัธ์ไม่ตรงแบบทีผสมระหวา่งชนิดทีหนงึและชนิดทีสอง
โดยการพิจารณาเป็นชว่งยอ่ย และพิจารณาการลูเ่ขา้ลูอ่อกตามนิยามตามหวัขอ้ทีกลา่วมาแลว้

ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดผสมจะลู่เขา้ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ ชว่งยอ่ยทีพิจารณาลู่เขา้ทงัหมด แต่ถา้มี
อยา่งนอ้ยชว่งยอ่ยลูอ่อกจะสรุปไดว้า่ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx =

∫ 3

2

1√
x− 2

dx+

∫ ∞

3

1√
x− 2

dx

เนืองจาก lim
x→2+

1√
x− 2

= +∞ และ 1√
x− 2

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 3] และ

[3, s] เมือ 2 < t < 3 และ s > 3 พิจารณา
∫ ∞

3

1√
x− 2

dx = lim
s→∞

∫ s

3

1√
x− 2

dx = lim
s→∞

∫ s

3

(x− 2)−
1
2 dx

= lim
s→∞

[
2
√
x− 2

]s
3
= lim

s→∞

[
2
√
s− 2− 1

]
= +∞

ดงันนั
∫ ∞

3

1√
x− 2

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx =

∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx+

∫ 1

0

1

(1− x)
2
3

dx

เนืองจาก lim
x→1−

1

(1− x)
2
3

= +∞ และ 1

(1− x)
2
3

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธ์ไดบ้น [t, 0]

และ [0, s] เมือ t < 0 และ 0 < s < 1 พิจารณา
∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

1

(1− x)
2
3

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

(1− x)−
2
3 dx

= lim
t→−∞

[
1

3
(1− x)

1
3

]0

t

= lim
t→−∞

[
1

3
− 1

3
(1− t)

1
3

]
= −∞

ดงันนั
∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูอ่อก
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ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx =

∫ 1

0

2−
√
x

√
x

dx+

∫ ∞

1

2−
√
x

√
x

dx

เนืองจาก lim
x→0+

2−
√
x

√
x

= +∞ และ 2−
√
x

√
x

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 1] และ [1, s]

เมือ 0 < t < 1 < s พิจารณา
∫

2−
√
x

√
x

dx = −2

∫
2−

√
x (−

√
x)′dx

= −2

∫
2−

√
x d(−

√
x)

= −2 · 2
−
√
x

'n2 + C = − 2

'n2 · 2
√
x
+ C

จะไดว้า่
∫ 1

0

2−
√
x

√
x

dx = lim
t→0+

∫ 1

t

2−
√
x

√
x

dx = lim
t→0+

[
− 2

'n2 · 2
√
x

]1

t

= lim
t→0+

[
− 1

'n2 +
2

'n2 · 2
√
t

]
=

1

'n2

และ
∫ ∞

1

2−
√
x

√
x

dx = lim
s→∞

∫ s

1

2−
√
x

√
x

dx = lim
s→∞

[
− 2

'n2 · 2
√
x

]s

1

= lim
s→∞

[
− 2

'n2 · 2
√
s
+

1

'n2

]
=

1

'n2

ดงันนั ∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx =
1

'n2 +
1

'n2 =
2

'n2

สรุปไดว้า่
∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

1√
x2 − 2x+ 1

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ จะเห็นวา่ 1√
x2 − 2x+ 1

=
1√

(x− 1)2
=

1

|x− 1| พิจารณา

∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx =

∫ ∞

−∞

1

|x− 1| dx

=

∫ 0

−∞

1

|x− 1| dx+

∫ 1

0

1

|x− 1| dx

+

∫ 2

1

1

|x− 1| dx+

∫ ∞

2

1

|x− 1| dx
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เนืองจาก lim
x→1−

1

|x− 1| = +∞ และ lim
x→1+

1

|x− 1| = +∞ และ 1

|x− 1| เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและ

หาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 0], [0, s], [u, 2] และ [2, v] เมือ t < 0 < s < 1 < u < 2 < v จะเห็นไดว้า่
∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

|x− 1| dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

1

1− x
dx

= lim
t→−∞

[−'n|1− x|]0t = lim
t→−∞

[0 + 'n|1− t|] = +∞

ดงันนั
∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่

∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx ลูอ่อก

แบบฝึกหดั .

จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ ∞

0

1

(x− 1)
2
3

dx

.
∫ ∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx

.
∫ ∞

−1

1

x2 − 1
dx

.
∫ ∞

1

1

x'nx dx

.
∫ ∞

0

x−0.1 dx

.
∫ ∞

0

1√
x(x+ 4)

dx

.
∫ ∞

1

1

x2 − 6x+ 8
dx

.
∫ ∞

0

√
x

1−
√
x
dx

.
∫ ∞

2

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 2x+ 1
dx

สรุป

ในบทนีจะกลา่วถงึปริพนัธ์บนชว่งอนนัต์ หรอืปริพนัธ์ของฟังกช์นัทีไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหา
ปริพนัธ์ เรยีกวา่ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบแบง่ออกเป็น ชนิด เรมิดว้ยปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีหนงึ คือ
ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีชว่งการหาปริพนัธ์เป็นช่วงอนนัต์ ถา้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริ

พนัธไ์ดบ้น [a, t] ทกุ ๆ t > a ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ ∞

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ

∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ ∞

a

f(x) dx ลูอ่อก ถา้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ด้

บน [t, b] ทกุ ๆ t < b ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ b

−∞
f(x) dx ลูเ่ขา้ และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx
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ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์ม่ตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูอ่อก ให้ c ∈ R และ f

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมือ

∫ c

−∞
f(x) dx

และ
∫ ∞

c

f(x) dx ลูเ่ขา้
∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูอ่อก ก็ตอ่เมือ

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลูอ่อก

จากนนักลา่วถงึปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีสอง คือปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีช่วงการหาปริพนัธ์ของ
ฟังกช์นัทีไมมี่ขอบเขตบนชว่งการหาปริพนัธ์ ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น [t, b]

ทกุ ๆ a < t < b โดยที lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ

∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูอ่อก และ ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธ์

ไดบ้น [a, t] ทกุ ๆ a < t < b โดยที lim
x→b−

f(x) = −∞ หรอื + ∞ ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ
∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ด้

บน (a, b) และ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞ และ lim
x→b−

f(x) = ±∞ โดยทีมี c ∈ (a, b) ทีทาํให้ f มี

ขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [s, c] และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซงึ a < s < c < t < b ถา้
∫ c

a

f(x) dx และ
∫ b

c

f(x) dx ลูเ่ขา้ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมือ
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลู่ออก สดุทา้ยกลา่วถงึปริพนัธ์ไม่

ตรงแบบชนิดผสม คือปรพินัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีชว่งการหาปรพินัธเ์ป็นชว่งอนนัต์ และชว่งการหาปริ
พนัธข์องฟังกช์นัทีไมมี่ขอบเขตบนชว่งการหาปริพนัธ์ สาํหรบัปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดผสมจะลู่เขา้ก็
ตอ่เมือ ทกุ ๆ ช่วงยอ่ยทีพิจารณาลูเ่ขา้ทงัหมด แตถ่า้มีอยา่งนอ้ยชว่งยอ่ยลูอ่อกจะสรุปไดว้า่ปรพินัธ์
ไมต่รงแบบชนิดผสมลูอ่อก
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แบบฝึกหดับทที

. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ ∞

0

cosx dx

.
∫ ∞

e

1

x'n3x
dx

.
∫ ∞

−1

x

1 + x2
dx

.
∫ ∞

0

1√
ex

dx

.
∫ ∞

0

e−xcosx dx

.
∫ ∞

0

1√
x(1 + e

√
x)

dx

.
∫ 0

−∞
e3x dx

.
∫ 0

−∞

1

(1− x)
5
2

dx

.
∫ 0

−∞

1

(x− 8)
2
3

dx

.
∫ ∞

−∞

|x+ 1|
x2 + 1

dx

.
∫ ∞

−∞

x

(x2 + 3)2
dx

.
∫ ∞

−∞
xe−x2

dx

. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ 1

0

1√
1− x2

dx

.
∫ 4

0

1

(4− x)
3
2

dx

.
∫ 1

0

x'nx dx

.
∫ π

2

0

sec2x dx

.
∫ 1

0

'nx dx

.
∫ 1

0

1√
1−

√
x
dx

.
∫ 2

0

x

(x2 − 1)2
dx

.
∫ 7

−2

1

(x+ 1)
2
3

dx

.
∫ 4

2

1

(x− 3)7
dx

.
∫ 3

1

x

(x2 − 4)3
dx

.
∫ 2

0

1√
2x− x2

dx

.
∫ 1

0

1

x('nx) 1
5

dx

. จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∫ 0

−∞

1√
|x|

dx

.
∫ ∞

0

ex

ex − 1
dx

.
∫ ∞

−∞

1

x2 − 3x+ 2
dx

.
∫ ∞

−∞

ex

ex − 1
dx

.
∫ ∞

0

e−
√
x

√
x

dx

.
∫ ∞

−∞

1

|x− 2| dx

. จงหาเงือนไขของ p ทีทาํให้
∫ ∞

1

1

xp
dx ลูเ่ขา้
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. จงหาเงือนไขของ s ทีทาํให้
∫ ∞

0

e−stt dt ลูเ่ขา้

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

x
และ y =

1

x2
เมือ x ≥ 1

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

3
√
1− x

กบัแกน X เมือ x ∈ [0, 4]
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ดัชนี

ก หน้า
กฎการคณูดว้ยคา่คงตวัสาํหรบัอนพุนัธ์ constant multiplication law for derivatives
กฎการคณูสาํหรบัอนพุนัธ์ product law for derivatives
กฎการบวกสาํหรบัอนพุนัธ์ sum law for derivatives
กฎการหารสาํหรบัอนพุนัธ์ quoteint law for derivatives
กฎผลตา่งสาํหรบัอนพุนัธ์ different law for derivatives
กฎลกูโซ่ chain rule
กฎไตรวิภาค trichonomy law
การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง second derivative test
การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนงึ first derivative test
การประมาณคา่เชิงเสน้ linear approximation
การหาปรพินัธ์ integration
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ integration by substitution
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ integration by trigonometric substitution
การหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น integration by part
แกนหมนุ axis of rotation

ข
ขนาน parallel

ค
คณิตศาสตรว์ิเคราะห์ mathematical analysis
ความชนั slope
คา่คงตวัออยเลอร์ Euler's constant
คา่คลาดเคลอืน error
คา่คลาดเคลอืนสมัพทัธ์ relative error
คา่เชิงอนพุนัธ์ differential
คา่ตาํสดุ minimum value
คา่ตาํสดุสมับรูณ์ absolute minimum value
คา่ตาํสดุสมัพทัธ์ relative minimum value
คา่สงูสดุ maximum value
คา่สงูสดุสมับรูณ์ absolute maximum value
คา่สงูสดุสมัพทัธ์ relative maximum value
คา่สดุขีด extreme value
คา่สดุขีดสมัพทัธ์ relative extreme value
คา่สมับรูณ์ absolule value
โคเซแคนต์ cosecant
โคไซน์ cosine
โคแทนเจนต์ cotangent
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จ หน้า
จดุกาํเนิด origin
จดุเปลยีนเวา้ inflection point
จดุลมิิต limit point
จดุวิกฤต critical point

ซ
เซต set
เซตยอ่ย subset
เซแคนต์ secant
ไซน์ sine

ฐ
ฐาน base

ด
โดเมน domain

ต
ตอ่เนือง continuous
ตอ่เนืองทางขวา continuous from the right
ตอ่เนืองทางซา้ย continuous from the left

ตงัฉาก perpendicular

ท
ทฤษฎีบทการบีบ squeeze theorem
ทฤษฎีบทการบีบสาํหรบัลมิิตทีอนนัต์ squeeze theorem for limi at infinity
ทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง intermediate value theorem
ทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนั Inverse function theorem
ทฤษฎีบทเศษเหลือ remainder theorem
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีสองของแคลคลูสั second fundamental theorem of calculus
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีหนงึของแคลคลูสั first fundamental theorem of calculus
แทนเจนต์ tangent

ป
ปฏิยานพุนัธ์ antiderivative
ปฏิยานพุนัธท์วัไป general antiderivative
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ integral of rational function
ปรพินัธจ์าํกดัเขต definite integral
ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต indefinite integral
ปรพินัธไ์มต่รงแบบ improper integral
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ผ หน้า
ผลบวกบน upper sum
ผลบวกรมีนัน์ Riemann sum
ผลบวกลา่ง lower sum

ผลแบง่กนั partition

พ
พหนุาม polynomial
พหนุามโมนิก monic polynomial

พืนระหวา่งเสน้โคง้ arera between curve

ฟ
ฟังกช์นั function
ฟังกช์นักรณฑ์ radical function ,
ฟังกช์นักาํลงั power function
ฟังกช์นักาํลงัสอง quadratic function
ฟังกช์นัคา่สมับรูณ์ absolute function ,
ฟังกช์นัโคไซน์ cosine function
ฟังกช์นัโคเซแคนต์ cosecant function
ฟังกช์นัโคแทนเจนต์ cotangent function
ฟังกช์นัจาํนวนเตม็มากสดุ the greatest integer function
ฟังกช์นัชดัแจง้ explicit function
ฟังกช์นัเชิงเสน้ linear function
ฟังกช์นัซิกนมั signum function
ฟังกช์นัเซแคนต์ secant function
ฟังกช์นัไซน์ sine function
ฟังกช์นัโดยปรยิาย implicit function
ฟังกช์นัตรรกยะ rationalfunction ,
ฟังกช์นัตรโีกณมิติ trigonometric function ,
ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั inverse trigonometric function ,
ฟังกช์นัแทนเจนต์ tangent function
ฟังกช์นัประกอบ composite function
ฟังกช์นัผกผนั inverse function
ฟังกช์นัพหนุาม polynomial function
ฟังกช์นัเพิม increasing function
ฟังกช์นัมีขอบเขต bounded function
ฟังกช์นัลด decreasing function
ฟังกช์นัลอการทิมึ logarithmic function ,

ฟังกช์นัเลขชีกาํลงั exponential function ,
ฟังกช์นัอารก์เซแคนต์ arcsecant function
ฟังกช์นัอารก์ไซน์ arcsine function
ฟังกช์นัอารก์โคไซน์ arccosine function
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หน้า
ฟังกช์นัอารก์โคเซแคนต์ accosecant function
ฟังกช์นัอารก์โคแทนเจนต์ arccotangent function
ฟังกช์นัอารก์แทนเจนต์ arctangent function
ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ identity function

ภ
ภาคตดั cross section
ภาพฉาย projection

ร
รอ้ยละความคลาดเคลอืนสมัพทัธ์ percent of relative error
ระเบียบวิธีเกษียณ method of exhaustion
ระยะทาง distance
ราก root ,
รูปทรงตนัทีเกิดจากการหมนุ Solid by rotation
รูปแบบยงัไมก่าํหนด indeterminate form
เรนจ์ range

ล
ลอการทิมึธรรมชาติ natural logarithm
ลอการทิมึสามญั common logarithm
ลมิิต limit
ลมิิตขวา right-handed limit
ลมิิตของฟังกช์นั limit of function
ลมิิตซา้ย left-handed limit
ลมิิตดา้นเดียว one-sided limit
ลมิิตบน upper limit
ลมิิตลา่ง lower limit

เลขชีกาํลงั exponent

ว
วงกลม circle
วิธีของการแบง่แยกไมไ่ด้ method of indivisible
วิธีแบบจาน method of dishs
วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก method of cylindrical shells
วิธีอารค์ิมีดีส method of Archimedes
เวา้บน concave upward
เวา้ลา่ง concave downward

ศ
เศษสว่นยอ่ย partial fraction
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ส หน้า
สมการเสน้ตรง equation of a line
สมบตัิอารค์ิมีดีส Archimedean property
สมาชิก element
สามเหลยีมผลตา่งแบรโ์รว์ Barrow's differential triangle
เสน้กาํกบัแนวนอน horizontal asymptote
เสน้กาํกบัแนวยืน vertical asymptote
เสน้กาํกบัแนวเอียง slant asymptote
เสน้ตรง line
เสน้ตรงแนวนอน horizontal line
เสน้ตรงแนวยืน vertical line
เสน้ตดัเสน้โคง้ secant line
เสน้สมัผสั tangent line ,
สญักรณล์ากรานจ์ Lagrange notation
สญักรณไ์ลบนิ์ซ Leibniz notation

ห
หลกัเกณฑล์อปีตาล l' Hospital's rule
หาปรพินัธไ์ด้ integrable
หาอนพุนัธไ์ด้ differentiable
หาอนพุนัธไ์ดท้างขวา differentiable from the right
หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ย differentiable from the left

อ
อสมการสามเหลยีม triangle inequatily
อตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึ intantaneous rate of change
อตัราการเปลยีนแปลงเฉลยี averge rate of change
อตัราสมัพทัธ์ relative rate
อนพุนัธข์องฟังกช์นั derivative of function
อนพุนัธข์องฟังกช์นักาํลงั derivative of a power function
อนพุนัธข์องฟังกช์นัคงตวั derivative of a constant function
อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย differentiation of implicit function
อนพุนัธข์องฟังกช์นัเอกลกัษณ์ derivative of the identity function
อนพุนัธอ์นัดบัสงู higher order derivatives


