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คาํนาํ
เอกสารคาํสอนวิชาแคลคลูสั ř เลม่นี Ê เป็นสว่นหนึÉงของหลกัสตูรครุศาสตรบณัฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตร์

(Ŝ ปี) (หลกัสตูรปรบัปรุง พ.ศ. ŚŝŞŚ) โดยมีวตัถปุระสงคเ์พืÉอเป็นแหลง่เรยีนรูเ้กีÉยวกบัแคลคลูสัอนัประกอบ
ไปดว้ย วิวฒันาการของแคลคลูสั ลิมิต ความตอ่เนืÉอง อนพุนัธ์ และปรพินัธ์ โดยแบง่เนื Êอหาออกเป็น Š บท
ประกอบไปดว้ย เบื Êองตน้แคลคลูสั ลิมิตและความตอ่เนืÉอง อนพุนัธข์องฟังกช์นั การประยกุตข์องอนพุนัธ์
ปรพินัธ์ เทคนิคการหาปรพินัธ์ การประยกุตป์รพินัธ์ และปรพินัธไ์ม่ตรงแบบ โดยคาํศพัทท์างคณิตศาสตร์
ทีÉใชใ้นเลม่นี Ê ผูเ้ขียนจะใชต้ามพจนานกุรมศพัทท์างคณิตศาสตร์ ฉบบัราชบณัฑิตยสภา พ.ศ.Śŝŝš

เนื Êอหาในเลม่นี Êเรยีบเรยีงมาจากประสบการณก์ารสอนทีÉสาขาวิชาคณิตศาสตร์คณะครุศาสตร์มหาวิทยาลยั
ราชภฏัสวนสนุนัทา ในรายวิชาแคลคลูสัสาํหรบัครู แคลคลูสั ř และคณิตศาสตร์ř ซึÉงเนื Êอหาวิชาเหลา่นัÊนมี
ครบทัÊง Š บทตามเอกสารคาํสอนเลม่นี Ê ผูเ้ขียนมุง่หวงัวา่เอกสารคาํสอนเลม่นี Ê จะเป็นเอกสารอา่นประกอบ
การเรยีนในวิชาดงักลา่วไดดี้ยิÉงขึ Êน

คณิตศาสตร์ ř มีรายละเอียดวิชาเช่นเดียวกบัวิชาแคลคลูสั แต่ออกแบบใหก้ระชบัและเหมาะสมกบั
ครูคณิตศาสตรม์ากยิÉงขึ Êน การเรยีนในวิชานี Êตอ้งอาศยัความพืÊนฐานในระดบัมธัยมโดยผูเ้ขียนไดส้รุปไว้
ในบททีÉ ř ในหวัคณิตศาสตรพื์ Êนฐาน ซึÉงจะทาํให้ผู้เรยีนไดท้บทวนและทาํความเขา้ใจก่อนเขา้เนื Êอหาใน
รายวิชานี Ê

แคลคลูสันัÊนมีบทบาทสาํคญัในการนาํไปใชห้ลายดา้น ๆ เชน่วิทยาศาสตร์ และวิศวกรรศาสตร์ เป็นตน้
แตเ่นื Êอหาเลม่นี Êจะมุง่เนน้ไปทีÉความเขา้ใจเบื Êองตน้เพืÉอใหน้กัศกึษานาํไปใชร้ะดบัสงูหรอืถ่ายทอดตอ่ไป

เอกสารคาํสอนเลม่นี Êจะเกิดขึ Êนไม่ไดถ้า้ไมมี่ครูอาจารยที์ÉคอยอบรมสัÉงสอนและเป็นแบบอยา่งทีÉดีแก่
ผูเ้ขียน โดยเฉพาะอยา่งยิÉงอาจารยใ์นภาควิชาคณิตศาสตรแ์ละวิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์
จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ผู้เป็นตน้แบบการสอนคณิตศาสตร์ของผู้เขียน รวมถงึบิดามารดาและพีÉนอ้ง
อาจารยใ์นสาขาวิชาคณิตศาสตรที์Éช่วยอา่นและใหค้าํแนะนาํเพืÉอใหต้าํราเลม่นี Êสมบรูณม์ากยิÉงขึ Êน และลกู
ศิษยรุ์น่ปัจจบุนัทีÉชว่ยหาคาํผิดอยา่งตัÊงใจ สดุทา้ยหวงัวา่เอกสารประกอบการสอนเลม่นี Êจะเป็นประโยชน์
แก่นกัศกึษาและผูที้Éสนใจ

ธนชัยศ จาํปาหวาย
ŚŝŞŝ





แผนบริหารการจัดการเรียนรู้
ภาคเรียนทีÉ ř/ŚŝŞś ระดับครุศาสตรบณัฑติ
MACřśŘŚ แคลคูลัส ř
(Mathematics ř)
หน่วยกติ ś(ś-Ř-Ş) สาขาวชิาคณิตศาสตร์
หมวดทีÉ ř หลักการและเป้าประสงคข์องรายวชิา

การเรยีนการสอนคณิตศาสตรเ์ปลีÉยนแปลงตามยคุและสมยัมาโดยตลอด และตอ้งการพฒันารูปแบบ
การสอนและสืÉอนวตักรรมใหม่อยู่เสมอ เพืÉอใหผู้เ้รยีนสามารถเรยีนรูไ้ดอ้ยา่งเตม็ศกัยภาพของตนเอง การ
เรยีนคณิตศาสตรใ์นปัจบุนัผูเ้รยีนตอ้งสามารถแสวงหาความรูไ้ดด้ว้ยตนเอง ผา่นการลงมือปฏิบตัิ โดยมีผู้
สอนคอยใหค้าํแนะนาํ ในวิชาคณิตศาสตร์ ř ซึÉงมีเนื ÊอหาเกีÉยวกบัแคลคลูสัซึÉงเป็นวิชาทีÉมีความสาํคญัใน
การเรยีนระดบัมหาวิทยาลยั ในแทบทกุหลกัสตูร อนัเนืÉองมากจากการอธิบายปรากฎการณต์า่ง ๆ มกัจะ
ใชค้วามรูเ้กีÉยวกบัแคลคลูสั ผูที้Éเรยีนแคลคลูสัจะเขา้ใจไดอ้ยา่งลกึซึ Êงตอ้งอาศยัทกัษะพื Êนฐาน เและความ
เขา้ใจเกีÉยวกบักราฟการเปลีÉยนแปลงตา่ง ๆ ทีÉอยู่รอบตวัอนัจะทาํให้เรยีนรู ้วิชานี Êได้ดียิÉงขึ Êน คาํวา่ลิมิต
ซึÉงอธิบายการเขา้ใกลค้า่หนึÉงแต่ไมใ่ช่สิÉงนัÊนเป็นจดุเริÉมตน้วิชาแคลคลูสั ซึÉงจะใช้อธิบายความตอ่เนืÉองทีÉ
หมายถงึเสน้ทีÉเชืÉอมติดกนัโดยไรร้อยตอ่ และนาํลิมิตไปอธิบาย อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงทีÉเรยีกวา่
อนพุนัธ์ของฟังกช์นั แลว้นาํอนพุนัธ์ไปประยกุตใ์ช้กบัปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุ การรา่งกราฟ การประมาณ
คา่เชิงเสน้ หลกัเกณฑล์อปีตาล สดุทา้ยการทาํยอ้นกลบัของอนพุนัธเ์รยีกวา่ปริพนัธ์ เรยีกวา่ปฏิยานพุนัธ์
แลว้มีความหมายเดียวกบัพื ÊนทีÉใตก้ราฟจากการเสนอทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั ซึÉงมีประโยชนใ์นการหา
พื ÊนทีÉรูปแบบตา่ง ๆ ทีÉกลา่วมาแสดงใหเ้ห็นวา่แคลคูสมีความสาํคญัตอ่การนาํไปใชป้ระโยชนด์า้นตา่ง ๆ
ทาํใหเ้กิดความเขา้ใจปราฎการณต์า่ง ๆ รอบตวัไดดี้ยิÉงขึ Êน

หมวดทีÉ Ś ผลลัพธก์ารเรียนรู้
หลงัจากทีÉศกึษาและเรยีนรู ้ในรายวิชาคณิตศาสตร์ ř นกัศกึษาจะตอ้งมีความรู ้ ความสามารถและ

คณุลกัษณะทีÉตอ้งการดงัตอ่ไปนีÊ
ř. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บื Êองตน้
Ś. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัตา่ง ๆ
ś. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพืÉอหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้
Ŝ. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์

ได้



(ś)

ŝ. เพืÉอให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีÉกาํหนดให้ เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุ
การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล

Ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้
ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้
Š. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้
š. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีÉเหมาะสมได้
řŘ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาพืÊนทีÉโดยใชป้รพินัธ์
řř. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซึÉงหาพื ÊนทีÉตดัได้ และทีÉเกิดจากการหมนุ
řŚ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ

หมวดทีÉ ś ลักษณะและการดาํเนินการ
คาํอธิบายรายวชิา

ลิมิตและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นั อนพุนัธ์ของฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรและการประยกุต์ การหาปริพนัธ์ ปริ
พนัธจ์าํกดัเขตและการประยกุต์ ปรพินัธไ์มตรงแบบ

จาํนวนชัÉวโมงของการจัดกจิกรรมการเรียนรู้
จาํนวนชัÉวโมงของการจดักิจกรรมการเรยีนรูไ้มน่อ้ยกวา่ ŝř ชัÉวโมงตอ่ภาคเรยีน เวลาทีÉใชส้อนแบง่เป็น

การสอนภาคบรรยายทฤษฎี ŝř ชัÉวโมง
การสอนภาคปฏิบตัิ - ชัÉวโมง
การศกึษาดว้ยตวัเอง řŘŚ ชัÉวโมง

มอบหมายงานใหน้กัศกึษาทาํการศกึษาเอกสาร และงานวิจยัทีÉเกีÉยวขอ้งกบัหลกัการคณิตศาสตร์ และสืÉอ
มลัติมีเดียทีÉเกีÉยวขอ้ง และใหศ้กึษาเพิÉมเติมจากเวป็ไซตเ์ชิงวิชาการทีÉเกีÉยวขอ้ง

จาํนวนชัÉวโมงต่อสัปดาหท์ีÉอาจารยใ์หค้าํปรึกษา
การใหค้าํปรกึษาเป็นรายบคุคล คนละไมน่อ้ยกวา่ ř ชัÉวโมงตอ่สปัดาห์

หมวดทีÉ Ŝ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ประจาํหน่วย
หลงัจากทีÉศกึษาและเรยีนรู ้ในรายวิชาคณิตศาสตร์ ř นกัศกึษาจะตอ้งมีความรู ้ ความสามารถและ

คณุลกัษณะทีÉตอ้งการดงัตอ่ไปนีÊ



(Ŝ)

ř. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บื Êองตน้
Ś. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัตา่ง ๆ
ś. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพืÉอหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้
Ŝ. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์

ได้
ŝ. เพืÉอให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีÉกาํหนดให้ เช่น ปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุ

การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล
Ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้
ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้
Š. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้
š. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีÉเหมาะสมได้
řŘ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาพืÊนทีÉโดยใชป้รพินัธ์
řř. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซึÉงหาพื ÊนทีÉตดัได้ และทีÉเกิดจากการหมนุ
řŚ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ

หมวดทีÉ ŝ แผนการจัดการเรียนรู้และวธีิการประเมินผลการเรียนรู้
แผนการจดัการเรยีนรูใ้นรายวิชานี Ê ไดอ้อกแบบตามผลลพัธก์ารเรยีนรูห้ลกัของรายวิชาทีÉกาํหนดไว้

ขา้งตน้ โดยครอบคลมุ řŘ ขอ้ประกอบไปดว้ย
ř. ผลลพัธก์ารเรยีนรูข้องรายวิชานี Êมี řŘ ขอ้ (ดงัตารางทีÉ ř)
Ś. หวัขอ้เนื Êอหา/สาระ (Contents to be learned)

ในรายวิชาหลกัการคณิตศาสตร์สาํหรบัครูได้กาํหนดหวัขอ้/สาระ ไว้ดงันี Ê เบื Êองตน้แคลคลูสั ลิมิต
และความตอ่เนืÉอง อนพุนัธข์องฟังกช์นั การประยกุตข์องอนพุนัธ์ ปรพินัธ์ เทคนิคการหาปรพินัธ์ การ
ประยกุตข์องปรพินัธ์ และปรพินัธไ์มต่รงแบบ

ś. เทคนิควิธีสอน
การสอนในรายวิชานี Ê ประกอบไปดว้ย
ś.ř วิธีสอนแบบบรรยาย (Lecture Method) โดยการทบทวนความรูเ้ดิมผูเ้รยีน โดยตัÊงคาํถามและ

ทาํแบบทดสอบความรูเ้ดิม เพืÉอนาํไปสูก้ารบรรยาย



(ŝ)
ś.Ś วิธีสอนแบบอภิปราย (Discussion Method) แบง่ผู้เรยีนเป็นกลุม่ ๆ โดยการกาํหนดหวัขอ้

แลว้ใหแ้ตล่ะกลุม่นาํเสนอและอภิปราย จากนัÊนผูส้อนอภิปรายเพืÉอนาํไปสูก่ารสรุปเนื Êอหาและ
ความรูที้Éตรงตามวตัถปุระสงค์

ś.ś วิธีสอนแบบสืบเสาะ (Inquiry Method) โดยให้ผู้เรยีนรูจ้กัสืบเสาะหาความรู ้จาก เอกสาร
ตาํรา หนงัสือ หรอืคน้หาจากอินเตอรเ์น็ต

ś.Ŝ วิธีสอนแบบเปิด (Open Approach) โดยใช้ตัÊงคาํถามเชิงลกึเพืÉอให้ผู้เรยีนพบความรู ้ดว้ย
ตนเอง จากการลงมือปฏิบตัิจรงิ

ตารางทีÉ ř. การกระจายผลลพัธก์ารเรยีนรู ้ เนื Êอหา/สาระ วิธีการสอน/กิจกรรมการเรยีนรู ้ หลกัฐาน/ผลงาน
สืÉอและการประเมินผลการเรยีนรู ้

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนืÊอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมนิผล
ř/ś ř.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ระเบียบวิธีเกษียณ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

วิวฒันการของ -ผลตา่งสามเหลีÉยม แบบบรรยาย กิจกรรม -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
วิชาแคลคลูสัและ -แคลคลูสัสมยัใหม่ กิจกรรม
ทบทวนความรู ้ -คณิตศาสตรว์ิเคราะห์
เบื Êองตน้ -คณิตศาสตรพื์ Êนฐาน

Ś/ś Ś.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ลมิิตของฟังกช์นั -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจลมิิตและ -ลมิิตดา้นเดียว แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ความตอ่เนืÉองของ -ลมิิตของฟังกช์นั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ ตรโีกณมิติ
ś.ใชพี้ชคณิตและ
ทฤษฎีบทของลมิิต
เพืÉอหาคา่ลมิิต
รูปแบบตา่ง ๆ ได้

ś/ś Ś.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ลมิิตเกีÉยวกบัอนนัต์ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจลมิิตและ -ลมิิตทีÉอนนัต์ แบบบรรยาย assignment -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
ความตอ่เนืÉองของ -ลมิิตอนนัต์ assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -ความตอ่เนืÉอง -ประเมินจาก
ś.ใชพี้ชคณิตและ รายงานกลุม่
ทฤษฎีบทของลมิิต
เพืÉอหาคา่ลมิิต
รูปแบบตา่ง ๆ ได้



(Ş)

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนืÊอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉ อการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล
Ŝ/ś Ŝ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -อตัราการ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เขา้ใจความหมาย -เปลีÉยนแปลง แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
และหาอนพุนัธข์อง -อนพุนัธข์องฟังกช์นั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -กฎของอนพุนัธ์
โดยนิยามและกฎ -กฎลกูโซ่
ของอนพุนัธไ์ด้ แบบผนักลบัได้

ŝ/ś Ŝ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -อนพุนัธอ์นัดบัสงู -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
เขา้ใจความหมาย -อนพุนัธข์องฟังกช์นั แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
และหาอนพุนัธข์อง เลขชี Êกาํลงั assignment
ฟังกช์นัตา่ง ๆ -อนพุนัธข์องฟังกช์นั
โดยนิยามและกฎ ตรโีกณมิติ
ของอนพุนัธไ์ด้ -อนพุนัธข์องฟังกช์นั
ของอนพุนัธไ์ด้ ทีÉนิยามโดยปรยิาย

Ş/ś ŝ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -การประมาณคา่ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถนาํอนพุนัธ์ เชิงเสน้ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ไปประยกุตใ์ช้ -คา่สดุขีด assignment
กบัปัญหาทีÉกาํหนด - ความเวา้และ
เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุ จดุเปลีÉยนเวา้
ตํÉาสดุ การรา่งกราฟ
และหลกัเกณฑ์
ลอปีตาล

ş/ś ŝ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -การรา่งกราฟ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถนาํอนพุนัธ์ อตัราสมัพทัธ์ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ไปประยกุตใ์ช้ -หลกัเกณฑ์ assignment
กบัปัญหาทีÉกาํหนด ลอปีตาล
เชน่ ปัญหาคา่สงูสดุ
ตํÉาสดุ การรา่งกราฟ
และหลกัเกณฑ์
ลอปีตาล

Š/ś สอบกลางภาค
š/ś Ş.เพืÉอใหน้กัศกึษา -ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เขา้ใจความหมาย ปฏิยานพุนัธ์ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ของปรพินัธ์ -การหาปรพินัธ์ assignment
และหาปรพินัธโ์ดย โดยการแทนคา่
ใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้



(ş)

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนืÊอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล
řŘ/ś ş.เพืÉอใหน้กัศกึษา -ปรพินัธจ์าํกดัเขต -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

เขา้ใจความหมายของ -พื ÊนทีÉกบั แบบบรรยาย assignment -สืÉอออนไลน์ ใบบนัทกึ
ปรพินัธจ์าํกดัเขต ปรพินัธจ์าํกดัเขต assignment
และหาปรพินัธโ์ดย -ทฤษฎีบทหลกัมลู
ใชก้ราฟได้ ของแคลคลูสั
Š. เพืÉอใหน้กัศกึษา
เขา้ใจและหาปรพินัธ์
จาํกดัเขตโดยใช้
ทฤษฎีบทหลกัมลูได้

řř/ś š.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ปรพินัธโ์ดย -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรพินัธ์ การแยกสว่น แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
โดยใชเ้ทคนิค -ปรพินัธข์อง assignment
ทีÉเหมาะสมได้ ฟังกช์นัตรรกยะ

řŚ/ś š.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ปรพินัธข์อง -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรพินัธ์ ฟังกช์นัตรรกยะ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
โดยใชเ้ทคนิค ในรูปตรโีกณมิติ assignment
ทีÉเหมาะสมได้ -ปรพินัธข์อง

ฟังกช์นัในรูปกรณ์
řś/ś š.เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ -ปรพินัธข์อง -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

สามารถหาปรพินัธ์ ฟังกช์นัตรโีกณมิติ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
โดยใชเ้ทคนิค -ปรพินัธโ์ดยการ assignment
ทีÉเหมาะสมได้ แทนคา่ตรโีกณมิติ

řŜ/ś řŘ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -พื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาพืÊนทีÉ -ปรมิาตรของ แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
โดยใชป้รพินัธ์ รูปทรงตนัซึÉงหา -วิธีสอน assignment
řř. เพืÉอใหน้กัศกึษา พืÊนทีÉตดัได้ แบบอภิปราย -ประเมินจาก
สามารถหาปรมิาตร รายงานกลุม่
ของรูปทรงตนัซึÉงหา
พื ÊนทีÉตดัไดแ้ละทีÉ
เกิดจากการหมนุ

řŝ/ś řř. เพืÉอใหน้กัศกึษา -ปรมิาตรทีÉเกิด -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก
สามารถหาปรมิาตร จากการหมนุ แบบบรรยาย assignment ใบบนัทกึ
ของรูปทรงตนัซึÉงหา -วิธีแบบจาน -วิธีสอน assignment
พื ÊนทีÉตดัไดแ้ละ -วิธีแบบเปลือก แบบสืบเสาะ
เกิดจากการหมนุ ทรงกระบอก



(Š)

สปด./ ผลลัพธก์ารเรียนรู้ หวัข้อเนืÊอหา/สาระ เทคนิคการ หลักฐานการ สืÉอการเรียนรู้ การวัด/การ
ชม. สอน/กจิกรรม เรียนรู้ ผลงาน ประเมินผล
řŞ/ś řŚ.เพืÉอใหน้กัศกึษา -ปรพินัธไ์มต่รงแบบ -วิธีการสอน -ใบบนัทกึ -power point -ประเมินจาก

สามารถหาปรพินัธ์ ชนิดทีÉหนึÉง แบบบรรยาย assignment -สืÉออนไลน์ ใบบนัทกึ
ไมต่รงแบบ --ปรพินัธไ์มต่รงแบบ assignment

ชนิดทีÉสอง
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
ชนิดผสม

řş/ś สอบปลายภาค

ตารางทีÉ Ś. ปฏิทินและแผนการนาํเสนอเนื Êอหาสาระและกิจกรรมการเรยีนรู ้

วันทีÉ สปด. ทีÉ เนืÊอหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศกึษา/อาจารย์
ส.ค. ř -ระเบียบวิธีเกษียณ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-สามเหลีÉยมผลตา่ง
-แคลคลูลสัสมยัใหม่
-คณิตศาสตรว์ิเคราะห์
-คณิตศาสตรเ์บื Êอตน้
เซต พหนุาม เลขยกกาํลงั ลอการทิมึ ตรโีกณมิติ
กราฟเสน้ตรง และวงกลม

Ś -ลมิิตของฟังกช์นั ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ทฤษฎีบทเกีÉยวกบัลมิิต
-ลมิิตดา้นเดียว
-ทฤษฎีบทการบีบ
-ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ
-ทฤษฎีบทการบีบ

ก.ย. ś -ลมิิตเกีÉยวทีÉอนนัต์ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ทฤษฎีบทเกีÉยวกบัลมิิตอนนัต์
-ลมิิตอนนัต์
-ความตอ่เนืÉอง
-ความตอ่เนืÉองทางดา้นขวา
-ความตอ่เนืÉองทางดา้นซา้ย



(š)
วันทีÉ สปด. ทีÉ เนืÊอหา/วธีิการสอน/กจิกรรม นักศึกษา/อาจารย์

Ŝ -อตัราการเปลีÉยนแปลง ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-อนพุนัธข์องฟังกช์นั
-กฎของอนพุนัธ์
-กฎลกูโซ่

ŝ -อนพุนัธอ์นัดบัสงู ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั
-อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
-อนพุนัธข์องฟังกช์นัทีÉนิยามโดยปรยิาย

Ş -การประมาณคา่เชิงเสน้ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-คา่สดุขีด
-ความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้

ต.ค. ş -การรา่งกราฟ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-อตัราสมัพทัธ์
-หลกัเกณฑล์อปีตาล

Š สอบกลางภาค นกัศกึษา / ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
š -ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

-ปฎิยานพุนัธ์
-การปรพินัธโ์ดยการแทนคา่

řŘ -ปรพินัธจ์าํกดัเขต ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-พื ÊนทีÉกบัปรพินัธจ์าํกดัเขต
-ทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั

พ.ย. řř -ปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ

řŚ -ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์

řś -ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธโ์ดยการแทนคต่รโีกณมิติ

řŜ -พื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ นกัศกึษา/
-ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื ÊนทีÉตดัได้ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย

ธ.ค. řŝ -ปรมิาตรการเกิดจากการหมนุ ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-วิธีแบบจาน
-วิธีเปลือกทรงกระบอก

řŞ -ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง
-ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

řş สอบปลายภาค นกัศกึษา/ผศ.ดร.ธนชัยศ จาํปาหวาย



(řŘ)
การประเมินผลการเรียนรู้
การประเมินผลการเรยีนรูภ้าคทฤษฎี และการมีสว่นรว่มในการเรยีนรู ้ (ŜŘ %)

ความตัÊงใจ ความสนใจเรยีน řŘ%
คะแนนระหวา่งเรยีน (Assignment) řŘ%
โครงการรายกลุม่ (Project) ŝ%
การบา้น ŝ%
สอบยอ่ย (Quiz) řŘ%

หมวดทีÉ Ş แหล่งทรัพยากร และสืÉอการสอน
หนงัสือและสืÉอการเรยีนรูห้ลกัสาํหรบัวิชานี Ê
ธนชัยศ จาํปาหวาย (ŚŝŞŚ). เอกสารคาํสอนวชิาคณิตศาสตร์ ř. กรุงเทพฯ :

มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา
เวป็ไซต์ http://www.eledu.ssru.ac.th/thanatyod_ja

หนงัสือ เอกสารประกอบ และสืÉอทีÉควรศกึษาเพิÉมเติÉม
ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. (ŚŝŜŠ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:

สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
อนกุรรมการปรบัปรุงหลกัสตูรวิทยาศาสตร์ ทบวงมหาวิทยาลยั. (ŚŝŜŝ). เซต ความสัมพนัธ์

และฟังกชั์น กรุงเทพฯ: โรงพิมพพิ์ทกัษก์ารพิมพ์
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.
Joel Hass, Christopher Heil and Maurice D. Weir. (ŚŘřš). Thomas' Calculus: Early

Transcendentals. Fourteenth Edition. USA. Pearson Education, Inc.
Josip Hercet, Lorraine Heienrichs, Palmira Mariz Seiler and Marlence Torres Skoumal.

(ŚŘřŚ). Mathematics higher level. New York: Oxford university press.
Michael Haese, Sandra Haese, Mark umphries, Edward Kemp and Pamela Vollma.

(ŚŘřŜ). Mathematics for the international student řŘE MYPŝ (Extended).
Marleston, Australia : Haese& Harris Publications





แผนบริหารการสอนประจาํวชิา
คณิตศาสตร์ ř

ชืÉอวชิา คณิตศาสตร์ ř รหสัวชิา MAPřŜŘŚ
Mathematics ř

จาํนวนหน่วยกติ-ชัÉวโมง ś(ś-Ř-Ş)
เวลาเรียน řş สัปดาห์ ŝř ชัÉวโมง/ภาคเรยีน
คาํอธิบายรายวชิา

ลมิิตและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นั อนพุนัธข์องฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรและการประยกุต์
การหาปรพินัธ์ ปรพินัธจ์าํกดัเขตและการประยกุต์ ปรพินัธไ์มตรงแบบ

วัตถุประสงคท์ัÉวไป

ř. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ วิวฒันการของวิชาแคลคลูสัและทบทวนความรูเ้บื Êองตน้
Ś. เพืÉอใหน้กัศกึษารู ้ เขา้ใจลมิิตและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัตา่ง ๆ
ś. ใชพี้ชคณิตและทฤษฎีบทของลมิิตเพืÉอหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ได้
Ŝ. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมาย และหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตา่ง ๆ โดยนิยามและกฎของอนพุนัธ์

ได้
ŝ. เพืÉอให้นกัศกึสามารถนาํอนพุนัธ์ไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาทีÉกาํหนดให้ เช่น ปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุ

การรา่งกราฟ และหลกัเกณฑล์อปีตาล
Ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธ์ และหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้
ş. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจความหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธโ์ดยใชก้ราฟได้
Š. เพืÉอใหน้กัศกึษาเขา้ใจและหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัได้
š. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธโ์ดยใชเ้ทคนิคทีÉเหมาะสมได้
řŘ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาพืÊนทีÉโดยใชป้รพินัธ์
řř. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรมิาตรซึÉงหาพื ÊนทีÉตดัได้ และทีÉเกิดจากการหมนุ
řŚ. เพืÉอใหน้กัศกึษาสามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบ



(řŚ)

เนืÊอหาและเวลาทีÉใช้สอน
บททีÉ ř เบื Êองตน้แคลคลูสั ś ชัÉวโมง

ระเบียบวิธีเกษียณ
สามเหลีÉยมผลตา่ง
แคลคลูสัสมยัใหม่
คณิตศาสตรว์ิเคราะห์
คณิตศาสตรพื์ Êนฐาน
สรุป

บททีÉ Ś ลมิิตและความตอ่เนืÉอง Ş ชัÉวโมง
ลมิิตของฟังกช์นั
ลมิิตดา้นเดียว
ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ
ลมิิตเกีÉยวกบัอนนัต์
ความตอ่เนืÉอง
สรุป

บททีÉ ś อนพุนัธข์องฟังกช์นั Ş ชัÉวโมง
อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์
กฎของอนพุนัธ์
กฎลกูโซ่
อนพุนัธอ์นัดบัสงู
อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั
อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย
สรุป



(řś)

บททีÉ Ŝ การประยกุตข์องอนพุนัธ์ Ş ชัÉวโมง
การประมาณคา่เชิงเสน้
คา่สดุขีด
ความเวา้และจดุเปลีÉยเวา้
การรา่งกราฟ
อตัราสมัพทัธ์
หลกัเกณฑล์อปีตาล
สรุป

บททีÉ ŝ ปรพินัธ์ Ş ชัÉวโมง
ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่
ปรพินัธจ์าํกดัเขต
ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั
สรุป

บททีÉ Ş เทคนิคการหาปรพินัธ์ š ชัÉวโมง
การหาปรพินัธโ์ดยแยกสว่น
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ
สรุป

บททีÉ ş การประยกุตข์องปรพินัธ์ Ş ชัÉวโมง
พื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้
ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื ÊนทีÉภาคตดัได้
ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ
สรุป



(řŜ)

บททีÉ Š ปรพินัธไ์มต่รงแบบ ś ชัÉวโมง
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนงึ
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม
สรุป



(řŝ)
การวัดและการประเมินผล
ř. การวดัผล

แบง่คะแนนตลอดภาคเรยีนออกเป็น ś สว่น ดงันี Ê
ř.ř คะแนนระหวา่งภาคเรยีน ŜŘ%

ř.ř.ř ความตัÊงใจ ความสนใจเรยีน řŘ%
ř.ř.Ś งานทีÉมอบหมายในระหวา่งเรยีน (Assignment) řŘ%
ř.ř.ś โครงการรายกลุม่ (Project) ŝ%
ř.ř.Ŝ การบา้น ŝ%
ř.ř.ŝ สอบยอ่ย (Quiz) řŘ%

ř.Ś คะแนนกลางภาคเรยีน śŘ%
ř.ś คะแนนปลายภาคเรยีน śŘ%

Ś. การประเมินผล
ใชว้ิธีอิงเกณฑโ์ดยเปรยีบเทียบระดบัคะแนนทีÉกาํหนดเพืÉอใหเ้กรดดงันี Ê

ระดับคะแนน ความหมายของผลการศึกษา ค่าร้อยละ ค่าระดับคะแนน
A ดียอดเยีÉยม 86.00− 100 4.00

A- ดีเยีÉยม 82.00− 85.00 3.75

B+ ดีมาก 78.00− 81.00 3.50

B ดี 74.00− 77.00 ś.ŘŘ
B- คอ่นขา้งดี 70.00− 73.00 2.75

C+ ปานกลางคอ่นขา้งดี 66.00− 69.00 2.50

C ปานกลาง 62.00− 65.00 2.00

C- ปานกลางคอ่นขา้งออ่น 58.00− 61.00 1.75

D+ คอ่นขา้งออ่น 54.00− 57.00 1.50

D ออ่น 50.00− 53.00 1.00

D- ออ่นมาก 46.00− 49.00 0.75

F ตก 00.00− 45.00 0.00



สารบญั
หนา้

คาํนาํ (ř)
แผนบริหารการจัดการเรียนรู้ (Ś)
แผนบริหารการสอนประจาํวชิา (řř)
สารบญั (řŞ)
สารบญัรูป (ŚŘ)
สารบญัตาราง (Śř)
แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ř ř
บททีÉ ř เบืÊองต้นแคลคูลัส ś

ระเบียบวิธีเกษียณ ś
สามเหลีÉยมผลตา่ง Š
แคลคลูสัสมยัใหม่ řř
คณิตศาสตรว์ิเคราะห์ řŚ
คณิตศาสตรพื์ Êนฐาน řś
สรุป Śş
แบบฝึกหดับททีÉ ř ŚŠ
เอกสารอา้งอิง śŘ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ś śř
บททีÉ Ś ลิมิตและความต่อเนืÉอง śś

ลมิิตของฟังกช์นั śś
ลมิิตดา้นเดียว Ŝř
ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ ŜŠ
ลมิิตเกีÉยวกบัอนนัต์ ŝş
ความตอ่เนืÉอง şř
สรุป şš
แบบฝึกหดับททีÉ Ś şš
เอกสารอา้งอิง ŠŚ



(řş)
หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ś Šś
บททีÉ ś อนุพนัธข์องฟังกชั์น Šŝ

อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์ Šŝ
กฎของอนพุนัธ์ šŝ
กฎลกูโซ่ řŘŚ
อนพุนัธอ์นัดบัสงู řŘş
อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั řřŘ
อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ řřŞ
กอนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย řŚŞ
สรุป řśŘ
แบบฝึกหดับททีÉ ś řśř
เอกสารอา้งอิง řśŜ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ŝ řśŝ
บททีÉ Ŝ การประยุกตข์องอนุพนัธ์ řśş

การประมาณคา่เชิงเสน้ řśş
คา่สดุขีด řŜś
ความเวา้และจดุเปลีÉยเวา้ řŝŞ
การรา่งกราฟ řŞŘ
อตัราสมัพทัธ์ řşŘ
หลกัเกณฑล์อปีตาล řşś
สรุป řŠŘ
แบบฝึกหดับททีÉ Ŝ řŠŘ
เอกสารอา้งอิง řŠŚ



(řŠ)
หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ŝ řŠś
บททีÉ ŝ ปริพนัธ์ řŠŝ

ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต řŠŝ
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ řšŚ
ปรพินัธจ์าํกดัเขต ŚŘŚ
ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั Śřŝ
สรุป ŚŚś
แบบฝึกหดับททีÉ ŝ ŚŚś
เอกสารอา้งอิง ŚŚŜ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ş ŚŚŝ
บททีÉ Ş เทคนิคการหาปริพนัธ์ ŚŚş

การหาปรพินัธโ์ดยแยกสว่น ŚŚş
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ Śśŝ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ ŚŜŜ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์ ŚŜŠ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ ŚŝŚ
ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ ŚŞŚ
สรุป ŚşŘ
แบบฝึกหดับททีÉ Ş ŚşŘ
เอกสารอา้งอิง ŚşŚ

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ş Śşś
บททีÉ ş การประยุกตข์องปริพนัธ์ Śşŝ

พืÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ Śşŝ
ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงกาพื ÊนทีÉภาคตดัได้ ŚŠŘ
ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ ŚŠŜ
สรุป ŚšŠ
แบบฝึกหดับททีÉ ş Śšš
เอกสารอา้งอิง śŘŘ



(řš)
หนา้

แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Š śŘř
บททีÉ Š ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ śŘś

ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนงึ śŘś
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง śŘš
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม śřŜ
สรุป śřŞ
แบบฝึกหดับททีÉ Š śřŠ
เอกสารอา้งอิง śřš

บรรณานุกรม śŚŘ





(ŚŘ)

สารบัญตาราง
ตารางทีÉ หนา้

ř.ř ตวัอยา่งคา่ตรโีกณมิติทีÉควรทราบ Śś
ř.Ś ฟังกช์นัตรโีกณมิติทัÊง Ş ฟังกช์นั ŚŜ
ř.ś ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัทัÊง Ş ฟังกช์นั Śŝ



(Śř)

สารบญัรูป
รูปทีÉ หนา้
ř.ř พีระมิดฐานสีÉเหลีÉยมจตัรุสัและปรซิมึทีมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั ś
ř.Ś รูปหลายเหลีÉยมแนบในวงกลม Ŝ
ř.ś การแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลีÉยม ŝ
ř.Ŝ สามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รว์ š
ř.ŝ สามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รวที์Éขึ Êนกบั h řŘ
ř.Ş เซอร์ ไอแซก นิวตนั řř
ř.ş กอทฟรดิ วิลเฮลม์ ไลบนิ์ตซ์ řŚ
ř.Š ออกสัติน หลยุส์ โคช řś
ř.š แผนภาพแสดงฟังกช์นัประกอบ g ◦ f řš
ř.řŘ วงกลมหนึÉงหน่วย ŚŚ
ř.řř กราฟของฟังกช์นัไชนแ์ละโคไชน Śś
ř.řŚ กราฟของฟังกช์นัอารก์ไชนแ์ละอารก์โคไชน ŚŜ
ř.řś เสน้ตรงผา่นจดุ A มีความชนั m ŚŞ
ř.řŜ ตวัอยา่งเสน้ตรง Ŝ รูปแบบ ŚŞ
ř.řŝ ตวัอยา่งเสน้ตรงทีÉขนานกนัและตัÊงฉากกนั ŚŞ
ř.řŞ วงกลมทีÉมีศนูยก์ลางทีÉ (h, k) และรศัมี r Śş
Ś.ř กราฟแสดงนิยามลมิิตของฟังกช์นั śŜ
Ś.Ś กราฟแสดงนิยามลมิิตขวาของฟังกช์นั Ŝř
Ś.ś กราฟแสดงนิยามลมิิตซา้ยของฟังกช์นั ŜŚ
Ś.Ŝ ความสมัพนัธข์อง x บนวงกลมหนึÉงหน่วย ŝŚ
Ś.ŝ ตวัอยา่งฟังกช์นัความตอ่เนืÉองและไมต่อ่เนืÉอง ś รูปแบบ şř
Ś.Ş ตวัอยา่งฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [c, d] şś
Ś.ş กราฟของตวัอยา่งทีÉสอดคลอ้งทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง şş
Ś.Š กราฟของตวัอยา่งฟังกช์นัทีÉมีราก şş



(ŚŚ)

สารบญัรูป (ต่อ)
รูปทีÉ หนา้
ś.ř เสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ (a, f(a)) Šş
ś.Ś แนวคิดการหาอนพุนัธข์อง y = f(x) ทีÉจดุ x ŠŠ
ś.ś กราฟของฟังกช์นั y =

ex − 1

x
řřŘ

Ŝ.ř แนวคิดการประมาณคา่เชิงเสน้ řśš
Ŝ.Ś ตวัอยา่งกราฟทีีÉเกิดคา่สงูสดุและตํÉาสดุสมัพทัธบ์นชว่ง [a, b] řŜŞ
Ŝ.ś คา่สงูสดุและตํÉาสดุสมัพทัธข์องการทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง řŜş
Ŝ.Ŝ ความเวา้บนและอยูล่า่งทีÉจดุ x0 řŝŞ
Ŝ.ŝ ตวัอยา่ง Download GeoGebra Apps řŞŘ
Ŝ.Ş ตวัอยา่งกราฟจาก GeoGebra Classic ŝ řŞŘ
ŝ.ř ผลแบง่กัÊนของ [a, b] ŚŘŚ
ŝ.Ś ผลบวกลา่งของ f บน [a, b] ŚŘś
ŝ.ś ผลบวกบนของ f บน [a, b] ŚŘś
ŝ.Ŝ พื ÊนทีÉใตก้ราฟของ f บน [a, x] Śřŝ
ş.ř อาณาบรเิวณ R ซึÉงปิดลอ้มดว้ย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b Śşŝ
ş.Ś อาณาบรเิวณ R ซึÉงปิดลอ้มดว้ย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d ŚşŞ
ş.ś ภาพฉายของ P บน L ŚŠŘ
ş.Ŝ ภาคตดัของ S ทีÉตัÊงฉากกบั L ŚŠŘ
ş.ŝ การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน ŚŠŜ
ş.Ş การหมนุ R รอบเสน้ตรง y = k โดยวิธีแบบจาน ŚŠŝ
ş.ş การหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน ŚŠŝ
ş.Š การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = ℓ โดยวิธีแบบจาน ŚŠŞ
ş.š การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก ŚšŚ
ş.řŘ การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = k โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก Śšś



śŘ



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ř
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. ระเบียบวิธีเกษียณ
Ś. สามเหลีÉยมผลตา่ง
ś. แคลคลูสัยคุใหม่
Ŝ. คณิตศาสตรว์ิเคราะห์
ŝ. คณิตศาสตรพื์ Êนฐาน

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม
ř. เขา้ใจและอธิบายระเบียบวิธีเกษียณ
Ś. เขา้ใจและอธิบายสามเหลีÉยมผลตา่งทีÉสมัพนัธไ์ปยงัอนพุนัธไ์ด้
ś. สามารถอธิบายวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสัได้
Ŝ. มีความรูพื้ Êนฐานเคณิตศาสตรเ์บื Êองตน้ทีÉจะนาํไปใชใ้นวิชาแคลคลูสั

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "เบื Êองตน้แคลคลูสั"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "เบื Êองตน้แคลคลูสั"
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. ภาพนกัคณิตศาสตรผ์ูค้ิดคน้แคลคลูสั



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ř
เบืÊองต้นแคลคูลัส

ในบทแรกจะกลา่วถงึวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสั แนวคิดวิธีการตา่ง ๆ ทีÉเป็นจดุเริÉมตน้และ
พฒันาไปสู่แคลคลูสัในปัจจบุนัโดยของนกัคณิตศาสตรแ์ตล่ะยคุ และกลา่วถงึคณิตศาสตรพื์ Êนฐาน
ทีÉจาํเป็นตอ่การศกึษาวิชาแคลคลูสั

ř.ř ระเบยีบวธีิเกษียณ
รากฐานของแคลคลูสัเริÉมตน้จากปัญหาเกีÉยวกบัการวดั โดยถกูคน้พบปัญหาและการแกปั้ญหา

เหลา่นัÊนใน บนัทกึบนแผน่ดินเหนียวของชาวบาบิโลน และบนัทกึบนกระดาษปาปีรุส (Papyrus)
ของชาวอียิปต์โบราณ ซึÉงมีอายุในสมยัก่อนครสิต์กาล บนัทกึบนแผน่ดินเหนียวของชาวบาบิโลน
โดยเฉพาะในบนัทกึของอาเมส (Ahmose, řŞŠŘ - řŞŚŘ ก่อนครสิตกาล) ชี Êให้เห็นวา่ชาวอียิปต์
โบราณมีความรูว้า่ ปรมิาตรของพีระมิดฐานสีÉเหลีÉยมจตัรุสัเป็น ř/ś เทา่ของปรมิาตรของปรซิมึทีÉมี
ฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั

รูปทีÉ ř.ř พีระมิดฐานสีÉเหลีÉยมจตัรุสัและปรซิมึทีÉมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั

นกัปรชัญาชาวกรกีสมยัโบราณ ได้บนัทกึถงึความรูต้า่ง ๆ ไว้หลายชิ ÊนเนืÉองจากยคุนัÊนเป็นยคุ
รุง่เรอืงของการใชต้รรกวิทยาในการแสวงหาความรู ้ แต่ทีÉนบัไดว้า่เป็นจดุเริÉมตน้ของแคลคลูสัในยคุ
นี Êคือ ระเบยีบวธีิเกษียณ (The Method of Exhaustion)

ś



Ŝ บททีÉ ř. เบื Êองตน้แคลคูลสั

ตวัอยา่งเช่น การนาํเสนอวิธีหาพื ÊนทีÉของวงกลมโดยชาวกรกีนามวา่ แอนติฟอน (Antiphon,
 ŜŠŘ - Ŝřř ก่อนครสิตกาล) เริÉมจากสรา้งรูปหลายเหลีÉยมแนบในวงกลม จากนัÊนสงัเกตไดว้า่ หาก
จาํนวนเหลีÉยมมากขึ Êน ผลตา่งของพื ÊนทีÉของรูปทัÊงสองจะหมดไป แต่ก็มีขอ้แยง้ในทางปฏิบตัิวา่เรา
จะสามารถสรา้งรูปหลายเหลีÉยมใหมี้จาํนวนเหลีÉยมไดม้ากมายแคไ่หนถงึเพียงพอ

รูปทีÉ ř.Ś รูปหลายเหลีÉยมแนบในวงกลม

จากรูป ř.Ś แสดงตวัอยา่งการแบง่วงกลมดว้ยรูป řŞ เหลีÉยมเทา่ ๆ กนั เป็นตวัอยา่งขัÊนเริÉมตน้
ของระเบียบวิธีเกษียณ และตอ่ไปเราอาจใช้ความรู ้เรืÉองพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมและตรโีกณมิติเพืÉอ
อธิบายระเบียบวิธีเกษียณ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง ř.ř.ř จงหาพื ÊนทีÉของรูปหลายเหลีÉยมทีÉแบง่วงกลมรศัมี r ออกเป็น n สว่นเทา่ ๆ กนั
วธีิทาํ พิจารณาการหาพื ÊนสามเหลีÉยม ř ชิ Êนจาก n ชิ Êน โดยใชก้ฏทางตรโีกณมิติ

· ·
·

r

r

θ

จะเห็นวา่ θ =
2π

n
โดยใชก้ฏทางตรโีกณมิติ จะไดว้า่พื ÊนทีÉของสามเหลีÉยม ř ชื Êนเทา่ทบั

1

2
r2sin

(
2π

n

)

ดงันัÊนพื ÊนทีÉของรูป n เหลีÉยมดา้นเทา่ทีÉแนบในวงกลมรศัมี r เทา่กบั
1

2
nr2sin

(
2π

n

)



ř.ř. ระเบยีบวธีิเกษียณ ŝ

ในปัจจบุนัถา้ใชค้วามรูเ้กีÉยวกบัลิมิตอนนัต์ พื ÊนทีÉของรูป n เหลีÉยมดา้นเทา่ทีÉแนบในวงกลมรศัมี
r จะมีคา่เขา้ใกล้ πr2 หรอืพื ÊนของวกลมนัÉนเอง เมืÉอ n มีขนาดใหญ่มาก ๆ

แต่ในสมยันัÊนชาวกรกีโบราณเป็นผู้ทีÉยดึมัÉนกบัการให้เหตผุลทางตรรกะทีÉตอ้งรดักมุเขม้งวด
รูปวงกลมก็คือรูปวงกลม กระบวนการทีÉจะทาํใหรู้ปหลายเหลีÉยนปรบัเปลีÉยนไปเป็นรูปวงกลม มนั
สมเหตุสมผลหรอืไม่ ซึÉงมีการปฏิเสธการแบง่พื ÊนทีÉอยา่งไม่จาํกดั นัÉนเป็นขอ้ขดัแยง้ของระเบียบวิธี
เกษียณ ซึÉงตวัอยา่งหนึÉงทีÉปฏิเสธวิธีนี Êคือผลงานของ ซีโนแหง่อีเลีย (Zeno of Elea, ŜšŘ – ŜśŘ
ก่อนคริสตกาล) นกัปราญชผ์ูโ้ดง่ดงัในการนาํเสนอขอ้ความทีÉขดัแยง้กบัสามญัสาํนกึทัÉวไปเรยีกวา่
ปฏทิรรศข์องซโีน (Zeno’s paradoxes) ไดชี้ Êขอ้บกพรอ่งทางตรรกะหากเราแบง่ขนาดไดไ้มจ่าํกดั

ตอ่มานกัคณิตศาสตร์ชาวกรกีผู้เลืÉอง ชืÉอนามวา่ อาริสโตเตลิ (Aristotle, śŠŜ – śŚŚ ก่อน
ครสิตกาล) ไดใ้ชห้ลกัการเดียวกนันี Êไปเขียนถงึ เสน้ทีÉแบง่ยอ่ยไม่ไดอี้ก (indivisible line) แตแ่นวคิด
ของ ขนาดทีÉแบง่ไม่ได้ ก็ไม่รดักมุพอทีÉจะนาํไปใชใ้นการใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตร์ จากนัÊน ยูโดซุส
(Eudoxus of Cnidus, śšŘ - śŜŘ ก่อนคริสตกาล) ไดป้รบัปรุงการใหเ้หตผุลเกีÉยวกบัระเบียบวิธี
เกษียณ ใหมี้ความรดักมุมากขึ Êน โดยอาศยัความรูท้างเรขาคณิตชว่ยในพิจารณาขนาดทีÉแบง่ไม่ได้
อีกในทางออ้ม โดยพิจารณาผา่นอตัราสว่นของขนาดทีÉวดัไดท้างเรขาคณิต ซึÉงตอ่มาภายหลงัความ
รูเ้หลา่นี Êไดป้รากฎในผลงานของ ยุคลิด (Euclid of Alexandria, śŞŝ – Śşŝ ก่อนคริสตกาล)

อารค์ิมีดสี (Archimedes, ŚŠş – ŚřŚ ก่อนคริสตกาล) ไดใ้ชค้วามรูจ้ากระเบียบวิธีเกษียณ
นีÊจนได้ผลงานทีÉ ถือได้วา่มีแนวคิดใกล้เคียงกบัแนวคิดของการหาปริพนัธ์ในแคลคลูสัทีÉทราบกนั
แลว้ในปัจจบุนัตวัอยา่งผลงานทีÉ เดน่ซึÉงทาํให้แนวคิดของกระบวนการเขา้ถงึคา่จรงิอยา่งไม่จาํกดั
ชดัเจนยิÉงขึ Êน ไดแ้ก่ วิธีการหาพื ÊนทีÉทีÉปิดลอ้มดว้ยพาราโบลาตดักบัเสน้ตรง หรอืเรยีกวา่ เซกเมนต์
ของพาราโบลา (the quadrature of parabola) ดงัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ř.ś การแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลีÉยม

จากรูป ř.ś เป็นการแบง่ยอ่ยเซกเมนตข์องพาราโบลาออกเป็นรูปสามเหลีÉยมไดเ้ป็นจาํนวนอนนัต์
ตามแนวคิดของอารค์ิมีดีส

จากกระบวนการสรา้งขา้งตน้ ทาํใหท้ราบวา่พื ÊนทีÉของเซกเมนตข์องพาราโบลาจะเป็น Ŝ/ś เทา่
ของพื ÊนทีÉของรูปสามเหลีÉยมรูปแรกทีÉสรา้งให้แนบในเซกเมนต์ของพาราโบลานัÊน อารค์ิมีดีสยงัได้
พฒันาตอ่ยอดระเบียบวิธีเพืÉอใชห้าพื ÊนทีÉผิวและปรมิาตรของทรงเรขาคณิตแบบตา่ง ๆ จนไดร้ะเบียบ
วิธีทีÉตอ่มาเรยีกวา่ วธีิอารค์มิดีสี (method of Archimedes) โดยมีแนวคิดของแบง่ยอ่ยรูปทรงเหลา่
นัÊนออกเป็นแผน่บาง ๆ ตามแนวศนูย์ถ่วง แลว้หาผลบวกของขนาดของแผน่บาง ๆ เหลา่นัÊน ถงึ
แมจ้ะไมมี่คณิตศาสตรที์Éรดักมุรองรบั แต่ถือวา่เป็นภาพแสดงแนวคิดคราว ๆ ของการหาปริพนัธใ์น



Ş บททีÉ ř. เบื Êองตน้แคลคูลสั

แคลคลูสัทีÉทราบในปัจจบุนั
ตอ่ไปนีÊจะเป็นตวัอยา่งการฟาพืÊนทีÉปิดลอ้มตามแนวคิดของอารค์ิมีดีส

ตัวอย่าง ř.ř.Ś จงหาพืÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยลอ้มพาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง
y = x+ 2 โดยใชวิ้ธีของอารค์ิมีดีส
วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยลอ้มพาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง y = x+ 3 แสดงไดด้งักราฟ
ตอ่ไปนีÊ

X

Y
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y = x2

A(2, 4)

B(−1, 1)

ขัÊนตอนแรกแบง่ครึÉงของจดุ A(2, 4) และ B(−1, 1) จะไดจ้ดุ C(0.5, 0.25) ใหร้ะยะทีÉแบง่ครึÉงเป็น
d = 1.5 แลว้จะไดส้ามเหลีÉยม ABC ดงัรูป
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d = 1.5 d = 1.5

A(2, 4)

B(−1, 1)

C(0.5, 0.25)

จากนัÊนแบง่จดุบนแกน X ระหวา่งจดุ A และ C ไดจ้ดุ D กบั B และ C ไดจ้ดุ F จะไดส้ามเหลีÉยม
ACD และ BFC ดงัรูปตอ่ไปนีÊ
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กาํหนดใหพื้ ÊนทีÉของสามเหลีÉยม ABC เทา่กบั X ตารางหน่วย จากรูปจพไดว้า่ X = dh และ
พืÊนทีÉของสามเหลีÉยม AFC เทา่กบั d

2
s

และใชแ้นวคิดเดียวกบัการหาพืÊนทีÉของสามเหลีÉยมAFC จะไดพื้ ÊนทีÉของ พื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมADC

เทา่กบั พื ÊนทีÉของสามเหลีÉยม AFC

จากนัÊนพิสจูนไ์ดว้า่ h = 4s (เป็นแบบฝึกหดั) ทาํใหไ้ดค้วามสมัพนัธ์
พื ÊนทีÉของ ∆AFC+ พื ÊนทีÉของ ∆ADC = ds =

1

4
X

ขัÊนตอนทีÉ Ś ทาํการแบง่ครึÉงตามแนวแกน X ในทาํนองเดียวกบัขัÊนตอนแรก จะได้พื ÊนทีÉ ทีÉ เพิÉมขึ Êน
เทา่กบั 1

16
X และทาํเช่นนี ÊไปเรืÉอย ๆ ทาํให้สรุปได้วา่พื ÊนทีÉ ปิดลอ้มดงักลา่วเทา่กบัผลบวกในรูป

อนกุรมเรขาคณิตทีÉมีอตัราสว่นรว่มเทา่กบั 1
4

ถา้ใหพื้ ÊนทีÉดงักลา่วเทา่กบั A จะไดว้า่

A = X +
1

4
X +

1

16
X + · · ·

= X

(
1 +

1

4
+

1

16
+ · · ·

)
= X

(
1

1− 1
4

)
=
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X

หรอืกลา่วไดว้า่พื ÊนทีÉปิดลอ้มของพาราโบลาดงักลา่วจะเป็น Ŝ/ś เทา่ของพื ÊนทีÉของรูปสามเหลีÉยมรูป
แรกทีÉสรา้งใหแ้นบในเซกเมนตข์องพาราโบลานัÊน สาํหรบัตวัอยา่งนี Êมี h = 2.5 − 0.25 = 2.25 และ
d = 1.5 จะได้ X = dh = 1.5× 2.25 = 3.375 ดงันัÊน A = 4.5 ตารางหนว่ย



Š บททีÉ ř. เบื Êองตน้แคลคูลสั

ř.Ś สามเหลีÉยมผลต่าง
ในยคุกลางการพฒันาแคลคลูสัไม่กา้วหนา้มากนกั แนวคิดและวิธีการสว่นใหญ่ยงัอิงอยู่กบั

การวดั และการแบง่ระนาบออกเป็นหน่วยเลก็ๆ ทีÉ ไม่สามารถแบง่ได้อีก (indivisible) จนกระทัÉง
ราวครสิตศ์ตวรรษทีÉ řŞ เมืÉอวิศวกรรมศาสตรต์อ้งการแก้ปัญหาเกีÉยวกบัจดุศนูยถ่์วง ทาํให้มีความ
ตอ้งการทีÉจะใชค้ณิตศาสตรที์ÉรดักมุมากยิÉงขึ Êน เป็นผลใหมี้การพฒันาแนวคิดของแคลคลูสั ดงัลาํดบั
ตอ่ไปนีÊ

• วาเลริโอ (Luca Valerio, řŝŝś-řŞřŠ) ไดตี้พิมพผ์ลงานทีÉไดร้บัแรงบนัดาลใจมาจากวิธีการ
ของอารค์ิมีดิส ทาํใหแ้นวคิดของปรพินัธใ์นแคลคลูสัเริÉมชดัยิÉงขึ Êน

• เคปเลอร์ ( Johannes Kepler, řŝşř - řŞśŘ) ไดพ้ฒันาวิธีการหาพื ÊนทีÉของเซเตอรข์องวงรี
โดยพิจารณาวา่พื ÊนทีÉเป็นผลรวมของเสน้

• คาวาลีเอรี (Bonaventura Francesco Cavalieri, řŝšŠ - řŞŜş) ไดข้ยายแนวคิดใหช้ดัเจน
ยิÉงขึ Êนจนกลายเป็นระเบียบวิธีทีÉเรยีกวา่ วธีิของการแบ่งแยกไม่ได้ (method of indivisible)
โดยมองวา่ เสน้ตรงประกอบดว้ยจดุเป็นจาํนวนอนนัต์ พื ÊนทีÉผิวประกอบดว้ยเสน้จาํนวนอนนัต์
และปรมิาตรประกอบดว้ยพื ÊนทีÉผิวจาํนวนอนนัต์

จากผลงานดงักลา่วทาํให้ได้เทคนิคการหาพื ÊนทีÉของรูปสามเหลีÉยมมมุฉาก โดยการแบง่ยอ่ย
พื ÊนทีÉออกเป็นเสน้เลก็ ๆ แลว้หาผลรวมของเสน้เหลา่นี Ê ซึÉงแนวคิดนี Êคลา้ยกบัทีÉชาวกรกีโบราณได้
เสนอไว้ แตวิ่ธีคิดแบบใหมนี่Êมีการใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรที์Éรดักมุกวา่

แฟร์มาต์ (Pierre de Fermat, řŞŘř - řŞŞŝ) นกัคณิตศาสตรช์าวฝรัÉงเศสผู้มีชืÉอเสีÉยงคนหนึÉง
ในยคุฟืÊนฟูศิลปวิทยา (Renaissance) ไดพ้ฒันาแนวคิดตา่ง ๆ โดยอา้งอิงความรูท้างคณิตศาสตร์
ทีÉรดักมุและเขม้งวดยิÉงขึ Êนจนไดผ้ลงาน ทีÉถือวา่มีบทบาทสาํคญัตอ่การพฒันาแนวคิดของแคลคลูสั
แบบกา้วกระโดดคือ " การแกปั้ญหาคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุโดยอาศยัความรูท้างเรขาคณิต ซึÉงใหห้ลกั
การแปลงปัญหาไปเป็นการแกปั้ญหาเกีÉยวกบั การหาจดุบนเสน้โคง้ทีÉทาํใหเ้สน้สมัผสัเสน้โคง้ ณ จดุ
นัÊนขนานกบัแกนนอน " โดย ลากรองจ์ (Joseph Louis Lagrange, řşśŞ - řŠřś) ถงึกบัยกยอ่งให้
แฟรม์าวา่เป็นผูค้ิดคน้แคลคลูสัแนวใหม่

จากผลงานของ โอเรสเม (Nicolas Oresme, řśŚś - řśŠŚ) ทีÉอาศยัความรู ้เกีÉยวกบั เส้น
สัมผัส (tangent line) ของเสน้โคง้ ทาํใหท้ราบวา่ คา่ตํÉาสดุหรอืสงูสงุของเสน้โคง้จะอยู่บรเิวณทีÉมี
การเปลีÉยนแปลงคา่ของตวัแปรชา้ทีÉสดุ จากจดุนี Êถือไดก้ารพฒันาแคลคลูสัเริÉมอยู่บนรากฐานแขนง
ของคณิตศาสตรที์Éเรยีกวา่ เรขาคณิตวเิคราะห์ (analytic geometry)

การอธิบายแนวคิดของอตัราสว่นของสองขนาดทีÉไม่สามารถแบง่แยกไดอี้ก ถกูอธิบายไดอ้ยา่ง
รดักมุโดยใชค้วามรูท้างคณิตศาสตรเ์กีÉยวกบัความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ จากหลกัฐานการติดตอ่
แลกเปลีÉยนความรูร้ะหวา่งแฟรม์าตก์บั เดสก์ารต์ส์ (René Descartes, řŝšŞ - řŞŝŘ) ทาํใหท้ราบ
วา่ แฟรม์าต์ ไดเ้สนอ " หลกัการของการแกปั้ญหาคา่ตํÉาสดุหรอืคา่สงูสดุวา่เป็นการแกส้มการเพืÉอหา
จดุทีÉทาํใหค้วามชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้เป็นศนูย์ "
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ตอ่มามีผลงานหลายชิ ÊนทีÉทาํพฒันาแคลคลูสัมากยิÉงขึ Êนหลงัจากแฟรม์าตเ์สนอผลงานดงักลา่ว
ซึÉงผลงานหลายชิ Êนได้มีสว่นในการพฒันาแคลลูสัแบบคู่ขนานของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ ทัÊงสองทีÉ
ได้ชืÉอรว่มกนัวา่เป็นผู้ประดิษฐ์ แคลคลูสั ถงึแม้จะพฒันาความรู ้ทางแคลคลูสัอยา่งอิสระตอ่กนั
แต่มีหลกัฐานเชืÉอมโยงบคุคลทัÊงสองในทางออ้ม ซึÉงเป็นจดหมายโตต้อบความรูร้ะหวา่งเพืÉอนรว่ม
งานของบคุคลทัÊงสอง โดยพบวา่เพืÉอนรว่มงานของทัÊงสองหลายคนเป็นนกัคณิตศาสตรค์นเดียวกนั
บคุคลเหลา่นัÊน เช่น

• บัวเนอร์ ( Florimond de Beaune, řŞŘř-řŞŝŚ) ไดข้ยายแนวคิดวิธีของเดสก์ารต์สเ์กีÉยวกบั
เรขาคณิตวิเคราะห์ เพืÉอพิจารณาปัญหาเกีÉยวกบัเสน้สมัผสัเสน้โคง้ผา่นทางปัญหาของการหา
รากซํÊาของสมการพหนุาม

• ฮูดเด (Johann van Waveren Hudde, řŞŚŠ - řşŘŜ) ไดป้รบัปรุงวิธีการทีÉบวัเนอรใ์ช้ ใหง้า่ย
ตอ่การนาํไปใชจ้นไดเ้ป็น กฎของฮดูเด (Hudde’s rule) โดยกฎนีÊแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง
รากซํÊาและสิÉงทีÉตอ่มาเรยีกวา่ อนพุนัธข์องฟังกช์นัพหนุาม ทัÊงระเบียบวิธีทางเรขาคณิตวิเคราะห์
ของเดสก์ารต์สที์Éบวัเนอรใ์ชแ้ละกฎของฮดูเดไดมี้สว่นสาํคญัในการพฒันาผลงานทางแคลคลูสั
ของนิวตนั

• ไฮยเ์คนส์ (Chistiaan Huygens, řŞŚš – řŞšŝ) มีผลงานทีÉเป็นแรงจงูใจใหไ้ลบนิ์ตซพ์ฒันา
แนวทางการเขา้ถงึแนวคิดของแคลคลูสัไดง้า่ยขึ Êน

แบรโ์รว์ (Isaac Barrow, řŞśŘ – řŞşş) เป็นอีกบคุคลหนึÉงทีÉมีอิทธิพลตอ่การพฒันาผลงานของ
นกัคณิตศาสตรรุ์น่ถดัมาโดยเฉพาะไลบ์นิตซ์ แบรโ์รว์เสนอระเบียบวิธีการพิจารณาเสน้สมัผสัเสน้
โคง้ วา่เป็นลิมิตของลาํดบัของ เส้นตัดเส้นโค้ง (secant lines) มีแนวคิดโดยสงัเขปดงันี Ê " ถา้เริÉม
จากเสน้ตดัเสน้โคง้เสน้หนึÉง จะไดส้องคู่อนัดบัของจดุตดัเหลา่นัÊนในระบบพิกดัฉาก ใหส้รา้งเสน้ตดั
เสน้โคง้เสน้ใหม่ซึÉงมีคูอ่นัดบัของจดุตดัเสน้โคง้ทัÊงสอง โดยทีÉคา่สมับรูณข์องผลตา่งของพิกดัทีÉหนึÉงทีÉ
มีคา่นอ้ยกวา่เดิม ดาํเนินกระบวนการสรา้งนี ÊไปเรืÉอย ๆ โดยใหค้า่สมับรูณข์องผลตา่งของพิกดัทีÉหนึÉง
มีคา่เขา้ใกลศ้นูย์ ในทางเรขาคณิตอาจถือไดว้า่ กระบวนการสรา้งนี Êใหล้าํดบัของเสน้ตดัเสน้โคง้ทีÉมี
ลกัษณะใกลเ้คียงกบัเสน้สมัผส้เสน้โคง้มากขึ Êน ดงัแสดงไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ř.Ŝ สามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รว์
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P
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หรอือาจใชรู้ปตอ่ไปนีÊแสดงสามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รวคื์อ ∆APC ซึÉงคลา้ยคลงึกบัทีÉเราคุน้
เคยในเรืÉองอนพุนัธ์ โดย ∆APC จะขึ Êนกบัระยะ h > 0 จะมีคา่ลดลงเรืÉอย ๆ ตามแนวคิดของแบรโ์รว์
นัÉนหมายความวา่จดุ A จะเคลืÉอนเขา้ใกลจ้ดุ P นี Êเป็นจดุเริÉมตน้ของการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f ทีÉ
จดุ P นัÉนเอง

รูปทีÉ ř.ŝ สามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รวที์Éขึ Êนกบั h

X

Y

h

f(x+ h)− f(x)

C

P

A

x

f(x)

x+ h

f(x+ h)

y = f(x)

ตัวอย่าง ř.Ś.ř จงหาความชนัของจดุ P (1, 1) บนเสน้โคง้ y = x2 โดยใชส้ามเหลีÉยมผลตา่งของแบร์
โรว์ ตอบในรูป h

วธีิทาํ

X

Y

0 1

1

1 + h

f(1 + h)

f(x) = x2

P

A

C

จากรูปจะไดว้า่ความชนัของเสน้สมัผสัทีÉจดุ P ทีÉขึ Êนกบั h เทา่กบั
f(1 + h)− f(1)

h
=

(1 + h)2 − 1

h
= 2 + h

นัÉนหมายความวา่เมืÉอ h มีคา่นอ้ยมาก ๆ ความชนัของเสน้สมัผสัทีÉจดุ P มีคา่ใกล้ ๆ Ś นัÉนเอง
มีความเป็นไปได้วา่ทัÊงนิวตันและไลบ์นิตซไ์ด้ศกึษาผลงานนีÊและได้รบัคาํแนะนาํจากแบร์

โรว์ให้พฒันาผลงานของตน บทพิสจูน์แสดงภาพแนวคิดของกระบวนการขา้งบนหลายอนั มีรูป
สามเหลีÉยมคลา้ย ๆ กบัรูปดา้นลา่ง ซึÉงตอ่มาเรยีกชืÉอวา่ สามเหลีÉยมผลต่างแบร์โรว์ (Barrow’s
differential triangle) เป็นแนวทางใหไ้ลบนิ์ตซพ์ฒันาทฤษฎีบทของตวัเอง



ř.ś. แคลคูลสัยคุสมยัใหม่ řř

แบรโรว์ และ ตรูริเชลลิ (Evangelista Torricelli, řŞŘŠ – řŞŜş) ศกึษาปัญหาของการเคลืÉอนทีÉ
ดว้ยอตัราเรว็ทีÉแปรผนั พบวา่การดาํเนินการทีÉตอ่มาเรยีกวา่อนุพนัธข์องระยะทางนี Ê จะไดค้วามเรว็
และถา้ดาํเนินการผกผนักระบวนการดงักลา่วจากความเรว็จะได้ระยะทาง แบรโ์รว์รบัรู ้วา่ทัÊงสอง
กระบวนการนัÊนผกผนัซึÉงกนัและกนั (ตอ่มาทราบกนัวา่คือ อนพุนัธ์และปริพนัธ์ในแคลคลูสั) แต่ก็
ไม่ไดป้ระโยชนจ์ากความรูนี้ Êมากนกั แต่ก็มีอิทธิพลใหนิ้วตนัเสนอทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัใน
เวลาตอ่มา ในอีกทางหนึÉงผลงานเดียวกนัของแบรโ์รว์ บทพิสจูนที์ÉเกีÉยวขอ้งกบั สามเหลีÉยมผลตา่ง
แบรโ์รว์ ไดใ้หแ้นวคิดแก่ไลบนิ์ตซใ์นการประดิษฐ์สญัลกัษณ์

dy

dx

เพืÉอแทนสิÉงทีÉสืบทอดมาจากชาวกรกีโบราณ นัÉนคือ ขนาดทีÉแบง่ย่อยไม่ได้อกี และไดใ้หก้ฎการ
ดาํเนินการเกีÉยวกบัสญัลกัษณ์เหลา่นี Ê ทาํให้การศกึษาแนวคิดของแคลคลูสัทาํได้งา่ยและสามารถ
ตอ่ยอดออกไปอยา่งทีÉเราไดใ้ชอ้ยูใ่นปัจจบุนั

ř.ś แคลคูลัสยุคสมัยใหม่

รูปทีÉ ř.Ş เซอร์ ไอแซก นิวตนั

นิวตัน (Sir Isaac Newton, řŞŜś-řşŚş) ทีÉ ได้ ชืÉอ
วา่ เป็นผู้ก่อกาํเนิดแคลคลูสั เพราะวา่ มีผลงานทีÉ สาํคญั
มากมายตอ่การพฒันารากฐานของแคลคลูสัดงัจะ เห็น
ได้จาก ผล งาน ทีÉ รวบรวม ไว้ ใน หนงัสือ ชืÉอ ชดุ Principia
ตวัอยา่งผลงานทีÉไดก้ลา่วมาแลว้เชน่ การเสนอทฤษฎีบท
หลกัมลูของแคลคลูสั เพืÉอแสดงกระบวนการทีÉผกผนักนั
ของอนพุนัธ์และปริพนัธ์ตามทีÉแบรโ์รว์ได้สงัเกตเห็น โดย
นิวตนัได้ใช้ประโยชน์จากวิธีการนี Êในการแก้ปัญหาทาง
อนพุนัธ์ (ซึÉงตอนนัÊนเรยีกวา่ Method of tangents) และ
นาํไปแกปั้ญหาทางปริพนัธ์ (ซึÉงตอนนัÊนเรยีกวา่ Method
of quadrature) ในผลงาน Method of Fluxions ทีÉนิวตนั
ได้ศกึษาเกีÉยวกบัการเคลืÉอนทีÉ มีการใช้แนวคิดของ ขนาดทีÉแบง่ยอ่ยไม่ได้อีก เชน่กนั ซึÉงนิวตนัใช้
สญัลกัษณ์

ẋ

แทน fluxion ของ x และ
ẍ

(ความเรง่) แทน fluxion ของ fluxion ของ x (เทียบไดก้บัอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉงและอนพุนัธอ์นัดบัสองทีÉ
ทราบในปัจจบุนั) แต่ระบบการดาํเนินการเกีÉยวกบัสญัลกัษณที์Éนิวตวัใชมี้ความคลมุเครอืเขา้ใจยาก
กวา่ของระบบสญัลกัษณที์Éไลบนิ์ตซเ์สนอ ในผลงาน Tractatus de Quadratura Curvarum นิวตนั
ไดใ้หร้ะเบียบวิธีคิดเกีÉยวกบัลมิิตเป็นศนูยแ์ละการใชอ้นกุรมกาํลงัแทนฟังกช์นัทีÉทราบกนัในปัจจบุนั
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รูปทีÉ ř.ş กอทฟรดิ วิลเฮลม์ ไลบนิ์ตซ์

ไลบ์ นิต ซ์ (Gottfried Wilhelm Leibniz, řŞŜŞ-
řşřŞ) นอกจากจะประดิษฐ์ระบบสญัลกัษณที์Éใชง้า่ยกวา่
สาํหรบัศกึษาแนวคิดของอนพุนัธ์ (ตามแนวคิดทีÉ ได้จาก
บทพิสจูน์ของแบร์โรว์ทีÉ กลา่วแลว้ขา้งตน้) ยงัประดิษฐ์
ระบบสญัลกัษณที์Éใชแ้ทนแนวคิดของปรพินัธ์ โดยใช้∫
เป็นสญัลกัษณ์แทนการบวกของ ขนาดทีÉแบง่ยอ่ยไม่ได้
อีก ดงัทีÉไดร้ะบุในระเบียบวิธีทีÉคาวาลีเอรีเสนอ ในผลงาน

ชิ ÊนหนึÉง ไลบนิ์ตซไ์ดเ้ขียนสมการทีÉคุน้เคยในปัจจบุนั ไดแ้ก่∫
y dy =

1

2
y2

เป็นจดุเริÉมตน้ของแคลคลูสัเชิงปริพนัธ์ ซึÉงสมยันัÊนไลบนิ์ตซใ์ช้ชืÉอวา่ calculus summatorius หรอื
calculus integralis ในเวลาตอ่มา ระบบสญัลกัษณข์องอนพุนัธแ์ละปรพินัธที์Éเสนอโดยไลบนิ์ตซไ์ด้
รบัความนิยมและใชก้นัอยา่งแพรห่ลาย ตามทีÉเห็นจนถงึปัจจบุนั

การพฒันาแคลคลูสัในครสิต์ศกัราชทีÉ řš ยงัอิงรากฐานทางคณิตศาสตร์จากผลงานทีÉสาํคญั
ของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ มีทัÊงทีÉอยู่บนความรู ้ แบบสถิต (static phase) เชน่ จากความรู ้ในเรืÉอง
การวดั แตย่งัมีการพฒันาแคลคลูสัโดยอาศยัคณิตศาสตรข์อง infinitesimals ซึÉงตกทอดมาจากชาว
กรกีโบราณ และสิÉงทีÉปรบัปรุงใหร้ดักมุกวา่ของคาวาลีเอรี ทีÉชืÉอ indivisible และอีกรากฐานบนความ
รูแ้บบพลวตั (dynamic phase) เชน่ การเคลืÉอนทีÉของจดุในปัญหาของเสน้สมัผสัเสน้โคง้

ř.Ŝ คณิตศาสตรว์เิคราะห์
แต่ก็มีผู้ชี Êให้เห็นถงึจดุออ่นของการให้เหตผุลทางตรรกในผลงานของนิวตนัและไลบ์นิตซ์ เช่น

เบอรค์เลย์ (George Berkeley, řŞŠŝ – řşŝś) จากผลงาน Analyst จากจดุนี Êทาํใหแ้คลคลูสัตอ้ง
แสวงหารากฐานความรูที้Éรดักมุกวา่เพืÉอมารองรบัแนวคิด ถือไดว้า่เป็นชว่งทีÉรากฐานของแคลคลูสั
ไดข้ยบัมาอยูบ่นแขนงคณิตศาสตรที์Éเรยีกวา่ คณิตศาสตรว์เิคราะห์ (Mathematical Analysis)



ř.ŝ. คณติศาสตรพ์ื Êนฐาน řś

รูปทีÉ ř.Š ออกสัติน หลยุส์ โคชี

ผูที้Éมีบทบาทสาํคญัในการเสนอความรูท้างคณิตศาสตร์
ทีÉ จะ เป็น รากฐาน ทีÉ รดักมุ เขม้ งวด กวา่ ให้ กบั แคลคลูสั
คือ โค ชี (Baron Augustin-Louis Cauchy, řşŠš-
řŠŝş) นกั คณิตศาสตร์ชาว ฝรัÉง เศษ นัÉนเอง และ ความ รู ้
ทางคณิตศาสตร์ทีÉ เป็นรากฐานดงักลา่วคือ แนวคิดของ
ลิมิตของฟังกช์นั ซึÉงภายหลงัได้มีบทนิยามของลิมิตของ
ฟังกช์นัทีÉมีความรดักมุยิÉงขึ Êนอีก อยา่งเช่น การเสนอใหเ้ขา้
ถงึแนวคิดของลมิิตโดยใชแ้นวคิดของ

{ε, δ}

ซึÉงเสนอโดย ไวแยรส์ตราสต์ (Karl Weierstrass, řŠřŝ – řŠšş) และเชืÉอวา่ยงัมีความจาํเป็นทีÉจะ
พฒันาแนวคิดของแคลคลูสัใหอ้ยู่บนรากฐานแนวคิดของคณิตศาสตรที์Éสามารถใหเ้หตผุลไดร้ดักมุ
เขม้งวด และขยายใหค้รอบคลมุปัญหาตา่ง ๆ ทีÉจะเกิดขึ Êนจากความจาํเป็นตอ้งพฒันาความรูด้า้น
วิทยาศาสตรแ์ละวิศวกรรมศาสตรข์ัÊนสงู เพืÉอตอบสนองการแสวงหาความรูใ้หม่ของมนนุย์ ทีÉไมมี่ทีÉ
สิ Êนสดุ

ř.ŝ คณิตศาสตรพ์ืÊนฐาน
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึความรูเ้บื Êองตน้เกีÉยวกบัคณิตศาสตร์ ทีÉใชใ้นการศกึษาแคลคลูสั ประกอบ

ดว้ย เซต คา่สมับรูณ์ สมการและอสมการ พหนุาม ฟังกช์นั เลขยกกาํลงั ตรโีกณมิติ และเรขาคณิต
เบื Êองตน้

เซต
เซต (Set) เป็นคาํอนิยาม หมายถงึคาํทีÉตอ้งยอมรบักนัในเบื Êองตน้วา่ไม่สามารถให้ความหมายทีÉ
รดักมุได้ คาํวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของสิÉงของตา่ง ๆ เมืÉอกลา่วถงึกลุม่ใดแลว้จะสามารถบอกได้
แนน่อนวา่สิÉงใดอยู่ในกลุม่ และสิÉงใดอยู่นอกกลุม่ เรยีกสิÉงตา่ง ๆ ทีÉอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element)
(P. Glendinning. ŚŘřŚ. หนา้ ŜŠ) ถา้ a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a ∈ A และถา้ a ไม่
เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะไดว้า่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นตน้
การเขียนเซตประกอบดว้ย Ś วิธีคือ

ř. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย
เขียนสมาชิกลงในเครืÉองหมายวงเลบ็ปีกกา {} และใช้เครืÉองหมายจลุภาค (, ) คัÉนระหวา่ง
สมาชิกแตล่ะตวั ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เป็นตน้

Ś. วธีิบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขประกอบ
ดว้ย Ś สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีÉสองคือเงืÉอนไขของสมาชิก โดยมีเครืÉองหมาย
ทวิภาค (:) คัÉนระหวา่งสองสว่นนัÊน อา่นวา่ "โดยทีÉ"

A = { สมาชิก : เงืÉอนไขของสมาชิก }
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ตวัอยา่งเช่น A = {x : x เป็นจาํนวนเตม็บวกทีÉนอ้ยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สาํหรบัเซต A ทีÉมีสมาชิกทกุตวัอยู่ในเซต B จะกลา่ววา่ A เป็น เซตย่อย (subset) ของ B เขียน
แทนดว้ย A ⊆ B ในเบื Êองตน้เพืÉอใหง้า่ยตอ่การนาํไปใช้ กาํหนดสญัลกัษณด์งันี Ê

C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น
R แทนเซตของจาํนวนจรงิ
Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจาํนวนเตม็
N แทนเซตของจาํนวนนบั

สาํหรบัเซตยอ่ยของจาํนวนจรงิ ถา้ a, b ∈ R เมืÉอ a < b ช่วง (interval) ของจาํนวนจรงิตา่ง ๆ คือ
{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดว้ย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดว้ย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดว้ย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดว้ย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดว้ย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b)

{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดว้ย (−∞, b]

สาํหรบัเซตทีÉไมมี่สมาชิกเขียนแทนดว้ย ∅ เรยีกวา่ เซตว่าง (empty set) และ เอกภพสัมพทัธ์
(universe) คือเซตทีÉถกูกาํหนดขึ Êนโดยมีขอ้ตกลงวา่ จะกลา่วถงึสิÉงทีÉ เป็นสมาชิกของเซตนีÊเทา่นัÊน
และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมืÉอให้A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U นิยามการดาํเนิน
การบนเซตดงัตอ่ไปนีÊ

ยูเนียน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเ์ซชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

สมการและอสมการ
สมบตัิเบื Êองตน้ของการเทา่กนั ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้

ř. สมบตัิสะทอ้น (Reflective law) a = a

Ś. สมบตัิสมมาตร (Symmetric law) ถา้ a = b แลว้ b = a

ś. สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law) ถา้ a = b และ b = c แลว้ a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คือสจัพจนที์Éกลา่ววา่ ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่
a = b หรอื a < b หรอื a > b อยา่งใดอยา่งหนึÉง

ทฤษฎบีท ř.ŝ.ř สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c
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ř. ถา้ a = b แลว้ a+ c = b+ c

Ś. ถา้ a+ c = b+ c แลว้ a = b

ś. ถา้ a = b แลว้ ac = bc

Ŝ. ถา้ ac = bc และ c ̸= 0 แลว้ a = b

ŝ. ab = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 หรอื b = 0

Ş. a2+b2 = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a = 0 และ b = 0

ทฤษฎบีท ř.ŝ.Ś ให้ a, b, c, x, y ∈ R แลว้
ř. ถา้ a > b แลว้ a+ c > b+ c

Ś. ถา้ a > b และ b > c แลว้ a > c

ś. ถา้ a > b และ x > y แลว้ a+ x > b+ y

Ŝ. ถา้ a > b และ x > 0 แลว้ ax > bx

ŝ. ถา้ a > b และ x < 0 แลว้ ax < bx

ให้ + แทนผลคณูทีÉมากกวา่ Ř และ − แทนผลคณูทีÉนอ้ยกวา่ Ř ให้ α, β ∈ R ซึÉง α < β จะไดข้อ้
สรุปดงันี Ê

ř. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คือ (α, β)

α β

+ − +

Ś. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คือ (−∞, α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

ค่าสัมบรูณ์
ในเบื Êองตน้ ค่าสัมบรูณ์ (Absolute value) ของจาํนวนจรงิ x เขียนแทนดว้ย |x| คือระยะทางจาก
x ไปยงั 0 หรอืดงับทนิยาม
บทนิยาม ř.ŝ.ś ให้ x เป็นจาํนวนจรงิใด ค่าสัมบรูณ์ ของ x เขียนแทนดว้ย |x| คือจาํนวนจรงิทีÉ
กาํหนดโดย

|x| =


x เมืÉอ x > 0

0 เมืÉอ x = 0

−x เมืÉอ x < 0

ข้อสังเกต สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่
ř. |x| ≥ 0

Ś. |x| = 0 ก็ตอ่เมืÉอ x = 0

ś. |x| = | − x|

Ŝ. |x2| = |x|2 = x2
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ทฤษฎบีท ř.ŝ.Ŝ ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

ř. |xy| = |x||y|

Ś.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมืÉอ y ̸= 0

ś. √
x2 = |x|

Ŝ. x ≤ |x|

บทพิสูจน์. ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ

ř. กรณีทีÉ x = 0 หรอื y = 0 จะไดว้า่ xy = 0 ทาํใหไ้ดว้า่ |xy| = 0 = |x||y| ให้ x ̸= 0 และ y ̸= 0

ถา้ x > 0 และ y > 0 จะไดว้า่ xy > 0 สรุปไดว้า่ |xy| = xy = |x||y|
ถา้ x < 0 และ y < 0 จะไดว้า่ xy > 0 สรุปไดว้า่ |xy| = xy = (−x)(−y) = |x||y|
ถา้ x และ y ตวัใดตวัหนึÉงเป็นจาํนวนจรงิลบ โดยไม่เสียนยัทัÉวไปให้ x < 0 และ y > 0 จะได้
วา่ xy < 0 สรุปไดว้า่ |xy| = −xy = (−x)y = |x||y|

Ś. ให้ y ̸= 0 แสดงไดโ้ดยงา่ยวา่
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = 1

|y|
โดยขอ้ ř จะไดว้า่

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x · 1

y

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = |x| · 1

|y|
=

|x|
|y|

ś. กรณีทีÉ x = 0 เห็นไดโ้ดยงา่ย กรณีทีÉ x > 0 จะไดว้า่ √
x2 = x กรณีทีÉ x < 0 จะไดว้า่ −x > 0

ดงันัÊน √
x2 =

√
(−x)2 = −x สรุปไดว้า่ √

x2 = |x|

Ŝ. ถา้ x ≤ 0 จะไดว้า่ x ≤ 0 ≤ |x| กรณีทีÉ x > 0 จะไดว้า่ x = |x| สรุปไดว้า่ x ≤ |x|

ทฤษฎบีท ř.ŝ.ŝ อสมการสามเหลีÉยม (Triangle inequality)
ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ แลว้

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

บทพิสูจน์. ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิ โดยทฤษฎีบท ř.ŝ.Ŝ ขอ้ Ś จะไดว้า่
|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 = |x|2 + 2xy + |y|2

โดยทฤษฎีบท ř.ŝ.Ŝ ขอ้ ř และ ŝ จะไดว้า่ xy ≤ |xy| = |x||y| ดงันัÊน
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

เนืÉองจาก |x+ y| ≥ 0 และ |x|+ |y| ≥ 0 สรุปไดว้า่ |x+ y| ≤ |x|+ |y|

ทฤษฎบีท ř.ŝ.Ş ให้ x เป็นจาํนวนจรงิ และ a เป็นจาํนวนจรงิบวก จะไดว้า่
ř. |x| ≤ a ก็ตอ่เมืÉอ −a ≤ x ≤ a

Ś. |x| ≥ a ก็ตอ่เมืÉอ x ≤ −a หรอื x ≥ a

บทพิสูจน์. ทาํเป็นแบบฝึกหดั
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พหุนาม
บทนิยาม ř.ŝ.ş ให้ n ∈ N ∪ {0} แลว้

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา่ พหุนาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา่ สัมประสิทธิÍ (coefficient) ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลาํดบั ถา้ an ̸= 0 เรยีกวา่ พหนุามดีกรี n และเขียน n แทนดว้ย deg P (x)

เรยีก an ̸= 0 วา่ สัมประสิทธิÍตัวนาํ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P (x) วา่ พหุนามโมนิก (monic polynomial)

ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม แลว้ P (x) = Q(x) ถา้ deg P (x) = deg Q(x) และอยูใ่นรูป

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซึÉงทกุสมัประสทิธเ์ทา่กนัทกุคูคื่อ a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

หรอืกลา่วอีกอยา่งคือ

P (x) = Q(x) ก็ตอ่เมืÉอ deg P (x) = deg Q(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ขัÊนตอนวธีิการหาร (The Division Algorithm) สาํหรับพหุนาม
ให้ P (x) และ S(x) เป็นพหุนาม โดยทีÉ S(x) ไมใ่ช่พหุนามศนูย์ แลว้จะมีพหุนาม Q(x) และ R(x)

เพียงคูเ่ดียวทีÉสอดคลอ้งกบั

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมืÉอ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)

เรยีก Q(x) วา่ผลหาร (quotient) และ R(x) วา่เศษเหลือ (remainder)
กรณี R(x) = 0 แลว้จะไดว้า่ S(x) หาร P (x) ลงตวั หรอื S(x) เป็นตวัประกอบของ P (x)

ทฤษฎบีทเศษเหลือ (remainder theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c หาร P (x) เศษเหลือเทา่กบั P (c)

ดงันัÊนถา้ P (c) = 0 แลว้ x− c เป็นตวัประกอบหนึÉงของ P (x)

บทนิยาม ř.ŝ.Š ให้ P (x) เป็นพหุนาม ถา้ P (α) = 0 จะเรยีก α วา่ราก (root) ของพหุนาม P (x)

หรอื α เป็นคาํตอบ (solution) ของสมการ P (x) = 0

ขอ้สงัเกต
ř. α เป็นรากของก็ตอ่เมืÉอ x− α เป็นตวัประกอบของ P (x)

Ś. ถา้ P (x) = Q(x)S(x) แลว้รากทกุตวัของ Q(x) และรากทกุตวัของ S(x) เป็นรากของ P (x)
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ฟังกชั์น
บทนิยาม ř.ŝ.š ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคารท์เีซยีน (cartesian product) นิยามโดย

A×B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}

บทนิยาม ř.ŝ.řŘ จะกลา่ววา่ f ⊆ A×B เป็นฟังกชั์น (function) ก็ตอ่เมืÉอ
แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา้ x1 = x2 แลว้ y1 = y2

ถา้ f เป็นฟังกช์นั และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดว้ย y = f(x)

บทนิยาม ř.ŝ.řř f เป็นฟังกชั์นจาก A ไป B เขียนแทนดว้ย f : A → B

ก็ตอ่เมืÉอ
ř. f เป็นฟังกช์นั Ś. Dom(f) = A ś. Ran(f) ⊆ B

เมืÉอ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ โดเมน (domain) ของ f

และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา่ เรนจ์ (range) ของ f

บทนิยาม ř.ŝ.řŚ เรยีก f : A → B วา่ฟังกชั์นมีขอบเขต (bounded function) บน D ⊆ A

ก็ตอ่เมืÉอมี M > 0 ซึÉง |f(x)| ≤ M ทกุ ๆ x ∈ D

บทนิยาม ř.ŝ.řś ให้ f : A1 → R และ g : A2 → R โดยทีÉ A1 ∩ A2 ̸= ∅ กาํหนดให้ A = A1 ∩ A2

นิยามพชีคณิตของฟังกชั์น (algebra of functions) ดงันี Ê
f + g : A → R กาํหนดโดย (f + g)(x) = f(x) + g(x)

f − g : A → R กาํหนดโดย (f − g)(x) = f(x) + g(x)

fg : A → R กาํหนดโดย (fg)(x) = f(x)g(x)

f

g
: A− {x ∈ A : g(x) = 0} → R กาํหนดโดย

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

บทนิยาม ř.ŝ.řŜ กาํหนดให้ f : A → B จะกลา่ววา่
ř. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉง (injection) หรอื ฟังกช์นั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ

แตล่ะ x1, x2 ∈ A ถา้ f(x1) = f(x2) แลว้ x1 = x2

Ś. f เป็นฟังกชั์นทัÉวถงึ (surjection) ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B

ś. f เป็นฟังกชั์นหนึÉงต่อหนึÉงแบบทัÉวถงึ (bijection) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั ř-ř และ ทัÉวถงึ
บทนิยาม ř.ŝ.řŝ ให้ f : A → B และ g : B → C แลว้ g ◦ f : A → C เรยีกวา่ฟังกชั์นประกอบ
(composite function) ของ f และ g นิยามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))
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ถา้เปรยีบเทียบฟังกช์นัคือเครืÉองจกัรชิ ÊนหนึÉงเรยีกวา่ f เมืÉอใส่ x หรอื input เขา้ไปในเครืÉองจะ
ได้ f(x) ออกมาตามหนา้ทีÉของเครืÉองจกัรชนิดนัÊน จากแนวคิดนี ÊเมืÉอประกอบเครืÉองจกัรอีกเครืÉองทีÉ
เรยีกวา่ g อีกชิ Êน โดยนาํ f(x) หรอื output จากเครืÉองจกัร f ใสเ่ขา้ไปในเครืÉองจกัร g แลว้ไดผ้ลเป็น
g(f(x)) เรยีกเครืÉองจกัรประกอบจากสองชิ Êนนี Êวา่ h ดงัรูป

รูปทีÉ ř.š แผนภาพแสดงฟังกช์นัประกอบ g ◦ f

g(f(x))

C

x

A

f gf(x)

B

บทนิยาม ř.ŝ.řŞ ให้ f : A → B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกชั์นผกผันได้ (invertible function)
ก็ตอ่เมืÉอf−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เป็นฟังกช์นั
และเรยีก f−1 วา่ฟังกชั์นผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎบีท ř.ŝ.řş ให้ f : A → B แลว้จะไดว้า่
f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังกช์นั ř-ř

บทพิสูจน์. สมมติ f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ นัÉนคือ f−1 เป็นฟังกช์นั ให้ (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈ f

สมมติวา่ y1 = y2 เนืÉองจาก (y1, x1) ∈ f−1 และ (y2, x2) ∈ f−1 และ f−1 เป็นฟังกช์นั ดงันัÊน x1 = x2

ในทางกลบักนัสมมติ f เป็นฟังกช์นั ř-ř (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา่ x1 = x2

เนืÉองจาก (y1, x1) ∈ f และ (y2, x2) ∈ f และ f เป็นฟังกช์นั ř-ř ดงันัÊน y1 = y2 นัÉนคือ f−1 เป็น
ฟังกช์นั หรอืกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้
ชนิดของฟังกช์นัทีÉควรทราบ

ř. ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ (identity function) f(x) = x

Ś. ฟังกช์นัเชิงเสน้ (linear function) f(x) = ax+ b

ś. ฟังกช์นักาํลงัสอง (Quadratic function) f(x) = ax2 + bx+ c

Ŝ. ฟังกช์นัคา่สมับรูณ์ (Absolute value function) f(x) = a|x− h|+ k

ŝ. ฟังกช์นักาํลงั (Power function) f(x) = axn

Ş. ฟังกช์นัพหนุาม (Polynomial function) f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

ş. ฟังกช์นัตรรกยะ (Rational function) f(x) =
p(x)

q(x)

เมืÉอ p(x), q(x) เป็นพหนุาม และ q(x) ̸= 0

จะไดว้า่โดเมนของฟังกช์นัขอ้ ř ถงึ Ş คือ R และโดเมนของฟังกช์นัขอ้ ş เทา่กบั R−{x : q(x) = 0}
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เลขยกกาํลัง
บทนิยาม ř.ŝ.řŠ ให้ a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา่ เลขยกกาํลัง (power of a number)
นิยามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เมืÉอ a เรยีกวา่ ฐาน (basis) และ n เรยีกวา่ เลขชีÊกาํลัง (exopnent)
นิยาม a0 = 1 และ a−n =

1

an
เมืÉอ a ̸= 0 ถา้ n

√
a เป็นจาํนวนจรงินิยาม a

1
n = n

√
a

สมบตัิเบื Êองตน้ของเลขยกกาํลงั ให้ a เป็นจาํนวนจรงิ และ x, y เป็นจาํนวนเตม็บวก
ř. (ax)y = axy Ś. ax · ay = ax+y ś. ax

ay
= ax−y เมืÉอ a ̸= 0

ขยายแนวคิดเลขชี Êกาํลงัเป็นจาํนวนตรรกยะ เมืÉอm และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกซึÉงตวัหารรว่มมาก
ของ m และ n เทา่กบั ř ถา้ นิยาม n

√
a เป็นจาํนวนจรงิ นิยาม
a

m
n = (a

1
n )m = ( n

√
a)m

และขยายแนวคิดไปยงัจาํนวนตรรกยะลบและจาํนวนจรงิได้ แตไ่ม่ขอกลา่วในทีÉนี Ê ถา้ f เป็นฟังกช์นั
โดยทีÉ n เป็นจาํนวนเตม็ทีÉมากกวา่ ř แลว้ y = n

√
f(x) เรยีกวา่ ฟังกชั์นกรณฑ์ (radical function)

สมบตัิเบื Êองตน้ทางพีชคณิตทีÉอาจใชใ้นแคลคลูสั เมืÉอ a, b ∈ R จะไดว้า่
ř. กาํลงัสองสมับรูณ์

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

Ś. กาํลงัสามสมับรูณ์
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

ś. ผลตา่งกาํลงัสอง a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

Ŝ. ผลตา่งกาํลงัสาม a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

ŝ. ผลบวกกาํลงัสาม a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

Ş. ทฤษฎีบททวินาม ให้ n เป็นจาํนวนนบั

(a+ b)n = an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn

เมืÉอ
(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
โดยทีÉ n, r ∈ Z ซึÉง 0 ≤ r ≤ n

นิยาม m แฟคทอเรยีล คือ m! = m(m− 1)(m− 2) · · · 2 · 1 เมืÉอ m ∈ N และ 0! = 1

ให้ a เป็นจาํนวนจรงิซึÉง a > 0 และ a ̸= 1 เรยีก
{(x, y) : y = ax}
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วา่ฟังกชั์นเลขชีÊกาํลัง (exponential function) เนืÉองจากฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัเป็นฟังกช์นัหนึÉงตอ่หนึÉง
จะไดว้า่มีฟังกช์นัผกผนั ดงันัÊนเรยีกวา่ฟังกช์นัผกผนัของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัวา่ ฟังกชั์นลอการิทมึ
(logarithmic function) เขียนแทนดว้ย y = logax นิยามโดย

y = logax ก็ตอ่เมืÉอ x = ay

ดงันัÊน loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีทีÉ a = 10 เรยีกวา่ ลอการิทมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดว้ย logx และกรณี a = e เรยีกวา่ลอการิทมึธรรมชาติ (natural logarithm)
เขียนแทนดว้ย ℓnx โดยทีÉ e คือ ค่าคงตัวออยเลอร์ (Euler's constant) ซึÉงเป็นจาํนวนอตรรกยะมี
คา่ประมาณ 2.71828182845...

สมบตัิเบื Êองตน้ของลอการทิมึ
ทฤษฎบีท ř.ŝ.řš ให้ x, y เป็นจาํนวนจรงิบวก และ m เป็นจาํนวนตรรกยะ โดยทีÉ a > 0 และ a ̸= 1

จะไดว้า่
ř. logaxy = logax+ logay

Ś. loga

(y
x

)
= logay − logax

ś. logax
m = mlogax

Ŝ. alogax = x

บทพิสูจน์. ให้ z = logax และ w = logay จะไดว้า่ x = az และ y = aw

ř. จะไดว้า่ xy = az · aw = az+w นัÉนคือ z + w = logaxy ฉะนัÊน logaxy = logax+ logay

ś. จะไดว้า่ xm = (az)m = amz นัÉนคือ mz = logax
m ฉะนัÊน logax

m = mlogax

ขอ้ Ś และ Ŝ เป็นแบบฝึกหดั
สาํหรบั a, b > 0 และ a, b ̸= 1 สามารถเปลีÉยนฐานของลอการทิมึไดโ้ดย

logax =
logbx

logba

ตรีโกณมติิ
พิจารณาสามเหลีÉยมมมุฉาก ABC

a

b c

A

C B

นิยามคา่ตรโีกณมิติทัÊง Ş แบบคือ ไซน์ (sine) โคไซน์ (cosine) แทนเจนต์ (tangent) โคแทนเจนต์
(cotangent) เซแคนต์ (secant) และโคเซแคนต์ (cosecant) ดงันี Ê
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sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ขยายแนวคิดไปยงัมมุ θ ซึÉงมีหน่วยเป็นเรเดียนคือความยาวของเสน้รอบวงของวงกลมหนึÉง
หนว่ย โดยจดุเริÉมตน้ทีÉ (1, 0) ไปสิ ÊนสดุทีÉ (x, y) เมืÉอวดัแบบทวนเข็มนาฬิกาให้มีคา่เป็นบวก และ
วดัแบบตามเข็มนาฬิกาใหมี้คา่เป็นลบ จะไดว้า่ x = cosθ และ y = sinθ นัÉนคือ x2 + y2 = 1

จะไดว้า่ 180◦ มีคา่ตรงกบั π เรเดียน

รูปทีÉ ř.řŘ วงกลมหนึÉงหน่วย

X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)

θ

เอกลักษณต์รีโกณมติิ

ř. sinxcscx = 1

Ś. cosxsecx = 1

ś. cotxtanx = 1

Ŝ. sin2x+ cos2x = 1

ŝ. sec2x− tan2x = 1

Ş. csc2x− cot2x = 1

ş. sin(−x) = −sinx
Š. cos(−x) = cosx
š. tan(−x) = −tanx

řŘ. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
řř. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny
řŚ. tan(x± y) =

tanx± tany
1∓ tanxtany

řś. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

řŜ. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

řŝ. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

řŞ. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

řş. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

řŠ. sin3x = 3sinx− 4sin3x

řš. cos3x = 4cos3x− 3cosx
ŚŘ. tan3x =

3tanx− tan3x

1− 3tan2x

Śř. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)
ŚŚ. sinx−siny = 2cos

(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)
Śś. cosx+cosy = 2cos

(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)
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ŚŜ. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

Śŝ. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

ŚŞ. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

Śş. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

ŚŠ. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ค่าตรีโกณมติมิาตรฐานทีÉควรทราบ

ตารางทีÉ ř.ř ตวัอยา่งคา่ตรโีกณมิติทีÉควรทราบ

ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0

ให้ x ∈ R จะเรยีก y = sinx วา่ฟังกชั์นไชน์ (sine function) และ y = cosx วา่ฟังกชั์นโคไซน์
(cosine function) แสดงกราฟไดด้งันี Ê โดยแกน X มีความกวา้งช่องละ π

2

รูปทีÉ ř.řř กราฟของฟังกช์นัไชนแ์ละโคไชน์

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

นิยามฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก Ŝ ฟังกช์นัคือ ฟังกช์นัแทนเจนต์ (tangent fuction) ฟังกช์นัโคแทนเจนต์
(cotangent fuction) ฟังกช์นัเซแคนต์ (secant fuction) และฟังกช์นัโคเซแคนต์ (cosecant fuction)
ไดใ้นทาํนองเดียวกนั เรยีกฟังกช์นัทัÊง Ş วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติิ (trigonometric function) สรุปได้
ดงัตารางตอ่ไปนีÊ
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ตารางทีÉ ř.Ś ฟังกช์นัตรโีกณมิติทัÊง Ş ฟังกช์นั
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
ไซน์ y = sinx R [−1, 1]

โคไซน์ y = cosx R [−1, 1]

แทนเจนต์ y = tanx =
sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2
: n ∈ Z

}
R

โคแทนเจนต์ y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต์ y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2

: n ∈ Z
}

(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต์ y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

จะเห็นวา่ฟังกช์นัไซนแ์ละโคไซนไ์มเ่ป็นฟังกช์นั ř-ř ดงันัÊนการศกึษาฟังกช์นัผกผนัจงึตอ้งกาํหนด
โดเมนเพืÉอใหเ้ป็นฟังกช์นั ř-ř ฟังกช์นัไซนมี์โดเมนเป็น [−π

2
, π
2
] และฟังกช์นัโคไซนมี์โดเมน [0, π]

ř. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์ไซน์ (arcsine function) เขียนแทนดว้ย arcsin
นิยามโดย

y = arcsinx ก็ตอ่เมืÉอ x = siny เมืÉอ y ∈ [−π
2
, π
2
]

Ś. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของโคไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์โคไซน์ (arccosine function) เขียนแทนดว้ย
arccos นิยามโดย

y = arccosx ก็ตอ่เมืÉอ x = cosy เมืÉอ y ∈ [0, π]

รูปทีÉ ř.řŚ กราฟของฟังกช์นัอารก์ไชนแ์ละอารก์โคไชน์

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx

ในทาํนองเดียวกนัฟังกชนัผกผนัอีก Ŝ ฟังกช์นัคือ อารก์แทนเจนต์ (arctangent function) อารก์
โคแทนเจนต์ (arccotangent function) อารก์เซแคนต์ (arcsecant function) และอารก์โคเซแคนต์
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(arccosecant function) เรยีกฟังกช์นัทัÊง Ş วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรุปไดด้งัตารางตอ่ไปนีÊ

ตารางทีÉ ř.ś ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัทัÊง Ş ฟังกช์นั
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
อารก์ไซน์ y = arcsinx [−1, 1] [−π

2
, π
2
]

อารก์โคไซน์ y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารก์แทนเจนต์ y = arctanx R (−π
2
, π
2
)

อารก์โคแทนเจนต์ y = arccotx R (0, π)

อารก์เซแคนต์ y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

อารก์โคเซแคนต์ y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]

เรขาคณิตวเิคราะห์
จดุในทางคณิตศาสตร์เป็นอนิยามแต่เป็นทราบกนัดีวา่จดุมีความสาํคญัโดยเฉพาะการใช้บอก
ตาํแหนง่ตา่ง ๆ โดยมีแกนอา้งอิง เรยีกแกนในแนวนอนวา่ แกน X (X-axis) และแกนในแนวตัÊง
วา่ แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตดัของแกนทัÊงสองวา่ จุดกาํเนิด (origin) แทนดว้ยคู่อนัดบั (0, 0) ใน
ทีÉนี Êจะกลา่วถงึจดุคือคูอ่นัดบัทีÉเป็นสมาชิกของ R× R

ระยะทาง (distance) ระหวา่ง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย AB นิยามโดย
AB =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ความชัน (slope) ของสว่นเสน้ตรงทีÉลากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย mAB บาง
ครัÊงถา้ไมส่นใจ A และ B จะเขียนยอ่ ๆ ดว้ย m นิยามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมืÉอ x1 ̸= x2 กรณีทีÉ x1 = x2 ความชนัไมมี่คา่และสว่นเสน้ตรง A และ B จะเป็นแสน้ในแนวตัÊง
ให้ A(x1, y1) เป็นจดุและ m คือความชนั ให้ L คือเซตของจดุ (x, y) โดยทีÉความชนัของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทา่กบั m เรยีกวา่ เส้นตรง (line) ทีÉมีความชนั m ผา่นจดุ A หรอืหมายถงึเซต
L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสน้ตรง L ไดด้งัรูป
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รูปทีÉ ř.řś เสน้ตรงผา่นจดุ A มีความชนั m

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา่ สมการเส้นตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรูป

y = mx+ c

ในกรณีทีÉ m = 0 จะเรยีก เส้นตรงแนวนอน (horizontal line) ซึÉงมีสมการเป็น y = y1 ถา้เสน้
ตรงนี Êผา่นจดุ A และในกรณีทีÉ m หาคา่ไม่ได้ จะเรยีก เส้นตรงแนวยนื (vertical line) ซึÉงมีสมการ
x = x1 ถา้เสน้ตรงนี Êผา่นจดุ A ดงันัÊนเราอาจแบง่เสน้ตรงเป็น Ŝ แบบโดยใชค้วามชนัคือ ř. m > 0

Ś. m < 0 ś. m = 0 และ Ŝ. m ไมมี่คา่ แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปทีÉ ř.řŜ ตวัอยา่งเสน้ตรง Ŝ รูปแบบ

m > 0m < 0
m = 0

m ไมมี่คา่

ใหเ้สน้ตรง L1 และ L2 มีความชนั m1 และ m2 ตามลาํดบั จะไดว้า่

ř. L1 ขนาน (parallel) กบั L2 ก็ตอ่เมืÉอ m1 = m2

Ś. L1 ตัÊงฉาก (perpendicular) กบั L2 ก็ตอ่เมืÉอ m1m2 = −1

อาจแสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปทีÉ ř.řŝ ตวัอยา่งเสน้ตรงทีÉขนานกนัและตัÊงฉากกนั

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
m
x+ c4



ř.ŝ. คณติศาสตรพ์ื Êนฐาน Śş

ในกรณีเสน้ตรงทีÉความชนัไมมี่คา่ยอ่มขนานกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีÉความชนัไมมี่คา่เสมอ เพราะทกุเสน้
เป็นเสน้ตรงแนวตัÊง และเสน้ตรงทีÉความชนัไมมี่คา่ยอ่มตัÊงฉากกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีÉมีความชนัเทา่กบั Ř
หรอืเสน้ตรงแนวนอนเสมอ

ให้ C เป็นเซตของจดุ (x, y) ทีÉหา่งจากจดุคงทีÉ (h, k) ดว้ยระยะคงทีÉ r เรยีกวา่ วงกลม (circle)
ทีÉมีศนูยก์ลางทีÉ (h, k) และรศัมี r ดงันัÊน

C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปทีÉ ř.řŞ วงกลมทีÉมีศนูยก์ลางทีÉ (h, k) และรศัมี r

(h, k)

r

สรุป
ในบทนีÊเราจะกลา่วถงึวิวฒันาการของวิชาแคลคลูสัเริÉมตน้ตัÊงแต่สมยัก่อนครสิตกาลในยคุกรกี

ทีÉกลา่วถงึปัญหาการวดัทีÉถกูบนัทกึไว้ในกระดาษปาปิรุส และวิธีการในการหาพื ÊนทีÉของรูปตา่ง
ๆ อาศยัวิธีการแบง่พื ÊนทีÉออกเป็นสว่นประกอบยอ่ย ๆ ทีÉ เรยีกวา่ ระเบียบวิธีเกษียณ และนาํไปสู่
แนวคิดการแบง่แยกได้ไม่จาํกดั แต่ก็ยงัไม่รดักมุในทางคณิตศาสตรจ์งึไม่เป็นทีÉยอมรบั นี Êเป็นจดุ
เริÉมตน้ของแคลคลูสั จากนัÊนอารค์ิมีดีสก็ไดพ้ฒันาวิธีดงักลา่วมาใชใ้นการพื ÊนทีÉของพาราโบลาเรยีก
วา่ วิธีของอารค์ิมีดิส ซึÉงได้ผลลพัธ์ทีÉวา่ พื ÊนทีÉปิดลอ้มของพาราโบลาจะเป็น Ŝ/ś เทา่ของพื ÊนทีÉของ
รูปสามเหลีÉยมรูปแรกทีÉสรา้งให้แนบในเซกเมนต์ของพาราโบลานัÊน จากนัÊนมีผู้พฒันาแนวคิดดงั
กลา่วมาเรืÉอย ๆ จนกระทัÉงแฟรม์าตไ์ดน้าํเสนอผลงานเกีÉยวกบัปัญหาคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุ จนทาํให้
การพฒันาแคลคลูสัแบบกา้วกระโดด การติดตอ่ระหวา่งแฟรม์าตก์บัเดสก์ารต์สท์าํใหเ้กิดองคค์วาม
รู ้ใหม่ ๆ เกีÉยวกบัเสน้สมัผสัเสน้โคง้ เนืÉอจากเดส์การ์ตส์เป็นผู้ให้กาํเนิดเรขาคณิตวิเคราะห์ ทาํให้
การพฒันาแคลคลูสัไปในแนวเรขาคณิตวิเคราะห์นัÉนเอง จากนัÊนมีนกัคณิตหลายคนผลติผลงาน
มามากมาย จนเป็นแนวคิดใหนิ้วตนัและไลบนิ์ตซน์าํไปเป็นแนวคิดพื Êนฐานในการพฒันาแคลคลูสั
อยา่งจรงิจรงั โดยเฉพาะผลงานของแบรโ์รวใ์นการหาเสน้สมัผสัเสน้โคง้โดย สามเหลีÉยมผลตา่งของ
แบรโ์รว์ และแบรโ์รวไ์ดค้น้พบทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั แต่ไม่ไดพิ้สจูน์ซึÉงตอ่มานิวตนัไดท้าํการ
พิสจูน์จนสาํเรจ็ นิวตนัและไลบ์นิตซ์ทัÊงสองทีÉ ได้ชืÉอรว่มกนัวา่เป็นผู้ประดิษฐ์ แคลคลูสั ถงึแม้จะ
พฒันาความรูท้างแคลคลูสัอยา่งอิสระตอ่กนั แต่ระบบสญัลกัษณ์ของอนพุนัธ์และปริพนัธ์ทีÉ เสนอ
โดยไลบนิ์ตซไ์ดร้บัความนิยมมากกวา่และใชก้นัอยา่งแพร่หลายจนถงึปัจจบุนั แต่ก็มีผูชี้ Êใหเ้ห็นถงึ
จดุออ่นของการใหเ้หตผุลทางตรรกในผลงานของนิวตนัและไลบนิ์ตซ์ ซึÉงโคชีไดว้างรากฐานทีÉรดักมุ
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เขม้งวดกวา่ให้กบัแคลคลูสัทีÉ เรยีกวา่คณิตศาสตร์วิเคราะห์ อยา่งไรก็ตามยงัมีความจาํเป็นทีÉ จะ
พฒันาแนวคิดของแคลคลูสัใหอ้ยู่บนรากฐานแนวคิดของคณิตศาสตรที์Éสามารถใหเ้หตผุลไดร้ดักมุ
เขม้งวด และขยายใหค้รอบคลมุปัญหาตา่ง ๆ ทีÉจะเกิดขึ Êนจากความจาํเป็นตอ้งพฒันาความรูด้า้น
วิทยาศาสตรแ์ละวิศวกรรมศาสตรข์ัÊนสงูตอ่ไป สดุทา้ยกลา่วถงึความรูเ้บื Êองตน้เกีÉยวกบัคณิตศาสตร์
ทีÉใชใ้นการศกึษาแคลคลูสั ประกอบดว้ย เซต คา่สมับรูณ์ สมการและอสมการ พหนุาม ฟังกช์นั เลข
ยกกาํลงั ตรโีกณมิติ และเรขาคณิตเบื Êองตน้

แบบฝึกหดับททีÉ ř
ř. จงอธิบายวิธีการตรวสอบปรมิาตรของพีระมิดฐานสีÉเหลีÉยมจตัรุสัเป็น ř/ś เทา่ของปรมิาตร

ของปรซิมึทีÉมีฐานเดียวกนัและสงูเทา่กนั เพราะเหตใุดพรอ้มยกตวัอยา่งประกอบ

Ś. พิจารณารูปหลายเหลีÉยมทีÉแบง่วงกลมรศัมี 1 ออกเป็น n สว่นเทา่ ๆ กนั

Ś.ř จงหาพืÊนทีÉของรูปหลายเหลีÉยมเมืÉอ n = 10, 100 และ 1000 โดยใชเ้ครืÉองคาํนวณ
Ś.Ś จงคาดคะเนวา่พื ÊนทีÉของรูปหลายเหลีÉยมดงักลา่วจะมีคา่เขา้ใกลค้า่ใด เมืÉอ n มีคา่มาก ๆ

ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มตอ่ไปนีÊ โดยใชว้ิธีของอารค์ิมีดีส
ś.ř พาราโบลา y = x2 และเสน้ตรง y = 2

ś.Ś พาราโบลา y = x2 + 1 และเสน้ตรง y = x+ 3

ś.ś พาราโบลา y = −x2 และเสน้ตรง y = −x− 2

Ŝ. จากตวัอยา่ง ř.ř.Ś จงพิสจูนว์า่ h = 4s

ŝ. จงหาความชนัของจดุ P บนเสน้โคง้ y = f(x) โดยใชส้ามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รว์
ตอบในรูป h

ŝ.ř f(x) = x2 และ P = (2, 4)

ŝ.Ś f(x) = x3 และ P = (−1,−1)

Ş. กาํหนดให้ P = (0, 0) และ f(x) = sinx
Ş.ř จงหาความชนัของจดุ P บนเสน้โคง้ y = f(x) โดยใชส้ามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รวใ์น

รูป h

Ş.Ś จากขอ้ ŝ.ř จงหาความชนัทีÉจดุ P เมืÉอ h = 0.1, 0.01 และ 0.001 โดยใชเ้ครืÉองคาํนวณ
Ş.ś จงคาดคะเนวา่ความชนัทีÉจดุ P จะมีคา่เขา้ใกลค้า่ใด เมืÉอ h มีคา่นอ้ย ๆ

ş. ให้ U = {x ∈ Z : −100 ≤ x ≤ 100} เป็นเอกภพสมัพทัธ์
A = {x ∈ Z : 2 หาร x ลงตวั } และ B = {x ∈ Z : 3 หาร x ลงตวั }
จงหาจาํนวนสมาชิกของ Ac −Bc



ř.ŝ. คณติศาสตรพ์ื Êนฐาน Śš

Š. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนีÊ พรอ้มทัÊงเขียนแผนภาพ
Š.ř {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

Š.Ś {(x, y) ∈ N× N : xy = 12}

Š.ś {(x, y) ∈ R× R : x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

š. จงหาโดเมนและเจนข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

š.ř f(x) =

√
x− 1

x+ 1

š.Ś f(x) = |x+ 1| − |x− 1|

š.ś f(x) = ℓn
(

1

x2 − 1

)
š.Ŝ f(x) = sin2(x2 + 1)

řŘ. จงหา f−1(x) ถา้กาํหนดให้ f(x) = ex − e−x

2

řř. ให้ f(x) = x2 + 3x− 1 จงหา f(x+ h)− f(x)

h
เมืÉอ h > 0

řŚ. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊมีฟังกช์นัผกผนัหรอืไม่ พรอ้มใหเ้หตผุล
řŚ.ř f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

řŚ.Ś f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

řŚ.ś f : N → R นิยามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

řŚ.Ŝ f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

řś. กาํหนดให้ 2 < x < 3 จงหาคา่ของ √
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9

řŜ. กาํหนดให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุามดีกรี 2551 ซึÉงสอดคลอ้งกบั

P (n) = Q(n) สาํหรบั n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

จงหาคา่ของ P (0)−Q(0)

řŝ. ให้α, β และ γ เป็นรากทัÊงสามของสมการ x3−9x+5 = 0 คา่ของ (1−α)2(1−β)2(1−γ)2

เทา่กบัเทา่ใด
řŞ. กาํหนดให้ P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมืÉอ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x− 1 และ x + 3 ตา่ง

หาร P (x) เหลือเศษ 5 แลว้ a+ 2b มีคา่เทา่ใด
řş. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

řŠ. จงหาเซตคาํตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

řš. จงหา y ทีÉเป็นจาํนวนจรงิซึÉง y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมืÉอ x ∈ R

ŚŘ. จงหาเซตคาํตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150

Śř. จงหาเซตคาํตอบของสมการ
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Śř.ř 4x − 5 · 2x + 6 = 0

Śř.Ś 2 + 3(15|x|) = 5|x| + 25(3|x|+1)

Śř.ś log(x+ 1) + log(x− 1) = 0

Śř.Ŝ log2x+ log4x+ log8x+ log16x = 7 + 2log64x

ŚŚ. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ
ŚŚ.ř 32x+10 − 4(3x+6) + 27 ≤ 0 ŚŚ.Ś logx

(
2

x− 1

)
≥ 1

Śś. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีÉสอดคลอ้ง (3x2 − 11x+ 7)3x
2+4x+1 = 1

ŚŜ. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (2, a+ 1) และ (2, b+ 2)

Śŝ. จงหาสมการทีÉตัÊงฉากกบัเสน้ตรง 3x+ 4y = 12 และผา่นจดุ (1,−1)

ŚŞ. จงหาจดุบนเสน้ตรง 2y − x+ 6 = 0 ทีÉอยูใ่กลจ้ดุ (3, 1)มากทีÉสดุ
Śş. จงหาสมการวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางทีÉจดุกาํเนิดและผา่นจดุ (1, 3)

ŚŠ. จงหาสมการเสน้สมัผสัของวงกลม x2 + y2 = 25 ทีÉจดุ (3, 4)

Śš. ถา้วงกลมหนึÉงมีจดุศนูยก์ลางคือจดุ A อยูบ่นเสน้ตรง x+ y + 4 = 0 และผา่นจดุ B(−5,−2)

และ C(−2, 5) จงหาพืÊนทีÉสามเหลีÉยม ABC

śŘ. จงหาจดุบนวงกลม x2 + y2 + 2x− 4y − 15 = 0 ทีÉอยูใ่กลจ้ดุ (1, 3) มากทีÉสดุ

เอกสารอ้างองิ
กรรณิกา กวกัเพฑรูย.์ (ŚŝŜŚ). หลักการคณิตศาสตร.์ กรุงเทพฯ : สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณ์

มหาวิทยาลยั
ธนชัยศ จาํปาหวาย. (Śŝŝš). เอกสารประกอบการสอนวชิาหลักการคณิตศาสตรส์าํหรับ

ครู. กรุงเทพฯ: เอกสารอดัสาํเนา
อนกุรรมการปรบัปรุงหลกัสตูรวิทยาศาสตร์ทบวงมหาวิทยาลยั. (ŚŝŜŝ). เซต ความสัมพนัธ์

และฟังกชั์น กรุงเทพฯ: โรงพิมพพิ์ทกัษก์ารพิมพ์
Brian Clegg. (ŚŘŘś). A brief history of infinity. UK: CPI group (UK) Ltd
David Eugene Smith. (řšŝŠ). History of mathematics. New York: Dover Publications,

Inc.
Pual Glendinning. (ŚŘřŚ). Maths in minutes. London, England: Quercus Editions

Ltd.
Tom Jackson. (ŚŘřŚ). Mathematics an illustrated history of numbers. New York:

Shelter Harbor Press and Worth Press Ltd



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ś
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. ลมิิตของฟังกช์นั
Ś. ลมิิตดา้นเดียว
ś. ลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ
Ŝ. ลมิิตเกีÉยวกบัอนนัต์
ŝ. ความตอ่เนืÉอง

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม
ř. เขา้ใจและอธิบายความหมายของคาํวา่ลมิิตชนิดตา่ง ๆ ได้
Ś. ใชส้มบตัิพีชคณิตและสมบตัิลมิิตในการหาคา่ลมิิตรูปแบบตา่ง ๆ ไดอ้ยา่งถกูตอ้ง
ś. ใชเ้อกลกัษณข์องตรโีกณมิติในการหาลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติได้
Ŝ. สามารถอธิบายความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัตา่ง ๆ ได้
ŝ. สามารถระบชุนิดของกราฟทีÉตอ่เนืÉองและไมต่อ่เนืÉองได้

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ลมิิตของฟังกช์นั"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ลมิิตของฟังกช์นั"
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Ś
ลิมติและความต่อเนืÉอง

จดุเริÉมตน้ทีÉสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสัคือการรูจ้กัคาํวา่ ลิมติ (limit) ในบทนีÊเราจะกลา่ว
ถงึลิมิตของฟังกช์นั ทฤษฎีบททีÉเกีÉยวขอ้ง และความตอ่เนืÉองของฟังกช์นั ซึÉงจะเป็นพื Êนฐานในการ
ศกึษาในบทตอ่ไป

Ś.ř ลิมติของฟังกชั์น
การใหค้วามหมายของคาํวา่ลมิิต เริÉมตน้จากการพิจารณาฟังกช์นั

f(x) =


2− x2 เมืÉอ x < 1

2 เมืÉอ x = 1

2x− 1 เมืÉอ x > 1

เมืÉอสนใจคา่ฟังกช์นั f(x) เมืÉอคา่ของ x ใกล้ 1 อาจพิจารณาคา่ x สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนีÊ
x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมืÉอพิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 1 ไม่วา่ใหค้า่ x เขา้ใกลล้กัษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณีเชน่นี Êจะกลา่ววา่ ลิมติของฟังกชั์น (limit of function) f(x) ขณะ x เข้าใกล้
1 มีคา่เทา่กบั 1 เขียนแทนดว้ย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นได้วา่การพิจารณาคา่ x เขา้ใกล้ 1 จะไม่พิจารณากรณี x = 1 และเมืÉอแสดงฟังกช์นั
y = f(x) ดว้ยกราฟตอ่ไปนีÊ

śś



śŜ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทาํใหไ้ดข้อ้สงัเกตวา่ lim
x→1

f(x) ไมจ่าํเป็นตอ้งเทา่กบั f(1)

เมืÉอพิจารณาคา่ของ lim
x→a

f(x) เราตอ้งพิจารณาคา่ของ f(x) ทีÉจดุอืÉน ๆ ใน Dom(f) ทีÉอยู่ใกล้ ๆ
a ดงันัÊนการหาลิมิตทีÉจดุ a ตอ้งมีคา่อืÉน ๆ ใกลจ้ดุ a ใหพิ้จารณาเสมอ เราเรยีกจดุ a ลกัษณะนีÊวา่
เป็นจุดลิมิต (limit point) ของ Dom(f) ตวัอยา่งเชน่ Ř เป็นจดุลมิิตของ (−1, 1)∪ {2} แต่ Ś ไมเ่ป็น
จดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2}

ข้อสังเกต Ś.ř.ř จดุลิมิตไม่จาํเป็นตอ้งอยู่ในโดเมนของฟังกช์นัเสมอไป เช่น 0 เป็นจดุลิมิตของ
โดเมน (−1, 0) ∪ (0, 1) แต่ 0 ไมเ่ป็นสมาชิกของ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนิยามของลมิิตของฟังกช์นั
บทนิยาม Ś.ř.Ś ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้

lim
x→a

f(x) = L เรยีกวา่ลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a เทา่กบั L

ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ ε > 0 มี δ > 0 ถา้ทกุ ๆ x ∈ D ซึÉง 0 < |x− a| < δ แลว้ |f(x)− L| < ε

รูปทีÉ Ś.ř กราฟแสดงนิยามลมิิตของฟังกช์นั

X

Y

y = f(x)

L+ ε

L

L− ε

a+ δaa− δ



Ś.ř. ลมิติของฟังกช์นั śŝ

ตัวอย่าง Ś.ř.ś จงแสดงวา่ lim
x→2

(2x+ 1) = 5 โดยใชบ้ทนิยาม

วธีิทาํ ให้ ε > 0 เลือก δ =
ε

2
ให้ x ∈ R ซึÉง 0 < |x− 2| < δ จะไดว้า่

|(2x+ 1)− 5| = |2x− 4| = 2|x− 2| < 2δ = 2 · ε
2
= ε

ดงันัÊน lim
x→2

(2x+ 1) = 5

ทฤษฎบีท Ś.ř.Ŝ ให้ a เป็นจดุลมิิต และ c เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
ř. lim

x→a
c = c Ś. lim

x→a
x = a

บทพิสูจน์. ให้ c เป็นคา่คงตวั และ ε > 0

ř. เลือก δ > 0 ให้ x ∈ R ซึÉง 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่
|c− c| = 0 < ε

ดงันัÊน lim
x→a

c = c

Ś. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซึÉง 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่
|x− a| < δ = ε

ดงันัÊน lim
x→a

x = a

จากบทนิยามของลมิิตเราจะพิสจูนส์มบตัิตา่ง ๆ ของลมิิต ไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท Ś.ř.ŝ ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมืÉอ D ⊆ R โดยทีÉ a เป็นจดุลมิิตของ D

ถา้ lim
x→a

f(x) = L และ lim
x→a

g(x) = M เมืÉอ L,M ∈ R แลว้
ř. lim

x→a
[f(x) + g(x)] = lim

x→a
f(x) + lim

x→a
g(x) = L+M

Ś. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

ś. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมืÉอ M ̸= 0

Ŝ. lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x) = cL เมืÉอ c เป็นคา่คงตวั
ŝ. lim

x→a
|f(x)| = | lim

x→a
f(x)| = |L|

Ş. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมืÉอ n ∈ N

ş. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมืÉอ n ∈ N และ n

√
L ∈ R



śŞ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.ř.Ş จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→1
(2x2 − 4)

Ś. lim
x→0

x+ 1

x− 1

ś. lim
x→1

x
√
x+ 1

Ŝ. lim
x→2

(|x| − x)

วธีิทาํ ใชต้วัอยา่ง Ś.ř.Ŝ และทฤษฎีบทของลมิิต (ทฤษฎีบท??) จะไดว้า่
ř. lim

x→1
(2x2 − 4) = 2

(
lim
x→1

x
)2

− lim
x→1

4 = 2(1)2 − 4 = −2

Ś. lim
x→0

x+ 1

x− 1
=

lim
x→0

x+ lim
x→0

1

lim
x→0

x− lim
x→0

1
=

0 + 1

0− 1
= −1

ś. lim
x→1

x
√
x+ 1 =

(
lim
x→1

x
)√

lim
x→1

x+ lim
x→1

1 = 1
√
1 + 1 =

√
2

Ŝ. lim
x→2

(|x| − x) =
∣∣∣ lim
x→2

x
∣∣∣− lim

x→2
x = |2| − 2 = 0

ตัวอย่าง Ś.ř.ş จงหาคา่ลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

วธีิทาํ สาํหรบั x ̸= 1 จะไดว้า่
x2 − 1

x− 1
=

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= x+ 1

ดงันัÊน
lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x+ 1) = 2

จากตวัอยา่ง Ś.ř.ş จะเห็นวา่ lim
x→1

x2 − 1

x− 1
จะอยู่ในรูป 0

0
จะเรยีกลิมิตดงักลา่วทีÉอยู่ในรูปแบบนีÊ

วา่ รูปแบบยังไม่กาํหนด (indeterminate form) ดงันัÊนโดยทัÉวไป

lim
x→a

f(x)

g(x)
อยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด

ก็ตอ่เมืÉอ lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) และ เขียนแทนดว้ย I.F.
0

0
ลิมิตทีÉอยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนด

หมายถงึลิมิตทีÉยงัไม่ทราบคา่อาจใชก้ารเปลีÉยนรูปของฟังกช์นั หรอืทฤษฎีบทตา่ง ๆ เกีÉยวกบัลิมิต
มาชว่ยในการหาคา่
ตัวอย่าง Ś.ř.Š จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř. lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2

Ś. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h

ś. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

Ŝ. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3



Ś.ř. ลมิติของฟังกช์นั śş

วธีิทาํ เนืÉองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด โดยการเปลีÉยนรูปฟังกช์นัจะไดว้า่
ř. lim

x→2

x2 + x− 6

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 3)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 3) = 5

Ś. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h
= lim

h→0

[(3 + h)− 3]((3 + h) + 3)

h
= lim

h→0

h(6 + h)

h
= lim

h→0
(6 + h) = 6

ś. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2
= lim

x→−2

(x+ 2)(x− 2)(x2 + 4)

x+ 2
= lim

x→−2
(x− 2)(x2 + 4) = −32

Ŝ. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3
= lim

x→−3

(x+ 3)(x2 − 3x+ 9)

x+ 3
= lim

x→−3
(x2 − 3x+ 9) = 27

ตัวอย่าง Ś.ř.š จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x

วธีิทาํ เนืÉองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่
lim

x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x
= lim

x→−2

(x2 − 9)(x2 − 4)

x(x+ 2)

= lim
x→−2

(x2 − 9)(x− 2)(x+ 2)

x(x+ 2)

= lim
x→−2

(x2 − 9)(x− 2)

x

=
(−5)(−4)

−2

= −10

ตัวอย่าง Ś.ř.řŘ จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1

วธีิทาํ เนืÉองจากลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่
lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1
= lim

x→0

(2x)2 − 2 · 2x + 1

2x − 1

= lim
x→0

(2x − 1)(2x − 1)

2x − 1

= lim
x→0

(2x − 1)

= 0

ตัวอย่าง Ś.ř.řř จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−3

2|x+ 1| − |1− x|
x2 − 9

วธีิทาํ พิจารณาคา่ x ใกล้ ๆ −3 (อาจยกตวัอยา่ง x = −2.99 และ x = −3.01 เพืÉอใหเ้ขา้ใจยิÉงขึ Êน)
จะไดว้า่ x+ 1 < 0 และ 1− x > 0 ดงันัÊน

lim
x→−3

2|x+ 1| − |1− x|
x2 − 9

= lim
x→−3

2[−(x+ 1)]− (1− x)

x2 − 9

= lim
x→−3

−(x+ 3)

(x− 3)(x+ 3)

= lim
x→−3

− 1

x− 3

=
1

6



śŠ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.ř.řŚ ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→0

f(x)

x
= 2 จงหาคา่ของ f(3)

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2+ax+b เนืÉองจาก lim
x→0

f(x)

x
ตอ้งอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่ f(0) = 0

ดงันัÊน b = 0 และ
lim
x→0

x2 + ax

x
= 2

lim
x→0

x(x+ a)

x
= 2

lim
x→0

(x+ a) = 2

a = 2

ฉะนัÊน f(x) = x2 + 2x แลว้ f(3) = 32 + 2(3) = 15

ตัวอย่าง Ś.ř.řś จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř. lim
x→1

x− 1√
x− 1 Ś. lim

x→0

4−
√
16 + x

x

วธีิทาํ
ř. lim

x→1

x− 1√
x− 1

= lim
x→1

x− 1√
x− 1

·
√
x+ 1√
x+ 1

= lim
x→1

(x− 1)(
√
x+ 1)

x− 1
= lim

x→1
(
√
x+ 1) = 2

Ś. จะไดว้า่
lim
x→0

4−
√
16 + x

x
= lim

x→0

4−
√
16 + x

x
· 4 +

√
16 + x

4 +
√
16 + x

= lim
x→0

16− (16 + x)

x(4 +
√
16 + x)

= lim
x→0

−x

x(4 +
√
16 + x)

= lim
x→0

−1

4 +
√
16 + x

= −1

8

ตัวอย่าง Ś.ř.řŜ จงหาคา่ลมิิต lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

= lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

·
√

|1− z|√
|1− z|

= lim
z→1

(z − 1)(z + 1)
√

|1− z|
|1− z|

เนืÉองจาก z − 1

|1− z|
= ±1 สาํหรบั z ̸= 1 ดงันัÊน

lim
z→1

z2 − 1√
|1− z|

= lim
z→1

±1(z + 1)
√
|1− z| = 0



Ś.ř. ลมิติของฟังกช์นั śš

ตัวอย่าง Ś.ř.řŝ จงหาคา่ลมิิต lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
ในรูปตวัแปร x

วธีิทาํ วธีิทาํ จะไดว้า่
lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2xh+ h2 − x2

h

= lim
h→0

h(2x+ h)

h

= lim
h→0

(2x+ h) = 2x

ตัวอย่าง Ś.ř.řŞ จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
= lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
·
√
1 + x+

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

·
√
2x+ 1 + 1√
2x+ 1 + 1

= lim
x→0

((1 + x)− (1− x))(
√
2x+ 1 + 1)

(2x+ 1)− 1)(
√
1 + x+

√
1− x)

= lim
x→0

2x(
√
2x+ 1 + 1)

2x(
√
1 + x+

√
1− x)

= lim
x→0

√
2x+ 1 + 1√

1 + x+
√
1− x

=
1 + 1

1 + 1
= 1

ตัวอย่าง Ś.ř.řş จงหาคา่ลมิิต lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1
= lim

x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1
· (

3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

= lim
x→−1

( 3
√
2x+ 1)3 + ( 3

√
2 + x)3

(x+ 1)(( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2)

= lim
x→−1

3(x+ 1)

(x+ 1)(( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2)

= lim
x→−1

3

( 3
√
2x+ 1)2 − 3

√
2x+ 1 3

√
2 + x+ ( 3

√
2 + x)2

=
3

1 + 1 + 1
= 1



ŜŘ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
แบบฝึกหดั Ś.ř

ř. จงแสดงคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊโดยใชนิ้ยาม
ř.ř lim

x→1
1− x ř.Ś lim

x→−1
2x ř.ś lim

x→2

x+ 1

3

Ś. จงแสดงคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
Ś.ř lim

x→0
(x− 1)

√
2 + x Ś.Ś lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
Ś.ś lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ś.ř lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

ś.Ś lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

ś.ś lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

ś.Ŝ lim
x→−1

x
7
3 + x

4
3 − 2x

1
3

x
4
3 + 2x

1
3

ś.ŝ lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

ś.Ş lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

ś.ş lim
x→7

x−3 − x−2 + 7x−1 − 1

7− x

ś.Š lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

Ŝ. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

Ŝ.Ś lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

Ŝ.ś lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

Ŝ.Ŝ lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

Ŝ.ŝ lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

Ŝ.Ş lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4

ŝ. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ŝ.ř lim
x→1

3
√
x− 1√
x− 1

ŝ.Ś lim
x→−1

3
√
7− x− 2√
x+ 2− 1

ŝ.ś lim
x→0

32x − 3x+1 + 2

3x − 1

ŝ.Ŝ lim
x→1

5x+1 − 5x

5x+2

Ş. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊในรูปตวัแปร x

Ş.ř lim
h→0

1
x+h

− 1
x

h

Ş.Ś lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

Ş.ś lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

Ş.Ŝ lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

ş. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1| − 3x+ 1

|1− x| − 2

Š. ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคา่ของ f(4)



Ś.Ś. ลมิติดา้นเดยีว Ŝř

Ś.Ś ลิมติด้านเดยีว
พิจารณาฟังกช์นั f(x) =

√
x แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เป็นจดุลิมิต จะไดว้า่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 0 เมืÉอคา่ x เขา้ใกล้
0 ในลกัษณะ x > 0 เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา แต่เมืÉอ x เขา้ใกลค้า่ 0 ในลกัษณะ x < 0

เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย คา่ของฟังกช์นั f(x) จะไมมี่คา่ในจาํนวนจรงิ ทาํใหล้มิิตของ f(x)

มีเพียงคา่เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา เขียนแทนดว้ย
lim

x→0+
f(x) = 0

เรยีกวา่ ลมิิตขวาของ f(x) เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา
ในทาํนองเดียวกนัลิมิตของ f(x) =

√
−x ทีÉจดุ 0 จะมีคา่เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ยเทา่นัÊน

เรยีกคา่ลิมิตนี Êวา่ลิมิตซา้ยของ f(x) เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย เรยีกลิมิตทัÊงสองแบบนีÊวา่ ลิมติ
ด้านเดยีว (One-sided limit)
บทนิยาม Ś.Ś.ř ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D ∩ (a,∞) แลว้

lim
x→a+

f(x) = L

เรยีกวา่ลิมิตขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้
ใกล้ a ทางดา้นขวาเทา่กบั L ก็ตอ่เมืÉอ

∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ D, a < x < a+ δ → |f(x)− L| < ε

รูปทีÉ Ś.Ś กราฟแสดงนิยามลมิิตขวาของฟังกช์นั

X

Y
y = f(x)

L+ ε

L

a+ δa



ŜŚ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

บทนิยาม Ś.Ś.Ś ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) แลว้
lim

x→a−
f(x) = L

เรยีกวา่ลิมติซ้าย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลิมิตของ f(x) ขณะ x เขา้
ใกล้ a ทางดา้นซา้ยเทา่กบั L ก็ตอ่เมืÉอ

∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, a− δ < x < a → |f(x)− L| < ε

รูปทีÉ Ś.ś กราฟแสดงนิยามลมิิตซา้ยของฟังกช์นั

X

Y
y = f(x)

L

L− ε

aa− δ

ทฤษฎบีท Ś.Ś.ś ให้ f : D → R, D ⊂ R และ a เป็นจดุลิมิตของ D ∩ (−∞, a) และ D ∩ (a,∞)

และ L ∈ R แลว้
lim
x→a

f(x) = L ก็ตอ่เมืÉอ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ŝ ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉมีโดเมน (−4, 5) และเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

จงหาลมิิตทีÉ x = −4,−2, 2, 3 และ 5

วธีิทาํ จากกราฟ แสดงคา่ตา่ง ๆ ของลมิิต ไดด้งัตารางตอ่ไปนีÊ
a lim

x→a−
f(x) lim

x→a+
f(x) lim

x→a
f(x)

−4 - Ŝ -
−2 Ř Ř Ř
2 Ś ś ไมมี่ลมิิต
3 Ś Ś Ś
5 Ř - -



Ś.Ś. ลมิติดา้นเดยีว Ŝś

ตัวอย่าง Ś.Ś.ŝ ฟังกชั์นซกินัม (signum function) เขียนแทนดว้ย sgn นิยามโดย

sgn(x) =


1 เมืÉอ x > 0

0 เมืÉอ x = 0

−1 เมืÉอ x < 0

จงวาดกราฟของฟังกช์นัซกินมั และพิจารณาคา่ของลมิิตของ sgn(x) ทีÉจดุ 0

วธีิทาํ

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

1

−1

จะไดว้า่ lim
x→0−

sgn(x) = −1 และ lim
x→0+

sgn(x) = 1 ดงันัÊน lim
x→0

sgn(x) ไมมี่ลมิิต
ตัวอย่าง Ś.Ś.Ş พิจารณาคา่มิลติ lim

x→2
f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =


√
6− x เมืÉอ 0 < x < 2

4− x เมืÉอ 2 < x < 5

วธีิทาํ จะไดว้า่
lim

x→2+
f(x) = lim

x→2+
(4− x) = 2 และ lim

x→2−
f(x) = lim

x→2+

√
6− x = 2

ดงันัÊน lim
x→2

f(x) = 2

ตัวอย่าง Ś.Ś.ş พิจารณาคา่มิลติ lim
x→4

f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =


√
2x+ 1− 3

x2 − 16
เมืÉอ x > 4

3x+ 1 เมืÉอ x ≤ 4

วธีิทาํ จะไดว้า่
lim

x→4+
f(x) = lim

x→4+

√
2x+ 1− 3

x2 − 16
= lim

x→4+

√
2x+ 1− 3

(x− 4)(x+ 4)
·
√
2x+ 1 + 3√
2x+ 1 + 3

= lim
x→4+

(2x+ 1)− 9

(x− 4)(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

= lim
x→4+

2(x− 4)

(x− 4)(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

= lim
x→4+

2

(x+ 4)(
√
2x+ 1 + 3)

=
2

8(6)
=

1

24

และ lim
x→4−

f(x) = lim
x→4−

(3x+ 1) = 13 ดงันัÊน lim
x→4

f(x) ไมมี่ลมิิต



ŜŜ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
ตอ่ไปจะกลา่วถงึ ฟังกชั์นค่าสัมบรูณ์ (absolute function) นิยามโดย

f(x) = |x| =


x เมืÉอ x > 0

0 เมืÉอ x = 0

−x เมืÉอ x < 0

จะไดว้า่ lim
x→0−

|x| = lim
x→0−

(−x) = 0 และ lim
x→0+

|x| = lim
x→0−

x = 0 ดงันัÊน lim
x→0

|x| = 0

ตัวอย่าง Ś.Ś.Š จงตรวจสอบวา่ lim
x→0

|x|
x

มีลมิิตหรอืไม่
วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1

lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0+

−x

x
= lim

x→0+
−1 = −1

ดงันัÊน lim
x→0

|x|
x

ไมมี่ลมิิต

ตัวอย่าง Ś.Ś.š จงตรวจสอบวา่ lim
x→0

x|x| − x

|x|
มีลมิิตมีหรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา
lim

x→0+

x|x| − x

|x|
= lim

x→0+

x(x)− x

x
= lim

x→0+

x2 − x

x
= lim

x→0+

x(x− 1)

x
= lim

x→0+
(x− 1) = −1

lim
x→0−

x|x| − x

|x|
= lim

x→0−

x(−x)− x

−x
= lim

x→0+

−x2 − x

−x
= lim

x→0+

−x(x+ 1)

−x
= lim

x→0+
(x+ 1) = 1

ดงันัÊน lim
x→0

x|x| − x

|x|
ไมมี่ลมิิต

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŘ จงตรวจสอบวา่ lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

มีลมิิตหรอืไม่

วธีิทาํ จะเห็นวา่ x+ 2 > 0 และ x− 3 < 0 เมืÉอ x เขา้ใกลท้างดา้นขวาของ −2

lim
x→−2+

|x2 − x− 6|
x+ 2

= lim
x→−2+

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2+

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2+

−(x+ 2)(x− 3)

x+ 2
= lim

x→−2+
−(x− 3) = 5

จะเห็นวา่ x+ 2 < 0 และ x− 3 < 0 เมืÉอ x เขา้ใกลท้างดา้นซา้ยของ −2

lim
x→−2−

|x2 − x− 6|
x+ 2

= lim
x→−2−

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2−

|(x+ 2)(x− 3)|
x+ 2

= lim
x→−2−

(x+ 2)(x− 3)

x+ 2
= lim

x→−2+
(x− 3) = −5

ดงันัÊน lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

ไมมี่ลมิิต



Ś.Ś. ลมิติดา้นเดยีว Ŝŝ

ตัวอย่าง Ś.Ś.řř จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1

วธีิทาํ เนืÉองจาก x− 1 < 0 เมืÉอ x เขา้ใกลท้างดา้นซา้ยของ 1 จะไดว้า่

lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1
= lim

x→1−

|x− 1|
x− 1

= lim
x→1−

−(x− 1)

x− 1
= lim

x→1−
−1 = −1

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŚ จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)
วธีิทาํ

lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)
= lim

x→1−

1√
1− x

·
√
1− x√
1− x

(
(x2 + 1)− 2x3

x2 + 1

)
= lim

x→1−

√
1− x

1− x

(
−(2x3 − x2 − 1)

x2 + 1

)
= lim

x→1−

√
1− x

−(x− 1)

(
−(x− 1)(2x2 + x+ 1)

x2 + 1

)
= lim

x→1−

√
1− x(2x2 + x+ 1)

x2 + 1
= 0

ตัวอย่าง Ś.Ś.řś ถา้ lim
x→0

|5x+ 1| − |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= 80 จงหาคา่ของ a

วธีิทาํ เนืÉองจาก 5x+ 1 > 0 และ 5x− 1 < 0 เมืÉอ x เขา้ใกล้ 0 จะไดว้า่
80 = lim

x→0

|5x+ 1| − |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= lim
x→0

(5x+ 1) + (5x− 1)√
x+ a−

√
a

= lim
x→0

10x√
x+ a−

√
a
·
√
x+ a+

√
a√

x+ a+
√
a

= lim
x→0

10x(
√
x+ a+

√
a)

(x+ a)− a

= lim
x→0

10x(
√
x+ a+

√
a)

x

= lim
x→0

10(
√
x+ a+

√
a)

= 20
√
a

จะไดว้า่ √
a = 4 ดงันัÊน a = 16



ŜŞ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
ฟังกชั์นจาํนวนเตม็มากสุด (greatest integer function) นิยามโดย

[x] = จาํนวนเตม็ทีÉมากทีÉสดุทีÉนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั x

เชน่ [1.5] = 1, [−1.1] = −2, [3] = 3

จากนิยามสาํหรบัจาํนวนเตม็ a ใด ๆ จะไดว้า่
lim

x→a+
[x] = a และ lim

x→a−
[x] = a− 1

ถา้ a เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมใ่ชจ่าํนวนเตม็ จะไดว้า่มีจาํนวนเตม็ k ซึÉง k < a < k + 1 ดงันัÊน
lim
x→a

[x] = lim
x→a+

[x] = lim
x→a−

[x] = k

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŜ จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ř. lim

x→1+
x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1+

x+ [x] = 1 + 1 = 2

Ś. lim
x→1−

x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1−

x+ [x] = 1 + 0 = 1

ś. lim
x→1.5

x+ [x]

วธีิทาํ lim
x→1.5

x+ [x] = 1.5 + 1 = 2.5

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŝ จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ř. lim

x→0+

[x] + x

x

วธีิทาํ lim
x→0+

[x] + x

x
= lim

x→0+

0 + x

x
= lim

x→0+
1 = 1

Ś. lim
x→0−

[x] + 1

x

วธีิทาํ lim
x→0−

[x] + 1

x
= lim

x→0−

−1 + 1

x
= lim

x→0−
0 = 0



Ś.Ś. ลมิติดา้นเดยีว Ŝş

แบบฝึกหดั Ś.Ś
ř. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่

ř.ř lim
x→3

(2x+ |x− 3|)

ř.Ś lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

ř.ś lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

ř.Ŝ lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

ř.ŝ lim
x→0−

(
1

x
− 1

|x|

)
ř.Ş lim

x→0+

(
1

|x|
− 1

x

)

Ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่

Ś.ř lim
x→0

|2x− 1| − |2x+ 1|
x

Ś.Ś lim
x→0

3
√
1 + cx− 1

x

Ś.ś lim
x→1

[x− 1]

x− 1

Ś.Ŝ lim
x→0

x

[
1

x

]

Ś.ŝ lim
x→0

[cosx]
Ś.Ş lim

x→0+
[sinx]

Ś.ş lim
x→1

[x] + [−x]

Ś.Š lim
x→1+

x− [x]

x− 1

ś. กาํหนดให้ f(x) =
x3 − 2x+ 5 เมืÉอ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมืÉอ |x| > 2

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

Ŝ. จงหาคา่ของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

ŝ. จงหาคา่ของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

Ş. จงหาจาํนวนจรงิ k ซึÉงทาํให้ lim
x→−3

f(x) มีคา่ เมืÉอ f(x) =

2x+ 5 เมืÉอ x < −3

kx2 + 2 เมืÉอ x ≥ −3

ş. จงหาจาํนวนจรงิ a และ b ซึÉงทาํให้ lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

Š. จงหาจาํนวนจรงิ a ซึÉง lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4



ŜŠ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

Ś.ś ลิมติของฟังกชั์นตรีโกณมติิ
ในหวันี Êนี Êจะกลา่วถงึการหาลมิิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติ โดยอาศยัสมบตัิเบื Êองตน้

ř. |sinx| ≤ |x| ทกุ ๆ x ∈ R

Ś. |cosx− 1| ≤ |x| ทกุ ๆ x ∈ R

ทฤษฎบีท Ś.ś.ř ให้ a ∈ R จะไดว้า่
ř. lim

x→0
sinx = 0

Ś. lim
x→0

cosx = 1

ś. lim
x→a

sinx = sina
Ŝ. lim

x→a
cosx = cosa

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0

ř. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซึÉง |x| < δ จะไดว้า่
|sinx− 0| = |sinx| ≤ |x| < δ = ε

ดงันัÊน lim
x→0

sinx = 0

Ś. เลือก δ = ε ให้ x ∈ R ซึÉง |x| < δ จะไดว้า่
|cosx− 1| ≤ |x| < δ = ε

ดงันัÊน lim
x→0

cosx = 1

ś. ให้ u = x− a โดยขอ้ ř และ Ś จะไดว้า่
lim
x→a

sinx = lim
u+a→a

sin(u+ a)

= lim
u→0

[sinucosa+ cosusina]
= lim

u→0
[sinucosa+ cos(u)sina]

= 0 · cosa+ 1 · sina = sina

ดงันัÊน lim
x→a

sinx = sina

Ŝ. ทาํนองเดียวกบัขอ้ ś (เป็นแบบฝึกหดั)
โดยอาศยัการพิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท Ś.ś.ř จะไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท Ś.ś.Ś ให้ a, k, c ∈ R จะไดว้า่
ř. lim

x→a
sin(kx+ c) = sin(ka+ c) Ś. lim

x→a
cos(kx+ c) = cos(ka+ c)



Ś.ś. ลมิติของฟังกช์นัตรโีกณมติิ Ŝš

ตัวอย่าง Ś.ś.ś จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ř. lim

x→0
tanx

วธีิทาํ lim
x→0

tanx = lim
x→0

sinx
cosx =

0

1
= 0

Ś. lim
x→π

cos2x
x

วธีิทาํ lim
x→π

cos2x
x

=
cos2π

π
=

1

π

เราอาจจะใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติตอ่ไปนีÊมาชว่ยในการหาคา่ลมิิตในรูปแบบตา่ง ๆ
ř. sin2x+ cos2x = 1

Ś. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
ś. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny
Ŝ. sin(2x) = 2sinxcosx =

2tanx
1 + tan2x

ŝ. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

Ş. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

ş. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

Š. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

š. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

řŘ. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

řř. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)
ตัวอย่าง Ś.ś.Ŝ จงหาคา่ของ lim

x→0

cosx− 1

sinx
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

cosx− 1

sinx = lim
x→0

cosx− 1

sinx · cosx+ 1

cosx+ 1

= lim
x→0

cos2x− 1

sinx(cosx+ 1)

= lim
x→0

−sin2x

sinx(cosx+ 1)

= lim
x→0

−sinx
cosx+ 1

=
0

1 + 1
= 0

ตัวอย่าง Ś.ś.ŝ จงหาคา่ของ lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx = lim

x→π

2cos(2x+x
2

)cos(2x−x
2

)

2cos(2x+x
2

)sin(2x−x
2

)

= lim
x→π

cos(x
2
)

sin(x
2
)

=
0

1
= 0



ŝŘ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.ś.Ş จงหาคา่ของ lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)

1 + cos2x− 2sin2x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)

1 + cos2x− 2sin2x
= lim

x→π
4

(cos3x
sin3x

− 1) · 1
sin2x

1 + (2cos2x− 1)− 2sin2x

= lim
x→π

4

(cos3x− sin3x) · 1
sin5x

2cos2x− 2sin2x

= lim
x→π

4

(cosx− sinx)(cos2x+ cosxsinx+ sin2x)

2(cosx− sinx)(cosx+ sinx)sin5x

= lim
x→π

4

cos2x+ cosxsinx+ sin2x

2(cosx+ sinx)sin5x

=
( 1√

2
)2 + ( 1√

2
)( 1√

2
) + ( 1√

2
)2

2( 1√
2
+ 1√

2
)( 1√

2
)5

=
1
2
+ 1

2
+ 1

2

2( 2√
2
)( 1

4
√
2
)

=
3
2
1
2

= 3

ทฤษฎบีท Ś.ś.ş ทฤษฎบีทการบบี (Squeeze theorem)
ให้ f, g, h เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมืÉอ D ⊆ R ถา้

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x ทีÉมีคา่ใกล้ ๆ a

และ lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) แลว้ lim
x→a

f(x) = L

บทพิสูจน์. สมมติวา่ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุๆ x ทีÉมีคา่ใกล้ ๆ a

โดยทีÉ lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) ให้ ε > 0 จะไดว้า่มี δ1 > 0 และ δ2 > 0 ซึÉงทกุ ๆ x ∈ R

ถา้ |x− a| < δ1 แลว้ |g(x)− L| < ε

ถา้ |x− a| < δ2 แลว้ |h(x)− L| < ε

เลือก δ เทา่กบัคา่ตํÉาสดุของ δ1 และ δ2 ให้ x ∈ R ซึÉง |x− a| < δ จะไดว้า่

|g(x)− L| < ε ดงันัÊน − ε+ L < g(x) < ε+ L

|h(x)− L| < ε ดงันัÊน − ε+ L < h(x) < ε+ L

จาก g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทาํใหไ้ดว้า่
−ε+ L < g(x) < f(x) < h(x) < ε+ L

นัÉนคือ |f(x)− L| < ε สรุปไดว้า่ lim
x→a

f(x) = L



Ś.ś. ลมิติของฟังกช์นัตรโีกณมติิ ŝř

ตัวอย่าง Ś.ś.Š จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ř. lim

x→0
x2sin

(
1

x

)
วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ̸= 0 จะไดว้า่ −1 ≤ sin

(
1

x

)
≤ 1

เนืÉองจาก x2 > 0 ทกุ ๆ x ̸= 0 ดงันัÊน

−x2 ≤ x2sin
(
1

x

)
≤ x2

จะไดว้า่ lim
x→0

−x2 = 0 และ lim
x→0

x2 = 0

โดยทฤษฎีบทการบีบสรุปไดว้า่ lim
x→0

x2sin
(
1

x

)
= 0

Ś. lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)
วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ̸= 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos

(π
x

)
≤ 1

เนืÉองจาก sin2x > 0 ทกุ ๆ x ทีÉมีคา่ใกล้ ๆ 0 ดงันัÊน
−sin2x ≤ sin2xcos

(π
x

)
≤ sin2x

จะไดว้า่ lim
x→0

−sin2x = 0 และ lim
x→0

sin2x = 0

โดยทฤษฎีบทการบีบสรุปไดว้า่ lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)
= 0

ตัวอย่าง Ś.ś.š จงหาคา่ของ lim
x→0

xcos
(
2

x

)

วธีิทาํ พิจารณา x > 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos
(
2

x

)
≤ 1 เนืÉองจาก x > 0 ดงันัÊน

−x ≤ xcos
(
2

x

)
≤ x

จะไดว้า่ lim
x→0+

−x = 0 และ lim
x→0+

x = 0 ดงันัÊน lim
x→0+

xcos
(
2

x

)
= 0

และพิจารณา x < 0 จะไดว้า่ −1 ≤ cos
(
2

x

)
≤ 1 เนืÉองจาก x < 0 ดงันัÊน

x ≤ xcos
(
2

x

)
≤ −x

จะไดว้า่ lim
x→0−

−x = 0 และ lim
x→0−

x = 0 ดงันัÊน lim
x→0−

xcos
(
2

x

)
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→0

xcos
(
2

x

)
= 0



ŝŚ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

จากการสงัเกตสมบตัิ |sinx| ≤ |x| แลว้ |sinx|
|x|

≤ 1 เมืÉอ x ̸= 0

ถา้พิจารณากราฟของฟังกช์นั f(x) =
sinx
x

ดงักราฟตอ่ไปนีÊ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

และคาํควณคา่ฟังกช์นั f(x) เมืÉอคา่ของ x ใกล้ ๆ 0 สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนีÊ
x f(x) x f(x)

0.1 0.998334166468282 −0.1 0.998334166468282

0.01 0.999983333416666 −0.01 0.999983333416666

0.001 0.999999833333342 −0.001 0.999999833333342

0.0001 0.999999998333333 −0.0001 0.999999998333333

0.00001 0.999999999983333 −0.00001 0.999999999983333

ทาํใหส้รุปไดว้า่ lim
x→0

sinx
x

= 1 หรอืกลา่วอีกนยัวา่ sinx จะมีคา่ประมาณ x เมืÉอ x มีคา่ใกล้ ๆ 0 และ
สามารถพิสจูนโ์ดยใชท้ฤษฎีบทการบีบดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท Ś.ś.řŘ lim

x→0

sinx
x

= 1

บทพิสูจน์. ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีÉมีคา่ใกล้ ๆ 0 โดยทีÉ x เป็นความยาวบนวงกลมหนึÉงหนว่ยทีÉวดั
จากจดุ R(1, 0) ไปยงั P ในหนว่ยเรเดียน ดงันัÊน P มีพิกดัเป็น (cosx, sinx) จากนัÊนพิจารณาวงกลม
หนึÉงหนว่ยดงัรูป

รูปทีÉ Ś.Ŝ ความสมัพนัธข์อง x บนวงกลมหนึÉงหน่วย

X

Y

O

P

Q

R

S

1
xsinx

cosx



Ś.ś. ลมิติของฟังกช์นัตรโีกณมติิ ŝś

จากรูปทีÉ Ś.Ŝ จะเห็นวา่จะไดค้วามสมัพนัธข์องพื ÊนทีÉดงัตอ่ไปนีÊ
พื ÊนทีÉของ ∆OPS < พื ÊนทีÉของเซเตอร์ OPR < พื ÊนทีÉของ ∆OQR

เนืÉองจาก ∆OPS คลา้ยกบั ∆OQR ดงันัÊน QR

OR
=

PS

OS
ฉะนัÊน

QR = OR · PS

OS
= 1 · sinx

cosx =
sinx
cosx

จะไดว้า่
1

2
OS · PS <

1

2
· 12 · x <

1

2
OR ·QR

cosx · sinx < x < 1 · sinx
cosx

กรณี x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา จะไดว้า่ sinx > 0 นัÉนคือ
cosx <

x

sinx <
1

cosx

เนืÉองจาก lim
x→0+

cosx = 1 และ lim
x→0+

1

cosx = 1 ดงันัÊน lim
x→0+

x

sinx = 1

กรณี x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย จะไดว้า่ sinx < 0 นัÉนคือ
1

cosx <
x

sinx < cosx

เนืÉองจาก lim
x→0−

cosx = 1 และ lim
x→0−

1

cosx = 1 ดงันัÊน lim
x→0−

x

sinx = 1

ฉะนัÊน lim
x→0

x

sinx = 1 ทาํใหส้รุปไดว้า่

lim
x→0

sinx
x

= lim
x→0

1
x

sinx
=

1

1
= 1

ตัวอย่าง Ś.ś.řř จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→0

sinx
tanx

วธีิทาํ lim
x→0

sinx
tanx = lim

x→0
sinx · cosx

sinx = lim
x→0

cosx = 1

Ś. lim
x→0

1− cosx
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

1− cosx
x

= lim
x→0

1− cosx
x

· 1 + cosx
1 + cosx = lim

x→0

1− cos2x

x(1 + cosx)
= lim

x→0

sin2x

x(1 + cosx) = lim
x→0

(sinx
x

) sinx
1 + cosx

= 1 · 0

1 + 1
= 0



ŝŜ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.ś.řŚ จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→0

x+ sinx
xcosx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

x+ sinx
xcosx = lim

x→0

x(1 + sinx
x
)

xcosx = lim
x→0

1 + sinx
x

cosx =
1 + 1

1
= 2

Ś. lim
x→0

x− tanx
sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

x− tanx
sinx = lim

x→0

x− sinx
cosx

sinx = lim
x→0

(
x

sinx − 1

cosx
)

= (1− 1) = 0

ś. lim
x→0

secx− cosx
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

secx− cosx
x

= lim
x→0

1
cosx − cosx

x
= lim

x→0

1− cos2x

xcosx
= lim

x→0

sin2x

xcosx = lim
x→0

(sinx
x

) sinx
cosx

= 1 · 0
1
= 0

Ŝ. lim
x→0

tanx− sinx
x3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด จะไดว้า่

lim
x→0

tanx− sinx
x3

= lim
x→0

sinx
cosx − sinx

x3
= lim

x→0

sinx( 1
cosx − 1)

x3

= lim
x→0

sinx(1− cosx)
x3cosx

= lim
x→0

sinx(1− cosx)
x3cosx · 1 + cosx

1 + cosx
= lim

x→0

sinx(1− cos2x)

x3cosx(1 + cosx)
= lim

x→0

sinxsin2x

x3cosx(1 + cosx)
= lim

x→0

(sinx
x

)3
1

cosx(1 + cosx)
= 13 · 1

1(1 + 1)
=

1

2



Ś.ś. ลมิติของฟังกช์นัตรโีกณมติิ ŝŝ

บทแทรก Ś.ś.řś ให้ u เป็นฟังกช์นัทีÉขึ Êนกบัตวัแปร x และมีคา่เมืÉอ x มีคา่ใกล้ ๆ a

ถา้ lim
x→a

u(x) = 0 แลว้ lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= 1

บทพิสูจน์. ถา้ lim
x→a

u(x) = 0 จะไดว้า่ u → 0 เมืÉอ x → a โดยทฤษฎีบท Ś.ś.řŘ สรุปไดว้า่

lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= lim
u→0

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอย่าง Ś.ś.řŜ จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ř. lim

x→0

sin2x
x

วธีิทาํ ให้ u(x) = 2x จะไดว้า่ lim
x→0

u(x) = 0 ดงันัÊน

lim
x→0

sin2x
x

= lim
x→0

2

(sin2x
2x

)
= 2 · lim

x→0

sinu(x)
u(x)

= 2 · 1 = 2

Ś. lim
x→0

sin24x

5x2

วธีิทาํ ให้ u(x) = 4x จะไดว้า่ lim
x→0

u(x) = 0 ดงันัÊน

lim
x→0

sin24x

5x2
= lim

x→0

16

5

(sin24x

16x2

)
=

16

5
· lim
x→0

(sinu(x)
u(x)

)2

=
16

5
· 12 = 16

5

ตัวอย่าง Ś.ś.řŝ จงหาลมิิตของ lim
x→0

sin5x− sin3x
tanx

วธีิทาํ จะไดว้า่
lim
x→0

sin5x− sin3x
tanx = lim

x→0

sin5x− sin3x
sinx
cosx

= lim
x→0

cosx
(sin5x− sin3x

sinx
)

= lim
x→0

cosx
( sin5x

x
− sin3x

x
sinx
x

)
= lim

x→0
cosx

(
5 · sin5x

5x
− 3 · sin3x

3x
sinx
x

)

= 1

(
5 · 1− 3 · 1

1

)
= 2

ตัวอย่าง Ś.ś.řŞ จงหาลมิิตของ lim
x→π

sinx
x− π

วธีิทาํ ให้ u = x− π จะไดว้า่ lim
x→π

u(x) = 0 เนืÉองจาก sin(x− π) = −sinx ดงันัÊน

lim
x→π

sinx
x− π

= lim
x→π

−sin(x− π)

x− π
= − lim

x→π

sinu(x)
u(x)

= −1



ŝŞ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
แบบฝึกหดั Ś.ś

ř. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่

ř.ř lim
x→0

x2sin
(
x2π

x

)
ř.Ś lim

x→0
x2sin

(xπ
x2

)
ř.ś lim

x→0
tan2xcos

(
3

x− 1

)
ř.Ŝ lim

x→0
cosx

√
sin2x

ř.ŝ lim
x→0

√
x2 + x3cos

(
x+ 1

π

)
ř.Ş lim

x→π

cos3x− cosx
sin3x+ sinx

Ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่

Ś.ř lim
x→0

tanx
4x

Ś.Ś lim
x→0

tan3x
tan5x

Ś.ś lim
x→0

tan5x
sin5x

Ś.Ŝ lim
x→0

sin2x
sin3x

Ś.ŝ lim
x→0

sin4x

x2

Ś.Ş lim
x→−3

sin(x+ 3)

x2 + 2x− 3

Ś.ş lim
x→0

x+ tanx
sinx

Ś.Š lim
x→0

x2

1− cos3x

Ś.š lim
x→0

1− cos4x

x2

Ś.řŘ lim
x→0+

x

1− cos√x

Ś.řř lim
x→0

x2cotx
Ś.řŚ lim

x→0

x

x+ sinx
Ś.řś lim

x→0

xsinx
1− cosx

Ś.řŜ lim
x→0

sin42x

3x4

Ś.řŝ lim
x→0

x2sin2 1

x

Ś.řŞ lim
x→0

x6cosπ
x

Ś.řş lim
x→0+

√
xesin 1

x

Ś.řŠ lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

ś. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่
ś.ř lim

x→0

x

xcosx+ sinx
ś.Ś lim

x→0

cos3x− 2cos2x− cosx+ 2

x2

ś.ś lim
x→0

xcosx− sinx
x

ś.Ŝ lim
x→0

1− cosxsin2x− cos2x

x3

ś.ŝ lim
x→0

sin5x− sin3x
x

ś.Ş lim
x→0

sin7x+ sinx
cos7x− cosx

Ŝ. จงหาคา่ของ lim
x→π

sinx
1 + cosx

ŝ. ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีÉมีโดเมนเป็นจาํนวนจรงิ ถา้ lim
x→0

f(x)cosx = 0 จงหา lim
x→0

f(x)



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ ŝş

Ś.Ŝ ลิมติเกีÉยวกับอนันต์
พิจารณาฟังกช์นั f(x) =

2x

x2 + 1
แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−1

1

จะเห็นวา่เมืÉอ x มีคา่เพิÉมขึ Êนอยา่งไมมี่ขีดจาํกดั f(x) จะมีคา่เขา้ใกล้ 0 เขียนแทนดว้ย
lim

x→∞
f(x) = 0

และเมืÉอ x มีคา่ลดลงอยา่งไมมี่ขีดจาํกดั f(x) จะมีคา่เขา้ใกล้ 0 เขียนแทนดว้ย
lim

x→−∞
f(x) = 0

การพิสจูนท์ฤษฎีบทเกีÉยวกบัลิมิตอนนัตอ์าศยั สมบัติอารค์ิมีดสี (Archemedean properties)
ทีÉกลา่วไวว้า่ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่

ř. มีจาํนวนเตม็บวก n ซึÉง x < n

Ś. ถา้ x > 0 จะมีจาํนวนเตม็บวก n ซึÉง 1

n
< x

บทนิยาม Ś.Ŝ.ř ให้ f : D → R โดยทีÉ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั แลว้
lim

x→∞
f(x) = L

ก็ตอ่เมืÉอ ∀ε > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → |f(x)− L| < ε

บทนิยาม Ś.Ŝ.Ś ให้ f : D → R โดยทีÉ D = (−∞, a) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั แลว้
lim

x→−∞
f(x) = L

ก็ตอ่เมืÉอ ∀ε > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → |f(x)− L| < ε



ŝŠ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.ś ให้ x เป็นจาํนวนจรงิทีÉไมศ่นูย์ จะไดว้า่

ř. lim
x→∞

1

x
= 0 Ś. lim

x→−∞

1

x
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 โดยสมบตัิอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซึÉง 1

N
< ε

ř. ให้ x ∈ R ซึÉง x > N > 0 นัÉนคือ 1

x
<

1

N
ดงันัÊน∣∣∣∣1x − 0

∣∣∣∣ = 1

x
<

1

N
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→∞

1

x
= 0

Ś. ให้ x ∈ R ซึÉง x < −N < 0 นัÉนคือ 1

−x
<

1

N
ดงันัÊน∣∣∣∣1x − 0

∣∣∣∣ = 1

−x
<

1

N
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→−∞

1

x
= 0

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.Ŝ ให้ x > 0 และ r เป็นจาํนวนตรรกยะบวก แลว้ lim
x→∞

1

xr
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 แลว้ (ε)
1
r > 0 โดยสมบตัิอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซึÉง 1

N
< (ε)

1
r

ให้ x > 0 ซึÉง x > N > 0 แลว้ xr > N r > 0 นัÉนคือ 1

xr
<

1

N r
ดงันัÊน∣∣∣∣ 1xr

− 0

∣∣∣∣ = 1

xr
<

1

N r
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→∞

1

xr
= 0

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.ŝ ให้ x < 0 และ r เป็นจาํนวนเตม็บวก แลว้ lim
x→−∞

1

xr
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 แลว้ (ε)
1
r > 0 โดยสมบตัิของอารค์ิมีดีสมีจาํนวนเตม็บวก N ซึÉง 1

N
< (ε)

1
r

ให้ x < 0 ซึÉง x < −N < 0 แลว้ (−x)r > N r > 0 นัÉนคือ 1

(−x)r
<

1

N r
ดงันัÊน

∣∣∣∣ 1xr
− 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1x
∣∣∣∣r = (−1

x

)r

=
1

(−x)r
<

1

N r
< ε

สรุปไดว้า่ lim
x→−∞

1

xr
= 0



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ ŝš

ในทาํนองเดียวกบัลมิิตของฟังกช์นัทีÉจดุ a เมืÉอพิจารณาลมิิตของฟังกช์นัเมืÉอ x เขา้ใกล้ ∞ จะได้
ทฤษฎีบท Ś.Ŝ.Ş (จะละการพิสจูนไ์วใ้นวิชานี Ê)
ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.Ş ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R โดยทีÉ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั
ถา้ lim

x→∞
f(x) = L และ lim

x→∞
g(x) = M เมืÉอ L,M ∈ R แลว้

ř. lim
x→∞

[f(x) + g(x)] = lim
x→∞

f(x) + lim
x→∞

g(x) = L+M

Ś. lim
x→∞

f(x) · g(x) = lim
x→∞

f(x) · lim
x→∞

g(x) = LM

ś. lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

lim
x→∞

f(x)

lim
x→∞

g(x)
=

L

M
เมืÉอ M ̸= 0

Ŝ. lim
x→∞

cf(x) = c lim
x→∞

f(x) = cL เมืÉอ c เป็นคา่คงตวั
ŝ. lim

x→∞
|f(x)| = | lim

x→∞
f(x)| = |L|

Ş. lim
x→∞

(f(x))n =
(

lim
x→∞

f(x)
)n

= Ln เมืÉอ n ∈ N

ş. lim
x→∞

n
√

f(x) = n

√
lim

x→∞
f(x) =

n
√
L เมืÉอ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

สาํหรบัลิมิตของฟังกช์นัเมืÉอ x เขา้ใกล้ −∞ ได้ผลลพัธ์เชน่เดียวกบัทฤษฎีบท Ś.Ŝ.Ş แต่ไม่ขอ
เขียนไว้ ณ ทีÉนี Ê แตน่าํไปใชไ้ดเ้ชน่กนั

สาํหรบั lim
x→∞

f(x) = ∞ และ lim
x→∞

g(x) = ∞ จะกลา่วไดว้า่

lim
x→∞

f(x)

g(x)
และ lim

x→∞
(f(x)− g(x)) อยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด

เขียนแทนดว้ย I.F.
∞
∞

และ I.F.∞−∞ ตามลาํดบั

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ş พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.
∞
∞

จะไดว้า่

lim
x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3
= lim

x→∞

x3(3− 4
x3 )

x3( 2
x
+ 1)

= lim
x→∞

3− 4
x3

2
x
+ 1

=
3− 0

0 + 1
= 3

Ś. lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.
∞
∞

จะไดว้า่

lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1
= lim

x→−∞

x3( 1
x
− 4

x2 )

x3( 1
x2 + 1 + 1

x3 )
= lim

x→−∞

1
x
− 4

x2

1
x2 + 1 + 1

x3

=
0− 0

0 + 1 + 0
= 0



ŞŘ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Š พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞

x
4
3 − 2

√
x

x
√
x+ 3

√
x

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→∞

x
4
3 − 2

√
x

x
√
x+ 3

√
x
= lim

x→∞

x
4
3 − 2x

1
2

x
3
2 + x

1
3

= lim
x→∞

x
3
2 ( 1

x
1
6
− 2

x
)

x
3
2 (1 + 1

x
7
6
)

= lim
x→∞

1

x
1
6
− 2

x

1 + 1

x
7
6

=
0− 0

1 + 0
= 0

Ś. lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1

วธีิทาํ จะไดว้า่

lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1
= lim

x→∞

√
x4(1 + 1

x2 ) + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

√
x4

√
1 + 1

x2 + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

x2
√
1 + 1

x2 + x

x2(3− 1
x3 )

= lim
x→∞

x2
(√

1 + 1
x2 +

1
x

)
x2(3− 1

x3 )

= lim
x→∞

√
1 + 1

x2 +
1
x

3− 1
x3

=

√
1 + 0 + 0

3− 0
=

1

3

ś. lim
x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

วธีิทาํ จะไดว้า่
lim

x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x
)√

x2(25− 6
x2 )

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x
)

√
x2

√
25− 6

x2

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x
)

|x|
√

25− 6
x2

= lim
x→−∞

x(10 + 3
x
)

−x
√

25− 6
x2

= lim
x→−∞

10 + 3
x

−
√
25− 6

x2

=
10 + 0

−
√
25− 0

= −2



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ Şř

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.š พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞

(√
x2 + 2− x

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

(√
x2 + 2− x

)
= lim

x→∞

(√
x2 + 2− x

)
·
√
x2 + 2 + x√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

(x2 + 2)− x2

√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

2√
x2 + 2 + x

= lim
x→∞

2√
x2(1 + 2

x2 ) + x
= lim

x→∞

2
√
x2

√
1 + 2

x2 + x

= lim
x→∞

2

x
√

1 + 2
x2 + x

= lim
x→∞

2

x
(√

1 + 2
x2 + 1

)
= lim

x→∞

2
x√

1 + 2
x2 + 1

=
0√

1 + 0 + 1
= 0

Ś. lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)
= lim

x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− (x− 1)

)
·
√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

(x2 + 3x+ 1)− (x− 1)2√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

(x2 + 3x+ 1)− (x2 − 2x+ 1)√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x√
x2 + 3x+ 1 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x√
x2(1 + 3

x
+ 1

x2 ) + (x− 1)

= lim
x→∞

5x
√
x2

√
1 + 3

x
+ 1

x2 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x

x
√
1 + 3

x
+ 1

x2 + (x− 1)

= lim
x→∞

5x

x
(√

1 + 3
x
+ 1

x2 + 1− 1
x

)
= lim

x→∞

5√
1 + 3

x
+ 1

x2 + 1− 1
x

=
5√

1 + 0 + 0 + 1− 0
=

5

2



ŞŚ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŘ จงหาลมิิตของ lim

x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
= lim

x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
·
√
x2 − x− x√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

(x2 − x)− x2

√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

−x√
x2 − x− x

= lim
x→−∞

−x√
x2(1− 1

x
)− x

= lim
x→−∞

−x
√
x2

√
1− 1

x
− x

= lim
x→−∞

−x

|x|
√

1− 1
x
− x

= lim
x→−∞

−x

−x
√
1− 1

x
− x

= lim
x→−∞

−x

−x
(√

1− 1
x
+ 1
)

= lim
x→−∞

1√
1− 1

x
+ 1

=
1√

1− 0 + 1
=

1

2

ตอ่ไปนีÊจะขยายแนวคิดมากจากทฤษฎีบทการบีบ ทาํให้ได้ทฤษฎีบททีÉคลา้ยคลงึกนัเรยีกวา่
ทฤษฎีบทการบีบสาํหรบัลมิิตทีÉอนนัต์
ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.řř ทฤษฎบีทการบบีสาํหรับลิมติทีÉอนันต์
ให้ f, g, h เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมืÉอ D ⊆ R

ř. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ lim
x→∞

g(x) = L = lim
x→∞

h(x) แลว้ lim
x→∞

f(x) = L

Ś. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x < K สาํหรบับางคา่ K < 0

และ lim
x→−∞

g(x) = M = lim
x→−∞

h(x) แลว้ lim
x→−∞

f(x) = M



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ Şś

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŚ พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞

sinx
x2

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่ −1 ≤ sinx < 1 ถา้ x > 0 จะไดว้า่

− 1

x2
≤ sinx

x2
≤ 1

x2

เนืÉองจาก lim
x→∞

− 1

x2
= 0 และ lim

x→∞

1

x2
= 0 ดงันัÊน lim

x→∞

sinx
x2

= 0

Ś. lim
x→−∞

1

x
cosx

วธีิทาํ สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่ −1 ≤ cosx < 1 ถา้ x < 0 จะไดว้า่
1

x
≤ cosx

x
≤ −1

x

เนืÉองจาก lim
x→∞

1

x
= 0 และ lim

x→∞
−1

x
= 0 ดงันัÊน lim

x→∞

cosx
x

= 0

ś. lim
x→∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2

วธีิทาํ โดยขอ้ ř และการจดัรูปจะไดว้า่

lim
x→∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2

= lim
x→∞

x2(1− 5 · sinx
x2 )

x2( 7
x
+ 2)

= lim
x→∞

1− 5 · sinx
x2

7
x
+ 2

=
1− 5 · 0
0 + 2

=
1

2

โดยทฤษฎีบท Ś.ś.řŘ พิสจูนไ์ดใ้นทาํนองเดียวกนัจะไดว้า่
ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.řś ให้ u เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมืÉอ D ⊆ R

ř. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = 0 แลว้

lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

Ś. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = 0 แลว้

lim
x→−∞

sinu(x)
u(x)

= 1



ŞŜ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŜ พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞
xsin

(
1

x

)
วธีิทาํ ให้ u(x) = 1

x
จะไดว้า่ lim

x→∞
u(x) = 0 ดงันัÊน

lim
x→∞

xsin
(
1

x

)
= lim

x→∞

sin ( 1
x

)
1
x

= lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

Ś. lim
x→−∞

xsin
(π
x

)
วธีิทาํ ให้ u(x) = π

x
จะไดว้า่ lim

x→−∞
u(x) = 0 ดงันัÊน

lim
x→−∞

xsin
(π
x

)
= lim

x→−∞
π ·

sin (π
x

)
π
x

= π · lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= π · 1 = π

ś. lim
x→∞

xsin
(

1

2x+ 1

)
วธีิทาํ ให้ u(x) = 1

2x+ 1
จะไดว้า่ lim

x→∞
u(x) = 0 ดงันัÊน

lim
x→∞

xsin
(

1

2x+ 1

)
= lim

x→∞

1

2
(2x+ 1− 1)sin

(
1

2x+ 1

)
= lim

x→∞

1

2

[
(2x+ 1)sin

(
1

2x+ 1

)
− sin

(
1

2x+ 1

)]
= lim

x→∞

1

2

[sin ( 1
2x+1

)
1

2x+1

− sin
(

1

2x+ 1

)]

= lim
x→∞

1

2

[sinu(x)
u(x)

− sinu(x)
]

=
1

2
(1− sin0) = 1

2

บทนิยาม Ś.Ŝ.řŝ ให้ f : D → R โดยทีÉ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั
ř. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั แลว้ lim

x→∞
f(x) = +∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) > M

Ś. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→−∞

f(x) = +∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) > M

ś. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→∞

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M < 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) < M

Ŝ. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั แลว้ lim
x→−∞

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M < 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) < M



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ Şŝ
จากบทนิยาม Ś.Ŝ.řŝ อาจนาํไปใชใ้นการตรวจสอบคา่คอ่นขา้งยาก เราอาจจะใชท้ฤษฎีบทตอ่

ไปนีÊในการตรวจสอบไดเ้ชน่กนั (การพิสจูนข์อละไวใ้นวิชานี Ê)
ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.řŞ ให้ f เป็นฟังกช์นั แลว้

ř. ถา้ ∃M > 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→∞
f(x) = ∞

Ś. ถา้ ∃M > 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→∞
f(x) = −∞

ś. ถา้ ∃M < 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→−∞
f(x) = ∞

Ŝ. ถา้ ∃M < 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→−∞
f(x) = −∞

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řş พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞

x2

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1 + x
เลือก M = 1 เห็นไดช้ดัวา่ f(x) =

x2

1 + x
> 0 ทกุ ๆ x > 1 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
+

1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันัÊน lim
x→∞

x2

1 + x
= +∞

Ś. lim
x→∞

x2

1− x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1− x
เลือก M = 2 จะไดว้า่ 1 − x < 0 และ x2 > 0 เมืÉอ x > 2 ดงันัÊน

f(x) =
x2

1− x
< 0 ทกุ ๆ x > 2 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1− x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
− 1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันัÊน lim
x→∞

x2

1− x
= −∞

ś. lim
x→−∞

x3

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x3

1 + x
เลือก M = −3 จะไดว้า่ 1 + x < 0 และ x3 < 0 เมืÉอ x < −3 ดงันัÊน

f(x) =
x3

1 + x
> 0 ทกุ ๆ x < −3 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x3
= lim

x→∞

(
1

x3
− 1

x2

)
= 0 + 0 = 0

ดงันัÊน lim
x→−∞

x3

1 + x
= +∞



ŞŞ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

Ŝ. lim
x→−∞

x2

1 + x

วธีิทาํ ให้ f(x) = x2

1 + x
เลือก M = −3 จะไดว้า่ 1 + x < 0 และ x2 > 0 เมืÉอ x < −3 ดงันัÊน

f(x) =
x2

1 + x
< 0 ทกุ ๆ x < −3 และ

lim
x→∞

1

f(x)
= lim

x→∞

1 + x

x2
= lim

x→∞

(
1

x2
+

1

x

)
= 0 + 0 = 0

ดงันัÊน lim
x→−∞

x2

1 + x
= −∞

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.řŠ ให้ u เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R

ř. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

arctanu(x) = π

2

Ś. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

arctanu(x) = π

2

ś. ถา้ D = (a,∞) เมืÉอ a เป็นคา่คงตวั และ lim
x→∞

u(x) = −∞ แลว้

lim
x→∞

arctanu(x) = −π

2

Ŝ. ถา้ D = (−∞, b) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั และ lim
x→−∞

u(x) = −∞ แลว้

lim
x→−∞

arctanu(x) = −π

2

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řš พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞
arctan(1 + x2)

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→∞

(1 + x2) = +∞ ดงันัÊน lim
x→∞

arctan(1 + x2) =
π

2

Ś. lim
x→−∞

arctan(1− x2)

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→−∞

(1− x2) = −∞ ดงันัÊน lim
x→−∞

arctan(1− x2) = −π

2



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ Şş

บทนิยาม Ś.Ŝ.ŚŘ ให้ f : D → R โดยทีÉ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้
lim
x→a

f(x) = ∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) > M

บทนิยาม Ś.Ŝ.Śř ให้ f : D → R โดยทีÉ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้
lim
x→a

f(x) = −∞

ก็ตอ่เมืÉอ ∀M < 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) < M

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŚŚ จงพิสจูนว์า่ lim
x→0+

1

x2
= +∞

บทพิสูจน์. ให้ M > 0 เลือก δ =
1√
M

> 0 ให้ x ∈ R ซึÉง 0 < |x| < δ ฉะนัÊน x2 < δ2 นัÉนคือ
1

x2
>

1

δ2
= M

ดงันัÊน lim
x→0+

1

x2
= +∞

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Śś จงพิสจูนว์า่ lim
x→1+

1

1− x
= −∞

บทพิสูจน์. ให้ M < 0 เลือก δ = − 1

M
> 0 ให้ x ∈ R ซึÉง 0 < x− 1 < δ ฉะนัÊน −δ < 1− x < 0

นัÉนคือ
1

1− x
<

1

−δ
= M

ดงันัÊน lim
x→1+

1

1− x
= −∞

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŚŜ กราฟของฟังกช์นั y = f(x) แสดงดงันี Ê

X

Y
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ŞŠ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

จะไดค้า่ของลมิิตดงัตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→∞
f(x) = 1

Ś. lim
x→−∞

f(x) = 1

ś. lim
x→1+

f(x) = +∞

Ŝ. lim
x→1−

f(x) = −∞

ŝ. lim
x→−1+

f(x) = −∞

Ş. lim
x→−1−

f(x) = +∞

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.Śŝ ให้ f : D → R โดยทีÉ D ⊆ R และ a เป็นจดุลมิิตของ D แลว้
ř. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim

x→a

1

f(x)
= 0 แลว้

lim
x→a

f(x) = ∞

Ś. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว้

lim
x→a

f(x) = −∞

ś. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ) ∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a+
f(x) = ∞

Ŝ. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ) ∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a+
f(x) = −∞

ŝ. ถา้ ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a) ∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a−
f(x) = ∞

Ş. ถา้ ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a) ∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว้ lim

x→a−
f(x) = −∞

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŚŞ พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ โดยใชท้ฤษฎีบท Ś.Ŝ.Śŝ
ř. lim

x→1

x

(x− 1)2

วธีิทาํ ให้ f(x) = x

(x− 1)2

เลือก δ = 1 จะไดว้า่ (x− 1)2 > 0 และ x > 0 เมืÉอ x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) ดงันัÊน

f(x) =
x

(x− 1)2
> 0 ทกุ ๆ x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2)

และ
lim
x→1

1

f(x)
= lim

x→1

(x− 1)2

x
=

0

1
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→1

x

(x− 1)2
= +∞

Ś. lim
x→2+

1− x

x2 − 4

วธีิทาํ ให้ f(x) = 1− x

x2 − 4

เลือก δ = 1 จะไดว้า่ x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2) > 0 และ 1− x < 0 เมืÉอ x ∈ (2, 3) ดงันัÊน



Ś.Ŝ. ลมิติเกีÉยวกบัอนนัต์ Şš

f(x) =
1− x

x2 − 4
< 0 ทกุ ๆ x ∈ (2, 3)

และ
lim
x→1

1

f(x)
= lim

x→1

x2 − 4

1− x
=

0

−1
= 0

สรุปไดว้า่ lim
x→1

1− x

x2 − 4
= −∞

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Śş จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)
= lim

x→0

(
1

x
− 1

x(x+ 1)

)
= lim

x→0

(x+ 1)− 1

x(x+ 1)

= lim
x→0

x

x(x+ 1)

= lim
x→0

1

x+ 1
=

1

1 + 0
= 1

Ś. lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞∞ จะไดว้า่

lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

= lim
x→0

x+1
x

x−1
x

= lim
x→0

x+ 1

x− 1
=

0 + 1

0− 1
= −1

ś. lim
y→0+

(coty − cscy)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตดงักลา่วอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
y→0+

(coty − cscy) = lim
y→0+

cosy − 1

siny
= lim

y→0+

cosy − 1

siny · cosy + 1

cosy + 1

= lim
y→0+

cos2y − 1

siny(cosy + 1)

= lim
y→0+

−sin2y

siny(cosy + 1)

= lim
y→0+

−siny
cosy + 1

=
0

1 + 1
= 0



şŘ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
แบบฝึกหดั Ś.Ŝ

ř. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
x→∞

(
1

x 3
√
x
+ 3

)
ř.Ś lim

x→−∞

(2x+ 5)5(x− 8)7

(x3 − 2)2(3x+ 1)4

ř.ś lim
x→∞

x3 + x+ 1

4 + x2 + 3x3

ř.Ŝ lim
x→∞

7x2 − 4

2x4 + x

ř.ŝ lim
x→∞

|x2 − 1|
x2 + 1

ř.Ş lim
x→∞

(√
x2 + 3x− x

)
ř.ş lim

x→∞

(√
x2 + ax−

√
x2 + bx

)

ř.Š lim
x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)
ř.š lim

x→−∞

(
3
√
x3 + x− 3

√
x3 + 1

)
ř.řŘ lim

z→−∞

√
8 + z2

z + 4

ř.řř lim
x→−∞

√
9x6 − x

x3 + 1

ř.řŚ lim
x→−∞

3
√
x3 + 2x− 1

ř.řś lim
x→−∞

x3 − x+ 6

3x2 − x

ř.řŜ lim
x→∞

8− x2

√
2x2 − x+ 1

Ś. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ
Ś.ř lim

x→0+
arctan(ℓnx)

Ś.Ś lim
x→−∞

cos ( 1
x

)
x

Ś.ś lim
x→∞

arctan(ex)

Ś.Ŝ lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

Ś.ŝ lim
x→∞

xsin2

(
2

x

)
Ś.Ş lim

x→−∞

cosxsin3x
ℓn(−x)

ś. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

ś.ř lim
x→1+

1
3
√
x− 1

ś.Ś lim
x→−3−

1√
−x− 3

ś.ś lim
x→−1+

3
√
x− 2x+ x

4
3

x2 − 8x− 9

ś.Ŝ lim
x→−2−

x2 + x+ 4− 3

x2 + x− 2

ś.ŝ lim
x→5−

[x]− x

5− x

ś.Ş lim
x→3

x2 − 2x+ 6

x2 + 2x− 15

Ŝ. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř lim
x→∞

sinx√
x

Ŝ.Ś lim
x→∞

sin(x− 1)

3x− 3

Ŝ.ś lim
x→−∞

x2sin
(

2

x2

)
Ŝ.Ŝ lim

x→−∞
(x− π)tan

(
π

x− π

)

ŝ. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1

(
1

1− x
− 1

2− 3x+ x2

)



Ś.ŝ. ความตอ่เนืÉอง şř

Ś.ŝ ความต่อเนืÉอง
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัซึÉงมีความสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสั จะ

เริÉมตน้จากการพิจารณาลกัษณะของกราฟตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Ś.ŝ ตวัอยา่งฟังกช์นัความตอ่เนืÉองและไมต่อ่เนืÉอง ś รูปแบบ

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f1

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f2

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดว้า่ฟังกช์นั f1 และ f2 ไมมี่ตอ่เนืÉองทีÉ x = 1 แต่ f3 ตอ่เนืÉองทีÉ x = 1

บทนิยาม Ś.ŝ.ř ให้ f : D → R โดยทีÉ D ⊆ R และ a ∈ D แลว้ f ต่อเนืÉอง (continuous) ทีÉจดุ a

ก็ตอ่เมืÉอ

ř. lim
x→a

f(x) มีคา่ และ Ś. lim
x→a

f(x) = f(a)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Ś จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = a หรอืไม่

ř. f(x) =

3x2 − 2x+ 1 เมืÉอ x ̸= 1

1 + x เมืÉอ x = 1
; a = 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f(1) = 2 และ
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(3x2 − 2x+ 1) = 3− 2 + 1 = 2

นัÉนคือ lim
x→1

f(x) = 2 = f(1) ดงันัÊน f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = 1

Ś. f(x) =

|x|+ 3 เมืÉอ x ≤ −1

|x| − 1 เมืÉอ x > −1
; a = −1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f(−1) = 4 และ
lim

x→−1−
f(x) = lim

x→−1−
|x|+ 3 = 4

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1−

|x| − 1 = 0

นัÉนคือ lim
x→−1

f(x) ไมมี่ลมิิต ดงันัÊน f ไมต่อ่เนืÉองทีÉจดุ x = −1
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ś. f(x) =

x−2 เมืÉอ x ̸= 0

1 เมืÉอ x = 0
; a = 0

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x−2 = +∞ จะไดว้า่ lim
x→0

f(x) ไมมี่ลมิิต
ดงันัÊน f ไมต่อ่เนืÉองทีÉจดุ x = 0

ตัวอย่าง Ś.ŝ.ś กาํหนดให้ f(x) = x2 − x− 2

x− 2
เมืÉอ x ̸= 2 ตอ้งนิยาม f(2) ใหมี้คา่เทา่ใด เพืÉอทาํให้

f ตอ่เนืÉองทีÉ x = 2

วธีิทาํ จะเห็นวา่
lim
x→2

f(x) = lim
x→2

x2 − x− 2

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 1)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 1) = 3

ดงันัÊนนิยาม f(2) = 3 จะทาํใหไ้ดว้า่ f ตอ่เนืÉองทีÉ x = 2 นัÉนคือ

f(x) =


x2 − x− 2

x− 2
เมืÉอ x ̸= 2

3 เมืÉอ x = 2

ทฤษฎบีท Ś.ŝ.Ŝ ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉจดุ a และ c เป็นคา่คงตวั แลว้ฟังกช์นัตอ่ไปนี Ê
ตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

ř. f + g

Ś. f − g

ś. fg

Ŝ. cf

ŝ. f

g
เมืÉอ g(a) ̸= 0

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉจดุ a จะไดว้า่
lim
x→a

f(x) = f(a) และ lim
x→a

g(x) = g(a)

ř. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = f(a) + g(a)

ดงันัÊน f + g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

Ś. lim
x→a

[f(x)− g(x)] = lim
x→a

f(x)− lim
x→a

g(x) = f(a)− g(a)

ดงันัÊน f − g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

ขอ้ ś-ŝ เป็นแบบฝึกหดั
บทนิยาม Ś.ŝ.ŝ ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองทางขวา (continuous from the right) ทีÉจดุ a ถา้

lim
x→a+

f(x) = f(a)

และ f ต่อเนืÉองทางซ้าย (continuous from the left) ทีÉจดุ a ถา้
lim

x→a−
f(x) = f(a)
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บทนิยาม Ś.ŝ.Ş ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f)

ř. กรณีทีÉ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ I

Ś. กรณีทีÉ I = [c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืÉองทางซา้ยทีÉจดุ d และ f ตอ่เนืÉองทางขวาทีÉจดุ c

ś. กรณีทีÉ I = [c, d)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืÉองทางขวาทีÉจดุ c

Ŝ. กรณีทีÉ I = (c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอ่เนืÉองทางซา้ยทีÉจดุ d

ŝ. กรณีทีÉ I = (−∞, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f ตอ่เนืÉองทางซา้ยทีÉจดุ d

Ş. กรณีทีÉ I = [c,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f ต่อเนืÉองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f ตอ่เนืÉองทางขวาทีÉจดุ c

รูปทีÉ Ś.Ş ตวัอยา่งฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [c, d]

X

Y

c d

y = f(x)

ข้อสังเกต Ś.ŝ.ş ถา้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนช่วง I∪J

ตัวอย่าง Ś.ŝ.Š ถา้ f(x) =
√
1− x2 จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืÉองทีÉ x = 1 และ x = −1 หรอืไม่

และ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนโดเมนของ f หรอืไม่
วธีิทาํ เนืÉองจาก Dom(f) = [−1, 1]

จะไดว้า่ lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

√
1− x2 = 0 ดงันัÊน f ตอ่เนืÉองทางซา้ยทีÉจดุ x = 1
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และ lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

√
1− x2 = 0 ดงันัÊน f ตอ่เนืÉองทางขวาทีÉจดุ x = −1

และเห็นไดช้ดัวา่ทกุ ๆ a ∈ (−1, 1) จะไดว้า่
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

√
1− x2 =

√
1− a2 = f(a)

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน (−1, 1) สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [−1, 1]

จากตวัอยา่ง Ś.ŝ.Š จะเห็นวา่ f ยอ่มตอ่เนืÉองบนโดเมนของตวัมนัเองเสมอ ทาํใหไ้ดข้อ้สรุปดงั Ś
ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท Ś.ŝ.š ฟังกช์นัพหนุาม (polynomial function) ตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ

ทฤษฎบีท Ś.ŝ.řŘ ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองบนโดเมนของฟังกช์นันัÊน
ř. ฟังกช์นัตรรกยะ (rational function)
Ś. ฟังกช์นักรณฑ์ (radical functions)
ś. ฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั (exponential functions)
Ŝ. ฟังกช์นัลอการทิมึ (logarithmic functions)
ŝ. ฟังกช์นัตรโีกณมิติ (trigonometric functions)
Ş. ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั (inverse trigonometric functions)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řř จงหาชว่งทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉอง

ř. f(x) =

√
x+ 1

x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ x+ 1

x− 1
≥ 0 ดงันัÊน Dom(f) = [−1, 1)

สรุปไดว้า่ ชว่งทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉองคือ [−1, 1)

Ś. f(x) = arcsin
(
x2 − 1

3

)

วธีิทาํ จะไดว้า่

−1 ≤ x2 − 1

3
≤ 1

−3 ≤ x2 − 1 ≤ 3

−2 ≤ x2 ≤ 4

นัÉนคือ x2 − 4 ≤ 0 ดงันัÊน Dom(f) = [−2, 2]

สรุปไดว้า่ ชว่งทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉองคือ [−2, 2]
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ś. f(x) =
ℓnx+ arctanx

x2 − 1

วธีิทาํ จาก ℓnx จะไดว้า่ x > 0 จาก arctanx จะไดว้า่ x ∈ R และ x2 − 1 ̸= 0 นัÉนคือ x ̸= ±1

ดงันัÊน Dom(f) = (0, 1) ∪ (1,∞)

สรุปไดว้า่ ชว่งทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉองคือ (0, 1) ∪ (1,∞)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řŚ กาํหนดให้ k เป็นจาํนวนจรงิ โดยทีÉ

f(x) =

kx2 + 1 เมืÉอ x > 2

3x− 1 เมืÉอ x ≤ 2

เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ จงหา k

วธีิทาํ เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ Ś จะไดว้า่
lim

x→2+
f(x) = lim

x→2−
f(x)

lim
x→2+

kx2 + 1 = lim
x→2−

3x− 1

4k + 1 = 5

k = 1

ทฤษฎบีท Ś.ŝ.řś ให้ f , g เป็นฟังกช์นั และ b ∈ Dom(f) โดยทีÉ a เป็นจดุลิมิตของ Dom(f) และ
Dom(g) ถา้ f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ b และ lim

x→a
g(x) = b แลว้

lim
x→a

f(g(x)) = f(b)

หรอืจะกลา่วไดอี้กอยา่งคือ
lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 เนืองจาก f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ b จะไดว้า่มี δ1 > 0 ซึÉง
ถา้ 0 < |y − b| < δ1 แลว้ |f(y)− f(b)| < ε

เนืÉองจาก lim
x→a

g(x) = b จะไดว้า่มี δ > 0 ซึÉง
ถา้ 0 < |x− a| < δ แลว้ |g(x)− b| < δ1

สาํหรบั x ∈ Dom(g) ซึÉง 0 < |x− a| < δ จะไดว้า่ |g(x)− b| < δ1 ฉะนัÊน
|f(g(x))− f(b)| < ε

สรุปไดว้า่ lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))
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ทฤษฎบีท Ś.ŝ.řŜ ให้ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ a และ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ g(a) แลว้ f ◦ g เป็น
ฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ a
บทพิสูจน์. ใชท้ฤษฎีบท Ś.ŝ.řś (เป็นแบบฝึกหดั)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řŝ จงหาลมิิต lim
x→1

arcsin
(
1−

√
x

1− x

)

วธีิทาํ ให้ f(x) = arcsinx และ g(x) =
1−

√
x

1− x
จะไดว้า่ f ตอ่เนืÉองทีÉ 1

2
จะเห็นวา่

lim
x→1

g(x) = lim
x→1

1−
√
x

1− x

= lim
x→1

1−
√
x

1− x
· 1 +

√
x

1 +
√
x

= lim
x→1

1− x

(1− x)(1 +
√
x)

= lim
x→1

1

1 +
√
x

=
1

2

โดยทฤษฎีบท Ś.ŝ.řś จะไดว้า่

lim
x→1

f(g(x)) = f

(
1

2

)
lim
x→1

arcsin
(
1−

√
x

1− x

)
= arcsin

(
1

2

)
=

π

6

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řŞ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิและ f(1) = 1, f(2) = 2 โดยทีÉ
ℓnf(x) = f(x+ 1) + f(x+ 2)

จงหา lim
x→0

f(x)

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท Ś.ŝ.řś จะไดว้า่
lim
x→0

ℓnf(x) = lim
x→0

[f(x+ 1) + f(x+ 2)]

ℓn
(

lim
x→0

f(x)
)
= f(1) + f(2)

ℓn
(

lim
x→0

f(x)
)
= 1 + 2 = 3

lim
x→0

f(x) = e3
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ทฤษฎบีท Ś.ŝ.řş ทฤษฎบีทค่าระหว่างกลาง (Intermediate value theorem)
ให้ f ตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และให้N เป็นจาํนวนทีÉอยูร่ะหวา่ง f(a) และ f(b) เมืÉอ f(a) ̸= f(b) แลว้
จะไดว้า่มี c ∈ (a, b) ซึÉง f(c) = N

รูปทีÉ Ś.ş กราฟของตวัอยา่งทีÉสอดคลอ้งทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง

X

Y

a c b

N

f(a)

f(b)

บทแทรก Ś.ŝ.řŠ กาํหนดให้ f ตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] ซึÉง f(a) และ f(b) มีเครืÉองหมายตา่งกนั แลว้
จะไดว้า่มี c ∈ (a, b) ซึÉง f(c) = 0

รูปทีÉ Ś.Š กราฟของตวัอยา่งฟังกช์นัทีÉมีราก

X

Y

a c b

f(a)

f(b)

ตัวอย่าง Ś.ŝ.řš จงแสดงวา่ 4x3 − 6x2 + 3x− 2 = 0 มีรากในชว่ง [0, 3]

วธีิทาํ ให้ f(x) = 4x3 − 6x2 + 3x− 2 จะไดว้า่
f(0) = −2 < 0

f(3) = 4(27)− 6(9) + 3(3)− 2 = 61 > 0

ดงันัÊนมี c ∈ (0, 3) ซึÉง f(c) = 0
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แบบฝึกหดั Ś.ŝ

ř. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = a หรืÉอไม่

ř.ř a = −2; f(x) =


1

x+ 2
เมืÉอ x ̸= −2

1 เมืÉอ x = −2

ř.Ś a = 1; f(x) =

3x+ 1 เมืÉอ x < −1

2− x3 เมืÉอ x ≥ −1

ř.ś a = 3; f(x) =


2x2 − 5x− 3

x− 3
เมืÉอ x ̸= 3

6 เมืÉอ x = 3

Ś. ฟังกช์นั f(x) =


√
x2 + x เมืÉอ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมืÉอ − 1 < x < 1

1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมืÉอ 1 < x ≤ 4

ตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม่
ś. จงขยายโดเมนเพืÉอทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ

ś.ř f(x) =
x2 + x− 2

x− 1
ś.Ś f(x) =

x3 − 8

x2 − 4

Ŝ. จงหาคา่ a และ b ทีÉทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืÉองบน (−∞,∞) เมืÉอ

f(x) =


x2 − 4

x− 2
เมืÉอ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมืÉอ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมืÉอ x ≥ 3

ŝ. จงหาช่วงทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉอง
ŝ.ř f(x) =

x

x2 + 5x+ 6

ŝ.Ś f(x) =
sinx
x+ 1

ŝ.ś f(x) =

√
1 +

1

x

ŝ.Ŝ f(x) = ℓn(1 + cosx)

Ş. จงใชท้ฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง แสดงวา่มีรากในชว่งทีÉกาํหนดให้
Ş.ř x4 + x− 3 = 0, [1, 2] Ş.Ś ex = 3− 2x, [0, 1]



Ś.ŝ. ความตอ่เนืÉอง şš

สรุป
ในบทนีÊเริÉมตน้ดว้ยการอธิบายความหมายของลิมิตของฟังกช์นันัÉนคือสนใจคา่ของฟังกช์นั f ทีÉ

จดุทีÉ a โดยทีÉคา่ของ f(x) มีคา่เมืÉอ x อยู่ใกล้ ๆ a กลา่วได้วา่ เป็นจดุลิมิตของโดเมนของ f จาก
นัÊนให้นิยามของลิมิตของฟังกช์นั และพิสจูน์ได้สมบตัิพิ Êนฐานในการนาํไปใช้หาคา่ของลิมิตในรูป
แบบตา่ง ๆ และมีรูปแบบของลิมิตเมืÉอแทนคา่ a ใน f(x)

g(x)
อยู่ในรูป 0

0
เรยีกวา่ลิมิตอยู่ในรูปแบบยงั

ไม่กาํหนด หมายถงึลิมิตทีÉยงัไม่ทราบคา่อาจตอ้งใชก้ารเปลีÉยนรูปแบบของฟังกช์นั หรอืทฤษฎีบท
ตา่ง ๆ เกีÉยวกบัลิมิตมาชว่ยในการหาคา่ จากนัÊนใหต้วัอยา่งในการหาลิมิตในรูปแบบตา่ง ๆ ตอ่มา
กลา่วถงึลิมิตทางเดียว โดยการพิจารณาลิมิตซา้ยและทางขวามือ และไดข้อ้สรุปทีÉวา่ lim

x→a
f(x) =

L ก็ตอ่เมืÉอ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x) จากนัÊนศกึษาลิมิตของฟังกช์นัตรโีกณมิติโดยเบื Êองตน้
ใชเ้อกลกัษณ์ตรโีกณมิติมาช่วยในการหาคา่ และไดท้ฤษฎีบทการบีบทีÉใชใ้นการพิสจูนส์มบตัิทีÉวา่
lim
x→0

sinx
x

= 1 ซึÉงมีบทบาทสาํคญัในการนาํไปใชต้อ่ไป ตอ่มาสนใจลิมิตเกีÉยวกบัอนนัตซ์ึÉงมีสมบตัิ
พื Êนฐานคลา้ยคลงึกบัลิมิตของฟังกช์นัทีÉจดุ a สดุทา้ยกลา่วถงึความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัทีÉจดุ a ก็
ตอ่เมืÉอ lim

x→a
f(x) มีคา่และ lim

x→a
f(x) = f(a) และนิยามความตอ่เนืÉองบนชว่งตา่ง ๆ และไดข้อ้สรุป

วา่ฟังกช์นัพหนุนาม ฟังกช์นัตรรกยะ ฟังกช์นักรณฑ์ ฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั ฟังกช์นัลอการิทึÉม ฟังกช์นั
ตรโีกณมิติ และ ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนโดเมนของตวัมนัเอง และกลา่วถงึ
ทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลางซึÉงสามารถนาํไปใชใ้นการตรวจสอบการมีรากของสมการ

แบบฝึกหดับททีÉ Ś
ř. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

ř.Ś lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

ř.ś lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

ř.Ŝ lim
x→0

√
3 + x−

√
3

x

ř.ŝ lim
x→−8

√
1− x− 3

x− 4 3
√
x

ř.Ş lim
h→0

(h+ 1)2 + 2(h+ 1)− 3

h

ř.ş lim
x→1

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 1

(x− 1)2

ř.Š lim
x→1

3
√
x− 2− 1

x− 1

ř.š lim
x→1

x · 3x − 3x + x− 1

x− 1

ř.řŘ lim
x→0

52x − 5x+2 + 24

5x − 1

Ś. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→1

x(x2 − 1)2(x+ 1)2

(x2 − 5x+ 4)(x− x3)

ś. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→2

x− 2
3
√
x− 1 + 3

√
x− 3

Ŝ. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ



ŠŘ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง

Ŝ.ř lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

Ŝ.Ś lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

Ŝ.ś lim
x→−2

2x2 + 3x− 2

3x3 + 6x2 − 2x− 4

Ŝ.Ŝ lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

Ŝ.ŝ lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

Ŝ.Ş lim
x→−4

1
x
+ 1

4

x+ 4

Ŝ.ş lim
x→−4

8x−3 + 2x−2 − 4x−1 − 1

x+ 4

Ŝ.Š lim
h→0

(3 + h)−1 − 3−1

h

ŝ. กาํหนดให้ f(x) =


x2 − 1

x3 − 1
เมืÉอ x ̸= 1

4− 2x เมืÉอ x = 1

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→1

f(x)

Ş. ถา้ lim
x→1

f(x)− 8

x− 1
= 10 จงหา lim

x→1
f(x)

ş. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ ถา้ลมิิติมีคา่

ş.ř lim
x→0+

sinx√
x

ş.Ś lim
x→0

sin5x
xcosx

ş.ś lim
x→0

4x

sin3x

ş.Ŝ lim
x→0

1− cos2x
3x

ş.ŝ lim
x→2

sin(12− 6x)

5− 10x

ş.Ş lim
x→π

sinx
π − x

ş.ş lim
x→0

x2

1− cosx
ş.Š lim

x→0

sin2x+ sinx
x

ş.š lim
x→π

2

sinx− 1

x− π
2

Š. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

Š.ř lim
x→−∞

9 + 5
√
x

4 + 3
√
x

Š.Ś lim
x→−∞

x3 − 3x+ 4

7x+ x2 − 2x3

Š.ś lim
x→∞

√
3− 8x2

x(x+ 2)

Š.Ŝ lim
x→−∞

√
x2 + 6

2x− 5

Š.ŝ lim
x→−∞

x3 − |x|
|x3 − 2x2 − x+ 2|

Š.Ş lim
x→−∞

(√
x2 + x+ 1 + x

)
Š.ş lim

x→−∞

(
x+

√
x2 + 2x

)

Š.Š lim
x→∞

x
(
x−

√
x2 + 4

)
Š.š lim

x→−∞

√
x2 + 4− 2

2x+ 3

Š.řŘ lim
x→−∞

√
4x2 + 1

x− 1

Š.řř lim
x→∞

x3 − 2x+ 1

x2 + 3x− 10

Š.řŚ lim
x→−∞

x5 + 6x2 − 7x

4x3 − x2 + 1

Š.řś lim
x→∞

√
x6 − x4

x2 + x− 12

Š.řŜ lim
x→∞

10 +
√
1 + x2

x

š. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ



Ś.ŝ. ความตอ่เนืÉอง Šř
š.ř lim

x→0+
arctan(ℓnx)

š.Ś lim
x→−∞

cos ( 1
x

)
x

š.ś lim
x→∞

arctan(ex)

š.Ŝ lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

řŘ. พิจารณาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

řŘ.ř lim
x→2−

x− 3

x3 − 8

řŘ.Ś lim
x→4+

x− 5

x− 4

řŘ.ś lim
x→1

2x− 3

x2 − 2x+ 1

řŘ.Ŝ lim
x→−5

x+ 6

x2 + 10x+ 25

řř. จงหาคา่ลมิิตของ lim
t→0

(
1

t
√
1 + t

− 1

t

)
řŚ. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองทีÉจดุ x = a หรืÉอไม่

řŚ.ř a = 0; f(x) =

ex เมืÉอ x < 0

x2 เมืÉอ x ≥ 0

řŚ.Ś a = 1; f(x) =


x2 − x

x2 − 1
เมืÉอ x ̸= 1

1 เมืÉอ x = 1

řś. จงหาคา่ c ทีÉทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืÉองบน (−∞,∞) เมืÉอ

f(x) =

cx2 + 2x เมืÉอ x < 2

x3 − cx เมืÉอ x ≥ 2

řŜ. กาํหนดให้ f(x) = x3 − 2x2 − 4x+ 3

x2 − 2x− 3
เมืÉอ x ̸= −1, 3 ตอ้งนิยาม f(−1) และ f(3) ใหมี้คา่

เทา่ใด เพืÉอทาํให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนจาํนวนจรงิ
řŝ. จงหาช่วงทีÉใหญ่ทีÉสดุทีÉทาํให้ f ตอ่เนืÉอง

řŝ.ř f(x) = x2 +
√
2x− 1

řŝ.Ś f(x) =
tanx√
4− x2

řŝ.ś f(x) = arctan(1 + e−x2
)

řŝ.Ŝ f(x) = ℓn(sinx− 1
2
)

řŞ. จงใชท้ฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง แสดงวา่มีรากในชว่งทีÉกาํหนดให้
řŞ.ř x4 + x− 3 = 0, [1, 2]

řŞ.Ś ex = 3− 2x, [0, 1]



ŠŚ บททีÉ Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉอง
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แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ś
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์
Ś. กฎของอนพุนัธ์
ś. กฎลกูโซ่
Ŝ. อนพุนัธอ์นัดบัสงู
ŝ. อนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั
Ş. อนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
ş. อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

ř. เขา้ใจและอธิบายความหมายของอตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธข์องฟังกช์นัได้
Ś. ใชก้ฎตา่ง ๆ ของอนพุนัธเ์พืÉอหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั
ś. สามารถหาอนพุนัธอ์นัดบัสงูได้
Ŝ. สามารถหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัและตรโีมณมิติ
ŝ. ใชก้ฎลกูโซห่าอนพุนัธรู์ปแบบทีÉซบัซอ้นได้
Ş. สามารถหาความชนัของฟังกช์นัทีÉนิยามโดยปรยิายโดยใชอ้นพุนัธฟั์งกช์นัโดยปรยิาย

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน
ř. ชดุการสอน เรืÉอง "อนพุนัธข์องฟังกช์นั"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "อนพุนัธข์องฟังกช์นั"
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ś
อนุพนัธข์องฟังกชั์น

การศกึษาเสน้สมัผสัเสน้โคง้เริÉมตน้โดยแฟร์มาต์ และถกูพฒันาอยา่งจรงิจรงัโดยแบร์โรว์ซึÉง
คาํนวณโดยอาศยัสามเหลีÉยมผลตา่งของแบรโ์รว์ ปัจจบุนัความชนัของเสน้สมัผสัทีÉจดุP เรยีกอนพุนัธ์
ของฟังกช์นัทีÉ P ในบทนีÊเราจะศกึษาเกีÉยวกบัอนพุนัธข์องฟังกช์นัและสมบตัิทีÉเกีÉยวขอ้ง

ś.ř อัตราการเปลีÉยนแปลงและอนุพนัธ์
พิจารณาฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉของวตัถุชนิดหนึÉงกบัเวลาทีÉมีสมการเป็น s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนว่ยวินาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมืÉอสนใจความเรว็เฉลีÉยของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êสามารถหาไดจ้าก

ความเรว็เฉลีÉย =
ระยะทางทีÉเคลืÉอนทีÉได้

เวลาทีÉใชใ้นการเคลืÉอนทีÉ
หรอือาจเขียนไดเ้ป็น

ความเรว็เฉลีÉยในชว่งเวลา t1 ถงึ t2 =
s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เชน่ ความเรว็ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êในช่วงเวลา ř วินาที ถงึ ś วินาที คือ

ความเรว็เฉลีÉยในช่วงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วินาที

Šŝ



ŠŞ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วนิยาม อัตราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย (average rate of change) ของ
ฟังกช์นัอืÉน ๆ ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ś.ř.ř ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้

∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวา่อัตราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย ของ y เทียบกบั x บนชว่ง [x1, x2]

ตัวอย่าง ś.ř.Ś ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x บนช่วง
ทีÉกาํหนดให้

ř. f(x) = x3 − x2 + x บนชว่ง [−1, 1]

วธีิทาํ อตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x บนช่วง [−1, 1] เทา่กบั
∆y

∆x
=

f(1)− f(−1)

1− (−1)
=

1− (−3)

2
= 2

Ś. f(x) =
√
x2 + 3 บนช่วง [0, 3]

วธีิทาํ อตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x บนช่วง [0, 3] เทา่กบั
∆y

∆x
=

f(3)− f(0)

3− 0
=

2
√
3−

√
3

3
=

√
3

3

ตอ่ไปเราสนใจ ความเร็ว ณ ตาํแหน่งต่าง ๆ ทีÉเกดิขึÊนจริง ของการเคลืÉอนทีÉเรยีกวา่ความเร็ว
ชัÉวขณะ ตวัอยา่งเช่น ความเรว็ ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเรว็เฉลีÉยบนชว่ง [2, t] เมืÉอ t ใกล้ ๆ 2 นัÉนคือ t− 2 = ∆t → 0 แลว้

ความเรว็ขณะ t = 2 คือ lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดว้า่
lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4
t2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4
(t2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4
(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1



ś.ř. อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์ Šş

ดงันัÊน ความเรว็ของการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Êขณะ t = 2 เทา่กบั ř เมตร/วินาที
โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วสามารถขยายไปยงัฟังกช์นัอืÉน ๆ เรยีกวา่ อัตราการเปลีÉยนแปลง

ขณะหนึÉง (instantaneous rate of change) ของฟังกช์นั f ดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ś.ř.ś ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้ อัตราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉง ของฟังกช์นั f

ทีÉจดุ x0 นิยามโดย
lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอย่าง ś.ř.Ŝ อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของฟังกช์นั f(x) = x2 + x ทีÉจดุ x = 1

วธีิทาํ อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของ f ทีÉจดุ x = 1 เทา่กบั
lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

(x2 + x)− 2

x− 1

= lim
x→1

(x+ 2)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1
(x+ 2) = 3

บทนิยาม ś.ř.ŝ เส้นสัมผัส (tangent line) กบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ P (a, f(a)) ผา่นจดุ P จะ
มีคา่ความชนัเทา่กบั

m = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถา้ลมิิตนี Êมีคา่

และสมการเสน้สมัผสัคือ y = m(x− a) + f(a)

รูปทีÉ ś.ř เสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ (a, f(a))

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสน้สมัผสัทีÉจดุ x = a

ตัวอย่าง ś.ř.Ş จงหาสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีÉจดุ P (2, 1)

วธีิทาํ ความชนัของเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ x = 2 เทา่กบั

m = lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

2
x
− 1

x− 2
= lim

x→2

2− x

x(x− 2)
= lim

x→2
−1

x
= −1

2

ดงันัÊนสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีÉจดุ P (2, 1) คือ

y = −1

2
(x− 2) + 1 หรอื 2y + x− 4 = 0



ŠŠ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

จากแนวคิดอตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของฟังกช์นั y = f(x) พิจารณากราฟ

รูปทีÉ ś.Ś แนวคิดการหาอนพุนัธข์อง y = f(x) ทีÉจดุ x

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

จากกราฟอตัราการเปลีÉยนแปลงของของฟังกช์นั y = f(x) กบัการเปลีÉยนแปลงคา่ของตวัแปร
อิสระของ x ในชว่ง x กบั x+∆x คือ

∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x

ถา้ ∆x เขา้ใกล้ Ř จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวา่อนพุนัธข์องฟังกช์นั

โดยไลบนิ์ซไดใ้ชส้ญัลกัษณ์ dy

dx
เรยีกวา่ สญักรณไ์ลบนิ์ซ (Leibniz notation)

และลากรองจไ์ดใ้ชส้ญัลกัษณ์ f ′(x) เรยีกวา่ สญักรณล์ากรองจ์ (Lagrange notation)
บทนิยาม ś.ř.ş ให้ f เป็นฟังกช์นั และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

วา่อนุพนัธข์องฟังกชั์น (derivative of function) ของ f เทีÉยบกบั x หรอืกลา่ววา่ f หาอนุพนัธไ์ด้
(differentiable) ทีÉ x เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา้ a ∈ Dom(f) แลว้อนพุนัธ์ f ทีÉจดุ x = a เขียนแทนดว้ย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นัÉนคือ

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

ถา้ให้ h = ∆x จะไดว้า่อนพุนัธข์องฟังกช์นัของ f เทีÉยบกบั x คือ
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สาํหรบัอนพุนัธ์ f ทีÉจดุ x = a ถา้ให้ x = a+∆x จะได้ ∆x = x− a ดงันัÊน
f ′(a) = lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
หรอื f ′(a) = lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h



ś.ř. อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์ Šš
ตัวอย่าง ś.ř.Š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = x2 + 3x

วธีิทาํ ให้ x ∈ R จะไดว้า่
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

(x+ h)2 + 3(x+ h)− (x2 + 3x)

h

= lim
h→0

x2 + 2xh+ h2 + 3x+ 3h− x2 − 3x

h

= lim
h→0

2xh+ h2 + 3h

h

= lim
h→0

h(2x+ h+ 3)

h

= lim
h→0

(2x+ h+ 3) = 2x+ 3

ดงันัÊน f ′(x) = 2x+ 3

ตัวอย่าง ś.ř.š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีÉจดุ x = 2

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(2) = lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

1
x
− 1

2

x− 2
= lim

x→2

2− x

2x(x− 2)
= lim

x→2
− 1

2x
= −1

4

ดงันัÊนอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีÉจดุ x = 2 เทา่กบั −1

4

ตัวอย่าง ś.ř.řŘ จงตราจสอบวา่ฟังกช์นั

f(x) =

x2 + 1 เมืÉอ x < 1

2x เมืÉอ x ≥ 1

หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 1 หรอืไม่
วธีิทาํ พิจารณา

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

2x− 2

x− 1
= lim

x→1+

2(x− 1)

x− 1
= lim

x→1+
2 = 2

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

x2 + 1− 2

x− 1
= lim

x→1+

x2 − 1

x− 1

= lim
x→1+

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= lim

x→1+
(x+ 1) = 2

จะไดว้า่
f ′(1) = lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= 2

ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 1 เทา่กบั 2



šŘ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

บทนิยาม ś.ř.řř ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้ทางขวา (differentiable from the right) ทีÉจดุ a ถา้

f ′(a+) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

และ f หาอนุพนัธไ์ด้ทางซ้าย (differentiable from the left) ทีÉจดุ a ถา้

f ′(a−) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

การหาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยจะสมัพนัธก์บัการหาอนพุนัธไ์ดซ้ึÉงพิสจูนไ์ด้
โดยงา่ยจากบทนิยาม ś.ř.řř และอาศยัสมบตัิของลมิิต จะไดผ้ลตามทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท ś.ř.řŚ ฟังกช์นั f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ a ก็ตอ่เมืÉอ

f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ย ทีÉจดุ a และ f ′(a+) = f ′(a−) = f ′(a)

ตัวอย่าง ś.ř.řś จงหาอนพุนัธท์างขวา อนพุนัธท์างซา้ย และอนพุนัธที์Éจดุ x = 0 ของฟังกช์นั f เมืÉอ
ř. f(x) = |x|

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(0+) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

|x| − 0

x
= lim

x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

|x| − 0

x
= lim

x→0−

−x

x
= lim

x→0−
−1 = −1

ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีÉจดุ x = 0 เทา่กบั 1 และ −1 ตาม
ลาํดบั
จะไดว้า่ f ′(0+) = 1 ̸= −1 = f ′(0−) ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์มไ่ดที้Éจดุ x = 0

Ś. f(x) = x|x|
วธีิทาํ พิจารณา

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x|x| − 0

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x|x| − 0

x
= lim

x→0−

−x2

x
= lim

x→0−
−x = 0

ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาและหาอนพุนัธไ์ดอ้นพุนัธท์างซา้ย ทีÉจดุ x = 0 เทา่กนัคือ 0

จะไดว้า่ f ′(0+) = 0 = f ′(0−) ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 0 และ f ′(0) = 0

ตัวอย่าง ś.ř.řŜ จงตรวจสอบวา่ f(x) =
√
x หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีÉจดุ 0 หรอืไม่

วธีิทาํ พิจารณา
lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

√
x− 0

x
= lim

x→0+

1√
x
= +∞

จะไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ดท้างขวาทีÉจดุ 0



ś.ř. อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์ šř

ทฤษฎบีท ś.ř.řŝ ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ a แลว้ f จะตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ a ดงันัÊน f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได้

พิจารณา x ̸= a จะไดว้า่
f(x)− f(a) =

f(x)− f(a)

x− a
· (x− a)

ดงันัÊน
lim
x→a

[f(x)− f(a)] = lim
x→a

[
f(x)− f(a)

x− a
· (x− a)

]
lim
x→a

f(x)− lim
x→a

f(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x− a)

lim
x→a

f(x)− f(a) = f ′(a) · 0 = 0

lim
x→a

f(x) = f(a)

สรุปไดว้า่ f จะตอ่เนืÉองทีÉจดุ a

ตัวอย่าง ś.ř.řŞ จงยกตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท ś.ř.řŝ
วธีิทาํ จะเห็นวา่ f(x) = |x| เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉ Ř แต่หาอนพุนัธ์ไม่ไดที้É Ř โดยตวัอยา่ง ś.ř.řś
ขอ้ ř ดงันัÊนบทกลบัทฤษฎีบท ś.ř.řŝ ไมเ่ป็นจรงิ
ตัวอย่าง ś.ř.řş กราฟของฟังกช์นั y = f(x) บนช่วง [−6, 6] ดงักราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

โดยการคาํนวนความชนัของกราฟเสน้ตรงในแตล่ะชว่ง จะไดค้า่ตา่ง ๆ ของอนพุนัธ์ของ f บางจดุ
สรุปดงัตารางตอ่ไปนีÊ

จดุ คา่อนพุนัธท์างขวา คา่อนพุนัธท์างซา้ย คา่อนพุนัธ์
x = −6 −1 − −
x = −5 −1 −1 −1

x = −3 3
2

−1 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = −1 −1 3

2
หาอนพุนัธไ์มไ่ด้

x = 0 1 −1 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = 3 2 −3

2
หาอนพุนัธไ์มไ่ด้

x = 4 2 2 2

x = 5 −2 2 หาอนพุนัธไ์มไ่ด้
x = 6 − −2 −



šŚ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั
บทนิยาม ś.ř.řŠ ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f)

ř. กรณีทีÉ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ I

Ś. กรณีทีÉ I = [c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีÉจดุ d และ f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีÉจดุ c

ś. กรณีทีÉ I = [c, d)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีÉจดุ c

Ŝ. กรณีทีÉ I = (c, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีÉจดุ d

ŝ. กรณีทีÉ I = (−∞, d]

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ยทีÉจดุ d

Ş. กรณีทีÉ I = [c,∞)

จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืÉองทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f หาอนพุนัธไ์ดท้างขวาทีÉจดุ c

ข้อสังเกต ś.ř.řš ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์
ไดบ้นชว่ง I ∪ J

ตัวอย่าง ś.ř.ŚŘ จงตรวจสอบวา่ f(x) =
√
x หาอนพุนัธไ์ดบ้นโดเมนของ f หรอืไม่

วธีิทาํ จะเห็นไดว้า่ Dom(f) = [0,∞)

กรณีทีÉ x = 0 จากตวัอยา่ง ś.ř.řŜ จะไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ดท้างขวาทีÉจดุ 0

กรณีทีÉ x ∈ (0,∞) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

√
x+ h−

√
x

h

= lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x√

x+ h+
√
x

= lim
h→0

(x+ h)− x

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

h

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x
=

1

2
√
x



ś.ř. อตัราการเปลีÉยนแปลงและอนพุนัธ์ šś

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (0,∞)

สรุปไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์มไ่ด้ Dom(f) แตมี่อนพุนัธบน (0,∞)

ตัวอย่าง ś.ř.Śř จงตรวจสอบวา่

f(x) =

x2 + 1 เมืÉอ x > 0

2x+ 1 เมืÉอ x ≤ 0

หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) หรอืไม่
วธีิทาํ กรณี x ∈ (−∞, 0) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

2(x+ h) + 1− (2x+ 1)

h

= lim
h→0

2x+ 2h+ 1− 2x− 1

h
= lim

h→0

2h

h
= lim

h→0
2 = 2

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (−∞, 0)

กรณี x ∈ (0,∞) จะไดว้า่

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)2 + 1− (x2 + 1)

h

= lim
h→0

x2 + 2xh+ h2 + 1− x2 − 1

h
= lim

h→0

h(2x+ h)

h
= lim

h→0
(2x+ h) = 2x

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (0,∞)

กรณีทีÉ x = 0 พิจารณา
f ′(0+) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

(x2 + 1)− 1

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

(2x+ 1)− 1

x
= lim

x→0−

2x

x
= lim

x→0−
2 = 2

จะไดว้า่ f ′(0+) ̸= f ′(0−) ดงันัÊน f หาอนพุนัไมธ่ไ์ดที้Éจดุ x = 0

สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (−∞, 0) ∪ (0,∞) และ

f ′(x) =

2x เมืÉอ x > 0

2 เมืÉอ x < 0



šŜ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั
แบบฝึกหดั ś.ř

ř. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x

ř.ř f(x) = 3x− x2 บนชว่ง [−2, 2]

ř.Ś f(x) = cosx บนชว่ง [0, π]

Ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ś.ř f(x) =

√
x Ś.Ś f(x) = 1− 3x2

ś. จงตราจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊหาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = a หรอืไม่

ś.ř f(x) =

x2 − 1 เมืÉอ x > 0

2x− 1 เมืÉอ x ≤ 0
; a = 0

ś.Ś f(x) =

x3 เมืÉอ x ̸= 1

1 เมืÉอ x = 1
; a = 1

ś.ś f(x) = x|x3| ; a = 0

ś.Ŝ f(x) = [x] ; a = −1

Ŝ. ให้ f ′(x) = |2x2 − 4|+ |x2 + x− 1| จงหา f ′(1)

ŝ. พิจารณาอนพุนัธข์อง f ทีÉจดุ x = 1 และรา่งกราฟของ f เมืÉอกาํหนดให้

f(x) =

x2 + 1 เมืÉอ x < 1

x+ 1 เมืÉอ x ≥ 1

Ş. ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั ถา้ฟังกช์นั f(x) =

x2 เมืÉอ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมืÉอ x > 1

หาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ จงหาคา่ของ a และ b

ş. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีÉจดุ x = a

ş.ř f(x) = x3 ; a = 2

ş.Ś f(x) = sinx ; a = π



ś.Ś. กฎของอนพุนัธ์ šŝ

ś.Ś กฎของอนุพนัธ์
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึกฎพืÊนฐานทีÉสาํคญัของอนพุนัธข์องฟังกช์นั ซึÉงจะนาํไปใชใ้นการหาอนพุนัธ์

ของฟังกช์นัทีÉซบัซอ้นมากยิÉงขึ Êน
ทฤษฎบีท ś.Ś.ř อนุพนัธข์องฟังกชั์นคงตัว (Derivative of a constant function)

d

dx
(c) = 0 เมืÉอ c เป็นคา่คงทีÉ

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = c เมืÉอ c เป็นคา่คงทีÉ จะไดว้า่
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

c− c

h
= lim

h→0
0 = 0

ดงันัÊน d

dx
(c) = 0

ทฤษฎบีท ś.Ś.Ś อนุพนัธข์องฟังกชั์นเอกลักษณ์ (Derivative of the identity function)
d

dx
(x) = 1

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = x จะไดว้า่
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= lim

h→0
1 = 1

ดงันัÊน d

dx
(x) = 1

ทฤษฎบีท ś.Ś.ś อนุพนัธข์องฟังกชั์นกาํลัง (Derivative of a power function)
d

dx
(xn) = nxn−1 เมืÉอ n เป็นจาํนวนนบั

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = xn เมืÉอ n เป็นจาํนวนนบั โดยทฤษฎีบททวินามจะไดว้า่

(x+ h)n = xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

2

)
xn−2h2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−1 + hn

เมืÉอ
(
n

r

)
=

n!

(n− r)r!
โดยทีÉ n, r ∈ Z ซึÉง 0 ≤ r ≤ n

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)n − xn

h

= lim
h→0

[
xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

2

)
xn−2h2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−1 + hn

]
− xn

h

= lim
h→0

h

[(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−2 + hn−1

]
h

= lim
h→0

[(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ · · ·+

(
n

n− 1

)
xhn−2 + hn−1

]
=

(
n

1

)
xn−1 = nxn−1

ดงันัÊน d

dx
(xn) = nxn−1



šŞ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ขยายแนวคิดจากจาํนวนนบั n ไปยงัจาํนวนเตม็ และพิสจูนใ์นกรณีทีÉ n เป็นจาํนวนตรรกยะดงั
บทแทรกตอ่ไปนีÊ (จะขอละการพิสจูนใ์นวิชานี Ê)
บทแทรก ś.Ś.Ŝ ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ xn เป็นจาํนวนจรงิ

d

dx
(xn) = nxn−1

ทฤษฎบีท ś.Ś.ŝ กฎการคูณด้วยค่าคงตัวสาํหรับอนุพนัธ์ (Constant multiplication law for
derivatives)

d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x)

เมืÉอ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ และ c เป็นคา่คงทีÉ
บทพิสูจน์. สมมติวา่ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ และ c เป็นคา่คงทีÉ จะไดว้า่

d

dx
[cf(x)] = lim

h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h
= c · lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= cf ′(x) = c

d

dx
f(x)

ทฤษฎบีท ś.Ś.Ş กฎการบวกสาํหรับอนุพนัธ์ (Sum law for derivatives)
d

dx
[f(x) + g(x)] =

d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

เมืÉอ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้
บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่

d

dx
[f(x) + g(x)] = lim

h→0

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x)

h

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] + [g(x+ h)− g(x)]

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

=
d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

บทแทรก ś.Ś.ş กฎผลต่างสาํหรับอนุพนัธ์ (Different law for derivatives)
d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
f(x)− d

dx
g(x)

เมืÉอ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้
บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ โดยทฤษฎีบท ś.Ś.Ş และทฤษฎีบท ś.Ś.ŝ

d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
[f(x) + (−g(x))] =

d

dx
f(x) +

d

dx
(−g(x))

=
d

dx
f(x) +

d

dx
(−1)g(x)

=
d

dx
f(x) + (−1)

d

dx
g(x)

=
d

dx
f(x)− d

dx
g(x)



ś.Ś. กฎของอนพุนัธ์ šş

ตัวอย่าง ś.Ś.Š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

วธีิทาํ f ′(x) = 3x2 + 3(2x)− 1 + 0 = 3x2 + 6x− 1

Ś. y = 2
√
x− x+ π

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ f(x) = 2x
1
2 − x ดงันัÊน

f ′(x) = 2 · 1
2
x− 1

2 − 1 + 0 =
1√
x
− 1

ś. f(x) =
1

x
+

1

x2
+

1

x3

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ f(x) = x−1 + x−2 + x−3 ดงันัÊน
f ′(x) = −1x−2 − 2x−3 − 3x−4 = − 1

x2
− 2

x3
− 3

x4

Ŝ. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ y = x− 1
2 − x− 1

3 +
√
2 ดงันัÊน

dy

dx
= −1

2
x− 3

2 − 1

3
x− 2

3 + 0 = − 1

2x
√
x
− 1

3
3
√
x2

ŝ. y = (x− 1)(x+ 1)(x+ 3)

วธีิทาํ จดัรูปใหมจ่ะได้ y = (x2 − 1)(x+ 3) = x3 + 3x2 − x− 3 ดงันัÊน
dy

dx
= 3x2 + 6x− 1

ตัวอย่าง ś.Ś.š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั

f(x) =

x3 + x2 + 1 เมืÉอ x < 0

x2 + 1 เมืÉอ x ≥ 0

วธีิทาํ กรณีทีÉ x ∈ (−∞, 0) จะไดว้า่ f(x) = x3 + x2 + 1 ดงันัÊน f ′(x) = 3x2 + 2x

กรณีทีÉ x ∈ (0,∞) จะไดว้า่ f(x) = x2 + 1 ดงันัÊน f ′(x) = 2x

กรณีทีÉ x = 0 พิจารณาอนพุนัธท์างซา้ยและทางขวาของ f ทีÉจดุ 0

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x2 + 1− 1

x
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x3 + x2 + 1− 1

x
= lim

x→0+

x3 + x2

x
= lim

x→0+
(x2 + x) = 0

จะไดว้า่ f ′(0+) = 0 = f ′(0−) ดงันัÊน f หาอนพุนัธไ์ดที้É 0 และ f ′(0) = 0

สรุปไดว้า่ f หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) และ

f ′(x) =

3x2 + 2x เมืÉอ x < 0

2x เมืÉอ x ≥ 0



šŠ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั
ทฤษฎบีท ś.Ś.řŘ กฎการคูณสาํหรับอนุพนัธ์ (Product law for derivatives)
ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่
d

dx
[f(x)g(x)] = lim

h→0

(fg)(x+ h)− (fg)(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x+ h)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)[g(x+ h)− g(x)] + g(x)[f(x+ h)− f(x)]

h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− g(x)

h
+ lim

h→0
g(x) · f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)
d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

ตัวอย่าง ś.Ś.řř จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1)

วธีิทาํ โดยกฎการคณูจะไดว้า่
f ′(x) = (x+ 1)(x2 − 1)′ + (x+ 1)′(x2 − 1)

= (x+ 1)(2x) + (1)(x2 − 1)

= 2x2 + 2x+ x2 − 1

= 3x2 + 2x− 1

Ś. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)

วธีิทาํ โดยกฎการคณูจะไดว้า่
f ′(x) = (

√
x+ 1)(x3 + 1)′ + (x

1
2 + 1)′(x3 + 1)

= (
√
x+ 1)(3x2) +

1

2
x− 1

2 (x3 + 1)

= 3x2
√
x+ 3x2 +

1

2
x

5
2 +

1

2
x− 1

2

= 3x2
√
x+ 3x2 +

1

2
x2
√
x+

1

2
√
x

=
7

2
x2
√
x+ 3x2 +

1

2
√
x



ś.Ś. กฎของอนพุนัธ์ šš

บทแทรก ś.Ś.řŚ ถา้ f, g และ h เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้
[fgh]′(x) = [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

บทพิสูจน์. โดยกฎการคณูจะไดว้า่
[fgh]′(x) = [(fg)h]′(x) = (fg)(x)h′(x) + (fg)′(x)h(x)

= (fgh′)(x) + [fg′(x) + f ′g(x)]h(x)

= (fgh′)(x) + fg′h(x) + f ′gh(x)

= [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

ตัวอย่าง ś.Ś.řś ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) จงหา f ′(0)

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) = (x− 1)′(x− 2)(x− 3) + (x− 1)(x− 2)′(x− 3) + (x− 1)(x− 2)(x− 3)′

= (x− 2)(x− 3) + (x− 1)(x− 3) + (x− 1)(x− 2)

ดงันัÊน f ′(0) = (−2)(−3) + (−1)(−3) + (−1)(−2) = 6 + 3 + 2 = 11

ทฤษฎบีท ś.Ś.řŜ กฎการหารสาํหรับอนุพนัธ์ (Quoteint law for derivatives)
ถา้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2
เมืÉอ g(x) ̸= 0

บทพิสูจน์. สมมติวา่ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ เมืÉอ g(x) ̸= 0 จะไดว้า่

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
= lim

h→0

f
g
(x+ h)− f

g
(x)

h
= lim

h→0

f(x+h)
g(x+h)

− f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

f(x+h)
g(x+h)

− f(x)
g(x+h)

+ f(x)
g(x+h)

− f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

1
g(x+h)

[f(x+ h)− f(x)] + f(x)
[

1
g(x+h)

− 1
g(x)

]
h

= lim
h→0

g(x)
g(x)g(x+h)

[f(x+ h)− f(x)]− f(x)
[
g(x+h)−g(x)
g(x+h)g(x)

]
h

= lim
h→0

g(x)
[
f(x+h)−f(x)

h

]
− f(x)

[
g(x+h)−g(x)

h

]
g(x)g(x+ h)

=
g(x) d

dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2



řŘŘ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง ś.Ś.řŝ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) =

x+ 1

x− 1

วธีิทาํ โดยกฎการหารจะไดว้า่
f ′(x) =

(x− 1)(x+ 1)′ − (x+ 1)(x− 1)′

(x− 1)2

=
(x− 1)(1)− (x+ 1)(1)

(x− 1)2
= − 2

(x− 1)2

Ś. y =
1

x2 + 1

วธีิทาํ โดยกฎการหารจะไดว้า่
dy

dx
=

(x2 + 1)(1)′ − (1)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
(x2 + 1)0− (1)(2x)

(x2 + 1)2
= − 2x

(x2 + 1)2

ตัวอย่าง ś.Ś.řŞ จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีÉจดุ (1, 1

2
)

วธีิทาํ พิจารณา
dy

dx
=

(x+ 1)(x
1
2 )′ −

√
x(x+ 1)′

(x+ 1)2

=
(x+ 1)1

2
x− 1

2 −
√
x(1)

(x+ 1)2

=
(x+ 1) 1

2
√
x
−

√
x

(x+ 1)2

ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้นี ÊทีÉจดุ x = 1 คือ y′ =
(1 + 1) 1

2
√
1
−
√
1

(1 + 1)2
= 0

ดงันัÊนสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีÉจดุ (1, 1

2
) คือ y = 1

2

ตัวอย่าง ś.Ś.řş จงหาจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีÉมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X

วธีิทาํ เนืÉองจากเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X มีความชัÊนเทา่กบั 0 นัÉนคือ
0 =

dy

dx
=

(x2 + 1)(x)′ − (x)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
(x2 + 1)1− (x)(2x)

(x2 + 1)2

=
1− x2

(x2 + 1)2

จะไดว้า่ 1−x2 = 0 หรอื x = −1, 1 ดงันัÊนจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีÉมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน

X คือ (−1,−1
2
) และ (1, 1

2
)



ś.Ś. กฎของอนพุนัธ์ řŘř

แบบฝึกหดั ś.Ś
ř. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x) = x10 + x7 − x

ř.Ś f(x) = x−2 − x−1 − 1

ř.ś f(x) =

√
x√

x+ 1

ř.Ŝ f(x) =
1

x3 + x− 1

ř.ŝ f(x) = x5 + 2x+ π2

ř.Ş y =
x2 + x√
x+ 1

Ś. ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

ś. ให้ f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

Ŝ. จงหาจดุบนเสน้โคง้ y = x4 − 6x2 + 4 ทีÉมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X
ŝ. จงหาอนพุนัธข์อง f ทกุ ๆ จดุทีÉหาอนพุนัธไ์ด้

ŝ.ř f(x) =

x3 + 3 เมืÉอ x < 1

3x+ 1 เมืÉอ x ≥ 1
ŝ.Ś f(x) =

x3 + 1 เมืÉอ x < 1

3x+ 1 เมืÉอ x ≥ 1

Ş. พิจารณาวา่ฟังกช์นั g หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุใดบา้ง พรอ้มทัÊงรา่งกราฟ g และ g′

g(x) =


2x เมืÉอ x ≤ 0

2x− x2 เมืÉอ 0 < x < 2

2− x เมืÉอ x ≥ 2

ş. กาํหนดให้
f(x) =

x2 เมืÉอ x ≤ 2

mx+ b เมืÉอ x > 2

จงหาคา่ของ m และ b ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ



řŘŚ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ś.ś กฎลูกโซ่
ฟังกช์นัประกอบของ f และ g คือ f ◦ g โดยทีÉ f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหวัขอ้นี Êจะศกึษาวา่ถา้ f

แลว้ g หาอนพุนัธไ์ด้ แลว้ f ◦ g หาอนพุนัธไ์ดด้ว้ยและ
(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา่ กฎลูกโซ่ (Chain rule) ซึÉงถกูคน้พบโดยนกัคณิตศาสตร์เลืÉองชืÉอชาวสก็อตแลนด์นาม
วา่ เจมส์ เกร็กกอรี (James Gregory, řŞśŠ-řŞşŝ) ในวิชานี Êจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์แต่จะนาํไป
ประยกุตใ์ชใ้นการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัทีÉมีความซบัซอ้นมากยิÉงขึ Êน
ทฤษฎบีท ś.ś.ř กฎลูกโซ่
ถา้ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x และ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ g(x) แลว้ฟังกช์นัประกอบ f ◦ g

หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x และเขียนแทนดว้ย (f ◦ g)′ คือ
(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

ตัวอย่าง ś.ś.Ś กาํหนดให้ f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

วธีิทาํ ให้ g(x) = x3 + 1 โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
f(g(x)) = x3 + x− 1

(f ◦ g)′(x) = (x3 + x+ 1)′

f ′(g(x)) · g′(x) = 3x2 + 1

f ′(x3 + 1) · (x3 + 1)′ = 3x2 + 1

f ′(x3 + 1) · 3x2 = 3x2 + 1

เมืÉอแทน x = 1 จะไดว้า่
f ′(13 + 1) · 3(1)2 = 3(1)2 + 1

f ′(2) · 3 = 4

f ′(2) =
4

3

ตัวอย่าง ś.ś.ś กาํหนดให้ f(g(x) + x) = 2x2 − x+ 1 เมืÉอ g(0) = g′(0) = 1 จงหา f ′(1)

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
[f(g(x) + x)]′ = [2x2 − x+ 1]′

f ′(g(x) + x) · (g(x) + x)′ = 4x− 1

f ′(g(x) + x) · (g′(x) + 1) = 4x− 1

เมืÉอแทน x = 0 จะไดว้า่
f ′(g(0) + 0) · (g′(0) + 1) = 4(0)− 1

f ′(1 + 0) · (1 + 1) = −1

f ′(1) · 2 = −1

f ′(1) = −1

2



ś.ś. กฎลูกโซ่ řŘś

ตัวอย่าง ś.ś.Ŝ กาํหนดให้ f(x) = x|x| และ g(x) = x2 + x− 1 จงหา (f ◦ g)′(−1)

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่ (f ◦ g)′(−1) = f ′(g(−1)) · g′(−1)

เนืÉองจาก g(−1) = −1 และ g′(x) = 2x+ 1 ดงันัÊน

(f ◦ g)′(−1) = f ′(−1) · (2(−1) + 1) = −f ′(−1)

สาํหรบั x < 0 จะไดว้า่ f(x) = −x2 นัÉนคือ f ′(x) = −2x ดงันัÊน f ′(−1) = 2 สรุปไดว้า่

(f ◦ g)′(−1) = −2

จากกฎลกูโซเ่มืÉอกาํหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว้
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอย่าง ś.ś.ŝ กาํหนดให้ y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

= (2u+ 3)(2x− 1)

เมืÉอ x = 1 จะไดว้า่ u = 12 − 1 = 0 ดงันัÊน
dy

dx

∣∣∣∣
x=1

= (2(0) + 3)(2(1)− 1) = 3

ตัวอย่าง ś.ś.Ş กาํหนดให้ y = u+
1

u
, u = x2 + 1 และ x = 2t+ 1 จงหา dy

dt

วธีิทาํ โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
dy

dt
=

dy

du
· du
dx

· dx
dt

= (1− u−2)(2x)(2)

=

(
1− 1

(x2 + 1)2

)
4(2t+ 1)

=

(
1− 1

((2t+ 1)2 + 1)2

)
(8t+ 4)

ตัวอย่าง ś.ś.ş จงหาอนพุนัธข์อง F (x) =
√
x2 + 1

วธีิทาํ ให้ f(x) = √
x และ g(x) = x2 + 1 แลว้ F (x) = f ◦ g(x) นัÉนคือ

f ′(x) =
1

2
√
x

และ g′(x) = 2x



řŘŜ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั
โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

F ′(x) = (f ◦ g)′(x)
= f ′(g(x)) · g′(x)
= f ′(x2 + 1) · 2x

=
1

2
√
x2 + 1

· 2x

=
x√

x2 + 1

ดงันัÊน F ′(x) =
x√

x2 + 1
หรอื

d

dx

√
x2 + 1 =

x√
x2 + 1

ทฤษฎบีท ś.ś.Š กฎทัÉวไปของอนุพนัธส์าํหรับฟังกชั์นกาํลัง
ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้

d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = xn แลว้ f ◦ g(x) = [g(x)]n และ f ′(x) = nxn−1 โดยกฎการคณูจะไดว้า่
d

dx
[g(x)]n =

d

dx
(f ◦ g)(x)

= f ′(g(x)) · g′(x)
= n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอย่าง ś.ś.š จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = (x3 − 1)100

วธีิทาํ f ′(x) = 100(x3 − 1)99 · (x3 − 1)′ = 100(x3 − 1)99 · 3x2 = 300x2(x3 − 1)99

Ś. h(x) =
1

3
√
x2 + x+ 1

วธีิทาํ จดัรูปใหม่ f(x) = (x2 + x+ 1)−
1
3 จะไดว้า่

f ′(x) = −1

3
(x2 + x+ 1)−

4
3 · (x2 + x+ 1)′

= −1

3
(x2 + x+ 1)−

4
3 · (2x+ 1)

= − 2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
4
3



ś.ś. กฎลูกโซ่ řŘŝ

ś. g(t) =

(
t− 2

2t+ 1

)9

วธีิทาํ จะไดว้า่

g′(t) = 9

(
t− 2

2t+ 1

)8(
t− 2

2t+ 1

)′

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· (2t+ 1)(t− 2)′ − (t− 2)(2t+ 1)′

(2t+ 1)2

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· (2t+ 1)(1)− (t− 2)(2)

(2t+ 1)2

= 9

(
t− 2

2t+ 1

)8

· 5

(2t+ 1)2

=
45(t− 2)8

(2t+ 1)10

Ŝ. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4

วธีิทาํ โดยใชก้ฎการคณูและกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
k′(x) = (1− x)5[(x3 + 2)4]′ + [(1− x)5]′(x3 + 2)4

= (1− x)5[4(x3 + 2)3(x3 + 2)′] + [5(1− x)4(1− x)′](x3 + 2)4

= (1− x)5[4(x3 + 2)33x2] + [5(1− x)4(−1)](x3 + 2)4

= 12x2(1− x)5(x3 + 2)3 − 5(1− x)4(x3 + 2)4

ตอ่ไปจะกลา่วถงึความสมัพนัธ์ระหวา่งอนพุนัธ์ของฟังกช์นัและอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัดงั
ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ ซงึจะไม่พิสจูนแ์ต่จะยกตวัอยา่งการนาํไปใชใ้นการการอนพุนัธ์โดยทฤษฎีบทดงั
กลา่ว
ทฤษฎบีท ś.ś.řŘ ทฤษฎบีทฟังกชั์นผกผัน (Inverse function theorem)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉผกผนัได้ และหาอนพุนัธไ์ดโ้ดยทีÉคา่ไม่เป็นศนูยที์É x แลว้ f−1(y) = x จะ
ไดว้า่

dy

dx
· dx
dy

= 1 หรอื dx

dy
=

1
dy
dx

ตัวอย่าง ś.ś.řř ให้ y =
1

x+ 1
จงหา dx

dy
ในรูป y

วธีิทาํ จะเห็นวา่ dy

dx
= −(x+ 1)−2(1) = − 1

(x+ 1)2
และ x =

1

y
− 1

โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่
dx

dy
= −(x+ 1)2

= −
(
1

y
− 1 + 1

)2

= − 1

y2



řŘŞ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั
ตัวอย่าง ś.ś.řŚ ให้ f(x) = x3 + 1 จงหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัของ f โดยใช้ทฤษฎีบท
ฟังกช์นัผกผนั
วธีิทาํ จะเห็นวา่ dy

dx
= 3x2 และ x = (y − 1)

1
3 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่

dx

dy
=

1

3x2
=

1

3(y − 1)
2
3

ดงันัÊน
(f−1)′(x) =

1

3(x− 1)
2
3

แบบฝึกหดั ś.ś
ř. จงหา dy

dx
เมืÉอ

ř.ř y = u3 − 2u และ u =
√
x

ř.Ś y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

ř.ś y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

ř.Ŝ y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

Ś. จงหา dy

dt
เมืÉอ

Ś.ř y = u− u2, u = x− x3 และ x =
√
t+ 1

Ś.Ś y = 5 + 3u−2, u =
√
x และ x = t2

ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ś.ř f(x) = (x2 + 1)

√
x2 − 1

ś.Ś F (x) = (4x− x2)99

ś.ś f(x) = (x+
√
x)5

ś.Ŝ f(x) = (1 + x4)
2
3

ś.ŝ f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

ś.Ş f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

Ŝ. ให้ F (x) = f ◦ g(x) เมืÉอ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

ŝ. ถา้ h(x) =
√

4 + 3f(x) เมืÉอ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

Ş. ให้ r(x) = f(g(h(x))) เมืÉอ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

ş. ให้ y = f

(√
x− 1√

x

)
เมืÉอ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ทีÉ x = 1

Š. ให้ y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมืÉอ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ทีÉ x = 1

š. ให้ y = x3 + 3x2 + 3x จงหา dx

dy
ในรูป y



ś.Ŝ. อนพุนัธ์อนัดบัสูง řŘş

ś.Ŝ อนุพนัธอั์นดับสูง
บทนิยาม ś.Ŝ.ř อนุพนัธอั์นดับสูง (Higher order derivatives)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์ได้ และ f ′ เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์ได้ แลว้ f ′′ จะเรยีก
วา่อนุพนัธอั์นดับสอง (second derivative) ของ f นิยามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
ให้ n ∈ N และ f (0) = f อนุพนัธอั์นดับ n ของ f เขียนแทนดว้ย f (n) นิยามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś กาํหนดให้ f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 3x2 − 16x+ 9 ดงันัÊน
f ′′(x) = 6x− 16

f ′′(2) = 6(2)− 16 = −4

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ś ให้ f(x) = x8 + 12x5 − 4x4 + 8x3 − 5x+ 5 จงหา f ′′′(x)

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) = 8x7 + 60x4 − 16x3 + 24x2 − 5

f ′′(x) = 56x6 + 240x3 − 48x2 + 48x

f ′′′(x) = 336x5 + 720x2 − 96x+ 48

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ŝ สมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถุชิ ÊนหนึÉง s = 2t3 − 5t2 + 3t + 4 เมืÉอ s มีหนว่ยเป็น
เซนติเมตร และ t มีหนว่ยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีÉขณะ 2 วินาที
วธีิทาํ สมการความเรว็คือ

v(t) = s′(t) = 6t2 − 10t+ 3

ดงันัÊนสมการความเรง่คือ
a(t) = v′(t) = 12t− 10

และ a(2) = 12(2)− 10 = 14

ดงันัÊนความเรง่ทีÉขณะ 2 วินาที เทา่กบั 14 เซนติเมตร/วินาที2



řŘŠ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตวัอยา่งตอ่ไปคือการหาอนพุนัธอ์นัดบัสงูทีÉอาศยัการดรููปแบบและคาดคะเนคาํตอบ การยืนยนั
คาํตอบทีÉถกูตอ้งตอ้งพิสจูนโ์ดยวิธิอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ แตจ่ะขอเวน้การพิสจูนด์งักลา่ว
ตัวอย่าง ś.Ŝ.ŝ ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นั f(x) = xn

วธีิทาํ ให้ n ∈ N จะไดว้า่
f ′(x) = nxn−1

f ′′(x) = n(n− 1)xn−2

f ′′′(x) = n(n− 1)(n− 2)xn−3

...
f (n)(x) = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n!

ดงันัÊน f (n)(x) = n!

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ş ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นั f(x) =
1

1− x

วธีิทาํ ให้ n ∈ N และ f(x) = (1− x)−1 จะไดว้า่
f ′(x) = −1(1− x)−2(−1) =

1

(1− x)2

f ′′(x) = 1(−2)(1− x)−3(−1) =
1 · 2

(1− x)3

f ′′′(x) = 1(2)(−3)(1− x)−4(−1) =
1 · 2 · 3
(1− x)4

...
f (n)(x) = 1(2)(3) · · · (n− 1)(−n)(1− x)−(n+1)(−1) =

1 · 2 · 3 · · ·n
(1− x)n+1

ดงันัÊน f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ş ให้ f(x) =
1

x+ 1
จงหา f (2561)(0)

วธีิทาํ ให้ n ∈ N และ f(x) = (1 + x)−1 จะไดว้า่
f ′(x) = −1(x+ 1)−2(1) =

(−1)

(x+ 1)2

f ′′(x) = (−1)(−2)(x+ 1)−3(1) =
(−1)(−2)

(x+ 1)3

f ′′′(x) = (−1)(−2)(−3)(x+ 1)−4(1) =
(−1)(−2)(−3)

(x+ 1)4

...
f (2561)(x) = (−1)(−2)(−3) · · · (−2561)(x+ 1)−2562(−1) =

(−1)(−2)(−3) · · · (−2561)

(x+ 1)2562

ดงันัÊน
f (2561)(0) = −(2561!)



ś.Ŝ. อนพุนัธ์อนัดบัสูง řŘš

แบบฝึกหดั ś.Ŝ
ř. จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองและอนัดบัสาม ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

ř.Ś f(x) = x10 + x7 − x

ř.ś f(x) =
√
x+ 3

√
x

ř.Ŝ f(x) = (x− 1)(x+ 1)

ř.ŝ f(x) =
1

x+ 1

ř.Ş f(x) =
1√
x− 1

ř.ş f(x) =
1

x2 + 1

Ś. ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ś.ř f(x) = x−n

Ś.Ś f(x) =
√
x

Ś.ś f(x) =
1

x

Ś.Ŝ f(x) =
1√
x

Ś.ŝ f(x) =
1

x+ 2

Ś.Ş f(x) =
1

1− 2x

ś. สมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถชิุ ÊนหนึÉง s = t3 + 2t2 − t+ 4 เมืÉอ s มีหนว่ยเป็นเซนติเมตร และ
t มีหนว่ยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีÉขณะ 1 วินาที

Ŝ. ให้ f(x) =
1

x
จงหา f (2018)(1)



řřŘ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ś.ŝ อนุพนัธข์องฟังกชั์นเลขชีÊกาํลัง
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเลขชี ÊกาํลงัโดยเริÉมตน้จาก f(x) = ex เมืÉอ e คือ

คา่คงตวัออยเลอร์ เรยีกฟังกช์นัผกผนัของ f วา่ฟังกช์นัลอการิทึÉมธรรมชาติ นัÉนคือ f−1(x) = ℓnx
จะเห็นวา่ ℓn1 = 0, ℓne = 1 และ eℓnx = x

พิจารณาอนพุนัธข์อง f(x) = ex จะได้
f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

ex+h − ex

h

= lim
h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= exf ′(0)

เมืÉอพิจารณากราฟของฟังกช์นั y =
ex − 1

x

รูปทีÉ ś.ś กราฟของฟังกช์นั y =
ex − 1

x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3
y =

ex − 1

x

เมืÉอ x ใกล้ ๆ 0 คา่ของ ex − 1

x
จะเขา้ใกล้ 1 เราจงึกาํหนดให้ f ′(0) = 1 ดงันัÊน f ′(x) = ex

สรุปไดว้า่
d

dx
ex = ex

ทฤษฎบีท ś.ŝ.ř ให้ u = u(x) จะไดว้า่ d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ex แลว้ f ◦ u(x) = eu(x) และ f ′(x) = ex โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

ทฤษฎบีท ś.ŝ.Ś ให้ a > 0 และ a ̸= 1 ถา้ ax = exℓna จะไดว้า่
d

dx
ax = axℓna

บทพิสูจน์. โดยทฤษฎีบท ś.ŝ.ř จะไดว้า่
d

dx
ax =

d

dx
exℓna = exℓna · d

dx
xℓna = exℓnaℓna = axℓna



ś.ŝ. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั řřř

ทฤษฎบีท ś.ŝ.ś ให้ a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) จะไดว้า่ d

dx
au(x) = au(x)ℓna · u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ax แลว้ f ◦ u(x) = au(x) และ f ′(x) = axℓna โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
au(x) = au(x)ℓna · u′(x)

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ŝ จงหาอนพุนัธข์อง
ř. f(x) = ex + e−x

วธีิทาํ f ′(x) = ex + e−x(−x)′ = ex + e−x(−1) = ex − e−x

Ś. f(x) = ee
x
+ e−x2

วธีิทาํ f ′(x) = ee
x
(ex)′ + e−x2

(−x2)′ = ee
x
ex + e−x(−2x) = ee

x+x − 2xe−x2

ś. f(x) = 3x
2
+ ex

2+2x

วธีิทาํ f ′(x) = 3x
2
ℓn3 · (x2)′ + ex

2+2x(x2 + 2x)′ = 3x
2
(2x)ℓn3 + (2x+ 2)ex

2+2x

Ŝ. f(x) = (ex + x)(e2x + 1)

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) = (ex + x)(e2x + 1)′ + (ex + x)′(e2x + 1)

= (ex + x)(2e2x) + (ex + 1)(e2x + 1)

= 2e3x + 2xe2x + e3x + ex + e2x + 1

= 3e3x + (2x+ 1)e2x + ex + 1

ŝ. f(x) =
ex + e−x

ex − e−x

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) =

(ex − e−x)(ex + e−x)′ − (ex + e−x)(ex − e−x)′

(ex − e−x)2

=
(ex − e−x)(ex − e−x)− (ex + e−x)(ex + e−x)

(ex − e−x)2

=
(e2x − 2 + e−2x)− (e2x + 2 + e−2x)

(ex − e−x)2

= − 4

(ex − e−x)2

พิจารณาฟังกช์นั y = ex เมืÉอ x > 0 จะไดว้า่ โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะไดว้า่
dx

dy
=

1

ex
=

1

y

ดงันัÊน
d

dx
ℓnx =

1

x



řřŚ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ทฤษฎบีท ś.ŝ.ŝ ให้ u = u(x) > 0 จะไดว้า่ d

dx
ℓnu(x) = 1

u(x)
· u′(x)

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ℓnx แลว้ f ◦ u(x) = ℓnu(x) และ f ′(x) =
1

x
โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
ℓnu(x) = 1

u(x)
· u′(x)

เมืÉอ x < 0 จะไดว้า่
d

dx
ℓn|x| = =

d

dx
ℓn(−x) =

1

−x
(−1) =

1

x

สรุปไดว้า่สาํหรบั x ̸= 0 และ u(x) ̸= 0 จะไดว้า่
d

dx
ℓn|x| = 1

x
และ d

dx
ℓn|u(x)| = 1

u(x)
· u′(x)

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ş จงหาอนพุนัธข์อง
ř. f(x) = ℓn(x2 + 1)

วธีิทาํ f ′(x) =
1

x2 + 1
· (x2 + 1)′ =

2x

x2 + 1

Ś. f(x) = ℓn|1− x− x2|

วธีิทาํ f ′(x) =
1

1− x− x2
· (1− x− x2)′ = − 1 + 2x

1− x− x2

ตวัอยา่งตอ่ไปนีÊจะใชส้มบตัิของลอการทิึÉมมาชว่ยจดัรูปก่อนหาอนพุนัธ์
ตัวอย่าง ś.ŝ.ş จงหาอนพุนัธข์อง

ř. f(x) = ℓn(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิึÉม f(x) = ℓn(x+ 1) + ℓn(x+ 2) + ℓn(x+ 3) ดงันัÊน
f ′(x) =

1

x+ 1
· (x+ 1)′ +

1

x+ 2
· (x+ 2)′ +

1

x+ 3
· (x+ 3)′

=
1

x+ 1
+

1

x+ 2
+

1

x+ 3

Ś. f(x) = ℓn
(
ex + 1

ex − 1

)
วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิึÉม f(x) = ℓn(ex + 1)− ℓn(ex − 1) ดงันัÊน

f ′(x) =
1

ex + 1
· (ex + 1)′ +

1

ex − 1
· (ex − 1)′ +

1

x+ 3
· (x+ 3)′

=
ex

ex + 1
+

ex

ex − 1

=
2e2x

e2x − 1



ś.ŝ. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั řřś

ทฤษฎบีท ś.ŝ.Š ให้ a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) ถา้ ℓogax =
ℓnx
ℓna จะไดว้า่

ř. d

dx
ℓoga|x| =

1

xℓna Ś. d

dx
ℓoga|u(x)| =

1

u(x)ℓna · u′(x)

บทพิสูจน์. จะไดว้า่
d

dx
ℓoga|x| =

d

dx

ℓnx
ℓna =

1

ℓna · 1
x
=

1

xℓna
ให้ f(x) = ℓoga|x| แลว้ f ◦ u(x) = ℓogau(x) และ f ′(x) =

1

xℓna โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
ℓoga|u(x)| =

1

u(x)ℓna · u′(x)

ตัวอย่าง ś.ŝ.š จงหาอนพุนัธข์อง
ř. f(x) = ℓog2(x

3 + x)

วธีิทาํ ℓf ′(x) =
1

ℓn(x3 + x)ℓn2 · (x3 + x)′ =
3x2 + 1

ℓn(x3 + x)ℓn2
Ś. f(x) = ℓog3(x

2 + 2)(1− x)

วธีิทาํ จดัรูปโดยใชส้มบตัิของลอการทิึÉม f(x) = ℓog3(x
2 + 2) + ℓog3(1− x) ดงันัÊน

f ′(x) =
1

ℓn(x2 + 2)ℓn3 · (x2 + 2)′ +
1

ℓn(1− x)ℓn3 · (1− x)′

=
2x

ℓn(x2 + 2)ℓn3 − 1

ℓn(1− x)ℓn3

ตวัอยา่งตอ่ไปนีÊจะใช้สมบตัิของลอการิทึÉมมาชว่ยจดัรูปของฟังกช์นัทีÉอยู่ในรูปผลคณูและผล
หารหลาย ๆ พจน์ ก่อนหาอนพุนัธ์
ตัวอย่าง ś.ŝ.řŘ จงหา dy

dx

ř. y = (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = 5ℓn(x3 + 1) + 7ℓn(x− 1) + 9ℓn(x2 − 4)

d

dx
(ℓny) = 5 · 1

x3 + 1
· (3x2) + 7 · 1

x− 1
· (1) + 9 · 1

x2 − 4
· (2x)

1

y

dy

dx
=

15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4

dy

dx
= y

(
15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4

)
= (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9

(
15x2

x3 + 1
+

7

x− 1
+

18x

x2 − 4

)



řřŜ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

Ś. y =
(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = 9ℓn(x+ 1) + 4ℓn(x2 − 4)− ℓn(1− 2x)− 1
2
ℓn(x2 − 1)

d

dx
(ℓny) = 9 · 1

x+ 1
· (1) + 4 · 1

x2 − 4
· (2x)− 1

1− 2x
· (−2)− 1

2
· 1

x2 − 1
· (2x)

1

y

dy

dx
=

9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1

dy

dx
= y

(
9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1

)
=

(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

(
9

x+ 1
+

8x

x2 − 4
+

2

1− 2x
− x

x2 − 1

)

ś. y =
5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = 1
5

[
4ℓnx+ 1

2
ℓn(7x+ 1)− 9ℓn(2x3 − 5)

]
d

dx
(ℓny) = 1

5

[
4 · 1

x
+

1

2
· 1

7x+ 1
(7)− 9 · 1

2x3 − 5
(6x2)

]
1

y

dy

dx
=

1

5

[
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

]
dy

dx
=

1

5
y

(
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

)
=

1

5
5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9

(
4

x
+

7

14x+ 2
− 54x2

2x3 − 5

)

สดุทา้ยจะเป็นตวัอยา่งตอ่ไปนีÊจะใชส้มบตัิของลอการทิึÉมมาชว่ยจดัรูปของฟังกช์นัในรูป [u(x)]v(x)

เพืÉอหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัเหลา่นัÊน
ตัวอย่าง ś.ŝ.řř จงหาอนพุนัธข์อง

ř. d

dx
(xx)

วธีิทาํ ให้ y = xx จะไดว้า่ ℓny = xℓnx ดงันัÊน
d

dx
(ℓny) = x

d

dx
ℓnx+ ℓnx d

dx
x

1

y

dy

dx
= x · 1

x
+ ℓnx · 1

1

y

dy

dx
= 1 + ℓnx

dy

dx
= y(1 + ℓnx) = xx(1 + ℓnx)

ดงันัÊน d

dx
(xx) = xx(1 + ℓnx)



ś.ŝ. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั řřŝ

Ś. d

dx
(x

1
x )

วธีิทาํ ให้ y = x
1
x จะไดว้า่ ℓny =

1

x
ℓnx = x−1ℓnx ดงันัÊน

d

dx
(ℓny) = x−1 d

dx
ℓnx+ ℓnx d

dx
x−1

1

y

dy

dx
= x−1 · 1

x
+ ℓnx · (−x−2)

1

y

dy

dx
=

1− ℓnx
x2

dy

dx
=

y(1− ℓnx)
x2

=
x

1
x (1− ℓnx)

x2

ดงันัÊน d

dx
(x

1
x ) =

x
1
x (1− ℓnx)

x2

แบบฝึกหดั ś.ŝ
ř. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř y = xe + ex

ř.Ś y = 21−x + 3ℓnx − e3x

ř.ś y = 21−x + 3ℓnx − e3x

ř.Ŝ y = (1 + π)x+π

ř.ŝ y = ℓog2(x
2 + ℓnx)

ř.Ş y = ℓog3(2
x + 3x)

ř.ş y = (1 +
√
2)x

ř.Š y = (1 + e)1+ex

Ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ś.ř y = xx2 Ś.Ś y = (1 + ex)x

ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ś.ř y = x2ℓn2(3x+ 1)

ś.Ś y = (x+ 1)9(x+ 2)8(x+ 3)7(x+ 4)6

ś.ś y =

√
(x2 + 1)ℓn|x3 + x|

(2x− 3)3



řřŞ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ś.Ş อนุพนัธข์องฟังกชั์นตรีโกณมติิ
การศกึษาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติทัÊง Ş ฟังกช์นัคือ ไซน์ โคไซน์ แทนเจนต์ โคแทนเจนต์

เซแคนต์ และโคเซแคนต์ เริÉมตน้จากฟังกช์นัไซน์ โดยอาศยัทฤษฎีบท Ś.ś.řŘ จะไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท ś.Ş.ř ให้ u = u(x) จะไดว้า่

ř. d

dx
sinx = cosx Ś. d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

บทพิสูจน์. โดยนิยามของอนพุนัธแ์ละเอกลกัษณต์รโีกณมิติขอ้ řŘ
d

dx
sinx = lim

h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

sinxcosh+ cosxsinh− sinx
h

= −sinx · lim
h→0

1− cos
h

+ cosx lim
h→0

sinh
h

โดยตวัอยา่ง Ś.ś.řř ขอ้ Ś และทฤษฎีบท Ś.ś.řŘ จะไดว้า่
d

dx
sinx = −sinx · 0 + cosx · 1 = cosx

ให้ f(x) = sinx แลว้ f ◦ u(x) = sinu(x) และ f ′(x) = cosx โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

ดงันัÊนทฤษฎีบท ś.Ş.ř เป็นจรงิ
โดยทฤษฎีบท ś.Ş.ř จะสามารถพิสจูน์อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรีโดกณมิติไดค้รบทกุฟังกช์นั และ

ขยายไปยงักรณี u(x) โดยใชก้ฎลกูโซใ่นทาํนองเดียวกนั
ทฤษฎบีท ś.Ş.Ś ให้ u = u(x) จะไดว้า่

ř. d

dx
cosx = −sinx

Ś. d

dx
tanx = sec2x

ś. d

dx
secx = secxtanx

Ŝ. d

dx
cotx = −csc2x

ŝ. d

dx
cscx = −cscxcotx

Ş. d

dx
cosu(x) = −sinu(x) · u′(x)

ş. d

dx
tanu(x) = sec2u(x) · u′(x)

Š. d

dx
secu(x) = secu(x)tanu(x) · u′(x)

š. d

dx
cotu(x) = −csc2u(x) · u′(x)

řŘ. d

dx
cscu(x) = −cscu(x)cotu(x) · u′(x)



ś.Ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ řřş

บทพิสูจน์. ř. เนืÉองจาก sin
(π
2
− x
)
= cosx และ cos

(π
2
− x
)
= sinx จะไดว้า่

d

dx
cosx =

d

dx
sin
(π
2
− x
)
= cos

(π
2
− x
)
· (−1) = −sinx

Ś. จะไดว้า่
d

dx
tanx =

d

dx

( sinx
cosx

)
=

cosx(sinx)′ − sinx(cosx)′
cos2x

=
cosx(cosx)− sinx(−sinx)

cos2x

=
cos2x+ sin2x

cos2x

=
1

cos2x
= sec2x

ś. จะไดว้า่
d

dx
secx =

d

dx
(cosx)−1 = −1 (cosx)−2 (cosx)′

= −1 (cosx)−2 (−sinx)
=

1

cosx · sinx
cosx

= secxtanx
ขอ้ Ŝ-ŝ เป็นแบบฝึกหดั และ ขอ้ Ş-řŘ พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท ś.Ş.ř ขอ้ Ś

ตัวอย่าง ś.Ş.ś จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = sin(√x)

วธีิทาํ f ′(x) = cos(√x) · (
√
x)′ = cos(√x) · 1

2
x− 1

2 =
cos(√x)

2
√
x

Ś. f(x) = sin2xcos5x
วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = (sin2x)(cos5x)′ + (sin2x)′(cos5x)
= (sin2x)(−5sin5x) + (2cos2x)(cos5x)
= −5sin2xsin5x+ 2cos2xcos5x

ś. f(x) = tan(ℓnx) + ℓn(tanx)
วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = sec2(ℓnx) · (ℓnx)′ + 1

tanx · (tanx)′

= sec2(ℓnx) · 1
x
+

1

tanx · sec2x

=
sec2(ℓnx)

x
+

sec2x

tanx
=

sec2(ℓnx)
x

+
cosx
sinx · 1

cos2x

=
sec2(ℓnx)

x
+ secxcscx



řřŠ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง ś.Ş.Ŝ จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř. d

dx

(
esecx + sec2x

)
วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

(
esecx + sec2x

)
= esecx · (secx)′ + 2(secx) · (secx)′
= esecx · secxtanx+ 2(secx) · (secxtanx)
= esecxsecxtanx+ 2sec2xtanx

Ś. d

dx
cot2(x2)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
cot2(x2) = 2(cot(x2)) · (cot(x2))′

= 2(cot(x2)) · (−csc(x2)cot(x2)) · (x2)′

= 2(cot(x2)) · (−csc(x2)cot(x2)) · 2x
= −4xcot2(x2)csc(x2)

ś. d

dx

1√csc2x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

1√csc2x− 1
=

d

dx
(csc2x− 1)−

1
2

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · (csc2x− 1)′

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · 2(cscx) · (cscx)′

= −1

2
(csc2x− 1)−

3
2 · 2(cscx) · (−cscxcotx)

=
csc2xcotx

(csc2x− 1)
3
2

ตัวอย่าง ś.Ş.ŝ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = sinxsin22xsin33x

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = ℓn(sinx) + 2ℓn(sin2x) + 3ℓn(sin3x)
d

dx
(ℓny) = 1

sinx · cosx+ 2 · 1

sin2x · 2cos2x+ 3 · 1

sin3x · 3cos3x
1

y

dy

dx
= cotx+ 4cot2x+ 9cot3x

dy

dx
= y(cotx+ 4cot2x+ 9cot3x)
= sinxsin22xsin33x(cotx+ 4cot2x+ 9cot3x)



ś.Ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ řřš

ตัวอย่าง ś.Ş.Ş จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. y = (sinx)x

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = xℓn(sinx) ดงันัÊน
d

dx
(ℓny) = x

d

dx
ℓn(sinx) + ℓn(sinx) d

dx
x

1

y

dy

dx
= x · 1

sinx · cosx+ ℓn(sinx) · 1
1

y

dy

dx
= xcotx+ ℓn(sinx)

dy

dx
= y(xcotx+ ℓn(sinx))
= (sinx)x(xcotx+ ℓn(sinx))

Ś. y = (tanx)cosx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = cosxℓn(tanx) ดงันัÊน
d

dx
(ℓny) = cosx d

dx
ℓn(tanx) + ℓn(tanx) d

dx
cosx

1

y

dy

dx
= cosx · 1

tanx · sec2x+ ℓn(tanx) · (−sinx)
1

y

dy

dx
= cosx · 1

tanx · sec2x− sinxℓn(tanx)
1

y

dy

dx
= cotxsecx− sinxℓn(tanx)

dy

dx
= y(cotxsecx− sinxℓn(tanx))
= (tanx)cosx(cotxsecx− sinxℓn(tanx))

ตัวอย่าง ś.Ş.ş จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = xcos(πx2) ทีÉจดุ (1,−1)

วธีิทาํ เนืÉองจาก
dy

dx
= x · (cos(πx2))′ + cos(πx2) · (x)′

= x · (−sin(πx2) · (πx2)′) + cos(πx2) · (1)
= x · (−sin(πx2) · (2πx) + cos(πx2)

= −2πx2sin(πx2) + cos(πx2)

จะไดค้วามชนัของเสน้สมัผสัเทา่กบั
dy

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0− 1 = −1

ดงันัÊนสมการของเสน้สมัสมัผล y = xcos(πx2) ทีÉจดุ (1,−1) คือ y = −1(x− 1)− 1 หรอื
y = −x



řŚŘ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

เมืÉอเราทราบอนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ ตอ่มาจะศกึษาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั
ทัÊง Ş ฟังกช์นั คือ อารก์ไซน์ อารก์โคไซน์ อารก์แทนเจนต์ อารก์โคแทนเจนต์ อารก์เซแคนต์ และอารก์
โคเซแคนต์ โดยอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนัเหลา่นัÊนพิสจูน์ได้โดยอาศยัทฤษฎีบทฟังกช์นั
ผกผนั
ทฤษฎบีท ś.Ş.Š ให้ u = u(x) จะไดว้า่

ř. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

Ś. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

ś. d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

Ŝ. d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

บทพิสูจน์. ř. ให้ y = sinx เมืÉอ x ∈ [−π
2
, π
2
] แลว้ dy

dx
= cosx โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

cosx =
1√

1− sin2x
=

1√
1− y2

ดงันัÊน d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

Ś. ให้ y = cosx เมืÉอ x ∈ [0, π] แลว้ dy

dx
= −sinx โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

−sinx = − 1√
1− cos2x

= − 1√
1− y2

ดงันัÊน d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

ś. ให้ f(x) = arcsinx แลว้ f ◦ u(x) = arcsinu(x) และ f ′(x) =
1√

1− x2
โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
· u′(x)

Ŝ. ให้ f(x) = arccosx แลว้ f ◦ u(x) = arccosu(x) และ f ′(x) = − 1√
1− x2

โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
· u′(x)

ทฤษฎบีท ś.Ş.š ให้ u = u(x) จะไดว้า่

ř. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

Ś. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

ś. d

dx
arctanu(x) = 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

Ŝ. d

dx
arccotu(x) = − 1

1 + [u(x)]2
u′(x)



ś.Ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ řŚř

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั (พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท ś.Ş.š )
ทฤษฎบีท ś.Ş.řŘ ให้ u = u(x) จะไดว้า่

ř. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

Ś. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ś. d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

Ŝ. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

บทพิสูจน์. ř. ให้ y = secx เมืÉอ x ∈ [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

dy

dx
= secxtanx

กรณี x ∈ [0, π
2
) จะไดว้า่ y = secx > 0 และ tanx > 0 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

secxtanx =
1

secx√sec2x− 1
=

1

y
√

y2 − 1

กรณี x ∈ (π
2
, π] จะไดว้า่ y = secx < 0 และ tanx < 0 โดยทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัจะได้

dx

dy
=

1

secxtanx =
1

secx (−√sec2x− 1
) =

1

−y
√
y2 − 1

จากทัÊง Ś กรณีสรุปไดว้า่ x

dy
=

1

|y|
√
y2 − 1

ดงันัÊน
d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

ś. ให้ f(x) = arcsecx แลว้ f ◦ u(x) = arcsecu(x) และ f ′(x) =
1

|x|
√
x2 − 1

โดยกฎลกูโซจ่ะได้

(f ◦ u)′(x) = f ′(u(x)) · u′(x)

d

dx
arcsinu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

· u′(x)

ขอ้ Ś และ Ŝ พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัขอ้ ř และ ś ตามลาํดบั
ตัวอย่าง ś.Ş.řř จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนี Ê

ř. d

dx
(arcsinxarccosx)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(arcsinxarccosx) = (arcsinx) d

dx
(arccosx) + (arccosx) d

dx
(arcsinx)

= arcsinx
(
− 1√

1− x2

)
+ arccosx · 1√

1− x2

=
arccosx− arcsinx√

1− x2

Ś. d

dx

(
earctanx)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

(
earctanx) = earctanx d

dx
(arctanx) = earctanx · 1

1 + x2
=

earctanx
1 + x2



řŚŚ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ś. d

dx

(√arccscx)
วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx

(√arccscx) = 1

2
(arcsecx)− 1

2
d

dx
(arcsecx)

=
1

2
√arcsecx · 1

|x|
√
x2 − 1

=
1

2|x|
√
(x2 − 1)arcsecx

Ŝ. d

dx

(arctanx+ 1

arccotx+ 1

)
วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

(arctanx+ 1

arccotx+ 1

)
=

(arccotx+ 1) d
dx
(arctanx+ 1)− (arctanx+ 1) d

dx
(arccotx+ 1)

(arccotx+ 1)2

=
(arccotx+ 1) · 1

1+x2 − (arctanx+ 1)
(
− 1

1+x2

)
(arccotx+ 1)2

=
arccotx+ arctanx+ 2

(1 + x2)(arccotx+ 1)2

ตัวอย่าง ś.Ş.řŚ จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = arcsinx2 + arcsin2x

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) =

1√
1− (x2)2

· (x2)′ + 2(arcsinx)(arcsinx)′

=
1√

1− x4
· (2x) + 2(arcsinx) · 1√

1− x2

=
2x√
1− x4

+
2arcsinx√
1− x2

Ś. f(x) = ℓn(arcsec(ex))
วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
1

arcsec(ex) · (arcsec(ex))′

=
1

arcsec(ex) ·
1

|ex|
√

(ex)2 − 1
· (ex)′

=
1

arcsec(ex) ·
1

ex
√
e2x − 1

· ex

=
1

arcsec(ex) · √e2x − 1



ś.Ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ řŚś

ś. f(x) = xarctan(ℓnx)
วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) = x(arctan(ℓnx))′ + (x)′arctan(ℓnx)
= x · 1

1 + (ℓnx)2 · (ℓnx)′ + 1 · arctan(ℓnx)
= x · 1

1 + ℓn2x
· 1
x
+ arctan(ℓnx)

=
1

1 + ℓn2x
+ arctan(ℓnx)

Ŝ. f(x) =
arctanx√arctanx2

วธีิทาํ จะไดว้า่

f ′(x) =
(
√arctanx2)(arctanx)′ − (arctanx)(√arctanx2)′

(
√arctanx2)2

=
(
√arctanx2) · 1

1+x2 − (arctanx)1
2
(arctanx2)−

1
2 (arctanx2)′

arctanx2

=

√arctanx2 · 1
1+x2 − (arctanx) 1

2
√arctanx2

· 1
1+(x2)2

(x2)′

arctanx2

=

√arctanx2 · 1
1+x2 − (arctanx) 1

2
√arctanx2

· 1
1+(x2)2

(2x)

arctanx2

=

√arctanx2 · 1
1+x2 − (arctanx) x

(1+x4)
√arctanx2

arctanx2

=
(1 + x4)arctanx2 − x(1 + x2)arctanx
(1 + x2)(1 + x4)arctanx2

√arctanx2

ตัวอย่าง ś.Ş.řś จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = xarcsinx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ℓny = arcsinxℓnx ดงันัÊน
d

dx
(ℓny) = arcsinx d

dx
ℓnx+ ℓnx d

dx
arcsinx

1

y

dy

dx
= arcsinx · 1

x
+ ℓnx · 1√

1− x2

1

y

dy

dx
=

arcsinx
x

+
ℓnx√
1− x2

dy

dx
= y

(arcsinx
x

+
ℓnx√
1− x2

)
= xarcsinx

(arcsinx
x

+
ℓnx√
1− x2

)



řŚŜ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง ś.Ş.řŜ จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = ℓn(arctanx) ทีÉจดุ x = 1

วธีิทาํ เนืÉองจาก
dy

dx
=

1

arctanx · (arctanx)′

=
1

arctanx · 1

1 + x2

=
1

(1 + x2)arctanx
จะไดค้วามชนัของเสน้สมัผสัเทา่กบั

dy

dx

∣∣∣∣
x=1

=
1

2arctan1 =
1

2 · π
4

=
2

π

แบบฝึกหดั ś.Ş
ř. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x) = cotxsec2x

ř.Ś f(x) = sin2x+ xcosx
ř.ś f(x) = extanex
ř.Ŝ f(x) = e−cotx2

ř.ŝ f(x) =
√
e−x2 + cosx

ř.Ş f(x) = 2secxcot(xex)
ř.ş f(x) =

sin(2ex)
1 + tan(x−1)

+ etanx

ř.Š f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

ř.š f(x) = sin(sec√x)

ř.řŘ f(x) = etanx + sin5x

Ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ś.ř f(x) = xcosx

Ś.Ś f(x) = (tanx)cotx
Ś.ś f(x) = (1 + x)ℓnx

Ś.Ŝ f(x) = (ℓnx)ex

ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ś.ř y =

√
(x2 − 1)5(1− x− x3)9

tan3xcos7ℓnx

ś.Ś y = (1 +
√
x)10sec5(cosx)tan7x

ś.ś y =

( cosx(x2 − secx)14
(x+ cosx)3(x+ 1)5

)3

ś.Ŝ y = 3

√
ℓnx2(sinx)5
(1− x2)9

Ŝ. ให้ y = sinucosu และ u = esecx จงหา dy

dx

ŝ. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = excos(πex) ทีÉจดุ (0,−1)

Ş. จงแสดงวา่ y = 2cosx+ 3sinx สอดคลอ้งสมการ y′′ + y = 0

ş. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ



ś.Ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ řŚŝ

ş.ř f(x) = arcsin(x2 + 1)

ş.Ś f(x) =
√
x− arccosx2

ş.ś f(x) = x3arcsin(ex + x)

ş.Ŝ f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)
ş.ŝ f(x) = arccsc3x

ş.Ş f(x) = cos(arctanx)sin2x
ş.ş f(x) = arccot3xarctan4x
ş.Š f(x) =

arcsin(ex)
2x+ arccosx

Š. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Š.ř f(x) = xarctanx

Š.Ś f(x) = (arcsinx)x
Š.ś f(x) = (arccosx)arcsinx

Š.Ŝ f(x) = (
√
x)arccosx

š. จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = earctanx ทีÉจดุ x = 1

řŘ. จงหาสมการของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = ℓn(ex+1 + arccosx) ทีÉจดุ x = 0

řř. กาํหนดให้ f(x) =
(
1− x

1 + x

)arcsinx
จงหา f ′(0)

řŚ. จงพิสจูนว์า่

řŚ.ř d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

řŚ.Ś d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

řŚ.ś d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

řŚ.Ŝ d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√

[u(x)]2 − 1
u′(x)

řŚ.ŝ d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

řŚ.Ş d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)



řŚŞ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ś.ş อนุพนัธข์องฟังกชั์นโดยปริยาย
ในหวัขอ้ทีÉผา่นมาเราหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัในรูป y = f(x) เราจะเรยีกฟังกช์นัลกัษณะแบบ

นีÊวา่ฟังกชั์นชัดแจ้ง (explicit function) แต่ในหวัขอ้นี Êจะศกึษาการอนพุนัธ์ของฟังกช์นัทีÉอยู่ในรูป
แบบ

F (x, y) = c

เมืÉอ c เป็นคา่คงตวั และ x เป็นตวัแปรอิสระ และ y เป็นตวัแปรทีÉขึ Êนกบั x เรยีกฟังกช์นัแบบนีÊ
วา่ ฟังกชั์นโดยปริยาย (implicit function) อนพุนัธ์ของฟังกช์นัลกัษณะนีÊเรยีกวา่ อนุพนัธ์ของ
ฟังกชั์นโดยปริยาย (differentiation of implicit function) และหาอนพุนัธ์ดงักลา่วโดยอาศยักฏ
ลกูโซ่ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง ś.ş.ř จงหา dy

dx

ř. x3 + y3 = xy

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(x3 + y3) =

d

dx
(xy)

3x2 + 3y2
dy

dx
= x

dy

dx
+ y · 1

(3y2 − x)
dy

dx
= y − 3x2

dy

dx
=

y − 3x2

3y2 − x

Ś. x3 + y2x+ x2y = 5

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(x3 + y2x+ x2y) =

d

dx
(5)

3x2 +

(
y2 · 1 + x · 2y dy

dx

)
+

(
x2 dy

dx
+ y · (2x)

)
= 0

(2xy + x2)
dy

dx
= −3x2 − y2 − 2xy

dy

dx
= −3x2 + y2 + 2xy

2xy + x2

ś. xey + yex = 1

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(xey + yex) =

d

dx
(1)

x
d

dx
(ey) + ey

dx

dx
+ y

d

dx
(ex) + ex

dy

dx
= 0

xey
dy

dx
+ ey · 1 + yex + ex

dy

dx
= 0

dy

dx
= −yex + ey

xey + ex



ś.ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย řŚş

ตัวอย่าง ś.ş.Ś จงหา dy

dx

ř. √
xy + y = x2y

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

√
xy + y =

d

dx
(x2y)

1

2
(xy + y)−

1
2
d

dx
(xy + y) = x2 dy

dx
+ y · (2x)

1

2
√
xy + y

(
x
dy

dx
+ y · 1 + 1

)
= 2x2√xy + y

dy

dx
+ 4xy

√
xy + y

x
dy

dx
+ y + 1 = 2x2√xy + y

dy

dx
+ 4xy

√
xy + y(

x− 2x2√xy + y
) dy
dx

= 4xy
√
xy + y − y − 1

dy

dx
=

4xy
√
xy + y − y − 1

x− 2x2
√
xy + y

Ś. sin(xy) = xcosy
วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
sin(xy) = d

dx
(xcosy)

cos(xy) d

dx
(xy) = x

d

dx
cosy + cosy · 1

cos(xy)
(
x
dy

dx
+ y

)
= −xsiny dy

dx
+ cosy

(xcos(xy) + xsiny) dy
dx

= cosy − ycos(xy)
dy

dx
=

cosy − ycos(xy)
xcos(xy) + xsiny

ś. arctan(x+ y) = xℓny
วธีิทาํ จะไดว้า่

d

dx
arctan(x+ y) =

d

dx
(xℓny)

1

1 + (x+ y)2
d

dx
(x+ y) = x

d

dx
ℓny + ℓny · 1

1

x2 + y2 + 2xy + 1

(
1 +

dy

dx

)
= x · 1

y

dy

dx
+ ℓny

y

(
1 +

dy

dx

)
= x(x2 + y2 + 2xy + 1)

dy

dx
+ y(x2 + y2 + 2xy + 1)ℓny

(y − x3 − xy2 − 2x2y − x)
dy

dx
= y(x2 + y2 + 2xy + 1)ℓny − y

dy

dx
=

y(x2 + y2 + 2xy + 1)ℓny − y

y − x3 − xy2 − 2x2y − x



řŚŠ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

ตัวอย่าง ś.ş.ś จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้วงกลม x2 + y2 = 25 ทีÉจดุ (3, 4)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(x2 + y2) =

d

dx
(25)

2x+ 2y
dy

dx
= 0

dy

dx
= −x

y

ความชนัของเสน้สมัผสัทีÉจดุ (3, 4) เทา่กบั −3
4

ดงันัÊนสมการของเสน้สมัผสัคือ

y = −3

4
(x− 3) + 4

อาจแสดงไดด้งักราฟตอ่ไปนีÊ

X

Y

P (3, 4)

y = −3
4 (x− 3) + 4

−5 0 5

−5

5

ตัวอย่าง ś.ş.Ŝ จงหาความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ arctan(xy) + xy =
√
xy +

π

4
ทีÉจดุ (1, 1)

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx
(arctan(xy) + xy) =

d

dx

(√
xy +

π

4

)
1

1 + (xy)2
d

dx
(xy) + x

dy

dx
+ y =

1

2
(xy)−

1
2
d

dx
(xy)

1

1 + (xy)2

(
x
dy

dx
+ y

)
+ x

dy

dx
+ y =

1

2
√
xy

(
x
dy

dx
+ y

)

หาความชนัของเสน้สมัผสัทีÉจดุ (1, 1) โดยแทนคา่ x = 1 และ y = 1 นัÉนคือ
1

1 + 1

(
dy

dx
+ 1

)
+

dy

dx
+ 1 =

1

2

(
dy

dx
+ 1

)
dy

dx
= −1

ดงันัÊนความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้นี Êเทา่กบั −1



ś.ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย řŚš

ตัวอย่าง ś.ş.ŝ กาํหนดให้ ysinx = xey จงหา y′′

วธีิทาํ จะไดว้า่
(ysinx)′ = (xey)′

ycosx+ y′sinx = xeyy′ + ey

(ycosx+ y′sinx)′ = (xeyy′ + ey)′

(y′cosx− ysinx) + (y′′sinx+ y′cosx) = eyy′ + xeyy′y′ + xeyy′′ + eyy′

(sinx− xey)y′′ = 2eyy′ + xeyy′y′ + ysinx− 2y′cosx
y′′ =

2eyy′ + xeyy′y′ + ysinx− 2y′cosx
sinx− xey

แบบฝึกหดั ś.ş
ř. จงหา dy

dx

ř.ř 4x2 + 9y2 = 36

ř.Ś y2 − x2 = 1

ř.ś ycosx+ xy = y2

ř.Ŝ 2x2 − 4xy + y2 − 5x+ 3y = 10

ř.ŝ √
xsiny +√

y = 0

ř.Ş √x+
√
y +

√
y +

√
x = 1

ř.ş (x2y3 + x3y2)2 = xy2 − yx2 + 3

ř.Š exy + cos(xy) = xtany

Ś. จงหา y′′

Ś.ř arctany = xy

Ś.Ś √
xy − 1 = x+ y

Ś.ś ysecx = y + cotx
Ś.Ŝ x =

1√
x+ y

ś. กาํหนดให้ y = xy จงหา y′′′

Ŝ. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ yx2 + xy2 = 2xy ทีÉจดุ (1, 1)

ŝ. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ xℓny + 9 = 5x− xy2 + cosπx ทีÉจดุ (2, 1)



řśŘ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

สรุป
ในบทนีÊเริÉมตน้ดว้ยอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย และอตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉง ของการ

เคลืÉอนทีÉของวตัถุ จากนัÊนขยายแนวคิดไปยงัฟังกช์นัหนึÉงตวัแปร แลว้เรยีก

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉงของฟังกช์นั f ทีÉจดุ a วา่อนพุนัธข์อง f ทีÉจดุ a ถา้ลิมิตนัÊนหาคา่ได้
และไดอี้กดว้ยวา่ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ x = a คือ f ′(a) ตอ่มาศกึษากฎพืÊน
ฐานเกีÉยวกบัอนพุนัธ์ เช่น กฎการบวก กฎการคณู และกฎการหาร และสิÉงสาํคญัในการนาํไปใชห้า
อนพุนัธข์องฟังกช์นัทีÉซบัซอ้นมากยิÉงขึ Êนคือ กฎลกูโซที่Éกลา่วไวว้า่

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

ในการหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัก็จะอาศยัทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนัทีÉกลา่วไว้วา่ dx

dy
· dy
dx

= 1

จากนัÊนนิยามอนพุนัธ์อนัดบัทีÉมากกวา่ ř เช่น Ś และ ś เป็นตน้ เรยีกวา่อนพุนัธ์อนัดบัสงู โดยการ
หาอนพุนัธข์องฟังกช์นัอนัดบั n หาไดจ้ากอนพุนัธข์องฟังกช์นัอนัดบัทีÉ n − 1 จากนัÊนศกึษาอนพุนัธ์
ของฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั ฟังกช์นัลอการิทึÉม ฟังกช์นัตรโีกณมิติ และฟังกช์นัฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั
สดุทา้ยสนใจการหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิายทีÉอยู่ในรูปแบบ F (x, y) = c โดยทีÉ c เป็นคา่
คงตวั และ x เป็นตวัแปรอิสระ และ y เป็นตวัแปรทีÉขึ Êนกบั x โดยอาศยักฎลกูโซใ่นการหาอนพุนัธ์



ś.ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย řśř

แบบฝึกหดับททีÉ ś
ř. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉยของ y เทียบกบั x

ř.ř f(x) = x|x| บนชว่ง [−3, 1]

ř.Ś f(x) =
√
2x2 − 1 บนชว่ง [1, 5]

Ś. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ś.ř f(x) = 3

√
x Ś.Ś f(x) =

x+ 3

2

ś. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีÉจดุ x = a

ś.ř f(x) = 1 + x2 ; a = −1

ś.Ś f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3

Ŝ. จงตราจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊหาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ x = 0 หรอืไม่

Ŝ.ř f(x) =

xsin 1
x

เมืÉอ x ̸= 0

0 เมืÉอ x = 0
Ŝ.Ś f(x) =

x2sin 1
x

เมืÉอ x ̸= 0

0 เมืÉอ x = 0

ŝ. ให้ f ′(x) = |x+ 1| − |x− 1|+ |x− 3| จงหา f ′(2)

Ş. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ş.ř f(x) =

√
x+ 2 3

√
x

Ş.Ś f(x) = (x3 − 1)(2− x− x2)

Ş.ś f(x) =
x− 1

x2 + 1

Ş.Ŝ f(x) =
1

x3
− 1√

x
+ 3

Ş.ŝ f(x) =
x2 − 5x

2x− 1

Ş.Ş y =
(x2 − 1)(x3 + x)

x2 + 1

ş. ถา้ f, g, h และ k เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ จงแสดงวา่
[fghk]′(x) = [f ′ghk + fg′hk + fgh′k + fghk′](x)

Š. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Š.ř F (x) = (x4 + 3x2 − 2)5

Š.Ś F (x) =
4
√
x3 + 2x+ 1

Š.ś f(x) =
x

3
√
x3 − x

Š.Ŝ g(t) =
1

(t4 + 1)3

Š.ŝ g(x) = (x+ 1)
4
3 (x2 + 1)4

Š.Ş f(t) =
3

√√
t+ 1√
t− 1



řśŚ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

š. จงหาสมการของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ (bullet-nose) y =
|x|√
2− x2

ทีÉจดุ (1, 1)

řŘ. ให้ y = w

(
3 + u

3− u

)
, u =

√
7− 3x, x = 1 + t2 เมืÉอ w′(2) = 2 จงหา dy

dt
ทีÉ t = 1

řř. ให้ y =
f(1 +

√
x)

g(1−
√
x)

, x = 3 + t2 เมืÉอ f(3) = 2, g(−1) = 4, f ′(3) = −2, g′(−1) = −1

จงหา dy

dt
ทีÉ t = 1

řŚ. ให้ F (x) = f(3f(4f(x))) เมืÉอ f(0) = 0 และ f ′(0) = 2 จงหา F ′(0)

řś. ให้ F = f(xf(xf(x))) เมืÉอ f(1) = 2, f(2) = 3, f ′(1) = 4, f ′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา F ′(1)

řŜ. ให้ f(x) = ex จงหาอนพุนัธ์ของฟังกช์นัผกผนัของ f โดยใชท้ฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนั เมืÉอ
กาํหนดให้ d

dx
ex = ex

řŝ. ให้ n ∈ N จงหาอนพุนัธข์อง n ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řŝ.ř f(x) =

1

1 + 2x
řŝ.Ś f(x) =

x+ 1

x− 1

řŞ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řŞ.ř y = x2x řŞ.Ś y = (ℓnx)x

řş. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řş.ř y =

√
xe + ex

řş.Ś y = (x2 + 1)9ℓn2(4x+ 1)
√

(x+ 1)11

řş.ś y = 4

√
x3
√
5x− 6

(2x2 − 1)5

řŠ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řŠ.ř f(x) = sinx2 + cos(1− x2)

řŠ.Ś f(x) =
1√sec2x+ tanx2

řŠ.ś f(x) = 2sinxtan(cosx)

řŠ.Ŝ f(x) = ex
2sin2(tan2x2)

řŠ.ŝ f(x) = ex(cosx+ sinx)
řŠ.Ş f(x) = x2[cos(ℓnx) + sin(ℓnx)]

řš. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
řš.ř f(x) = xtanx řš.Ś f(x) = (tanx)cosx

ŚŘ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั y = cosxcos22xcos33xcos44x

Śř. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ



ś.ş. อนพุนัธ์ของฟังกช์นัโดยปรยิาย řśś

Śř.ř f(x) =
3
√arccscx2

Śř.Ś f(x) = arcsec√x

Śř.ś f(x) = arctan
(x
2

)
+ arccot

(
2

x

)
Śř.Ŝ f(x) = arctan(ℓn(tanx))

ŚŚ. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ŚŚ.ř y = xarccotx ŚŚ.Ś y = (arccosx)ℓnx

Śś. จงหา dy

dx

Śś.ř ℓnxy + arctanx2y = sec2xy

Śś.Ś x
1
3 + y

1
3 = 1

Śś.ś cos2xy = sinxy2
Śś.Ŝ earctanxy + sin(cscxy) = cot(ℓny)

ŚŜ. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ yx3 + 3xy2 = 4xy ทีÉจดุ (1, 1)

Śŝ. จงสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ eyℓnx+ 27 = xy3 + sin(πx) ทีÉจดุ (1, 3)



řśŜ บททีÉ ś. อนพุนัธ์ของฟังกช์นั

เอกสารอ้างองิ
ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. (ŚŝŜŠ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:

สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ŝ
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. การประมาณคา่เชิงเสน้
Ś. คา่สดุขีด
ś. ความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้
Ŝ. การรา่งกราฟ
ŝ. อตัราสมัพทัธ์
Ş. หลกัเกณล์อปีตาล

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

ř. สามารถใชค้า่เชิงอนพุนัธป์ระมาณคา่ทีÉกาํหนดใหไ้ดอ้ยา่งเหมาะสม
Ś. หาคา่สดุขีดและนาํไปใชแ้กปั้ญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุได้
ś. สามารถรา่งกราฟและบอกองคป์ระกอบตา่ง ๆ ไดอ้ยา่งครบถว้น
Ŝ. ใชอ้ตัราสมัพทัธใ์นการแกปั้ญหาอตัราสมัพทัธไ์ด้
ŝ. ใชห้ลกัลอปีตาลในการหาลมิิตรูปแบบไมก่าํหนดไดถ้กูตอ้ง

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "การประยกุตข์องอนพุนัธ"์
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "การประยกุตข์องอนพุนัธ"์
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Ŝ
การประยุกตข์องอนุพนัธ์

ในบทนีÊจะกลา่วถงึการนาํอนพุนัธไ์ปประยกุตใ์ชใ้นดา้นตา่ง ๆ คือ การประมาณคา่เชิงเสน้ การ
รา่งกราฟ การหาคา่สงูสดุตํÉาสดุ อตัราสมัพทัธ์ และหลกัเกณฑล์อปิีตาล จะทาํใหผู้เ้รยีนไดเ้ขา้ใจถงึ
ประโยชนข์องอนพุนัธแ์ละเห็นตวัอยา่งในการประยกุตใ์นเบื Êองตน้

Ŝ.ř การประมาณค่าเชิงเส้น
บทนิยาม Ŝ.ř.ř กาํหนดให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ และ ∆x เป็นสว่นทีÉเปลีÉยนแปลง
ของ x เแลว้ ค่าเชิงอนุพนัธ์ (differential) ของ x เขียนแทนดว้ย dx หมายถงึ ∆x นัÉนคือ ∆x = dx

ค่าเชิงอนุพนัธข์อง y เขียนแทนดว้ย dy กาํหนดโดย
dy = f ′(x)dx หรอื df = f ′(x)dx

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ś กาํหนดให้ f(x) = x2 + 2x จงหา dy เมืÉอ x = 1 และ ∆x = 0.1

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 2x+ 2 ฉะนัÊน
dy = f ′(x)dx = (2x+ 2)dx

เนืÉองจาก เมืÉอ x = 1 และ dx = ∆x = 0.1 ดงันัÊน
dy = (2 · 1 + 2)(0.1) = 0.4

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ś จงหาคา่เชิงอนพุนัธโ์ดยใชบ้ทนิยาม Ŝ.ř.ř
ř. d(sinx)

วธีิทาํ d(sinx) = (sinx)′dx = (cosx)dx
Ś. d(arctanx)

วธีิทาํ d(arctanx) = (arctanx)′dx =
1

1 + x2
dx

ś. d(xex)

วธีิทาํ d(xex) = (xex)′dx = (xex + ex)dx

řśş



řśŠ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ทฤษฎบีท Ŝ.ř.Ŝ กาํหนดให้ u = f(x) และ v = g(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดที้É x และ c เป็นคา่
คงตวั และ r เป็นจาํนวนตรรกยะ แลว้

ř. dc = 0

Ś. d(cu) = cdu

ś. d(u± v) = du± dv

Ŝ. d(uv) = udv + vdu

ŝ. d(ur) = rur−1du

Ş. d
(u
v

)
=

vdu− vdu

v2
เมืÉอ v ̸= 0

บทพิสูจน์. ให้ u = f(x) และ v = g(x) จะไดว้า่ du = f ′(x)dx และ dv = g′(x)dx

ř. dc = (c′)dx = 0dx = 0

Ś. d(cu) = (cu)′dx = cu′dx = cf ′(x)dx = cdu

ś. d(u± v) = (u± v)′dx = (u′ ± v′)dx = u′dx± v′dx = f ′(x)dx± g′(x)dx = du± dv

Ŝ. d(uv) = (uv)′dx = (u′v + uv′)dx = vu′dx+ uv′dx = vf ′(x)dx+ ug′(x)dx = vdu+ udv

ขอ้ ŝ-Ş เป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŝ จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř. d(x2 + ex + ℓnx)
วธีิทาํ จะไดว้า่

d(x2 + ex + ℓnx) = xd(x2) + d(ex) + d(ℓnx)dx
= (x2)′dx+ (ex)′dx+ (ℓnx)′dx
= 2xdx+ exdx+

1

x
dx

=

(
2x+ ex +

1

x

)
dx

Ś. d(xsinx)
วธีิทาํ d(xsinx) = xd(sinx) + (sinx)dx = x(sinx)′dx+ (sinx)dx = (xcosx+ sinx)dx

ś. d(cos2x)

วธีิทาํ d(cos2x) = 2(cosx)d(cosx) = 2cosx(cosx)′dx = −2cosxsinxdx
Ŝ. d

( x

ex

)
วธีิทาํ จะไดว้า่

d
( x

ex

)
=

exdx− xdex

(ex)2
=

exdx− xexdx

e2x
=

(
1− x

ex

)
dx



Ŝ.ř. การประมาณคา่เชงิเสน้ řśš

กาํหนดให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ x = a และ ∆y คือสว่นทีÉเปลีÉยนแปลงของ y

บนเสน้โคง้ y = f(x) และ dy คือสว่นทีÉเปลีÉยนแปลงของ y บนเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ
P (a, f(a)) ดงัรูป

รูปทีÉ Ŝ.ř แนวคิดการประมาณคา่เชิงเสน้

X

Y

dy

∆x

∆y

a

P
f(a)

L(a+∆x)

a+∆x

f(a+∆x)

f

L

สมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ P (a, f(a)) คือ
y = f ′(a)(x− a) + f(a)

กาํหนดให้ L(x) = f ′(a)(x − a) + f(a) จะเรยีก L วา่ฟังกชั์นเชิงเส้นของ f (linear function of
f ) ทีÉจดุ x = a เมืÉอพิจารณากราฟ f และ L จะเห็นวา่กราฟทัÊงสองทีÉจดุ x = 1 มีคา่ใกลเ้คียงกนั ถา้
∆x มีคา่ใกล้ ๆ ศนูย์ ทาํใหไ้ดว้า่

f(a+∆x) ≈ L(a+∆x)

เนืÉองจาก
L(a+∆x) = f ′(a)(a+∆x− a) + f(a) = f(a) + f ′(a)∆x

และ
∆y = ∆f = f(a+∆x)− f(a) ≈ (f(a) + f ′(a)∆x)− f(x) = f ′(a)∆x = df

นัÉนคือ ∆f ≈ df สรุปไดว้า่
f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะเรยีกวา่ การประมาณค่าเชิงเส้น (linear approximation) ของ f ทีÉจดุ a



řŜŘ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ş จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ √

16.001

วธีิทาํ ให้ f(x) = √
x จะไดว้า่ f ′(x) =

1

2
√
x

กาํหนดให้ a = 16 และ ∆x = 0.001 จาก

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่
√
16.001 = f(16 + 0.001) ≈ f(16) + f ′(16) · 0.001

=
√
16 +

1

2
√
16

· 0.001

= 4 +
1

8
· 0.001

= 4.000125

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ş จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ 3
√
7.998

วธีิทาํ ให้ f(x) = 3
√
x จะไดว้า่ f ′(x) =

1

3x
2
3

กาํหนดให้ a = 8 และ ∆x = −0.002 จาก

f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่
3
√
7.998 = f(8− 0.002) ≈ f(8) + f ′(8) · (−0.002)

=
3
√
8− 1

3(8)
2
3

· 0.002

= 3− 1

6
· 0.002

= 2.999667

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Š จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ tan50◦

วธีิทาํ ให้ f(x) = tanx จะไดว้า่ f ′(x) = sec2x กาํหนดให้ a = 45◦ =
π

4
และ ∆x = 5◦ =

π

36จาก
f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะไดว้า่
tan50◦ = f

(π
4
+

π

36

)
≈ f

(π
4

)
+ f ′

(π
4

)
· π

36

= tanπ
4
+ sec2π

4
· π

36

= 1 + 2 · π

36

= 1 +
π

18

= 1.174533



Ŝ.ř. การประมาณคา่เชงิเสน้ řŜř

ในการคาํนวณคา่คลาดเคลืÉอนทีÉเกิดจากการวดั กาํหนดให้
ř. u เป็นปรมิาณทีÉตอ้งการวดั
Ś. |du| เป็นค่าคลาดเคลืÉอน (error) ในการวดัของ u

ś.
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣ เป็นค่าคลาดเคลืÉอนสัมพทัธ์ (relative error) เมืÉอ u ̸= 0 และ
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣× 100 เป็นร้อยละความคลาดเคลืÉอนสัมพทัธ์ (percent of relative error)

ตัวอย่าง Ŝ.ř.š เมืÉอวดัดา้นของลกูบาศกล์กูหนึÉงยาว Śŝ เซนติเมตร พบวา่วดัความคลาดเคลืÉอนไป
ดา้นละไม่เกิน Ř.ŘŜ เซนติเมตร จงใชค้า่เชิงอนพุนัธ์ประมาณคา่คลาดเคลืÉอนทีÉเกิดขึ Êน พรอ้มทัÊงหา
คา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธ์ และคา่คลาดเคลืÉอนเป็นกีÉเปอรเ์ซนตข์องปรมิาตรนีÊ
วธีิทาํ ให้ V แทนปรมิาตรของลกูบาศก์ และ x แทนความยาวดา้นของลกูบาศก์
จะไดว้า่ dx = ±0.04 เซนติเมตร และ a = 25 และ V = x3 จะไดว้า่ V ′(x) = 3x2

|dV | ≈ |V ′(a)dx|
|dV | ≈ |V ′(25)(±0.04)| = |3(25)2(±0.04)| = 75

ดงันัÊนคา่คลาดเคลืÉอนของปรมิาตรทีÉเกิดขึ Êนเทา่กบั 75 ลกูบาศกเ์ซนติเมตร
คา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธเ์ทา่กบั ∣∣∣∣dVV

∣∣∣∣ = 75

253
=

3

625
= 0.0048

คา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธค์ิดเป็น∣∣∣∣dVV
∣∣∣∣× 100 = 0.0048× 100 = 0.48 เปอรเ์ซนต์



řŜŚ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
แบบฝึกหดั Ŝ.ř

ř. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
ř.ř d(tanx)
ř.Ś d(xcotx)

ř.ś d(exsinx)
ř.Ŝ d(arctan3x)

Ś. ให้ f(x) = 3x2 + 1 จงหา ∆y, dy และ |∆y − dy| เมืÉอ x = 1 และ ∆x = −0.01

ś. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊสาํหรบัคา่ a และ ∆x ทีÉกาํหนดให้
ś.ř f(x) = 2x2 + 1 ; a = 1 และ ∆x = 0.1

ś.Ś f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 และ ∆x = 0.02

ś.ś f(x) = (x+ 1)
√
x ; a = 4 และ ∆x = −0.2

ś.Ŝ f(x) =
x+ 1

x+ 2
; a = 3 และ ∆x = 0.03

Ŝ. จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ
Ŝ.ř √

81.03

Ŝ.Ś 3
√
15.89

Ŝ.ś 4
√
127

Ŝ.Ŝ (33)
2
5

Ŝ.ŝ sin(0.03)
Ŝ.Ş (8.1)

4
3 + (8.1)

2
3

ŝ. ถงัใบรูปทรงกระบอกใบหนึÉงไมมี่ฝา ตอ้งการทาสีดา้นนอกรอบถงัโดยทาสีหนา Ř.Śŝ เซนติเมตร
ถา้วดัรศัมีภายนอกได้ şŝ เซนติเมตร และถงัสงู řŝŘ เซนติเมตร จงหาปรมิาตรของสีทีÉใชท้าถงั
โดยการประมาณคา่เชิงเสน้

Ş. ในการวดัดา้นของรูปสีÉเหลีÉยมจตุรสัรูปหนึÉงซึÉงยาว řŞ นิ Êว พบวา่วดัคลาดเคลืÉอนไม่เกิน Ř.Řř
นิ Êว เราจะคาํนวณพืÊนทีÉคลาดเคลืÉอนไปไม่เกินเทา่ใด และจงหาคา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธ์และ
คา่คลาดเคลืÉอนคิดเป็นรอ้ยละของพื ÊนทีÉนี Ê



Ŝ.Ś. คา่สดุขดี řŜś

Ŝ.Ś ค่าสุดขดี
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึคา่สดุขีดซึÉงหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุของฟังกช์นั ซึÉงใช้การตรวจสอบ

จากอนพุนัธโ์ดยการแปลความหมายทางเรขาคณิต และนัÉนหมายถงึการนาํอนพุนัธไ์ปใชใ้นการแก้
ปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุทีÉมกัพบในโลกจรงิได้
บทนิยาม Ŝ.Ś.ř ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนชว่ง I แลว้จะกลา่ววา่

ř. f เป็นฟังกชั์นเพิÉม (increasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมืÉอ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) < f(x2)

Ś. f เป็นฟังกชั์นลด (decreasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมืÉอ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) > f(x2)

ข้อสังเกต Ŝ.Ś.Ś ถา้ f เป็นฟังกช์นัเพิÉม (ฟังกช์นัลด) บนช่วง I และ J แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิÉม
(ฟังกช์นัลด) บนช่วง I ∪ J

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ś จงแสดงวา่ f(x) = x2 เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง (0,∞)

วธีิทาํ ให้ x1, x2 ∈ (0,∞) สมมติวา่ x1 < x2 เนืÉองจาก x1 > 0 และ x2 > 0 จะไดว้า่
x2
1 < x1x2 และ x1x2 < x2

2

นัÉนคือ x2
1 < x2

2 ดงันัÊน f(x1) < f(x2) สรุปไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง (0,∞)

การตรวจสอบฟังกช์นัเพิÉมและลดโดยนิยามในบางฟังกช์นัอาจยุง่ยากและอาศยัสมบตัิตา่ง ๆ
มากมาย เราอาจใชอ้นพุนัธม์าช่วยในการตรวจสอบไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ แตจ่ะไมพิ่สจูนใ์นวิชานี Ê

ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.Ŝ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (a, b) จะไดว้า่
ř. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนช่วง [a, b]

Ś. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง [a, b]

ś. ถา้ f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัคงตวับนช่วง [a, b]

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŝ จงหาช่วงทีÉทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊ เป็นฟังกช์นัเพิÉม และเป็นฟังกช์นัลด
ř. f(x) = x2 − 2x+ 3

วธีิทาํ เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิÉมเมืÉอ f ′(x) = 2x− 2 > 0 นัÉนคือ x > 1

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนชว่ง (1,∞)

เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัลดเมืÉอ f ′(x) = 2x− 2 < 0 นัÉนคือ x < 1

ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 1)



řŜŜ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
Ś. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2

วธีิทาํ เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิÉมเมืÉอ f ′(x) = 4x3−12x2+8x > 0 แลว้ 4x(x−1)(x−2) > 0

นัÉนคือ x ∈ (0, 1) ∪ (2,∞) ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนชว่ง (0, 1) ∪ (2,∞)

เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัลดเมืÉอ f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 8x < 0 แลว้ 4x(x− 1)(x− 2) < 0

นัÉนคือ x ∈ (−∞, 0) ∪ (1, 2) ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 0) ∪ (1, 2)

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ş จงหาช่วงทีÉทาํให้ f(x) = x

x2 + 1
เป็นฟังกช์นัเพิÉมและเป็นฟังกช์นัลด

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) =

(x2 + 1)(1)− x(2x)

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2
=

(1− x)(1 + x)

(x2 + 1)2

เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิÉมเมืÉอ f ′(x) > 0 นัÉนคือ (1− x)(1 + x) > 0 จะไดว้า่ x ∈ (−1, 1) ดงันัÊน
f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนชว่ง (−1, 1) และ f เป็นฟังกช์นัลดเมืÉอ f ′(x) < 0 นัÉนคือ (1− x)(1 + x) < 0

จะไดว้า่ x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,∞) ดงันัÊน f เป็นฟังกช์นัลดบนชว่ง (−∞, 1) ∪ (1,∞)

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ş จงหา a ทีÉทาํให้ f(x) = ℓn(ex + a) เป็นฟังกช์นัเพิÉมบนจาํนวนจรงิ
วธีิทาํ พิจารณา

f ′(x) =
ex

ex + a
> 0

เนืÉองจาก ex > 0 ทกุ ๆ x ∈ R จะไดว้า่ ex + a > 0 ทกุ ๆ x ∈ R ดงันัÊน a ≥ 0

บทนิยาม Ŝ.Ś.Š ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่
ř. f(c) เป็นค่าสูงสุด (maximum value) หรอืค่าสูงสุดสัมบรูณ์ (absolute maximum value)

บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

Ś. f(c) เป็นค่าตํÉาสุด (minimum value) หรอืค่าตํÉาสุดสัมบรูณ์ (absolute minimum value)
บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

ś. f(c) เป็นค่าสุดขีด (extreme value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ f(c) เป็นคา่สงูสดุหรอืคา่ตํÉาสดุของ f

บน S

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.š จงแสดงวา่ f(x) =
1

x2 + 1
มีคา่สงูสดุสมับรูณบ์นชว่ง (−∞,∞)

วธีิทาํ เนืÉองจาก f(0) = 1 และ x2 + 1 ≥ 1 ทกุ ๆ x ∈ R นัÉนคือ

f(x) =
1

x2 + 1
≤ 1 = f(0) ทกุ ๆ x ∈ R

ดงันัÊน f(0) = 1 เป็นคา่สงูสดุสมับรูณข์อง f บนช่วง (−∞,∞)



Ŝ.Ś. คา่สดุขดี řŜŝ

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řŘ จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x2 + 1 บนชว่งทีÉกาํหนดโดยใชก้ราฟทีÉกาํหนด
ให้

ř. [0, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั ŝ และคา่ตํÉาสดุเทา่กบั ř
Ś. [−1, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั ŝ และคา่ตํÉาสดุเทา่กบั ř
ś. [−2, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่สงูสดุเทา่กบั ŝ และคา่ตํÉาสดุเทา่กบั ř

Ŝ. [1,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตํÉาสดุเทา่กบั Ś ไมมี่คา่สงูสดุ
ŝ. (−∞, 1]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตํÉาสดุเทา่กบั ř ไมมี่คา่สงูสดุ
Ş. (−∞,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

คา่ตํÉาสดุเทา่กบั ř ไมมี่คา่สงูสดุ



řŜŞ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
บทนิยาม Ŝ.Ś.řř ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่

ř. f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ (relative maximum value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ มี δ > 0 ซึÉง
f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

Ś. f(c) เป็นค่าตํÉาสุดสัมพทัธ์ (relative minimum value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ มี δ > 0 ซึÉง
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

ś. f(c) เป็นค่าสุดขีดสัมพทัธ์ (relative extreme value) บน S ก็ตอ่เมืÉอ
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f บน S

รูปทีÉ Ŝ.Ś ตวัอยา่งกราฟทีÉเกิดคา่สงูสดุและตํÉาสดุสมัพทัธบ์นชว่ง [a, b]

X

Y

a b

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řŚ จงแสดงวา่ฟังกช์นั f(x) = x2 − 2x มีคา่ตํÉาสดุสมัพทัธที์É x = 1

วธีิทาํ เลือก c = 1 และ δ = 1

ให้ x ∈ (0, 2) จะเห็นวา่ (x− 1)2 ≥ 0 นัÉนคือ (x− 1)2 − 1 ≥ −1 ดงันัÊน
f(x) = x2 − 2x = (x− 1)2 − 1 ≥ −1 = f(1) ทกุ ๆ x ∈ (0, 2)

ดงันัÊน f(1) = −1 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

จากแนวคิดของแฟร์มาต์ทีÉพบวา่จดุทีÉ เกิดคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุตอ้งทีÉ มี เสน้สมัผสัของเสน้โคง้
ขนานกบัแกน X หรอืความชนัเป็น Ř ตอ่มาไดข้ยายไปยงักรณีทีÉความชนัคา่ไมไ่ด้
ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.řś ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้

ถา้ f มีคา่สดุขีดสมัพทัธที์Éจดุ c แลว้ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่
บทนิยาม Ŝ.Ś.řŜ ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้จะเรยีก

c วา่จุดวกิฤต (critical point) ของฟังกช์นั f ก็ตอ่เมืÉอ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่



Ŝ.Ś. คา่สดุขดี řŜş

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řŝ จงหาจดุวิกฤตของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 − 12x+ 7

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x− 2)(x+ 2) = 0

ดงันัÊน x = −2, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f

Ś. f(x) = 3
√
x− 1

วธีิทาํ จะไดว้า่
f ′(x) =

1

3
(x− 1)−

2
3 =

1

3(x− 1)
2
3

เนืÉองจาก 1 ∈ Dom(f) และ f ′(1) ไมมี่คา่ ดงันัÊน x = 1 เป็นจดุวิกฤตของ f

ś. f(x) =
1

x3

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = −3x−4 = − 3

x4

ถงึแมว้า่ f ′(0) หาคา่ไมไ่ด้ แต่ 0 /∈ Dom(f) ไมมี่คา่ ดงันัÊน f ไมมี่จดุวิกฤต
Ŝ. f(x) = xex

วธีิทาํ จะไดว้า่ f ′(x) = xex + ex = ex(x+ 1) = 0

ดงันัÊน x = −1 เป็นจดุวิกฤตของ f

โดยทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řś สรุปได้วา่การจะหาคา่สดุขีดสมัพทัธ์ยอ่มตอ้งหาจดุวิฤตเป็นอนัดบัแรก
จากนาํจดุวิกฤตมาตรวจสอบวา่จดุนัÊนใหค้า่สงูสดุสมัพทัธห์รอืตํÉาสดุสมัพทัธ์ ทาํไดโ้ดย Ś วิธี คือการ
ทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง และ การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง
ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.řŞ การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับหนึÉง (First derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง S และ c ∈ S เป็นจดุวิกฤตของ f แลว้ มี δ > 0 ซึÉง

ř. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

Ś. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

รูปทีÉ Ŝ.ś คา่สงูสดุและตํÉาสดุสมัพทัธข์องการทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0
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อาจพิจารณาเครืÉองหมายของ f ′ โดยแทน + เมืÉอ f ′(x) > 0 และ − เมืÉอ f ′(x) < 0 บนเสน้
จาํนวน จะไดว้า่ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธเ์มืÉอสอดคลอ้ง

+

c

−

f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธ์ เมืÉอสอดคลอ้ง
−

c

+

ถา้เครืÉองหมายไม่สอดคลอ้งทัÊง Ś กรณี สรุปได้วา่จดุวิกฤตนัÊนไมใ่ช่จดุทีÉให้คา่ตํÉาสดุสมัพทัธ์และ
สงูสดุสมัพทัธ์
ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řş จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 12x3 + 12x2 − 24x = 12x(x2 + x− 2) = 12x(x+ 2)(x− 1) = 0

ดงันัÊน x = −2, 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครืÉองหมาย f ′ ไดด้งันี Ê

+−+

−2 0 1

−−

จะไดว้า่ f(−2) = −32 และ f(1) = −5 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

และ f(0) = 0 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

Ś. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12 = 6(x2 − 3x+ 2) = 6(x− 2)(x− 1) = 0

ดงันัÊน x = 1, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครืÉองหมาย f ′ ไดด้งันี Ê

+−+

1 2

−

จะไดว้า่ f(2) = −1 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f และ f(1) = 0 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
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ทฤษฎบีท Ŝ.Ś.řŠ การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับสอง (Second derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยทีÉ f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา่ได้
แลว้

ř. f ′′(c) < 0 แลว้ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

Ś. f ′′(c) > 0 แลว้ f(c) เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řš จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = x3 − 3x+ 1

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 3(x− 1)(x+ 1) = 0

ดงันัÊน x = −1, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืÉองจาก f ′′(x) = 6x จะไดว้า่

f ′′(−1) = −6 < 0 และ f ′′(1) = 6 > 0

ดงันัÊน f(1) = −1 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f และ f(−1) = 2 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

Ś. f(x) = x(x− 1)4

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = (x− 1)4 + 4x(x− 1)3

= (x− 1)3((x− 1) + 4x) = (x− 1)3(5x− 1) = 0

ดงันัÊน x =
1

5
, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืÉองจาก

f ′′(x) = 4(x− 1)3 + 4(x− 1)3 + 12x(x− 1)2

= 8(x− 1)3 + 12x(x− 1)2

จะไดว้า่

f ′′(1) = 0 และ f ′′
(
1

5

)
= −64

25
< 0

ดงันัÊน f

(
1

5

)
=

256

3125
เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

ś. f(x) = xex

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = xex + ex = ex(x+ 1) = 0

ดงันัÊน x = −1 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืÉองจาก f ′′(x) = xex + 2ex จะไดว้า่

f ′′(−1) = e−1 > 0

ดงันัÊน f(1) = −e−1 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f
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ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŚŘ จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = 3x2 − x

3
2 + 1

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) พิจารณา
f ′(x) = 6x− 3

2

√
x =

3

2

√
x(
√
x− 1) = 0

ดงันัÊน x = 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครืÉองหมาย f ′ ไดด้งันี Ê

+−

0 1

−

จะไดว้า่ f(1) = 3 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

Ś. f(x) = (x3 − 1)
2
3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = R พิจารณา

f ′(x) =
2

3
(x3 − 1)−

1
3 (3x2) =

2x2

3 3
√
(x− 1)(x2 + x+ 1)

เนืÉองจาก f ′(0) = 0 และ f ′(1) ไมมี่คา่ นัÉนคือ x = 0, 1 เป็นจดุวิกฤตของ f

พิจารณาเครืÉองหมาย f ′ ไดด้งันี Ê
+−−

0 1

−

จะไดว้า่ f(1) = 0 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f

ś. f(x) = x2ex

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = x2ex + 2xex = xex(x+ 2) = 0

ดงันัÊน x = −2, 0 เป็นจดุวิกฤตของ f เนืÉองจาก
f ′′(x) = x2ex + 2xex + 2ex + 2xex = x2ex + 4xex + 2ex

จะไดว้า่

f ′′(−2) = −2e−2 < 0 และ f ′′(0) = 2 > 0

ดงันัÊน f(0) = 0 เป็นคา่ตํÉาสดุสมัพทัธข์อง f และ f(−2) = 4e−2 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f
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ขัÊนตอนการหาค่าสุดขดี
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) หาคา่สดุขีดไดด้งันี Ê

ř. หาจดุวิกฤติ c ของ f

Ś. หาคา่ f(c) ทัÊงหมด f(a) และ f(b)

ś. เปรยีบเทียบคา่ในขัÊนตอนทีÉ Ś โดย
• คา่มากทีÉสดุ จะเป็นคา่สงูสดุของ f บน [a, b]

• คา่นอ้ยทีÉสดุ จะเป็นคา่ตํÉาสดุของ f บน [a, b]

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Śř จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชว่ง [−3, 3]

วธีิทาํ พิจารณา f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x+ 2)(x− 2) = 0

ดงันัÊน x = −2, 2 เป็นจดุวิกฤตของ f และ
f(−3) = (−3)3 − 12(−3) + 5 = 14

f(−2) = (−2)3 − 12(−2) + 5 = 21

f(2) = (2)3 − 12(2) + 5 = −11

f(3) = (3)3 − 12(3) + 5 = −4

ดงันัÊน f(2) = −11 เป็นคา่ตํÉาสดุของ f และ f(2) = 21 เป็นคา่สงูสดุของ f

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŚŚ จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = sinx+ cosx บนช่วง [0, 2π]

วธีิทาํ ให้ x ∈ [0, 2π] พิจารณา
f ′(x) = cosx− sinx = 0

tanx = 1

ดงันัÊน x =
π

4
,
5π

4
เป็นจดุวิกฤตของ f และ

f(0) = sin0 + cos0 = 1

f
(π
4

)
= sin

(π
4

)
+ cos

(π
4

)
=

√
2

f

(
5π

4

)
= sin

(
5π

4

)
+ cos

(
5π

4

)
= −

√
2

f(2π) = sin(2π) + cos(2π) = 1

ดงันัÊน f

(
5π

4

)
= −

√
2 เป็นคา่ตํÉาสดุของ f และ f

(π
4

)
=

√
2 เป็นคา่สงูสดุของ f
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ปัญหาค่าสูงสุดและค่าตํÉาสุดของฟังกชั์น
การนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้โจทยปั์ญหาเกีÉยวกบัการหาคา่สงูสดุและคา่ตํÉาสดุ โดยทัÉวไปเรา

มกัจะจาํลองปัญหาดงักลา่วในรูปของฟังกช์นั เช่นให้
y = f(x) แทนฟังกช์นัของปัญหาดงักลา่ว

เราอาจจะตอ้งหาคา่สดุขีดของ y เมืÉอ x เป็นคา่ ๆ หนึÉง โดยใชก้ระบวนการหาดงัขัÊนตอนการหาคา่
สดุขีด ดงัจะแสดงตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Śś เมืÉอนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 จงหาผลคณูทีÉมากทีÉสดุของ
สองจาํนวนนัÊน
วธีิทาํ ให้ x แทนจาํนวนจรงิจาํนวนหนึÉง
เนืÉองจากนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 ดงันัÊนจาํนวนทีÉสอง เทา่กบั 16− x

ให้ f แทนฟังกช์นัการคณูของจาํนวนจรงิสองจาํนวนนัÊน จะไดว้า่
f(x) = x(16− x) = 16x− x2

พิจารณา f ′(x) = 16− 2x = 0 ดงันัÊน x = 8 เป็นจดุวิกฤตของ f พิจารณาเครืÉองหมาย f ′ ไดด้งันี Ê
+

8

−

จะไดว้า่ f(8) = 64 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ
ดงันัÊนผลคณูทีÉมากทีÉสดุเทา่กบั 64

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŚŜ มีไมท้าํรัÊวยาว 800 เมตร นาํมาลอ้มรัÊวบา้นเป็นรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ โดยใชบ้า้นเป็น
รัÊวดา้นหนึÉง จงหาพื ÊนทีÉมากสดุทีÉลอ้มรัÊวนี Êได้
วธีิทาํ ให้ x แทนความกวา้งของรัÊว และ y แทนความยาวของรัÊว

xx

บา้นทีÉเป็นรัÊว

y

เนืÉองจากมีไมท้าํรัÊวยาว 800 เมตร ดงันัÊน y + 2x = 800 นัÉนคือ y = 800− 2x

ให้ A แทนฟังกช์นัของพื ÊนทีÉรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ทีÉเกิดจากการลอ้มรัÊว จะไดว้า่
A(x) = xy = x(800− 2x) = 800x− 2x2

พิจารณา A′(x) = 800− 4x = 0 ดงันัÊน x = 200 เป็นจดุวิกฤตของ A

พิจารณาเครืÉองหมาย A′ ไดด้งันี Ê
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+

200

−

จะไดว้า่ A(200) = 80000 เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ
ดงันัÊนพื ÊนทีÉมากสดุในการลอ้มรัÊวบา้นเทา่กบั 80, 000 ตารางเมตร
ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Śŝ จงหาดา้นของรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ทีÉ มี พื ÊนทีÉมากทีÉสดุทีÉบรรจุลงไปในสามเหลีÉยม
มมุฉากทีÉมีดา้นประชิดมมุฉากทัÊงสองดา้นคือ a และ b

วธีิทาํ ให้ a > 0 และ b > 0 และแสดงไดด้งัรูป

y

x

a

b− x

A

B

C

D

E

F

b

จากรูปให้ x แทนความกวา้งของพื ÊนทีÉ และ y แทนความยาวของพื ÊนทีÉ
เนืÉองจาก ∆ABC คลา้ยกบั ∆EDC จะไดว้า่ AB

AC
=

ED

EC
ดงันัÊน a

b
=

y

b− x
นัÉนคือ

y =
a

b
(b− x)

ให้ A แทนฟังกช์นัของพื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ AFDE จะไดว้า่
A(x) = xy = x · a

b
(b− x) =

a

b
(bx− x2)

พิจารณา A′(x) =
a

b
(b− 2x) = 0 ดงันัÊน x =

b

2
เป็นจดุวิกฤตของ A

พิจารณาเครืÉองหมาย A′ ไดด้งันี Ê
+

b
2

−

จะไดว้า่ A

(
b

2

)
เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ

เมืÉอ x =
b

2
และ y =

a

2
ดงันัÊนดา้นของรูปสีÉเหลีÉยมพื Êนผา้ทีÉมีพื ÊนทีÉมากทีÉสดุทีÉบรรจลุงในสามเหลีÉยม

มมุฉากทีÉมีดา้นประชิดมมุฉากทัÊงสองดา้นคือ a และ b คือ b

2
และ a

2
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ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŚŞ จงหาสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีÉ มีปรมิาตรมากทีÉสดุ และสามารถบรรจุในทรง
กลมรศัมี r หน่วย
วธีิทาํ ให้ r แทนรศัมีของทรงกลม

h แทนความสงูของกรวย
x แทนรศัมีของฐานกรวย

แสดงรูป Ś มิติไดด้งันี Ê

2r − h

h

r

x

A

B

C

D

จากรูป ∆ABC คลา้ยกบั ∆ACD จะไดว้า่ CA

CD
=

CB

CA
ดงันัÊน x

2r − h
=

h

x
นัÉนคือ

x2 = h(2r − h) = 2rh− h2

ให้ V แทนฟังกช์นัของปรมิาตรของกราย จะไดว้า่
V (h) =

1

3
πx2h =

1

3
π(2rh− h2)h =

1

3
π(2rh2 − h3)

พิจารณา V ′(h) =
1

3
π(4rh− 3h2) =

1

3
πh(4r − 3h) = 0 ดงันัÊน h =

4r

3
เป็นจดุวิกฤตของ V

พิจารณาเครืÉองหมาย V ′ ไดด้งันี Ê
+

4r
3

−

จะไดว้า่ V

(
4r

3

)
= เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืเป็นคา่สงูสดุ

ดงันัÊนสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีÉมีปรมิาตรมากทีÉสดุ และสามารถบรรจุในทรงกลมรศัมี r หนว่ย
เทา่กบั 4r

3
หน่วย



Ŝ.Ś. คา่สดุขดี řŝŝ

แบบฝึกหดั Ŝ.Ś
ř. จงหาช่วงทีÉทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊ เป็นฟังกช์นัเพิÉม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ

ř.ř f(x) = x3 − 6x2 + 9x

ř.Ś f(x) =
x

x+ 1

ř.ś f(x) = (x− 1)
2
3

ř.Ŝ f(x) = (6− x)x
1
5

Ś. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ
Ś.ř f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]
Ś.Ś f(x) =

x

x+ 3
; [−1, 5]

ś. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ
ś.ř f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

ś.Ś f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

ś.ś f(x) =
x− 2

x+ 2

ś.Ŝ f(x) = (1− x2)(1− x)

ś.ŝ f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

ś.Ş f(x) =
|x|

1 + |x|

Ŝ. จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) =
x2 + 100

x2 − 25
บนชว่ง [−1, 3]

ŝ. จงหาความสงูและรศัมีของฐานของรูปทรงกระบอกกลมตรงทีÉมีปรมิาตรมากทีÉสดุ ทีÉบรรจุใน
กรวยกลมซึÉงมีรศัมีของฐานยาว řŚ นิ Êว และสงู śŘ นิ Êว โดยทีÉฐานของทรงกระบอกอยู่บนฐาน
ของกรวย

Ş. กระป๋องรูปทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร řŚŝ ลกูบาศก์เซนติเมตร มีฝาปิดหวัทา้ย ฝาปิด
ทาํจากแผน่โลหะบางรูปสีÉเหลีÉยมจตุรสั และผิวดา้นขา้งทาํจากรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ จงหารศัมี
และความสงูของกระป๋องทีÉทาํใหใ้ชป้รมิาณโลหะนอ้ยทีÉสดุ

ş. จงหาจดุบนพาราโบลา y = x2 ทีÉอยูใ่กลจ้ดุ (3, 0) มากทีÉสดุ



řŝŞ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

Ŝ.ś ความเว้าและจุดเปลีÉยนเว้า
บทนิยาม Ŝ.ś.ř ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดที้É x0 และ y = g(x) เป็นสมการของเสน้สมัผสัเสน้
โคง้ y = f(x) ทีÉจดุ x0

ř. f มีความเว้าล่าง (concave downward) ทีÉจดุ x0 ก็ตอ่เมืÉอ

f(x) < g(x) ทกุๆ x ทีÉอยูใ่กล้ ๆ x0

Ś. f มีความเว้าบน (concave upward) ทีÉจดุ x0 ก็ตอ่เมืÉอ

f(x) > g(x) ทกุๆ x ทีÉอยูใ่กล้ ๆ x0

รูปทีÉ Ŝ.Ŝ ความเวา้บนและอยูล่า่งทีÉจดุ x0

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ś จงแสดงวา่ f(x) = x2 มีความเวา้บนทีÉจดุ 0

วธีิทาํ จะเห็นวา่ f ′(x) = 2x นัÉนคือ f ′(0) = 0 ดงันัÊน g(x) = 0 เป็นเสน้สมัผสัของ f ทีÉจดุ 0

เลือก δ = 1 ให้ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) จะไดว้า่
f(x) = x2 > 0 = g(x) ทกุ ๆ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)

สรุปไดว้า่ f มีความเวา้บนทีÉ 0
บทนิยาม Ŝ.ś.ś ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ และ S ⊆ D

ř. f มีความเว้าล่าง บน S ก็ตอ่เมืÉอ

f มีความเวา้ลา่งทีÉทกุ ๆ x ∈ S

Ś. f มีความเว้าบน บน S ก็ตอ่เมืÉอ

f มีความเวา้บนทีÉทกุ ๆ x ∈ S

ข้อสังเกต Ŝ.ś.Ŝ ถา้ f มีความเวา้บน (เวา้ลา่ง) บนชว่ง S และ T แลว้ f มีความเวา้บน (เวา้ลา่ง)
บนชว่ง S ∪ T



Ŝ.ś. ความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้ řŝş

บทนิยาม Ŝ.ś.ŝ ให้f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองทีÉจดุ x0 เรยีกจดุ (x0, f(x0)) วา่จุดเปลีÉยนเว้า (inflection
point) ก็ตอ่เมืÉอมี δ > 0 ซึÉงเปลีÉยนจากความเวา้แบบหนึÉงบนช่วง (x0 − δ, x0) ไปเป็นความเวา้อีก
แบบหนึÉงบนชว่ง (x0, x0 + δ)

การตรวจสอบความเวา้บน ความเวา้ลา่ง และจดุเปลีÉยนเวา้ ของบางฟังกช์นัโดยใชนิ้ยามอาจมี
ความยุง่ยาก จะมีทฤษฎีบทเกีÉยวกบัอนพุนัธ์อนัดบัสองมาชว่ยการตรวจสอบดงัตอ่ไปนี Ê (ไม่พิสจูน์
ในวิชานี Ê)
ทฤษฎบีท Ŝ.ś.Ş ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดอ้ยา่งนอ้ยสองอนัดบัแรกบนชว่ง (a, b)

และ c ∈ (a, b)

ř. ถา้ f ′′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว้ f มีความเวา้บนบนช่วง (a, b)

Ś. ถา้ f ′′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว้ f มีความเวา้ลา่งบนช่วง (a, b)

ś. ถา้ (c, f(c)) เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f แลว้ f ′′(c) = 0 หรอื f ′′(c) ไมมี่คา่
ตัวอย่าง Ŝ.ś.ş ให้ f(x) = x4−4x3 จงหาช่วงของ f ทีÉมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลีÉยน
เวา้ของ f

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = 4x3 − 12x2

f ′′(x) = 12x2 − 24x = 12x(x− 2)

เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
+−+

0 2

−

ดงันัÊน x = 0, 2 เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 0) ∪ (2,∞) และความเวา้ลา่งบน (0, 2)

และแสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−2 −1 0 1 2 3 4 5

−30

−20

−10

10

20



řŝŠ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Š จงหาช่วงทีÉมีความเวา้บน ความเวา้ลา่ง และจดุเปลีÉยนเวา้ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = xe−2x

วธีิทาํ พิจารณา
f ′(x) = xe−2x(−2) + e−2x = −2xe−2x + e−2x

f ′′(x) = −2xe−2x(−2)− 2e−2x − 2e−2x = 4e−2x(x− 1)

เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

−

1

+

ดงันัÊน x = 1 เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 1) และความเวา้ลา่งบน (1,∞) และแสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2
−0.2

0.2

Ś. f(x) = (4− x2)
2
3

วธีิทาํ จะเห็นวา่ Dom(f) = R และพิจารณา

f ′(x) =
2

3
(4− x2)−

1
3 (−2x) = −4x

3
(4− x2)−

1
3

f ′′(x) = −4

3
(4− x2)−

1
3 − 4x

3

(
−1

3

)
(4− x2)−

4
3 (−2x)

= − 4

3(4− x2)
1
3

− 8x2

9(4− x2)−
4
3

=
−12(4− x2)− 8x2

9(4− x2)
4
3

=
4x2 − 48

9(4− x2)
4
3

=
4(x− 2

√
3)(x+ 2

√
3)

9[(2− x)(2 + x)]
4
3



Ŝ.ś. ความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้ řŝš

เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−− −−+

−2
√
3 −2 2 2

√
3

ดงันัÊน x = −2
√
3, 2

√
3 เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f

และ f มีความเวา้บนบน (−∞,−2
√
3) ∪ (2

√
3,∞) และความเวา้ลา่งบน (−2

√
3, 2

√
3)

และแสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

แบบฝึกหดั Ŝ.ś
จงหาชว่งทีÉมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลีÉยนเวา้ ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř. f(x) = x3 − 3x2

Ś. f(x) = 3x4 + 2x3 − 5

ś. f(x) = x4 − 6x3 + 12x2 + 5x+ 7

Ŝ. f(x) = x6 − 15x2 + 5

ŝ. f(x) = (1− x)
1
3

Ş. f(x) = (x− 2)
2
3

ş. f(x) = (2− x)x
1
5

Š. f(x) =
4x

x2 + 1



řŞŘ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

Ŝ.Ŝ การร่างกราฟ

รูปทีÉ Ŝ.ŝ ตวัอยา่ง Download GeoGebra Apps
การ สรา้ง กราฟ ของ ฟังกช์นั ใน

ปัจจบุนัทาํไดง้า่ยเพียงแคพิ่มพส์มการ
ลง ใน โปรแกรม สาํเรจ็รูป เช่น GSP
และ GeoGebra เป็นตน้ โดยเฉพาะ
โปรแกรม GeoGebra ซึÉง ผู้ ผลติ ทาํ
ออกมาใหใ้ชฟ้รีสาํหรบัการศกึษาโดย
เฉพาะ มีใหใ้ชใ้นรูปแบบออนไลนแ์ละ
ออฟไลน์ ทัÊง ใน รูปโปรแกรม และใน
รูป ของ แอพ พลิ เคชัÉน โดย แบง่ ออก
เป็น หลาย ชนิด ให้ เหมาะ กบั การ ใช้
งานแตล่ะชนิดดงัรูป Ŝ.ŝ สามารถเขา้
ใช้งาน และโหลดโปรแกรมหรอืแอพ
พลิ เคชัÉน ไดที้É www.geogebra.org
สาํหรบั แอพ พลิ เคชัÉ นมี ให้ดาว โหลด
ใน App Store และ Google Play ใช้
กบัมือถือหรอืแท็บเลต็ โดยการออกแบบการทีÉใชง้านทีÉงา่ยทาํใหเ้ป็นทีÉนิยมใชก้นัทัÉวโลก ถา้ผูอ้า่น
สนใจสามารถศกึษาการใชไ้ดจ้ากเวปไซตด์งักลา่ว

ตวัอยา่งกราฟของฟังกช์นั y = x4 − 3x3 โดยใชแ้อพพลิเคชัÉน Geogebra Classic ŝ แสดงดงั
รูป Ŝ.Ş จะเห็นได้วา่กราฟของฟังกช์นัทีÉ เกิดขึ Êนได้จากการพิมพ์สมการ ในชอ่งดา้นลา่งโดยอาศยั

รูปทีÉ Ŝ.Ş ตวัอยา่งกราฟจาก GeoGebra Classic ŝ
แปน้พิมพ์ทีÉ มีให้ในแอพพลิเคชัÉน แต่
ถา้ไมมี่เครืÉองมือเหลา่นัÊน เราอาจรา่ง
กราฟของฟังกช์นัได้ถา้เราทราบองค์
ประกอบ ตา่ง ๆ เชน่ โดเมน จดุ ตดั
แกน เสน้ กาํกบั (ถา้ มี) ช่วง ทีÉ ทาํให้
เกิด ฟังกช์นั เพิÉมและลด ชว่ง ทีÉ ทาํให้
เกิดความเวา้บนและอยู่ลา่ง เป็นตน้
ดงันัÊนในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึการรา่ง
กราฟ โดยอาศยัการประกอบกนัของ
องคป์ระกอบตา่ง ๆ



Ŝ.Ŝ. การร่างกราฟ řŞř

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.ř เสน้ตรง x = a เป็น เส้นกาํกับแนวยนื (vertical asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้

lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื ∞ หรอื lim
x→a−

f(x) = −∞ หรอื ∞

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.Ś เสน้ตรง y = b เป็น เส้นกาํกับแนวนอน (horizontal asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้

lim
x→−∞

f(x) = b หรอื lim
x→∞

f(x) = b

บทนิยาม Ŝ.Ŝ.ś เสน้ตรง y = ax+ b เป็น เส้นกาํกับแนวเอยีง (slant asymptote) ของกราฟของ
ฟังกช์นั f ถา้ f(x) = (ax+ b) + g(x) และ a ̸= 0 แลว้

lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

g(x) = 0

ข้อสังเกต Ŝ.Ŝ.Ŝ ถา้กราฟมีเสน้กาํกบัแนวเอียงแลว้จะไมมี่เสน้กาํกบัแนวนอน
ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ŝ จงหาเสน้กาํกบัแนวยืน เสน้กาํกบัแนวนอน และ เสน้กาํกบัแนวนอนเอียง (ถา้มี)
ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř. f(x) =
1

x2 − 1

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→1+

1

x2 − 1
= ∞ และ lim

x→1−

1

x2 − 1
= −∞

ดงันัÊน x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืÉองจาก lim
x→−1+

1

x2 − 1
= −∞ และ lim

x→−1−

1

x2 − 1
= ∞

ดงันัÊน x = −1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืÉองจาก lim
x→∞

1

x2 − 1
= 0 และ lim

x→−∞

1

x2 − 1
= 0

ดงันัÊน y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอนของ f

Ś. f(x) =
x+ 1

x− 1

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→1+

x+ 1

x− 1
= ∞ และ lim

x→1−

x+ 1

x− 1
= −∞

ดงันัÊน x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f

เนืÉองจาก lim
x→∞

x+ 1

x− 1
= 1 และ lim

x→−∞

x+ 1

x− 1
= 1

ดงันัÊน y = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอนของ f

ś. f(x) =
x2 + x

x− 2

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→2+

x2 + x

x− 2
= ∞ และ lim

x→2−

x2 + x

x− 2
= −∞

ดงันัÊน x = 2 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืนของ f จะเห็นวา่
f(x) =

x2 + x

x− 2
=

x(x− 2) + 3(x− 2) + 6

x− 2
= (x+ 3) +

6

x− 2

เนืÉองจาก lim
x→∞

6

x− 2
= 0 และ lim

x→−∞

6

x− 2
= 0

ดงันัÊน y = x+ 3 เป็นเสน้กาํกบัแนวเอียงของ f



řŞŚ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

การวเิคราะหก์ราฟและร่างกราฟ
การรา่งกราฟของเสน้โคง้ y = f(x) เราควรวิเคราะหข์อ้มลูประกอบการรา่งกราฟ และทาํตามขัÊน
ตอนดงัตอ่ไปนีÊ

ř. ตรวจโดเมนของ f และหาเสน้กาํกบั (ถา้มี) พรอ้มดูพฤติกรรมของกราฟเมืÉอ x → ∞ และ
x → −∞

Ś. หาจดุตดัแกน X และ Y (ถา้มี)
ś. หา f ′(x) และจดุวิฤกติของ f พรอ้มหาช่วงทีÉ f เป็นฟังกช์นัเพิÉม และช่วงทีÉ f เป็นฟังกช์นัลด
Ŝ. หา f ′′(x) และจดุทีÉมีโอกาสเป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f พรอ้มหาชว่งทีÉ f มีความเวา้บน และชว่ง

ทีÉ f มีความเวา้ลา่ง
ŝ. รา่งกราฟของฟังกช์นัโดยใชข้อ้มลูจากขอ้ ř ถงึ Ŝ

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Ş จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) = x4 − 4x3

วธีิทาํ ř. โดเมนของ f คือ R พฤติกรรมของกราฟเมืÉอ x → ∞ และ x → −∞ ดไูดจ้าก
lim

x→∞
x4 − 4x3 = ∞ และ lim

x→−∞
x4 − 4x3 = ∞

ดงันัÊนเมืÉอ x → ∞ แลว้ y → ∞ และเมืÉอ x → −∞ แลว้ y → ∞
Ś. พิจารณา 0 = x4 − 4x3 = x3(x− 4) นัÉนคือ x = 0, 4 ดงันัÊนจดุตดัแกนคือ (0, 0) และ (4, 0)

ś. พิจารณา f ′(x) = 4x3 − 12x2 = 4x2(x− 3) ดงันัÊน x = 0, 3 เป็นจดุวิกฤต
จะไดว้า่ f(0) = 0 และ f(3) = −27 เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−−

0 3

−

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (3,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞, 0) ∪ (0, 3)

Ŝ. พิจารณา f ′′(x) = 12x2 − 24x = 12x(x− 2)

จะไดว้า่ f(2) = −16 พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
+−+

0 2

−

ดงันัÊน x = 0, 2 เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f และ f มีความเวา้บนบน (−∞, 0) ∪ (2,∞) และความเวา้
ลา่งบน (0, 2)



Ŝ.Ŝ. การร่างกราฟ řŞś

ŝ. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

0 2 3

f ′ − − − +

f ′′ + − + +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(0) = 0

จดุเปลีÉยนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

f(2) = −16

จดุเปลีÉยนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(3) = −27

จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−2 −1 0 1 2 3 4

−30

−20

−10

10

20

(3,−27)

(2,−16)



řŞŜ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.ş จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) =
x2

x2 − 1

วธีิทาํ ř. โดเมนของ f คือ R− {−1, 1} เนืÉองจาก

lim
x→1+

x2

x2 − 1
= ∞ และ lim

x→1−

x2

x2 − 1
= −∞

ดงันัÊน x = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืÉองจาก
lim

x→−1+

x2

x2 − 1
= −∞ และ lim

x→−1−

x2

x2 − 1
= ∞

ดงันัÊน x = −1 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน เนืÉองจาก
lim

x→∞

x2

x2 − 1
= 1 และ lim

x→−∞

x2

x2 − 1
= 1

ดงันัÊน y = 1 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
Ś. จะเห็นไดว้า่ (0, 0) เป็นจดุแกนเพียงจดุเดียว
ś. พิจารณา

f(x) =
x2

x2 − 1
=

(x2 − 1) + 1

x2 − 1
= 1 +

1

x2 − 1

f ′(x) = −(x2 − 1)−2(2x) = − 2x

(x2 − 1)2

ดงันัÊน x = 0 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่ f(0) = 0 เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
−−++

−1 0 1

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (−∞,−1) ∪ (−1, 0) และเป็นฟังกช์นัลดบน (0, 1) ∪ (1,∞)

Ŝ. พิจารณา
f ′′(x) = −(x2 − 1)2(2)− 2x · 2(x2 − 1)(2x)

(x2 − 1)4

= −(x2 − 1)[2(x2 − 1)− 8x2]

(x2 − 1)4
=

6x2 + 2

(x2 − 1)3

ดงันัÊน f ไมมี่จดุเปลีÉยนเวา้ พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
+−+

−1 1

−

f มีความเวา้บนบน (−∞,−1) ∪ (1,∞) และความเวา้ลา่งบน (−1, 1)



Ŝ.Ŝ. การร่างกราฟ řŞŝ

ŝ. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

−1 0 1

f ′ + + − −
f ′′ + − − +

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้บน

x = −1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้ลา่ง

f(0) = 0

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

x = 1

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−2 −1 0 1 2

−10

−5

5

10

y = 1

x = −1 x = 1



řŞŞ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.Š จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) =
x2 + x

x− 2

วธีิทาํ ř. โดเมนของ f คือ R− {2} เนืÉองจาก
lim

x→2+

x2 + x

x− 2
= ∞ และ lim

x→2−

x2 + x

x− 2
= −∞

ดงันัÊน x = 2 เป็นเสน้กาํกบัแนวยืน จะเห็นวา่
f(x) =

x2 + x

x− 2
=

x(x− 2) + 3(x− 2) + 6

x− 2
= (x+ 3) +

6

x− 2

เนืÉองจาก lim
x→∞

6

x− 2
= 0 และ lim

x→−∞

6

x− 2
= 0

ดงันัÊน y = x+ 3 เป็นเสน้กาํกบัแนวเอียงของ f

Ś. เนืÉองจาก f(x) = 0 ถา้ x2 + x = x(x+ 1) = 0 นัÉนคือ x = 0,−1

ดงันัÊน (0, 0) และ (−1, 0) เป็นจดุแกน
ś. พิจารณา

f ′(x) = 1− 6(x− 2)−2 =
(x− 2)2 − 6

(x− 2)2

ดงันัÊน x = 2−
√
6, 2 +

√
6 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่

f(2−
√
6) = (2−

√
6) + 3 +

6

(2−
√
6)− 2

= 5− 2
√
6

f(2 +
√
6) = (2 +

√
6) + 3 +

6

(2 +
√
6)− 2

= 5 + 2
√
6

เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
+−−+

2−
√
6 2 2−

√
6

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (−∞, 2−
√
6)∪ (2+

√
6,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (2−

√
6, 2+

√
6)

Ŝ. พิจารณา
f ′′(x) = 12(x− 2)−3 =

12

(x− 2)3

ดงันัÊน f ไมมี่จดุเปลีÉยนเวา้ พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
−

2

+

f มีความเวา้บนบน (2,∞) และความเวา้ลา่งบน (−∞, 2)



Ŝ.Ŝ. การร่างกราฟ řŞş

ŝ. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

2−
√
6 2 2 +

√
6

f ′ + − − +

f ′′ − − + +

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้ลา่ง

f(2−
√
6) = 5− 2

√
6

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

x = 2

เสน้กาํกบัแนวยืน

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(2 +
√
6) = 5 + 2

√
6

จดุตํÉาสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้บน

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−4 −2 0 2 4 6

−10

−5

5

10

15

x = 2

y = x+ 3



řŞŠ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
ตัวอย่าง Ŝ.Ŝ.š จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ f(x) = e−

1
2
x2

วธีิทาํ ř. โดเมนของ f คือ R เนืÉองจาก
lim

x→∞
e−

1
2
x2

= 0 และ lim
x→−∞

e−
1
2
x2

= 0

ดงันัÊน y = 0 เป็นเสน้กาํกบัแนวนอน
Ś. ไมมี่จดุตดัแกน
ś. พิจารณา f ′(x) = −xe−

1
2
x2 ดงันัÊน x = 0 เป็นจดุวิกฤต จะไดว้า่ f(0) = 1

เมืÉอพิจารณาเครืÉองหมาย f ′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่
−

0

+

และ f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน (0,∞) และเป็นฟังกช์นัลดบน (−∞, 0)

Ŝ. พิจารณา f ′′(x) = −e−
1
2
x2 − xe−

1
2
x2
(−x) = e−

1
2
x2
(x2 − 1) = e−

1
2
x2
(x− 1)(x+ 1)

จะไดว้า่ f(−1) = f(1) =
1√
e

พิจารณาเครืÉองหมาย f ′′ บนเสน้จาํนวนจะไดว้า่

+−+

−1 1

−

ดงันัÊน x = −1, 1 เป็นจดุเปลีÉยนเวา้ของ f และ f มีความเวา้บนบน (−∞,−1) ∪ (1,∞) และความ
เวา้ลา่งบน (−1, 1)

ŝ. นาํขอ้มลูทีÉไดม้าสรุปบนเสน้จาํนวนไดด้งันี Ê

−1 0 1

f ′ − − + +

f ′′ + − − +

ฟังกช์นัลด
ความเวา้บน

f(−1) =
1√
e

จดุเปลีÉยนเวา้

ฟังกช์นัลด
ความเวา้ลา่ง

f(0) = 1

จดุสงูสดุสมัพทัธ์

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้ลา่ง

f(1) =
1√
e

จดุเปลีÉยนเวา้

ฟังกช์นัเพิÉม
ความเวา้บน



Ŝ.Ŝ. การร่างกราฟ řŞš

นาํไปเขียนกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.5

1

y = 0

(−1, 1√
e
) (1, 1√

e
)

แบบฝึกหดั Ŝ.Ŝ
จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ

ř. f(x) = x3 + 5x2 + 3x− 4

Ś. f(x) = 5x
2
3 − x

5
3

ś. f(x) = 2− (x− 3)
1
3

Ŝ. f(x) =
4x

x2 + 1

ŝ. f(x) = x2e−3x

Ş. f(x) = 2x+
1

x2

ş. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

Š. f(x) = x− 1

x

š. f(x) = x(4− x)
1
3

řŘ. f(x) =
x2 − 1

x



řşŘ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

Ŝ.ŝ อัตราสัมพทัธ์
ในหวันี Êเราจะศกึษาการประยกุตอ์นพุนัธ์เพืÉอใช้หาอตัราการเปลีÉยนแปลงปรมิาณตา่ง ๆ เทียบ

กบัเวลา ซึÉงเรยีกวา่ อัตราสัมพทัธ์ (relative rate) ทาํให้เราสนใจปัญหากบัผลกระทบของอตัรา
การเปลีÉยนแปลงของตวัแปรบางตวัเทียบกบัเวลาทีÉมีอตัราการเปลีÉยนแปลงของตวัอืÉน ๆ เทียบกบั
เวลา เรยีกปัญหาแบบนีÊวา่ ปัญหาอัตราสัมพทัธ์ (relative rate problem)

ขัÊนตอนการแกปั้ญหา
ř. กาํหนดตวัแปรแทนปรมิาณตา่ง ๆ ทีÉขึ Êนกบัเวลา
Ś. เขียนความสมัพนัธร์ะหวา่งตวัแปรในขอ้ ř (ถา้เขียนได)้
ś. สรา้งสมการระหวา่งตวัแปรตา่ง ๆ ทีÉขึ Êนกบัเวลา
Ŝ. หาอนพุนัธข์องขอ้ ś เทียบกบัเวลา
ŝ. แทนคา่ตวัแปรตา่ง ๆ ทีÉโจทยก์าํหนด และคาํนวณหาสิÉงทีÉโจทยต์อ้งการ

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.ř ชายคนหนึÉงเดินเขา้หาฐานหอคอยทีÉมีความสงู ŞŘ ฟตุ ดว้ยอตัราเรว็ Ś ฟตุตอ่วินาที
จงหาวา่ชายผูนี้ ÊจะเคลืÉอนทีÉเขา้ใกลย้อดของหอคอยดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ในขณะเขาอยู่หา่งจากฐาน
ของหอคอยเป็นระยะทาง ŠŘ ฟตุ
วธีิทาํ ให้ x แทนระยะทางระหวา่งฐานของหอคอยกบัผูช้ายคนนีÊ

s แทนระยะทางระหวา่งจากจดุยอดของหอคอยกบัชายคนนีÊ

60

x

s

จากรูป s =
√
x2 + 602 ดงันัÊน

ds

dt
=

1

2
(x2 + 602)−

1
2 (2x)

dx

dt
=

x√
x2 + 602

· dx
dt

จากทีÉโจทยก์าํหนดจะได้ dx
dt

= 2 ฟตุตอ่วินาที สิÉงทีÉโจทยต์อ้งการคือ ds

dt
ขณะทีÉ x = 80 ฟตุ จะไดว้า่

ds

dt
=

80√
802 + 602

· 2 =
160

100
= 1.6

ดงันัÊนชายผูนี้ ÊจะเคลืÉอนทีÉเขา้ใกลย้อดของหอคอยดว้ยอตัราเรว็ ř.Ş ฟตุตอ่วินาที ในขณะเขาอยู่หา่ง
จากฐานของหอคอยเป็นระยะทาง ŠŘ ฟตุ



Ŝ.ŝ. อตัราสมัพทัธ์ řşř

ตัวอย่าง Ŝ.ŝ.Ś ถงันํÊารูปกรวยกลมตรง มีเสน้ผา่นศนูยก์ลางทีÉปากถงัยาว ř เมตร และสงู Ś เมตร
ไขนํÊาเขา้ถงัดว้ยอตัราเรว็ ŝŘ ลกูบาศก์เซนติเมตรตอ่วินาที จงหาวา่ระดบันํÊาในถงัจะสงูขึ Êนดว้ย
อตัราเรว็เทา่ใด เมืÉอความสงูของนํÊาในถงัเป็น ŠŘ เซนติเมตร
วธีิทาํ ให้ r แทนรศัมีของผิวนํÊาในกรวยมีหน่วยเป็นเซนติเมตร

h แทนความสงูจากผิวนํÊากบักน้ถงัมีหนว่ยเป็นเซนติเมตร
V แทนปรมิาตรของนํÊาในกรวยมีหนว่ยเป็นลกูบาศกเ์ซนติเมตร

r

100

h

200

r

100

จากรูปดา้นขวามือมีสามเหลีÉยมคลา้ยกนั Ś รูปคือสามเหลีÉยมทีÉแรเงากบัสามเหลีÉยมใหญ่สดุ
จะไดว้า่ h = 2r และ

V =
1

3
πr2h =

1

3
π

(
h

2

)2

h =
1

12
πh3

จะไดว้า่
dV

dt
=

1

12
π · 3h2dh

dt
=

1

4
πh2dh

dt

จากทีÉโจทยก์าํหนดจะได้ dV
dt

= 50 ลกูบาศกเ์ซนติเมตรตอ่วินาที สิÉงทีÉโจทยต์อ้งการคือ dh

dt
ขณะทีÉ

h = 80 เซนติเมตร จะไดว้า่
50 =

1

4
π · 802 · dh

dt
1

32π
=

dh

dt

ดงันัÊนระดบันํÊาในถงัจะสงูขึ Êนดว้ยอตัราเรว็ 1

32π
หรอื 0.00995 เซนติเมตรตอ่วินาที เมืÉอความสงูของ

นํÊาในถงัเป็น ŠŘ เซนติเมตร



řşŚ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
แบบฝึกหดั Ŝ.ŝ

ř. โยนกอ้นหินกอ้นหนึÉงลงในสระ จะทาํใหเ้กิดนํÊาเป็นละลอกแผอ่อกไปเป็นวงกลมมีจดุศนูยก์ลาง
อยูที่Éจดุของกอ้นหินตกรศัมีของวงกลมวงนอกเพิÉมขึ Êนดว้ยอตัราเรว็ ŝŘ เซนติเมตรตอ่วินาที จง
หาพื ÊนทีÉของวงกลมทีÉจะเพิÉมขึ Êนดว้ยอตัราเทา่ใด หลงัจากทีÉกอ้นหินตกถงึผิวนํÊา ŝ วินาที

Ś. จรวดลาํหนึÉงถกูยิงขึ Êนจากพื ÊนดินตามแนวดิÉง ขณะทีÉจรวดเคลืÉอนทีÉขึ Êนไปไดมี้เรดาหซ์ึÉงอยู่หา่ง
จากฐานยิงจรวดไปตามพืÊนดินเป็นระยะ ś กิโลเมตร คอยสงัเกตการเคลืÉอนทีÉ จงหาอตัราเรว็
ของจรวดขณะเมืÉอระยะทางจากเรดาหถ์งึจรวดมีคา่เทา่กบั ŝ กิโลเมตร โดยระยะทางนี Êกาํลงั
เพิÉมขึ Êนดว้ยอตัรา ŝ,ŘŘŘ กิโลเมตรตอ่ชัÉวโมง

ś. บนัไดยาว řś ฟตุ วางพิงกาํแพงไว้ ถา้ฐานบนัไดกาํลงัเลืÉอนออกจากกาํแพงดว้ยอตัราเรม็ Ř.ř
ฟตุตอ่วินาที จงหาวา่ปลายบนของบนัไดเลืÉอนลงดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด และจงหาอตัราเรว็ของ
มมุทีÉบนัไดทาํกบัพื ÊนดินขณะทีÉยอดอยูส่งูจากพืÊน řŚ ฟตุ

Ŝ. อากาศถกูอดัใสใ่นลกูโป่งรูปทรงกลมดว้ยอตัราเรว็คงตวั řŘ ลกูบาศกนิ์ Êวตอ่วินาที จงหาอตัราเรว็
ของพื ÊนทีÉผิวของลกูโป่งทีÉเพิÉมขึ Êน ขณะทีÉรศัมีของลกูโป่งเป็น ŝ นิ Êว

ŝ. ถา้มมุเงยของดวงอาทิตยเ์ป็น Ŝŝ องศา และกาํลงัลดลงดว้ยอตัรา Ř.Śŝ เรเดียนตอ่วินาที จง
หาวา่เงาของเราซึÉงสงู ŝ ฟตุ ทีÉทอดบนพืÊนดินจะยาวขึ Êนดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด

Ş. กลอ้งถ่ายภาพตัÊงอยู่หา่งฐานยิงจรวด ś,ŘŘŘ เมตร ถ่ายภาพจรวดทีÉกาํลงัเคลืÉอนทีÉไปในแนว
ดิÉง จงหาวา่ ระยะทางระหวา่งกลอ้งถ่ายภาพกบัจรวดจะเปลีÉยนไปดว้ยอตัราเรว็เทา่ใดขณะทีÉ
จรวดอยูส่งู Ŝ,ŘŘŘ เมตร และกาํลงั ขึ Êนดว้ยความเรว็ ŠŠŘ เมตร/วินาที

ş. บนัไดยาว ś เมตร วางพิงกาํแพงปรากฎวา่บนัไดลืÉนไถล โดยปลายลา่งเคลืÉอนออกจากกาํแพง
ดว้ย อตัราเรว็ ř เมตร/วินาที จงหาวา่ปลายบนจะเลืÉอนลงดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ขณะทีÉปลาย
ลา่งอยูห่า่งกาํแพง Ś เมตร

Š. เติมนํÊาใส่ลกูโป่งดว้ยอตัรา Ś ลกูบาศก์นิ Êวตอ่นาที ทาํให้ลกูโป่งขยายออกเป็นลกูทรงกลม
ตลอด จงหาอตัราการเปลีÉยนแปลงของรศัมี เมืÉอลกูโป่งมีรศัมี Ŝ นิ Êว

š. ก่อกองทรายเป็นรูปเจดียโ์ดยเททรายบนยอดดว้ยความเรว็ Ś ลกูบาศก์ฟตุตอ่วินาที ถา้กอง
ทรายคงรูป เดิมโดยทีÉสว่นสงูจะเทา่กบัรศัมีของฐาน กองทราย จงหาวา่สว่นสงูของกองทราย
จะเพิÉมขึ Êนดว้ยความเรว็เทา่ใด ขณะ ทีÉกองทรายสงู ŝ ฟตุ

řŘ. สมชายยืนบนทา่เรอืซึÉงสงูกวา่ระดบันํÊา řŘ ฟตุ สาวเชือกดงึเรอืบดเขา้หาฝัÉ งดว้ยความเรว็ของ
เชือก řŝ ฟตุตอ่นาที จงหาวา่มมุทีÉเชือกทาํกบัแนวระดบัจะเพิÉมขึ Êนหรอืลดลงดว้ยความเรว็
เทา่ใด ขณะทีÉเชือกผกูเรอื ยาว ŚŘ ฟตุ (มมุหนว่ยเป็นเรเดียน)

řř. นํÊาไหลออกจากถงัรูปกรวยหงายดว้ยอตัรา řŘ ลกูบาศกเ์ซนติเมตรตอ่วินาที ถา้รศัมีของกรวย
เทา่กบั řŚ ซม. และสงูเทา่กบั śŘ ซม. จงหา อตัราการลดลงของรศัมีของระดบันํÊาเมืÉอระดบั
นํÊาในกรวยสงู ŝ ซม.



Ŝ.Ş. หลกัเกณฑล์อปีตาล řşś

Ŝ.Ş หลักเกณฑล์อปีตาล
การหาลิมิตในบททีÉ Ś อยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนดสาํหรบัฟังกช์นัตรรกยะ หรอืฟังกช์นัทีÉสามารถ

เปลีÉยนรูป หรอืใช้บางทฤษฎีบทมาชว่ยในการหาคา่ลิมิต แต่ฟังกช์นัทีÉซบัซอ้นยิÉงขึ Êนอาจใช้วิธีดงั
กลา่วไมไ่ดเ้ชน่

lim
x→1

ℓnx+ x− 1√
x− 1

ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึหลักเกณฑล์อปีตาล (l 'Hospital's rule) ซึÉงถกูเขียนไวใ้นหนงัสือชืÉอAnalyse
des Infiniment Pertits ในปี řŞšŞ โดยนกัคณิตศาสตรช์าวฝรัÉงเศสนามวา่ มาควิส เดอ โลปิตาล
(Marquis de l’Hospital, řŞŞř-řşŘŜ) แตผู่ค้นพบกฏนีÊคือ จอหน์ แบรน์ลูลี (John Bernoulli, řŞŞş-
řşŜŠ) นกัคณิตศาสตรช์าวสวิส
ทฤษฎบีท Ŝ.Ş.ř หลักเกณฑล์อปีตาล

ř. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้น S = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ) สาํหรบับางคา่ δ > 0

g(x) ̸= 0 และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา้ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

Ś. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา้ lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

ś. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x < N สาํหรบับางคา่ N < 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา้ lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะใชก้บัรูปแบบยงัไม่กาํหนด 0

0
และ ∞

∞
เทา่นัÊน แตเ่ราอาจประยกุตใ์ช้

หลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืÉน ๆ ดงัตอ่ไปนีÊ
∞−∞ 0 · ∞ 1∞ ∞0 00

แตจ่ะไมพิ่สจูนห์ลกัเกณฑล์อปีตาลในวิชานี Ê ผูส้นใจอาจศกึษาไดจ้ากแคลคลูสัขัÊนสงู



řşŜ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
ตัวอย่าง Ŝ.Ş.Ś จงหาลมิิตของ

ř. lim
x→0

tan6x
x

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0

tan6x
x

= lim
x→0

(tan6x)′
(x)′

= lim
x→0

6sec2(6x)

1
= 6

Ś. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx = lim

x→π
2
+

(cosx)′
(1− sinx)′ = lim

x→π
2
+

−sinx
−cosx = +∞

ś. lim
x→∞

ex

x+ ex

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→∞

ex

x+ ex
= lim

x→∞

(ex)′

(x+ ex)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

ex

(1 + ex
I.F.

∞
∞

= lim
x→∞

(ex)′

(1 + ex)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

ex

ex

= 1

Ŝ. lim
x→0+

ℓnx
cotx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0+

ℓnx
cotx = lim

x→0+

(ℓnx)′
(cotx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

1
x

csc2x

= lim
x→0+

sin2x

x
I.F.

0

0

= lim
x→0+

(sin2x)′

(x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

2sinxcosx
1

= 0

ในขอ้ Ŝ. นี Êเราอาจใชท้ฤษฎีบท Ś.ś.řŘ รว่มกบัหลกัเกณฑล์อปีตาลในบรรทดัทีÉ Ŝ คือ
lim

x→0+

sin2x

x
= lim

x→0+

(sinx
x

)
· sinx = 1 · 0 = 0



Ŝ.Ş. หลกัเกณฑล์อปีตาล řşŝ

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.ś จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
∞
∞

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)
= lim

x→−∞

[(1 + x2)
3
2 ]′

[x2 + ex(x− 1)]′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→−∞

3
2
(1 + x2)

1
2 (2x)

2x+ ex(x− 1) + ex

= lim
x→−∞

3(1 + x2)
1
2

2 + 1
e−x

= +∞

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.Ŝ จงหาลมิิตของ lim
x→0

x2 + 2ℓn(cosx)
2− 2cosx− x2

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.
0

0
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะไดว้า่

lim
x→0

x2 + 2ℓn(cosx)
2− 2cosx− x2

= lim
x→0

[x2 + 2ℓn(cosx)]′
[2− 2cosx− x2]′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

2x+ 2 · 1
cosx(−sinx)

2sinx− 2x

= lim
x→0

x− tanx
sinx− x

I.F.
0

0

= lim
x→0

(x− tanx)′
(sinx− x)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

1− sec2x

cosx− 1
I.F.

0

0

= lim
x→0

(1− sec2x)′

(cosx− 1)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0

−2sec2xtanx
−sinx

= lim
x→0

2sec3x

= 2

จากตวัอยา่งการใช้กฏโลปิตาลทีÉผา่นมาจะเห็นวา่ เราอาจใช้หลกัเกณฑ์ลอปีตาลได้มากกวา่
หนึÉงครัÊง ในกรณีการลิมิตทีÉ มีฟังกช์นัตรโีกณมิติมาเกีÉยวขอ้ง อาจใช้หลกัเกณฑ์ลอปีตาลรว่มกบั
เอกลกัษณต์รโีกณมิติ และทฤษฎีบท Ś.ś.řŘ ทีÉกลา่วไวว้า่

lim
x→0

sinx
x

= 1

มาชว่ยในคาํนวณคา่ลมิิตเหลา่นัÊนได้



řşŞ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

ตวัอยา่งตอ่ไปนีÊจะกลา่วถงึรูปแบบยงัไม่กาํหนด ∞−∞ และ 0 · ∞ เราสามารถเปลีÉยนรูปของ
ฟังกช์นัใหล้มิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.

0

0
หรอื I.F.

∞
∞

ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง Ŝ.Ş.ŝ จงหาลมิิตของ

ř. lim
x→0+

(cotx− cscx)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่

lim
x→0+

(cotx− cscx) = lim
x→0+

cosx− 1

sinx I.F.
0

0

= lim
x→0+

(cosx− 1)′

(sinx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

−sinx
cosx = 0

Ś. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่
lim

x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)

= lim
x→1−

ℓnx− x+ 1

xℓnx− ℓnx I.F.
0

0

= lim
x→1−

(ℓnx− x+ 1)′

(xℓnx− ℓnx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→1−

1
x
− 1

ℓnx+ 1− 1
x

= lim
x→1−

1− x

xℓnx+ x− 1
I.F.

0

0

= lim
x→1−

(1− x)′

(xℓnx+ x− 1)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→1−

−1

ℓnx+ 2

= −1

2

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.Ş จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)

วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F.∞−∞ จะไดว้า่
lim

x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)

= lim
x→0+

sinx− xcosx
xsinx I.F.

0

0

= lim
x→0+

(sinx− xcosx)′
(xsinx)′ โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

xsinx
sinx+ xcosx

= lim
x→0+

sinx
sinx
x

+ cosx
=

0

1 + 1
= 0



Ŝ.Ş. หลกัเกณฑล์อปีตาล řşş

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.ş จงหาลมิิตของ
ř. lim

x→∞
xtan

(
1

x

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 · ∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

xtan
(
1

x

)
= lim

x→∞

tan ( 1
x

)
1
x

I.F.
0

0

= lim
x→∞

[tan ( 1
x

)
]′

( 1
x
)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

sec2
(
1
x

)
· (− 1

x2 )

− 1
x2

= lim
x→∞

sec2

(
1

x

)
= 1

Ś. lim
x→0+

xℓnx
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 · ∞ จะไดว้า่

lim
x→0+

xℓnx = lim
x→0+

ℓnx
1
x

I.F.
∞
∞

= lim
x→0+

(ℓnx)′
( 1
x
)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x)

= 0

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.Š จงหาลมิิตของ lim
x→∞

x
(

arctanx− π

2

)
วธีิทาํ จะเห็นวา่ลมิิตอยูใ่นรูปแบบ I.F. 0 · ∞ จะไดว้า่

lim
x→∞

x
(

arctanx− π

2

)
= lim

x→∞

arctanx− π
2

1
x

I.F.
0

0

= lim
x→∞

(arctanx− π
2

)′
( 1
x
)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

1
1+x2

− 1
x2

= lim
x→∞

− x2

1 + x2

= lim
x→∞

− 1
1
x2 + 1

= − 1

0 + 1

= −1



řşŠ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

สดุทา้ยจะกลา่วถงึรูปแบบยงัไมก่าํหนด 00, ∞0 และ 1∞ นัÉนคือพิจารณาลมิิตของฟังกช์นั [f(x)]g(x)

จากนัÊนกาํหนดให้ y = [f(x)]g(x) จะได้
ℓny = (g(x))ℓn[f(x)]

แลว้หาลมิิตของ ℓny และหาคา่ลมิิตของ y จากสมบตัิของลมิิตทีÉวา่
lim
x→a

ℓny = ℓn
(

lim
x→a

y
)

ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง Ŝ.Ş.š จงหาลมิิตของ

ř. lim
x→0+

xx

วธีิทาํ ให้ y = xx จะไดว้า่ ℓny = xℓnx ฉะนัÊน
lim

x→0+
ℓny = lim

x→0+
xℓnx

ℓn
(

lim
x→0+

y

)
= 0 โดยตวัอยา่ง Ŝ.Ş.ş ขอ้ Ś

lim
x→0+

y = 1

ดงันัÊน lim
x→0+

xx = 1

Ś. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

วธีิทาํ ให้ y =

(
1 +

1

x

)x

จะไดว้า่ ℓny = xℓn
(
1 +

1

x

)
ฉะนัÊน

lim
x→∞

ℓny = lim
x→∞

ℓn (1 + 1
x

)
1
x

I.F.
0

0

ℓn
(

lim
x→0+

y

)
= lim

x→∞

[ℓn (1 + 1
x

)
]′

( 1
x
)′

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

1
1+ 1

x

· (− 1
x2 )

− 1
x2

= lim
x→∞

1

1 + 1
x

= 1

lim
x→∞

y = e

ดงันัÊน lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e



Ŝ.Ş. หลกัเกณฑล์อปีตาล řşš

ตัวอย่าง Ŝ.Ş.řŘ จงหาลมิิตของ lim
x→∞

(2x + x)
2
x

วธีิทาํ ให้ y = (2x + x)
2
x จะไดว้า่ ℓny = 2

x
ℓn(2x + x) ฉะนัÊน

lim
x→∞

ℓny = lim
x→∞

2ℓn(2x + x)

x
I.F.

∞
∞

ℓn
(

lim
x→0+

y

)
= lim

x→∞

[2ℓn(2x + x)]′

(x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

2(2xℓnx+ 1)

2x + x
I.F.

∞
∞

= lim
x→∞

2(2xℓn2 + 1)′

(2x + x)′
โดยหลกัเกณฑล์อปีตาล

= lim
x→∞

2 · 2xℓn2ℓn2
2xℓn2 + 1

= lim
x→∞

2ℓn2ℓn2
ℓn2 + 1

2x

= 2ℓn2 = ℓn4
lim

x→∞
y = eℓn4 = 4

ดงันัÊน lim
x→∞

(2x + x)
2
x = 4

แบบฝึกหดั Ŝ.Ş
จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř. lim
x→0+

sinx√
x

Ś. lim
x→0

cos2x− 1

x

ś. lim
x→π

2

cosx
x− π

2

Ŝ. lim
x→0

ex − cos2x

xsinx
ŝ. lim

x→0

x− sinx
x− tanx

Ş. lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

ş. lim
x→∞

xℓnx
x2 + 1

Š. lim
x→∞

5x

ℓn(x+ ex)

š. lim
x→0

3x − 1

2x − 1

řŘ. lim
x→0+

cot3x
cot2x

řř. lim
x→0

ex − x− 1

x2

řŚ. lim
x→∞

xℓnx
x+ ℓnx

řś. lim
x→∞

2e2x + ℓnx
e2x + x2

řŜ. lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

řŝ. lim
x→1

ℓnx
x− 1

řŞ. lim
x→∞

x8

ex

řş. lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

řŠ. lim
x→0+

(tanx)ℓn(sinx)

řš. lim
x→∞

x(e
1
x − 1)

ŚŘ. lim
x→−∞

xsin1
x

Śř. lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
tan5x

ŚŚ. lim
x→∞

(
x2 − sec1

x

)
2−x2

Śś. lim
x→1+

(
1

1− x
− 1√

1− x

)
ŚŜ. lim

x→1−

(
1

1− x
+

x

ℓnx
)

Śŝ. lim
x→0

(
csc2x− 1

x2

)
ŚŞ. lim

x→0

(
1

x
− 1

tanx
)

Śş. lim
x→1+

(
1

ℓnx +
x

x− 1

)



řŠŘ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์
ŚŠ. lim

x→π
2
−
(tan5x− tanx)

Śš. lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)
śŘ. lim

x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)
śř. lim

x→0
(1 + x)

1
x

śŚ. lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

śś. lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

śŜ. lim
x→1

(1− x)ℓnx

śŝ. lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

śŞ. lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

śş. lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

śŠ. lim
x→0+

(x+ sinx)tanx

śš. lim
x→∞

(ex + x)
e
x

ŜŘ. lim
x→∞

(
1− 1

x3

)x

Ŝř. lim
x→0+

(cosx)cotx

ŜŚ. lim
x→∞

(2x + x2)
1
x

Ŝś. lim
x→0

(ex
2cosx) 4

x4

ŜŜ. lim
x→π

2
−
(secxtanx)cosx

Ŝŝ. lim
x→0

(1 + sinx) 3
x

สรุป
การประยกุตข์องอนพุนัธใ์นวิชานี Êแบง่ออกเป็น Ş เรืÉองประกอบดว้ย การประมาณคา่เชิงเสน้ คา่

สดุขีด ความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้ การรา่งกราฟ อตัราสมัพทัธ์ และหลกัเกณฑล์อปีตาล เรืÉองแรก
กลา่วถงึคา่เชิงอนพุนัธ์ dx ซึÉงหมายถงึ ∆x โดยทีÉ dy = f ′(x)dx และนาํไปใชก้ารการประมาณคา่
เมืÉอ dx มีคา่นอ้ย ๆ เรยีกวา่การประมาณคา่เชิงเสน้ f(a +∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x ตอ่มากลา่วถงึ
คา่สดุขีดของฟังกช์นัซึÉงหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตํÉาสดุ และคา่สดุขีดสมัพทัธห์มายถงึคา่สงูสดุสมัพทัธ์
หรอืตํÉาสดุสมัพทัธ์ ตรวจสอบได้ Ś วิธีคือ การทดสอบโดยอนพุนัธ์อนัดบัหนึÉง และการทดสอบโดย
อนพุนัธอ์นัดบัสอง โดยทดสอบจดุวิกฤต c ซึÉงหมายถงึ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่ และนาํไปใชก้บั
ปัญหาคา่สงูสดุตํÉาสดุของฟังกช์นั จากนัÊนกลา่วถงึความเวา้และจดุเปลีÉยนเวา้ ซึÉงดไูดก้ารพิจารณา
เครืÉองหมายของอนพุนัธอ์นัดบัสอง f ′′(x) > 0 หมายถงึความเวา้บน f ′′(x) < 0 หมายถงึความเวา้
ลา่ง และจดุเปลีÉยนเวา้คือจดุทีÉเปลีÉยนความเวา้แบบหนึÉงไปอีกแบบหนึÉง ตอ่มาองคป์ระกอบตา่ง ๆ
จากเรืÉองคา่สดุขีดไปชว่ยในการรา่งกราฟ ตอ่มากลา่วถงึอตัราสมัพทัธ์คือการประยกุตอ์นพุนัธ์เพืÉอ
ใชห้าอตัราการเปลีÉยนแปลงปรมิาณตา่ง ๆ เทียบกบัเวลา กบัปัญหาทีÉเรยีกวา่ปัญหาอตัราสมัพทัธ์
สดุทา้ยกลา่วถงึหลกัเกณฑล์อปีตาล คือการหาลมิิตของฟังกช์นัทีÉอยูใ่นรูปแบบยงัไมก่าํหนด 0

0
และ

∞
∞

เทา่นัÊน แตเ่ราอาจประยกุตใ์ชห้ลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืÉน ๆ ไดเ้ชน่กนั

แบบฝึกหดับททีÉ Ŝ
ř. จงหาคา่เชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř d(xtanx)

ř.Ś d(xℓnx)

ř.ś d(ex − secx)
ř.Ŝ d

(
1

1 + x

)

Ś. จงใชก้ารประมาณคา่เชิงเสน้ประมาณคา่ของ



Ŝ.Ş. หลกัเกณฑล์อปีตาล řŠř

Ś.ř √
15.99

Ś.Ś 3
√
26.5

Ś.ś sin46◦
Ś.Ŝ e0.02

ś. เมืÉอวดัรศัมีวงกลมและคาํนวณปรมิาตรพบวา่ ปรมิาตรมีความคลาดเคลืÉอนไมเ่กิน ś ลกูบาศก์
เมตร รศัมีทีÉวดัไดมี้ความคลาดเคลืÉอนไม่เกิน Ř.Řř เมตร จงหารศัมีทีÉยาวทีÉสดุทีÉวดัได้ และหา
คา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธ์

Ŝ. จงหาช่วงทีÉทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีÊ เป็นฟังกช์นัเพิÉม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ

Ŝ.ř f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

Ŝ.Ś f(x) = x4 − 4x2 + 4

Ŝ.ś f(x) =
√
x+ 1√

x

Ŝ.Ŝ f(x) = x
5
2 + 2x

3
2 + x

1
2

ŝ. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ

ŝ.ř f(x) = x+
1

x
; [1

2
, 5] ŝ.Ś f(x) = |x2 − 2x− 3| ; [−5, 5]

Ş. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ

Ş.ř f(x) = x4 + 2x3

Ş.Ś f(x) =
1

x− x2

Ş.ś f(x) = x 3
√
5− x

Ş.Ŝ f(x) = x
7
3 − 7x

1
3

Ş.ŝ f(x) = x2(1 + x)
1
3

Ş.Ş f(x) = arctanx− ℓn√1 + x2

ş. จงหาพื ÊนทีÉมากทีÉสดุของสามเหลีÉยมหนา้จัÉว ถา้ดา้นทีÉเทา่กนัทัÊงสองดา้นยาวเทา่กบั řŚ หน่วย

Š. โรงเรยีนแหง่หนึÉงนาํนกัเรยีนไปทศันศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนกัเรยีนคนละ řŝŘ บาท ถา้มีนกัเรยีน
ไมเ่กิน řŝŘ คน แตถ่า้นกัเรยีนไปเกิน řŝŘ คนจะเก็บลดลง ŝŘ สตางคค์ณูดว้ยจาํนวนคนทีÉเกิน
จากจาํนวน řŝŘ คน นกัเรยีนควรไปทศันศกึษากีÉคนจงึจะทาํใหโ้รงเรยีนเก็นเงินไดม้ากสดุ

š. จงหาช่วงทีÉมีความเวา้บน มีความเวา้ลา่ง และจดุเปลีÉยนเวา้ ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

š.ř f(x) =
x

x2 − 1

š.Ś f(x) = x− 1

x

š.ś f(x) = (x− 1)e−x

š.Ŝ f(x) = e−x2

řŘ. จงวิเคราะหแ์ละรา่งกราฟของเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ

řŘ.ř f(x) = x2ex

řŘ.Ś f(x) = 5x
1
5 − 2x

řŘ.ś f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

řŘ.Ŝ f(x) = xe−x2

řŘ.ŝ f(x) =
x2 + 2x

x− 3

řŘ.Ş f(x) =
5x

x2 − 4



řŠŚ บททีÉ Ŝ. การประยกุตข์องอนพุนัธ์

řř. ถงัรูปทรงกระบอกกลมมีรศัมี Ŝ ฟตุ และสงู Ş ฟตุ บรรจนุํÊาเตม็ ถา้ดา้นลา่งของถงัเจาะรูไขนํÊา
ออก โดยทีÉ อตัราเรว็ของนํÊาทีÉไหลออกขึ Êนอยู่กบัความสงูของระดบันํÊา ถา้ h เป็นความสงูของ
ระดบันํÊา อตัราเรว็ของนํÊาทีÉไหลออก จะเทา่กบั h/Ś ลกูบาศกฟ์ตุตอ่นาที จงหาอตัราการลดลง
ของระดบันํÊา เมืÉอเหลือนํÊา ř/Ś ของถงั

řŚ. ถงันํÊามนัทรงกระบอกถงัหนึÉงมีขนาดเสน้ผา่นศนูยก์ลาง Š เซนติเมตร มีรูรัÉวทีÉทาํใหน้ํÊามนัไหล
ออกมา ดว้ยอตัรา Š ลกูบาศก์เซนติเมตรตอ่วินาที จงหาวา่ระดบันํÊามนัในถงัจะลดลงดว้ย
อตัราเรว็เทา่ใด

řś. แผน่โลหะกลมเมืÉอไดร้บัควารอ้นจะขยายตวั เสน้รอบวงยาวเพิÉมขึ Êนดว้ยอตัราเรว็ Ś เซนติเมตร
ตอ่นาที พื ÊนทีÉหนา้ตดัของแผน่โลหะจะเพิÉมขึ Êนดว้ยอตัราเรว็เทา่ใด ขณะทีÉเสน้รอบวงยาว řŘ
เซนติเมตร

řŜ. เติมนํÊาลงแท็งกน์ ํÊารูปทรงสีÉเหลีÉยมมมุฉากดว้ยอตัราคงทีÉ Ş ลกูบาศก์เมตรตอ่นาที แท็งนํÊามี
ฐานกวา้ง ś เมตร ยาว Ŝ เมตร และสงู ŝ เมตร จงหาวา่ระดบันํÊาในแท็งกน์ ํÊาสงูขึ Êนดว้ยอตัรา
เทา่ใด

řŝ. เครืÉองแปรรูปแผน่ยางพาราเครืÉองหนึÉงทาํการยืด/หดยางพารารูปสีÉเหลีÉยมมมุฉากดว้ยอตัรา
ดงันี Ê ยืด ดา้นกวา้งขึ Êนดว้ยอตัราเรว็ ř เซนติเมตร/วินาที หดดา้นยาวลงดว้ยอตัราเรว็ Ś เซนติเมตร/
วินาที จงหาอตัราการ เปลีÉยนแปลงของพื ÊนทีÉของยางพาราในขณะทีÉดา้นกวา้งเทา่กบัดา้นยาว
มีคา่เป็น ŞŘ เซนติเมตร

řŞ. ชายคนหนึÉงอยู่หา่งจากรางรถไฟตามแนวตัÊงฉากเป็นระยะทาง śŘ เมตร รถไฟวิÉงตามราง
รถไฟใน ทิศทางซึÉงเขา้หาชายคนนีÊ ดว้ยความเรว็ šŘ กม./ชม. จงหาวา่ระยะหา่งระหวา่งรถไฟ
กบัชายคนนัÊน (ก่อนรถไฟวิÉง ผา่นไป) จะลดลงดว้ย อตัราการเปลีÉยนแปลงเทา่ไร เมืÉอเขาอยู่
หา่งจากรถไฟ ŝŘ เมตร

เอกสารอ้างองิ
ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. (ŚŝŜŠ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:

สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ŝ
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
Ś. การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่
ś. ปรพินัธจ์าํกดัเขต
Ŝ. ทฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสั

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม
ř. เขา้ใจความหมายของปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตและหาปรพินัธโ์ดยใชป้ฏิยานพุนัธไ์ด้
Ś. สามารถหาการหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ได้
ś. เขา้ใจความหมายของฟรพินัธจ์าํกดัเขต และหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชก้ราฟได้
Ŝ. ใชส้มบตัิของปรพินัธจ์าํกดัเขตหาปรพินัธที์Éกาํหนดใหไ้ด้
ŝ. เขา้ใจและใชท้ฤษฎีบทหลกัมลูแคลคลูสัไดอ้ยา่งถกูตอ้ง

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ปรพินัธ"์
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ปรพินัธ"์
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ŝ
ปริพนัธ์

ในบททีÉ ś เมืÉอกาํหนดฟังกช์นัหนึÉงมาใหเ้ราสนใจการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นันัÊน ไม่วา่จะเป็นการ
ใชบ้ทนิยามหรอืใชก้ฎตา่ง ๆ แต่ในบทนีÊเราจะการดาํเนินการยอ้นกลบัของการหาอนพุนัธ์เรยีกวา่
การหาปริพนัธ์ (integration) เช่นหาฟังกช์นัทีÉมีอนพุนัธเ์ทา่กบั 2x ซึÉงก็คือ x2 และ x2 + 5 เป็นตน้
จะเห็นวา่การทาํยอ้นกลบัไดค้าํตอบทีÉมากกวา่หนึÉงคาํตอบ เราจะมาศกึษาสิÉงเหลา่นี ÊในบทนีÊ

ŝ.ř ปริพนัธไ์ม่จาํกัดเขต
บทนิยาม ŝ.ř.ř เรยีกฟังกช์นั f วา่หาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I ถา้มีฟังกช์นั F ซึÉง

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วา่เป็นปฏยิานุพนัธ์ (antiderivative) ของฟังกช์นั f บนชว่ง I

ในบางครัÊงเราจะละการบอกชว่ง I ในบทนิยาม ŝ.ř.ř แต่เขา้ใจตรงกนัวา่ F เป็นปฏิยานุพนัธ์
บนชว่งทีÉฟังกช์นั F หาอนพุนัธไ์ด้
ตัวอย่าง ŝ.ř.Ś จงหาปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ อยา่งนอ้ย Ś ฟังกช์นั

ř. f(x) = 3x2

วธีิทาํ จะเห็นวา่ F1(x) = x3 และ F2(x) = x3 + 7 เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f

เนืÉองจาก F ′
1(x) = 3x2 = f(x) และ F ′

2(x) = 3x2 = f(x)

Ś. f(x) = cosx
วธีิทาํ จะเห็นวา่ F1(x) = sinx และ F2(x) = sinx− 5 เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f

เนืÉองจาก F ′
1(x) = sinx = f(x) และ F ′

2(x) = sinx = f(x)

จากตวัอยา่ง ŝ.ř.Ś จะสงัเกตเห็นวา่ถา้ F เป็นปฏิยานุพนัธข์องของฟังกช์นั f แลว้ F + C เป็น
ปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f ทกุ ๆ C ทีÉเป็นคา่คงตวั

řŠŝ



řŠŞ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ทฤษฎบีท ŝ.ř.ś ถา้ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I แลว้มีคา่คงตวั C ซึÉง
G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วา่ปฏยิานุพนัธท์ัÉวไป (general antiderivative) ของ f บนชว่ง I

บทพิสูจน์. สมมติวา่ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I ให้ x ∈ I

จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) และ G′(x) = f(x) แลว้
(G− F )′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0 ทกุ x ∈ I

ดงันัÊน (G− F )(x) = C เมืÉอ C เป็นคา่คงตวั สรุปไดว้า่ G(x) = F (x) + C

บทนิยาม ŝ.ř.Ŝ ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะเรยีกปฏิยานพุนัธท์ัÉวไปของ f วา่ ปริพนัธ์
ไม่จาํกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดว้ย

∫
f(x) dx จะไดว้า่∫

f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วา่เครืÉองหมายปรพินัธ์ (integral sign)

เรยีก f(x) วา่ตวัถกูปรพินัธ์ (integrand)
เรยีก x วา่ตวัแปรของปรพินัธ์ (variable of integral)
เรยีก C วา่คา่คงตวัของปรพินัธ์ (constant of integral)

ทฤษฎบีท ŝ.ř.ŝ ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีÉหาปฏิยานพุนัธไ์ด้ และ k เป็นคา่คงตวัแลว้
ř.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

Ś.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

ś.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

Ŝ.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx

บทพิสูจน์. ř. เห็นไดช้ดั
Ś. ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) แลว้ (kF (x))′ = kF ′(x) = kf(x)

นัÉนแสดงวา่ kF เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั kf สรุปไดว้า่มีคา่คงตวั C ซึÉง

k

∫
f(x) dx = k(F (x) + C) = kF (x) + kC =

∫
kf(x) dx

ś. ให้ F และ G เป็นปฏิยานุพนัธ์ของฟังกช์นั f และ g ตามลาํดบั จะได้วา่ F ′(x) = f(x) และ
G′(x) = g(x) แลว้

(F +G)′(x) = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)



ŝ.ř. ปรพินัธ์ไม่จาํกดัเขต řŠş

ดงันัÊน F +G เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f + g สรุปไดว้า่มีคา่คงตวั C ซึÉง∫
f(x)+g(x)dx = F (x)+G(x)+C =

[
F (x) +

1

2
C

]
+

[
G(x) +

1

2
C

]
=

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

Ŝ. ในทาํนองเดียวกบัขอ้ ś
จากความรูเ้รืÉองอนพุนัธข์องฟังกช์นัจะไดว้า่∫

1 dx = x+ C∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมืÉอ n ̸= −1∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx =

ax

ℓna + C∫
sinx dx = −cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
secxtanx dx = secx+ C∫
sec2x dx = tanx+ C∫
cscxcotx dx = −cscx+ C∫
csc2x dx = −cotx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C = −arccscx+ C



řŠŠ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ş จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
3x2 + x− 1 dx = 3

∫
x2 dx+

∫
x dx−

∫
1 dx

= 3

(
x3

3
+ C1

)
+

x2

2
+ C2 − (x+ C3)

= x3 +
x2

2
− x+ (3C1 + C2 − C3)

ให้ C = (3C1 + C2 − C3) ดงันัÊน∫
3x2 + x− 1 dx = x3 +

x2

2
− x+ C

จากตวัอยา่ง ŝ.ř.Ş จะเห็นวา่การหาปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขตจะเกิดคา่คงตวัได้หลายคา่ (ขึ Êนกบั
จาํนวนพจน์ของการหาปริพนัธ)์ แต่สดุทา้ยสามารถรวมเป็นคา่คงตวัคา่หนึÉงได้เสมอ ดงันัÊนเป็นทีÉ
ทราบกนัดีวา่ในการหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตเราอาจจะเขียนคา่คงตวัเพียงตวัเดียวในขัÊนสดุทา้ย
ตัวอย่าง ŝ.ř.ş จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ř.
∫

2ex − 2x+1 − cosx dx
วธีิทาํ จะไดว้า่∫

2ex − 2x+1 − cosx dx = 2

∫
ex dx− 2

∫
2x dx−

∫
cosx dx

= 2ex − 2 · 2x

ℓn2 − sinx+ C

Ś.
∫

2 + x2

1 + x2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
2 + x2

1 + x2
dx =

∫
(1 + x2) + 1

1 + x2
dx =

∫
1 +

1

1 + x2
dx

=

∫
1 dx+

∫
1

1 + x2
dx

= x+ arctanx+ C

ตัวอย่าง ŝ.ř.Š จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř.
∫ √

x(x− 1) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ √
x(x− 1) dx =

∫
x

1
2 (x− 1) dx =

∫
x

3
2 − x

1
2 dx

=
2

5
x

5
2 − 2

3
x

3
2 + C



ŝ.ř. ปรพินัธ์ไม่จาํกดัเขต řŠš

Ś.
∫

2x− 1
3
√
x

dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
2x− 1

3
√
x

dx =

∫
2x− 1

x
1
3

dx =

∫
2x− 2

3 − x− 1
3 dx

= 6x
1
3 − 3

2
x

2
3 + C

ś.
∫

(x− 1)2

x2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
(x− 1)2

x2
dx =

∫
x2 − 2x+ 1

x2
dx =

∫
1− 2 · 1

x
+ x−2 dx

= x+ 2ℓn|x|+ x−1

−1
+ C = x+ 2ℓn|x| − 1

x
+ C

ตัวอย่าง ŝ.ř.š จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1 + sinx
cos2x

dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
1 + sinx
cos2x

dx =

∫
1

cos2x
+

sinx
cos2x

dx =

∫
sec2x+ secxtanx dx

= tanx+ secx+ C

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŘ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1

1− cosx dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

1− cosx =
1

1− cosx · 1 + cosx
1 + cosx =

1 + cosx
1− cos2x

=
1 + cosx

sin2x
=

1

sin2x
+

cosx
sin2x

= csc2x+ cscxcotx

ดงันัÊน ∫
1

1− cosx dx =

∫
csc2x+ cscxcotx dx

= −cotx− cscx+ C

ตัวอย่าง ŝ.ř.řř จงหาสมการเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (1, 2) โดยทีÉความชนัทีÉจดุ (x, y) ใดๆเป็น x4 − x

x2

วธีิทาํ ให้ y = f(x) เป็นสมการเสน้โคง้ จะไดว้า่ f(1) = 2 และ f ′(x) =
x4 − x

x2
ดงันัÊน

f(x) =

∫
f ′(x) dx =

∫
x4 − x

x2
dx

=

∫
x2 − 1

x
dx =

1

3
x3 − ℓn|x|+ C

เนืÉองจาก f(1) = 2 จะไดว้า่ 2 =
1

3
− 0 + C นัÉนคือ C =

5

3
ฉะนัÊนสมการเสน้โคง้นี Êคือ

y =
1

3
x3 − ℓn|x|+ 5

3



řšŘ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŚ อนภุาคหนึÉงเคลืÉอนทีÉตามแนวแกน X ดว้ยความเรง่ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น
√
t+ sint− 5 ฟตุ/วินาที2

เมืÉอ t = 0 อนภุาคอยู่หา่งจากจดุกาํเนิดไปทางซา้ย śŘ ฟตุ และอนภุาคเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็ ŚŘ
ฟตุ/วินาที จงหาสมการการเคลืÉอนทีÉ
วธีิทาํ ให้ s แทนสมการการเคลืÉอนทีÉ จะไดว้า่ s(0) = −30 ฟตุ และ s′(0) = 20 ฟตุ/วินาที และ

s′′(t) =
√
t+ sint− 5

ฉะนัÊน
s′(t) =

∫
s′′(t) dt =

∫ √
t+ sint− 5 dt =

2

3
t
3
2 − cost− 5t+ C1

จาก s′(0) = 20 จะไดว้า่ 20 = −1 + C1 นัÉนคือ C1 = 21 และ

s(t) =

∫
s′(t) dt =

∫
2

3
t
3
2 − cost− 5t+ 21 dt =

4

15
t
5
2 − sint− 5

2
t2 + 21t+ C2

จาก s(0) = −30 จะไดว้า่ −30 = 0 + 0 + 0 + 0 + C2 นัÉนคือ C2 = −30

ดงันัÊนสมการการเคลืÉอนทีของอนภุาคนีÊคือ

s(t) =
4

15
t2
√
t− sint− 5

2
t2 + 21t− 30

แสดงกราฟการเคลืÉอนทีÉไดด้งันี Ê

t

s

2 4 6 8 10 12 14

−30

−20

−10

0

10

20

30



ŝ.ř. ปรพินัธ์ไม่จาํกดัเขต řšř

แบบฝึกหดั ŝ.ř
ř. จงหาฟังกช์นั f ทีÉมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนีÊ

ř.ř F (x) = 5

ř.Ś F (x) = (2x+ 1)10

ř.ś F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

ř.Ŝ F (x) =
x− 1

2x+ 3

ř.ŝ F (x) = arctan(ℓnx+ sinx)
ř.Ş F (x) = sin2(cosex)

Ś. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫

x4(
√
x+ 2) dx

Ś.Ś
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

Ś.ś
∫
(x+ 1)3 dx

Ś.Ŝ
∫
(1 +

1

t
)2 dt

Ś.ŝ
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

Ś.Ş
∫

x− 1

x+
√
x
dx

Ś.ş
∫

cosx(secx+ 3tanx) dx

Ś.Š
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

Ś.š
∫

x2

1 + x2
dx

Ś.řŘ
∫

2− x2 − x4

4 + 4x2
dx

Ś.řř
∫

1− cos2x

cos2x
dx

Ś.řŚ
∫

1 + cosx
sin2x

dx

ś. จงหาสมการเสน้โคง้ทีÉผา่นจดุ (−1, 2) โดยทีÉความชนัทีÉจดุ (x, y) ใดๆเป็น x3 − x2

x5

Ŝ. วตัถหุนึÉงเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรง่ตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น

6t+ cost เมตร/วินาที2

เมืÉอ t = 0 วตัถอุยูห่า่งจากจดุกาํเนิดไปทางขวา ŚŘ เมตร และเคลืÉอนทีÉดว้ยความเรว็ řŘ เมตร/
วินาที จงหาสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถนีุ Ê



řšŚ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ŝ.Ś การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า
ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ř การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า (Integration by substitution)
ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง I และ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปฏิยานพุนัธ์
ไดบ้น I แลว้ ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

บทพิสูจน์. ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f นัÉนคือ F ′(x) = f(x) โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่
d

dx
F (u(x)) = F ′(u(x))

du(x)

dx

ให้ u = u(x) ดงันัÊน∫
F ′(u)

du

dx
dx =

∫
d

dx
F (u) dx = F (u) + C =

∫
F ′(u) du

เนืÉองจาก F ′(x) = f(x) สรุปไดว้า่∫ [
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ś จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř. ∫ (2x+ 1)10 dx

วธีิทาํ ให้ u = 2x+ 1 นัÉนคือ du = 2dx จะไดว้า่∫
(2x+ 1)10 dx =

∫
(2x+ 1)10 · 1

2
· 2dx =

1

2

∫
u10 du

=
1

22
u11 + C =

1

22
(2x+ 1)11 + C

Ś. ∫ x
√
x2 + 1 dx

วธีิทาํ ให้ u = x2 + 1 นัÉนคือ du = 2xdx จะไดว้า่∫
x
√
x2 + 1, dx =

∫ √
x2 + 1 · 1

2
· 2xdx =

1

2

∫
u

1
2 du

=
1

3
u

3
2 + C =

1

3
(x2 + 1)

3
2 + C

ś.
∫

ex

ex + 1
dx

วธีิทาํ ให้ u = ex + 1 นัÉนคือ du = exdx จะไดว้า่∫
ex

ex + 1
dx =

∫
1

ex + 1
· exdx =

∫
1

u
du

= ℓn|u|+ C = ℓn(ex + 1) + C



ŝ.Ś. การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่ řšś

ตัวอย่าง ŝ.Ś.ś จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř. ∫ sin(1− 3x) dx

วธีิทาํ ให้ u = 1− 3x นัÉนคือ du = −3dx จะไดว้า่∫
sin(1− 3x) dx =

∫
sin(1− 3x) · 1

−3
· (−3dx) = −1

3

∫
sinu du

=
1

3
cosu+ C

=
1

3
cos(1− 3x) + C

Ś.
∫

1

xℓnx dx

วธีิทาํ ให้ u = ℓnx นัÉนคือ du =
1

x
dx จะไดว้า่∫

1

xℓnx dx =

∫
1

ℓnx · 1
x
dx =

∫
1

u
du

= ℓn|u|+ C

= ℓn|ℓnx|+ C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ŝ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř.
∫ sin(ℓnx)

x
dx

วธีิทาํ ให้ u = ℓnx นัÉนคือ du =
1

x
dx จะไดว้า่∫ sin(ℓnx)

x
dx =

∫
sin(ℓnx) · 1

x
dx =

∫
sinu du

= −cosu+ C

= −cos(ℓnx) + C

Ś.
∫ cosx

1 + sin2x
dx

วธีิทาํ ให้ u = sinx นัÉนคือ du = cosxdx จะไดว้า่∫ cosx
1 + sin2x

dx =

∫
1

1 + sin2x
· cosxdx

=

∫
1

1 + u2
du

= arctanu+ C

= arctan(sinx) + C



řšŜ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์
ตัวอย่าง ŝ.Ś.ŝ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต ∫

x2
√
x− 2 dx

วธีิทาํ ให้ u = x− 2 นัÉนคือ du = dx และ x = u+ 2 จะไดว้า่∫
x2
√
x− 2 dx =

∫
(u+ 2)2

√
u du

=

∫
(u2 + 2u+ 4)u

1
2 du

=

∫
u

5
2 + 4u

3
2 + 4u

1
2 du

=
2

7
u

7
2 +

8

5
u

5
2 +

8

3
u

3
2 + C

=
2

7
(x− 2)

7
2 +

8

5
(x− 2)

5
2 +

8

3
(x− 2)

3
2 + C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ş จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

x
3
√
x+ 3

dx

วธีิทาํ ให้ u = x+ 3 นัÉนคือ du = dx และ x = u− 3 จะไดว้า่∫
x

3
√
x+ 3

dx =

∫
u− 3

3
√
u

du

=

∫
u− 3

u
1
3

du

=

∫
u− 2

3 − 3u− 1
3 du

=
3

5
u

5
3 − 9

2
u

2
3 + C

=
3

5
(x+ 3)

5
3 − 9

2
(x+ 3)

2
3 + C

โดยกฎของคา่เชิงอนพุนัธ์ (ทฤษฎีบท Ŝ.ř.Ŝ) จะไดว้า่
ř. kdv(x) = d[kv(x)] เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั
Ś. d(v(x) + b) = dv(x) เมืÉอ b เป็นคา่คงตวั

อาจใช้ dx =
1

k
· kdx =

1

k
d(kx) =

1

k
d(kx+ b) เมืÉอ k, b เป็นคา่คงตวัซึÉง k ̸= 0

ในการหาปรพินัธเ์ชน่ ∫
(kx+ b)n dx =

∫
(kx+ b)n · 1

k
d(kx+ b)

=
1

k

∫
(ax+ b)nd(kx+ b)

=
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

เมืÉอ n ̸= −1 โดยใชแ้นวคิดในทาํนองเดียวกนัจะสรุปไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ



ŝ.Ś. การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่ řšŝ

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ş ให้ k และ b เป็นคา่คงตวั โดยทีÉ k ̸= 0 และ n ̸= −1 จะไดว้า่
ř.
∫

(kx+ b)n dx =
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

Ś.
∫

1

kx+ b
dx =

1

k
ℓn|kx+ b|+ C

ś.
∫

ekx+b dx =
ekx+b

k
+ C

Ŝ.
∫

akx+b dx =
akx+b

kℓna + C

ŝ.
∫

sin(kx+ b) dx = −cos(kx+ b)

k
+ C

Ş.
∫

cos(kx+ b) dx =
sin(kx+ b)

k
+ C

ş.
∫

sec(kx+ b)tan(kx+ b) dx =
sec(kx+ b)

k
+ C

Š.
∫

sec2(kx+ b) dx =
tan(kx+ b)

k
+ C

š.
∫

csc(kx+ b)cot(kx+ b) dx = −csc(kx+ b)

k
+ C

řŘ.
∫

csc2(kx+ b) dx = −cot(kx+ b)

k
+ C

řř.
∫

1√
1− (kx+ b)2

dx =
arcsin(kx+ b)

k
+ C

řŚ.
∫

1

1 + (kx+ b)2
dx =

arctan(kx+ b)

k
+ C

řś.
∫

1

|kx+ b|
√
(kx+ b)2 − 1

dx =
arcsec(kx+ b)

k
+ C

ตวัอยา่งการหาปรพินัธโ์ดยทฤษฎีบท ŝ.Ś.ş
ř.
∫

cos(2x+ 3) dx =
1

2
cos(2x+ 3) + C

Ś.
∫

e5−x dx = −e5−x + C

ś.
∫

1

3x− 1
dx =

1

k
ℓn|3x− 1|+ C

Ŝ.
∫

sec2(5− 2x) dx = −1

2
tan(5− 2x) + C

ŝ.
∫

1

1 + (x+ 1)2
dx = arctan(x+ 1) + C



řšŞ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Š จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

1

4x2 + 4x+ 2
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
1

4x2 + 4x+ 2
dx =

∫
1

(2x+ 1)2 + 1
dx

=
1

2
arctan(2x+ 1) + C

การหาปรพินัธโ์ดยอาศยักฎของคา่เชิงอนพุนัธที์Éวา่
u′(x)dx = du(x)

เชน่ exdx = (ex)′dx = d(ex) และ 2xdx = (x2)′dx = d(x2) เป็นตน้ ดงัเชน่ตวัอยา่ง∫
xsin(x2) dx dx =

∫
sin(x2) · 1

2
· 2xdx

=
1

2

∫
sin(x2)d(x2)

=
1

2

∫
sinu du เมืÉอ u = x2

= −1

2
cosu+ C

= −1

2
cos(x2) + C

ในบา้งครัÊงเราจะละการกาํหนด u โดยเป็นทีÉรูก้นัตามทฤษฎีบทของปฏิยานพุนัธ์
ตัวอย่าง ŝ.Ś.š จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ř.
∫

e−cosxsinx dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

e−cosxsinx dx =

∫
e−cosx(−cosx)′dx

=

∫
e−cosxd(−cosx)

= e−cosx + C

Ś.
∫

1

x(1 + ℓn2x)
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
1

x(1 + ℓn2x)
dx =

∫
1

1 + ℓn2x
· 1
x
dx

=

∫
1

1 + ℓn2x
· (ℓnx)′dx

=

∫
1

1 + ℓn2x
d(ℓnx)

= arctan(ℓnx) + C



ŝ.Ś. การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่ řšş

ś.
∫

ex

e2x + 1
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
ex

e2x + 1
dx =

∫
1

e2x + 1
· (ex)′dx

=

∫
1

1 + (ex)2
d(ex)

= arctan(ex) + C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŘ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫ sin√x√

x
dx

วธีิทาํ เนืÉองจาก (
√
x)′ =

1

2
√
x

จะไดว้า่
∫ sin√x√

x
dx =

∫
sin√x · 2(

√
x)′ dx

= 2

∫
sin√x d(

√
x)

= −2cos√x+ C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řř ปรพินัธข์องฟังกช์นัแทนเจนตแ์ละโคแทนเจนต์

ř.
∫

tanx dx = ℓn|secx|+ C Ś.
∫

cotx dx = ℓn|sinx|+ C

บทพิสูจน์. จะไดว้า่ ∫
tanx dx =

∫ sinx
cosx dx

= −
∫

1

cosx · (cosx)′ dx
= −

∫
1

cosx d(cosx)
= −ℓn|cosx|+ C

= ℓn|secx|+ C

และ ∫
cotx dx =

∫ cosx
sinx dx

=

∫
1

sinx · (sinx)′ dx
=

∫
1

cosx d(sinx)
= ℓn|sinx|+ C



řšŠ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŚ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫ cos2x

sin22x
dx

วธีิทาํ ให้ u = 2x จะไดว้า่∫ cos2x
sin22x

dx =

∫
1

2

cos2x
sin22x

d(2x)

=
1

2

∫ cosu
sin2u

du

=
1

2

∫
1

sin2u
(sinu)′du หมายเหตุ ′ = d

du

=
1

2

∫
[sinu]−2 d(sinu)

=
1

2
[−sinu]−1 + C

= − 1

2sin(2x) + C

การหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตของฟังกช์นัตรโีกณมิติบางรูปแบบอาจจะอาศยัเอกลกัษณต์อ่ไปนีÊ

ř. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

Ś. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

ś. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

Ŝ. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řś จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř.
∫

sinxsin(2x) dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

sinxsin(2x) dx =

∫
−1

2
[cos(2x+ x)− cos(2x− x)]dx

= −1

2

∫
cos(3x)− cosx dx

= −1

2

[
1

3
sin(3x)− sinx

]
+ C

= −1

6
sin(3x) + 1

2
sinx

Ś.
∫

sin(3x)cos(5x) dx
วธีิทาํ จะไดว้า่∫

sin(3x)cos(5x) dx =

∫
1

2
[sin(5x+ 3x)− sin(5x− 3x)]dx

=
1

2

∫
sin(8x)− sin(2x) dx

=
1

2

[
−1

8
cos(3x) + 1

2
cos(2x)

]
+ C

= − 1

16
cos(3x) + 1

4
cos(2x) + C



ŝ.Ś. การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่ řšš

ś.
∫

cos(2x)cos(4x) dx
วธีิทาํ จะไดว้า่∫

cos(2x)cos(4x) dx =

∫
1

2
[cos(4x+ 2x) + cos(4x− 2x)]dx

=
1

2

∫
cos(6x)− cos(2x) dx

=
1

2

[
1

6
sin(6x)− 1

2
sin(2x)

]
+ C

=
1

12
sin(6x)− 1

4
sin(2x) + C

Ŝ.
∫

sin2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
sin2x dx =

∫
sinxsinx dx

=

∫
−1

2
[cos(x+ x)− cos(x− x)]dx

= −1

2

∫
cos(2x)− 1 dx

= −1

2

[
1

2
sin(2x)− x

]
+ C

= −1

4
sin(2x) + 1

2
x+ C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŜ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinxcosx dx
วธีิทาํ ทาํได้ Ś วิธีคือ
วิธีทีÉ ř ∫

sinxcosx dx =

∫
1

2
[sin(x+ x)− sin(x− x)]dx

=
1

2

∫
sin(2x) dx

=
1

4
cos(2x) + C

วิธีทีÉ Ś ∫
sinxcosx dx =

∫
sinx · (sinx)′dx

=

∫
sinx d(sinx)

=
1

2
sin2x+ C

จากตวัอยา่งดงักลา่วคาํตอบทีÉ ได้จาก Ś วิธี มี รูปแบบทีÉ ไม่ เหมือนกนั แต่เมืÉอใช้จดั รูปโดยใช้
เอกลกัษณ์ตรโีกณมิติคือรูปแบบเดียวกนั ดงันัÊนการหาปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขตอาจทาํไดห้ลายวิธีและ
คาํตอบอาจมีรูปแบบแตกตา่งกนัได้



ŚŘŘ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŝ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx

วธีิทาํ พิจารณา
sinx[cos(2x) + cos(3x)] = sinxcos(2x) + sinxcos(3x)

=
1

2
[sin(2x+ x)− sin(2x− x)] +

1

2
[sin(3x+ x)− sin(3x− x)]

=
1

2
[sin(3x)− sinx] + 1

2
[sin(4x)− sin(2x)]

=
1

2
sin(3x)− 1

2
sinx+

1

2
sin(4x)− 1

2
sin(2x)

ดงันัÊน∫
sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx =

∫
1

2
sin(3x)− 1

2
sinx+

1

2
sin(4x)− 1

2
sin(2x) dx

= −1

6
cos(3x) + 1

2
cosx− 1

8
cos(4x) + 1

4
cos(2x) + C

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŞ จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

sinxsin(2x)sin(3x) dx

วธีิทาํ พิจารณา

sinxsin(2x)sin(3x) = sinx[sin(2x)sin(3x)]
= sinx

(
−1

2
[cos(3x+ 2x)− cos(3x− 2x)]

)
= −1

2
sinx[cos(5x)− cosx]

= −1

2
sinxcos(5x) + 1

2
sinxcosx

= −1

4
[sin(5x+ x)− sin(5x− x)] +

1

4
[sin(x+ x) + sin(x− x)]

= −1

4
sin(6x) + 1

4
sin(4x)] + 1

4
sin(2x)

ดงันัÊน ∫
sinxsin(2x)sin(3x) dx =

∫
−1

4
sin(6x) + 1

4
sin(4x)] + 1

4
sin(2x) dx

=
1

24
cos(6x)− 1

16
cos(4x)− 1

8
cos(2x) + C



ŝ.Ś. การหาปรพินัธ์โดยการแทนคา่ ŚŘř

แบบฝึกหดั ŝ.Ś
ř. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัโดยการกาํหนดตวัแปรตอ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

x2
√
1− x dx ให้ u = 1− x

ř.Ś
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให้ u =
√
x+ 1

ř.ś
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให้ u = x+ cosx

ř.Ŝ
∫

ℓn(x)
x

dx ให้ u = ℓnx

Ś. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫

x4(
√
x+ 2) dx

Ś.Ś
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

Ś.ś
∫
(1 +

1

t
)2 dt

Ś.Ŝ
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

Ś.ŝ ∫ x2

1+x2 dx

Ś.Ş
∫

1− cos2x

cos2x
dx

Ś.ş
∫

3
√
3x+ 1 dx

Ś.Š
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

Ś.š
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

Ś.řŘ
∫

4x2 + 6x+ 1√
1− 2x

dx

Ś.řř
∫ √

1 +
√
1 + x dx

Ś.řŚ
∫

2x+ 3√
4− 9x2

dx

Ś.řś
∫

x
√
3x2 + 2 dx

Ś.řŜ
∫

1

(3x2 + 1)
√
3x2 + 2

dx

Ś.řŝ
∫

1

xℓnx4
dx

Ś.řŞ
∫

ex√
1 + ex

dx

Ś.řş
∫ sine−x

excose−x
dx

Ś.řŠ
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

Ś.řš
∫

sin2xcos2x dx

Ś.ŚŘ
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

Ś.Śř
∫

cos2xcos6x dx

Ś.ŚŚ
∫ cos4x

1 + sinx dx

Ś.Śś
∫ cos22x√sin2x dx

Ś.ŚŜ
∫

csc5tcot5t dt



ŚŘŚ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ŝ.ś ปริพนัธจ์าํกัดเขต
ในหวัขอ้นี Êจะใหแ้นวคิดของการหาพื ÊนทีÉใตก้ราฟของฟังกช์นัโดยอาศยัการแบง่พื ÊนทีÉยอ่ย ๆ แลว้

รวมเป็นพื ÊนทีÉทีÉตอ้งการ นัÉนคือแนวคิดทีÉมีมาชา้นานทีÉเรยีกวา่ ระเบียบวิธีเกษียณ แต่ในแคลคลูสั
ปัจจบุนัตอ้งอาศยัความรูเ้รืÉองอนกุรมและลิมิตอนนัต์ ดงันัÊนเริÉมตน้ดว้ยสญัลกัษณ์แทนการบวกทีÉ
เรยีกวา่ซกิมา∑ (sigma) นิยามโดย

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

มีสมบตัิเบื Êองตน้ดงันี Ê

ř.
n∑

k=1

c = cn เมืÉอ c เป็นคา่คงตวั Ś.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

และมีผลบวกทีÉสาํคญัดงันี Ê

ř.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สตูรของเกาส์ (Gauss' formula)

Ś.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

ś.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

บทนิยาม ŝ.ś.ř เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วา่ผลแบ่งกัÊน (partition) ของชว่ง [a, b] ซึÉงจดุ
ใน P แบง่ช่วง [a, b] ออกเป็น n ชว่งคือ

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นัÉนคือ [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมืÉอ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

รูปทีÉ ŝ.ř ผลแบง่กัÊนของ [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต ŚŘś

บทนิยาม ŝ.ś.Ś ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กัÊน [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้

mk เป็นคา่ของ f ทีÉนอ้ยทีÉสดุในชว่ง [xk−1, xk]

Mk เป็นคา่ของ f ทีÉมากทีÉสดุในชว่ง [xk−1, xk]

และให้
L(P, f) =

n∑
k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วา่ผลบวกล่าง (lower sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

และเรยีก U(P, f) วา่ผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

อาจแสดงผลบวกลา่งและผลบวกบนไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ŝ.Ś ผลบวกลา่งของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

รูปทีÉ ŝ.ś ผลบวกบนของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถา้ให้ A เป็นพื ÊนทีÉปิดลอ้มดว้ยกราฟ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b] สรุปไดว้า่
L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)



ŚŘŜ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ś.ś ให้ f(x) = x2 + 1 บนช่วง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) เมืÉอ P คือ
ř. P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}
วธีิทาํ จะเห็นวา่ความกวา้งเทา่กนัทกุช่องคือ 1

4
และแสดงไดด้งักราฟ

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

จากกราฟจะไดว้า่
L(P, f) =

1

4
f(0) +

1

4
f

(
1

4

)
+

1

4
f

(
1

2

)
+

1

4
f

(
3

4

)
=

1

4

(
1 +

17

16
+

5

4
+

25

16

)
=

79

64

U(P, f) =
1

4
f

(
1

4

)
+

1

4
f

(
1

2

)
+

1

4
f

(
3

4

)
+

1

4
f (1)

=
1

4

(
17

16
+

5

4
+

25

16
+ 2

)
=

47

32

Ś. P = {0, 0.2, 0.5, 0.6, 0.8, 1}

วธีิทาํ แสดงไดด้งักราฟ

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

จากกราฟจะไดว้า่
L(P, f) = 0.2f(0) + 0.3f(0.2) + 0.1f(0.5) + 0.2f(0.6) + 0.2f(0.8)

= 0.2(1) + 0.3(1.04) + 0.1(1.25) + 0.2(1.36) + 0.2(1.64)

= 1.237

U(P, f) = 0.2f(0.2) + 0.3f(0.5) + 0.1f(0.6) + 0.2f(0.8) + 0.2f(1)

= 0.2(1.04) + 0.3(1.25) + 0.1(1.36) + 0.2(1.64) + 0.2(2)

= 1.447



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต ŚŘŝ

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ŝ ให้ f(x) = x2 + 1 บนช่วง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) ในรูป n เมืÉอ

P เป็นผลแบง่กัÊนโดยแบง่ [0, 1] ออกเป็น n ช่องเทา่ ๆ กนั

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กัÊนของ [0, 1] โดยที x0 = 0, xn = 1 และ xk =
k

n

เมืÉอ k = 0, 1, 2, ..., n แสดงไดด้งัรูป

X

Y
f(x) = x2 + 1

0 1
n

2
n

3
n

k−1
n

k
n

n−1
n

1

1

2

... ...

ดงันัÊน ∆xk = xk − xk−1 =
1

n
เมืÉอ k = 1, 2, ..., n

พิจารณาชว่งยอ่ย [xk−1, xk] เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัเพิÉมบน [0, 1] จะไดว้า่

mk = f(xk−1) = f

(
k − 1

n

)
=

(
k − 1

n

)2

+ 1 =
1

n2
(k − 1)2 + 1

mk = f(xk) = f

(
k

n

)
=

(
k

n

)2

+ 1 =
1

n2
· k2 + 1

ดงันัÊน

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

=
n∑

k=1

[
1

n2
(k − 1)2 + 1

]
1

n

=
1

n3

n∑
k=1

(k − 1)2 +
1

n

n∑
k=1

1

=
1

n3
[02 + 12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2] +

1

n
· n

=
1

n3
· (n− 1)(n− 1 + 1)(2(n− 1) + 1)

6
+ 1

=
(n− 1)(n)(2n− 1)

6n3
+ 1

=
(n− 1)(2n− 1)

6n2
+ 1



ŚŘŞ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์
และ

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

=
n∑

k=1

[
1

n2
· k2 + 1

]
1

n

=
1

n3

n∑
k=1

k2 +
1

n

n∑
k=1

1

=
1

n3
· n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

1

n
· n

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
+ 1

บทนิยาม ŝ.ś.ŝ ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กัÊน [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้ x∗

k ∈ [xk−1, xk] หรอื
mk ≤ f(x∗

k) ≤ Mk แลว้

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วา่ผลบวกรีมันน์ (Riemann sum) ของ f บนช่วง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กัÊน P

จากการบทนิยามผลบวกรมีนันจ์ะไดว้า่

L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ş ให้ f(x) = x2 + 1 บนชว่ง [0, 1] และ

P เป็นผลแบง่กัÊนทีÉแบง่ช่วง [0, 1] เป็น n ชอ่งเทา่ ๆ กนั

จงหา

ř. S∗(P, f) เมืÉอ x∗
k เป็นจดุกึÉงกลางของช่วง [xk−1, xk]

Ś. lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f)

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กัÊนของ [0, 1] โดยที x0 = 0, xn = 1 และ xk =
k

n

เมืÉอ k = 0, 1, 2, ..., n ดงันัÊน ∆xk = xk − xk−1 =
1

n
เมืÉอ k = 1, 2, ..., n

พิจารณาชว่งยอ่ย [xk−1, xk] จะไดว้า่ x∗
k =

xk−1 + xk

2
=

2k − 1

2n
และ

f(x∗
k) = f

(
2k − 1

2n

)
=

(
2k − 1

2n

)2

+ 1 =
1

4n2
(2k − 1)2 + 1



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต ŚŘş

ดงันัÊน
S∗(P, f) =

n∑
k=1

f(x∗
k)∆xk

=
n∑

k=1

[
1

4n2
(2k − 1)2 + 1

]
1

n

=
1

4n3

n∑
k=1

(4k2 − 4k + 1) +
1

n

n∑
k=1

1

=
1

4n3

[
4

n∑
k=1

k2 − 4
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

1

]
+

1

n
· n

=
1

4n3

[
4 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− 4 · n(n+ 1)

2
+ 1 · n

]
+ 1

=
1

4n3

[
2n(n+ 1)(2n+ 1)

3
− 2n(n+ 1) + n

]
+ 1

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
− 2n+ 1

4n2
+ 1

จะไดว้า่
lim

n→∞
S∗(P, f) = lim

n→∞

[
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
− 2n+ 1

4n2
+ 1

]
=

1

3
− 0 + 1 =

4

3

จากตวัอยา่ง ŝ.ś.Ŝ จะไดว้า่
lim

n→∞
L(P, f) = lim

n→∞

[
(n− 1)(2n− 1)

6n2
+ 1

]
=

1

3
+ 1 =

4

3

lim
n→∞

U(P, f) = lim
n→∞

[
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
+ 1

]
=

1

3
+ 1 =

4

3

จากตวัอยา่ง ŝ.ś.Ş จะเห็นวา่ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f) มีคา่เทา่กนั โดย
ขึ Êนกบัผลแบง่กัÊน P และพบวา่ถา้เลือก P ทีÉเหมาะสมคา่ลมิิตทัÊงสามจะเทา่กนัเสมอดงัทีÉจะกลา่วใน
ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ (ไมพิ่สจูนใ์นวิชานี Ê)
ทฤษฎบีท ŝ.ś.ş ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กัÊน [a, b] ถา้ lim

n→∞
∥P∥ = 0 โดยทีÉ
∥P∥ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว้ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา่ และ
lim

n→∞
L(P, f) = lim

n→∞
S∗(P, f) = lim

n→∞
U(P, f) = A

เมืÉอ A เป็นพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b]



ŚŘŠ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

บทนิยาม ŝ.ś.Š ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนชว่ง [a, b] และ P เป็นผลแบง่กัÊน [a, b] ถา้

lim
n→∞

S∗(P, f) = L

จะกลา่ววา่ f หาปริพนัธ์ได้ (integrable) บน [a, b] และเรยีกคา่ลิมิต L วา่ ปริพนัธ์จาํกัดเขต
(definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดว้ย∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วา่ลิมิตล่าง (lower limit) และลิมติบน (upper limit) ตามลาํดบั
จากตวัอยา่ง ŝ.ś.Ş จะไดว้า่ ∫ 1

0

x2 + 1 dx =
4

3

ตัวอย่าง ŝ.ś.š กาํหนดให้ f(x) = α สาํหรบัคา่ x ∈ [a, b] เมืÉอ α เป็นคา่คงตวั จงแสดงวา่∫ b

a

f(x) dx = α(b− a)

วธีิทาํ ให้ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็นผลแบง่กัÊนของ [a, b] โดยที x0 = a, xn = b

และ xk = a+
k(b− a)

n
เมืÉอ k = 0, 1, 2, ..., n แสดงไดด้งัรูป

X

Y

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 b

α

... ...

ดงันัÊน ∆xk =
b− a

n
เมืÉอ k = 1, 2, ..., n

ให้ x∗
k ∈ [xk−1, xk] จะไดว้า่ f(x∗

k) = α ดงันัÊน

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

=
n∑

k=1

α · b− a

n

=
b− a

n

n∑
k=1

α

=
b− a

n
· αn

= α(b− a)

สรุปไดว้า่ ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

α(b− a) = α(b− a)



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต ŚŘš

จากตวัอยา่งทีÉผา่นมาจะเห็นวา่การหาปริพนัธ์จาํกดัเขตคาํนวณไดย้าก เนืÉองจากตอ้งเลือกผล
แบง่กัÊนทีÉเหมาะสมและใชก้ฎเกีÉยวกบัอนกุรมจนสดุทา้ยหาลิมิตอนนัตข์องผลบวกนัÊน ถา้ฟังกช์นัทีÉ
สนใจไม่สามารถหาผลลพัธข์องอนกุรมในรูปของ n อาจทาํใหก้ารหาปรพินัธจ์าํกดัเขตไม่ไดด้ว้ยบท
นิยามดงักลา่ว แตอ่าจใชค้วามหมายของปรพินัธจ์าํกดัเขตซึÉงเทา่กบัพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x)

กบัแกน X บนช่วง [a, b] โดยให้คา่พื ÊนทีÉเหนือแกน X มีเครืÉองหมายบวก และคา่พื ÊนทีÉใต้แกน X มี
เครืÉองหมายลบ
ตัวอย่าง ŝ.ś.řŘ จงหา

∫ 3

−1

4 dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4 แสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

−1 0 1 2 3

1

2

3

4 y = 4

จากรูปปริพนัธจ์าํกดัเขตขอ้นี Êมีคา่เทา่กบัพื ÊนทีÉสีÉเหลีÉยมจตุรสัทีÉมีความยาวดา้น Ŝ หน่วย เหนือแกน
X ดงันัÊน ∫

−1

34 dx = 4 · 4 = 16

ตัวอย่าง ŝ.ś.řř จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4− 2x แสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2 3

−2

−1

1

2

3

4

y = 4− 2x

จากรูปปริพนัธ์จาํกดัเขตขอ้นี Êมีคา่เทา่กบัพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีฐานยาวเทา่กบั Ś หน่วย สงู Ŝ หน่วย
เหนือแกน X และพืÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีฐานยาวเทา่กบั ř หน่วย สงู Ś หนว่ย ใตแ้กน X ดงันัÊน∫

0

3(4− 2x) dx =
1

2
· 2 · 4− 1

2
· 1 · 2 = 3



ŚřŘ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŚ จงหา
∫ 5

0

|x− 2| dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = |x− 2| แสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

y = |x− 2|

จากรูปปริพนัธจ์าํกดัเขตขอ้นี Êมีคา่เทา่กบัพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีฐานยาวเทา่กบั Ś หน่วย และ
สงู Śหน่วย เหนือแกน X รวมกบัพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีฐานยาวเทา่กบั ś หน่วย และสงู ś หน่วย
เหนือแกน X ดงันัÊน ∫ 5

0

|x− 2| dx =
1

2
· 2 · 2 + 1

2
· 3 · 3 =

13

2

ตัวอย่าง ŝ.ś.řś จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y =
√
4− x2 แสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2

1

2

y =
√
4− x2

จากปูปรพินัธจ์าํกดัเขตขอ้นี Êมีคา่เทา่กบั ř/Ŝ พื ÊนทีÉของวงกลมทีÉมีรศัมี Ś หน่วย เหนือแกน X ดงันัÊน∫ 2

0

√
4− x2 dx =

1

4
π(2)2 = π



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต Śřř

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŜ จงหา
∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx โดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

วธีิทาํ ให้ y = 4−
√
9− x2 แสดงกราฟไดด้งันี Ê

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4 y = 4−
√
9− x2

จากรูปปรพินัธจ์าํกดัเขตขอ้นี Êมีคา่เทา่กบัพื ÊนทีÉของรูปสีเหลีÉยมผืนผา้ทีÉมีความยาว Ŝ หน่วยและกวา้ง
ś หน่วย เหนือแกน X ลบออกดว้ย ř/Ŝ ของพื ÊนทีÉวงกลมทีÉมีรศัมี ś หนว่ย เหนือแกน X ดงันัÊน∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx = 3 · 4− 1

4
π(3)2 = 12− 9π

4

ทฤษฎบีท ŝ.ś.řŝ กาํหนดให้ f และ g หาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] และ k เป็นคา่คงทีÉ แลว้
ř.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมืÉอ c ∈ [a, b]

Ś.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

ś.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

Ŝ.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

ŝ.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

Ş.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมืÉอ c ∈ [a, b]

ş. ถา้ f(x) ≥ 0 สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

Š. ถา้ f(x) ≤ g(x) สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

š.
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx



ŚřŚ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŞ ให้ m,M เป็นคา่คงตวั และ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] โดยทีÉ
m ≤ f(x) ≤ M ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

จงแสดงวา่
m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท ŝ.ś.řŝ ขอ้ Š และตวัอยา่ง ŝ.ś.š จะไดว้า่∫ b

a

mdx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

M dx

m(b− a) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)

โดยทฤษฎีบท ŝ.ś.řŝ ขอ้ Ş เมืÉอ c ∈ [a, b] จะไดว้า่∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

c

f(x) dx

หรอื
∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ c

a

f(x) dx

เพืÉอใหง้า่ยตอ่การนาํไปใช้ กลา่วสัÊน ๆ ไดว้า่สว่นทีÉสนใจเกิดจากทัÊงหมดลบออกดว้ยสว่นทีÉเหลือ
ตัวอย่าง ŝ.ś.řş ให้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 5] โดยทีÉ∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา
ř.
∫ 3

3

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 3

3

f(x) dx = 0

Ś.
∫ 1

5

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 1

5

f(x) dx =

∫ 5

1

f(x) dx = −8

ś.
∫ 5

3

f(x) dx

วธีิทาํ
∫ 5

3

f(x) dx =

∫ 5

0

f(x) dx−
∫ 3

0

f(x) dx = 10− 3 = 7

Ŝ.
∫ 3

5

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ ś จะได้
∫ 3

5

f(x) dx = −
∫ 5

3

f(x) dx = −7



ŝ.ś. ปรพินัธ์จาํกดัเขต Śřś

ŝ.
∫ 1

3

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ ś จะได้∫ 1

3

f(x) dx = −
∫ 3

1

f(x) dx = −
[∫ 5

1

f(x) dx−
∫ 5

3

f(x) dx

]
= −[8− 7] = −1

Ş.
∫ 1

0

f(x) dx

วธีิทาํ โดยขอ้ ŝ จะได้
∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 3

0

f(x) dx+

∫ 1

3

f(x) dx = 3 + (−1) = 2

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŠ ให้ f, g เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 4] โดยทีÉ∫ 4

1

f(x) dx = 5,
∫ 1

0

g(x) dx = −2 และ
∫ 0

4

f(x) dx = 3

จงหา
ř.
∫ 1

0

f(x) dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 4

0

f(x) dx−
∫ 4

1

f(x) dx

= −
∫ 0

4

f(x) dx−
∫ 4

1

f(x) dx

= −3− 5

= −8

Ś.
∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx

วธีิทาํ โดยขอ้ ř จะไดว้า่∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx = 2

∫ 1

0

f(x) dx+ 3

∫ 1

0

g(x) dx

= 2(−8) + 3(−2)

= −22



ŚřŜ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์
แบบฝึกหดั ŝ.ś

ř. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗
i เป็นจดุกึÉงกลางช่วง

ř.ř f(x) = x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}
ř.Ś f(x) = x2 − x, x ∈ [−1, 1] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

}
ř.ś f(x) = x3 + 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

8
,
1

2
,
5

8
, 1

}
ř.Ŝ f(x) = |x|, x ∈ [−1, 2] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}
Ś. กาํหนดให้ f(x) = 1− x2 สาํหรบั x ∈ [0, 1] ให้ P เป็นผลแบง่กัÊนทีÉแบง่ช่วง [0, 1] เป็น n ชอ่ง

เทา่ๆกนั จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗
i เป็นจดุกึÉงกลางชว่ง

ś. กาํหนดให้ f(x) = x2 สาํหรบัคา่ x ∈ [a, b] จงแสดงวา่∫ b

a

f(x) dx =
b3 − a3

3

Ŝ. กาํหนดให้
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคา่ของ

Ŝ.ř
∫ 3

1

f(x) dx

Ŝ.Ś
∫ 1

5

f(x) dx

Ŝ.ś
∫ 10

5

f(x) dx

Ŝ.Ŝ
∫ 10

3

f(x) dx

Ŝ.ŝ
∫ 3

5

f(x) dx

Ŝ.Ş
∫ 5

5

f(x) dx

ŝ. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

ŝ.ř
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

ŝ.Ś
∫ 2

1

|3x− 2| dx

ŝ.ś
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

ŝ.Ŝ
∫ 2

−2

x+ |x| dx

ŝ.ŝ
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

ŝ.Ş
∫ 1

0

√
2− x2 dx

ŝ.ş
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

ŝ.Š
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

ŝ.š
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx



ŝ.Ŝ. ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั Śřŝ

ŝ.Ŝ ทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคูลัส
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัทีÉถกูนาํเสนอโดยนิวตนั แต่เขาเองได้รบั

อิทธิพลของทฤษฎีบทนีÊมาจากแนวคิดของแบรโ์รว์ ประกอบดว้ย Ś ทฤษฎีบทคือ
ř. ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉหนึÉงของแคลคลูสั (First fundamental theorem of calculus)
Ś. ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉสองของแคลคลูสั (Second fundamental theorem of calculus)

เนืÉองจากการพิสจูน์ตอ้งใช้ความรู ้หลายอยา่ง ดงันัÊนในวิชานี Êจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์ แต่จะนาํ
ทฤษฎีบทไปใชเ้พืÉอใหเ้ห็นถงึประโยชนข์องทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั

พิจารณาฟังกช์นั f ตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พื ÊนทีÉใตก้ราฟของ f บน
[a, x] แสดงไดด้งัรูป

รูปทีÉ ŝ.Ŝ พื ÊนทีÉใตก้ราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.ř ทฤษฎบีทหลักมูลบททีÉหนึÉงของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กาํหนดให้

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมืÉอ x ∈ [a, b]

แลว้จะไดว้า่ F เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตวัอยา่งเชน่
ř. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

√
1 + x2

Ś. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt = sin(s2)

ś. d

dw

∫ e

w

ecosx dx =
d

dw

(
−
∫ w

e

ecosx dx
)

= −ecosw



ŚřŞ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.Ś ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้
d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมืÉอ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธไ์ดที้É x และมีเรนจเ์ป็นสบัเซตของ [a, b]

บทพิสูจน์. ให้ c ∈ [a, b] และสาํหรบั x ∈ [a, b] ให้ F (x) =

∫ x

c

f(t) dt โดยกฎลกูโซจ่ะไดว้า่

d

dx

∫ u(x)

c

f(t) dt =
d

dx
F (u(x))

=
d

du
F (u) · d

dx
u(x)

= f(u) · du
dx

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ś จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt

วธีิทาํ จะไดว้า่
d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt = (x2 + 1)cos(x2 + 1) · d

dx
(x2 + 1)

= 2x(x2 + 1)cos(x2 + 1)

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Ŝ ให้ F (x) =

∫ x2

x

1

1 + et
dt จงหา F (1) และ F ′(1)

วธีิทาํ จะไดว้า่ F (1) =

∫ 1

1

1

1 + et
dt = 0 เนืÉองจาก

F ′(x) =
d

dx

∫ x2

x

1

1 + et
dt

=
d

dx

[∫ 0

x

1

1 + et
dt+

∫ x2

0

1

1 + et
dt

]

=
d

dx

[
−
∫ x

0

1

1 + et
dt+

∫ x2

0

1

1 + et
dt

]
= − 1

1 + ex
+

1

1 + ex2 (2x)

= − 1

1 + ex
+

2x

1 + ex2

ดงันัÊน
F ′(1) = − 1

1 + e
+

2

1 + e
=

1

1 + e



ŝ.Ŝ. ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั Śřş

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.ŝ ทฤษฎบีทหลักมูลบททีÉสองของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบน [a, b] และ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f บนชว่ง [a, b] แลว้∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Ş จงหาคา่ของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

วธีิทาํ จะเห็นวา่ F (x) =
1

3
x3 + x+ C เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f(x) = x2 + 1 ดงันัÊน∫ 1

0

x2 + 1 dx = [F (x)]10

=

[
1

3
x3 + x+ C

]1
0

=

[
1

3
+ 1 + C

]
− [0 + 0 + C] =

4

3

จากตวัอยา่งนี Êจะเห็นวา่ปฏิยานุพนัธ์จะมีคา่คงตวั C แต่เมืÉอหาคา่ปริพนัธ์จาํกดัเขตพบวา่ C

จะ หกัลา้งกนัเสมอ ดงันัÊนเราจงึไม่นิยมเขียน C ในพจนข์องปฏิยานพุนัธ์ และปรพินัธจ์าํกดัเขตทีÉได้
ยอ่มเทา่กบัการคาํนวณจากผลบวกรีมนัน์ เชน่เดียวกบัตวัอยา่ง ŝ.ś.Ş แต่การใชท้ฤษฎีบทหลกัมลู
บททีÉสองทาํไดง้า่ยกวา่ถา้ฟังกช์นันัÊนมีปฏิยานพุนัธ์
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ş จงหาคา่ของ

ř.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ 1

0

ex − x+ 1 dx =

[
ex − 1

2
x2 + x

]1
0

=

[
e− 1

2
+ 1

]
− [1− 0 + 0]

= e− 1

2

Ś.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx =

∫ 4

1

x− 2x
1
2 + 1

x
dx

=

∫ 4

1

1− 2x− 1
2 +

1

x
dx

=
[
x− 4x

1
2 + ℓn|x|

]4
1

= [4− 8 + ℓn4]− [1− 4 + ℓn1]
= ℓn4− 1



ŚřŠ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Š จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ
ř.
∫ 3

0

|x− 2| dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ 3

0

|x− 2| dx =

∫ 2

0

|x− 2| dx+

∫ 3

2

|x− 2| dx

=

∫ 2

0

−(x− 2) dx+

∫ 3

2

x− 2 dx

=

[
−1

2
x2 + 2x

]2
0

+

[
1

2
x2 − 2x

]3
2

= [−2 + 4]− 0 +

[
9

2
− 6

]
− [2− 4]

=
5

2

Ś.
∫ 2

−1

||x| − 1| dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫ 2

−1

||x| − 1| dx =

∫ 0

−1

||x| − 1| dx+

∫ 2

0

||x| − 1| dx

=

∫ 0

−1

| − x− 1| dx+

∫ 2

0

|x− 1| dx

=

∫ 0

−1

|x+ 1| dx+

∫ 1

0

|x− 1| dx+

∫ 2

1

|x− 1| dx

=

∫ 0

−1

x+ 1 dx+

∫ 1

0

−(x− 1) dx+

∫ 2

1

x− 1 dx

=

[
1

2
x2 + x

]0
−1

+

[
−1

2
x2 + x

]1
0

+

[
1

2
x2 − x

]2
1

= 0−
[
1

2
− 1

]
+

[
−1

2
+ 1

]
− 0 + [2− 2]−

[
1

2
+ = −1

]
=

3

2

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.š จงหาคา่ของ
ř.
∫ π

0

sintcos(3t) dt
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫ π

0

sintcos(3t) dt = 1

2

∫ π

0

sin(4t)− sin(2t) dt

=
1

2

[
−1

4
cos(4t) + 1

2
cos(2t)

]π
0

=
1

2

[
−1

4
+

1

2

]
− 1

2

[
−1

4
+

1

2

]
= 0



ŝ.Ŝ. ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั Śřš

Ś.
∫ 3

1

x

x2 + 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫
x

x2 + 1
dx =

1

2

∫
1

x2 + 1
· (2x)dx

=
1

2

∫
1

x2 + 1
· (x2)′dx

=
1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2)

=
1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1)

=
1

2
ℓn|x2 + 1|+ C

ดงันัÊน ∫ 3

1

x

x2 + 1
dx =

[
1

2
ℓn|x2 + 1|

]3
1

=
1

2
ℓn10− 1

2
ℓn2 =

1

2
ℓn5

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řŘ จงหาคา่ของ
ř.
∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt
วธีิทาํ พิจารณา ∫

cost(1− sint)2 dt =
∫

(1− sint)2 (sin t)′dt

=

∫
(1− sint)2 d(sin t)

= −
∫

(1− sint)2 d(− sin t)

= −
∫

(1− sint)2 d(1− sin t)

=
1

3
(1− sint)3 + C

ดงันัÊน ∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt =
[
1

3
(1− sint)3

]0
−π

2

= −1

3
+

1

3
· 8 =

7

3

Ś.
∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫ arctanx
1 + x2

dx =

∫
arctanx · 1

1 + x2
dx

=

∫
arctanx · (arctanx)′ dx

=

∫
arctanx d(arctanx)

=
1

2
(arctanx)2 + C



ŚŚŘ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

ดงันัÊน ∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx =

[
1

2
(arctanx)2

]1
0

=
1

2
(arctan1)2 − 1

2
(arctan0)2 = π2

32

โดยทฤษฎีบท ŝ.Ś.ř การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ จะไดว้า่ทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ
ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.řř ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีÉหาอนพุนัธ์ไดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง [a, b] และ f เป็น
ฟังกช์นัทีÉหาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้น [a, b] แลว้∫ b

a

[
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫ u(b)

u(a)

f(u) du

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řŚ จงหาคา่ของ
ř.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

วธีิทาํ ให้ u = x3 + 3x นัÉนคือ du = (3x2 + 3)dx = 3(x2 + 1)dx จะไดว้า่∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx =

−1

2

∫ 3

−1

1

x3 + 3x
3(x2 + 1)dx

=
1

3

∫ u(3)

u(−1)

1

u
du

=
1

3

∫ 36

−4

1

u
du

=

[
1

3
ℓn|u|

]36
−4

=
1

3
ℓn36− 1

3
ℓn4

=
1

3
ℓn9

Ś.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx

วธีิทาํ ให้ u = x− 1 นัÉนคือ du = dx และ x = u+ 1 จะไดว้า่∫ 5

1

x
√
x− 1 dx =

∫ u(5)

u(1)

(u+ 1)
√
u du

=

∫ 4

0

(u+ 1)u
1
2 du

=

∫ 4

0

u
3
2 + u

1
2 du

=

[
2

5
u

5
2 +

2

3
u

3
2

]4
0

=

[
2

5
· 32 + 2

3
· 8
]
− 0

=
272

15
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ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.řś กาํหนดให้
∫ 1

0

f(x) dx = 10 จงหาคา่ของ

ř.
∫ 1

2

0

f(2t) dt

วธีิทาํ ให้ u = 2t นัÉนคือ du = 2dt จะไดว้า่∫ 1
2

0

f(2t) dt =
1

2

∫ 1

0

f(t) 2dt

=
1

2

∫ u( 1
2
)

u(0)

f(u) du

=
1

2

∫ 1

0

f(u) du

=
1

2
· 10 = 5

Ś.
∫ 1

0

f(1− y) dy

วธีิทาํ ให้ u = 1− y นัÉนคือ du = −dy จะไดว้า่∫ 1

0

f(1− y) dy = −
∫ 1

0

f(1− y) (−dy)

= −
∫ u(1)

u(0)

f(u) du

= −
∫ 0

1

f(u) du

=

∫ 1

0

f(u) du

= 10

ś.
∫ 3

2

1

f(3− 2s) ds

วธีิทาํ ให้ u = 3− 2s นัÉนคือ du = −2ds จะไดว้า่∫ 3
2

1

f(3− 2s) ds = −1

2

∫ 3
2

1

f(3− 2s) (−2ds)

= −1

2

∫ u( 3
2
)

u(1)

f(u) du

= −1

2

∫ 0

1

f(u) du

=
1

2

∫ 1

0

f(u) du

=
1

2
· 10 = 5



ŚŚŚ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์
แบบฝึกหดั ŝ.Ŝ

ř. กาํหนดให้ F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา
ř.ř F (1) ř.Ś F ′(1) ř.ś F ′′(1)

Ś. จงหา F ′(x) เมืÉอกาํหนดให้

Ś.ř F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

Ś.Ś F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

Ś.ś F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

Ś.Ŝ F (x) =

∫ cosx
√
x

tℓn(tant) dt

ś. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ś.ř
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

ś.Ś
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

ś.ś
∫ 1

0

|3− 4x| dx

ś.Ŝ
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2x

)
dx

ś.ŝ
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

ś.Ş
∫ 3π

4

0

|cosx| dx

ś.ş
∫ 4

−1

||x− 2| − 1| dx

ś.Š
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

ś.š
∫ 4

1

√
x(x− 1)2 dx

ś.řŘ
∫ 2

0

|1− x| dx

ś.řř
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

ś.řŚ
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

ś.řś
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3
dx

ś.řŜ
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

ś.řŝ
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

ś.řŞ
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

ś.řş
∫ π

2

0

cos4x

1 + sinx dx

ś.řŠ
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z dz

Ŝ. กาํหนดให้
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř
∫ 1

0.5

f(2t) dt Ŝ.Ś
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt



ŝ.Ŝ. ทฤษฎบีทหลกัมูลของแคลคูลสั ŚŚś

สรุป
ในบทนีÊเราจะกลา่วถงึการดาํเนินการยอ้นกลบัของการหาอนพุนัธ์ เริÉมจากปฏิยานุพนัธ์ของ f

คือฟังกช์นั F ซึÉง F ′ = f จากนัÊนปฏิยานุพนัธ์ทัÉวไปของ f จะเรยีกวา่ปริพนัธ์ไม่จาํกดัเขต นัÊนคือ∫
f(x) dx = F (x) + C ตอ่มากลา่วถงึการหาปรพินัธโ์ดยการแปรตวัแปรนัÉนคือ

∫ [
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

โดยอาศยักฎพืÊนฐานของคา่เชิงอนุพนัธ์ทาํใหส้ามารถหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัตา่ง ๆ ไดห้ลากหลาย
ยิÉงขึ Êน จากนัÊนกลา่วถงึปริพนัธจ์าํกดัเขตเริÉมดว้ยผลบวกบน ผลบวกลา่ง และผลบวกของรีมนัน์ ซึÉง
เมืÉอเลือกผลแบง่กัÊนทีÉเหมาะสมจะไดว้า่ลิมิตเขา้สูอ่นนัตข์องทัÊง ś ผลบวกมีคา่เทา่กนั และเรยีกวา่
ปริพนัธจ์าํกดัเขต จากทีÉมาปริพนัธจ์าํกดัเขตของ f บนช่วง [a, b] มีคา่เทา่กบัพื ÊนทีÉ ระหวา่งเสน้โคง้
y = f(x) กบัแกน X บนชว่ง [a, b] และสดุทา้ยกลา่วถงึทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสัประกอบดว้ย
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉหนึÉง และทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉสอง ของแคลคลูสั ซึÉงแสดงถงึการเชืÉอมโยง
ปรพินัธจ์าํกดัเขตกบัฏิยานพุนัธว์า่คือสิÉงเดียวกนัแมจ้ะมาแนวคิดคนทีÉแตกตา่งกนั

แบบฝึกหดับททีÉ ŝ
ř. จงหาฟังกช์นั f ทีÉมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนีÊ

ř.ř F (x) = 1− x

ř.Ś F (x) = xex + esinx
ř.ś F (x) = arcsin(ℓnx+ 1

ř.Ŝ F (x) = tan2(ℓnx)

Ś. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫

x(
√
x+ 2)2 dx

Ś.Ś
∫

sinx(cscx+ 1) dx

Ś.ś
∫

(1−
√
t)(1 + t) dt

Ś.Ŝ
∫

x4 + x2 − 1

x2 + 1
dx

ś. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ś.ř
∫
(x+ 1)3 dx

ś.Ś
∫
(2x+ 1)9 dx

ś.ś
∫

2− x2

√
1− x2

dx

ś.Ŝ ∫ 1

x
√
x− 1

dx

ś.ŝ ∫ 1

x
√
x2 − 1

dx

ś.Ş
∫

sin2x

2
dx

ś.ş
∫

cosxcos2xcos3x dx

ś.Š
∫

sin2xcosx dx
ś.š ∫ cos3xcos5x dx

ś.řŘ
∫

cotxcsc5x dx



ŚŚŜ บททีÉ ŝ. ปรพินัธ์

Ŝ. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลือก x∗
i เป็นจดุกึÉงกลางช่วง

Ŝ.ř f(x) = 2x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}
Ŝ.Ś f(x) = x3, x ∈ [−2, 2] P = {−2− 1, 0, 1, 2}

ŝ. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้ ÊนทีÉใตก้ราฟ

ŝ.ř
∫ 3

−1

(8− 2x) dx

ŝ.Ś
∫ 3

1

|4x− 1| dx

ŝ.ś
∫ 3

−3

|x+1|+ |x− 1| dx

ŝ.Ŝ
∫ 2

−2

||x| − 1| dx

ŝ.ŝ
∫ b

a

|x− a|+ |x− b| dx

ŝ.Ş
∫ 5

0

√
25− x2 dx

ŝ.ş
∫ 1

−1

√
1− x2 − |x| dx

ŝ.Š
∫ 2

0

4 +
√
4− x2 dx

ŝ.š
∫ 2

0

4−
√
4− x2 dx

Ş. จงหา F ′(x) เมืÉอกาํหนดให้

Ş.ř F (x) =

∫ x

1

arctan(et) dt Ş.Ś F (x) =

∫ x2

1+x

1
3
√
t+ t3

dt

ş. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

ş.ř
∫ 0

−1

(2x+ 1)100 dx

ş.Ś
∫ 1

0

|1− x| dx

ş.ś
∫ e

1

1

x(ℓnx) dx

ş.Ŝ
∫ 4

1

√
x(x− 1) dx

ş.ŝ
∫ 1

−1

||x|+ x| dx

ş.Ş
∫ π

0

|1− sinx| dx

ş.ş
∫ 2

0

x
√
4− x2 dx

ş.Š
∫ 0

−1

t2(t3 + 1)10 dt

ş.š
∫ π

4

0

sec4θ
√tanθ dθ

ş.řŘ
∫ π

3

π
6

tan32θsec2θ dθ

เอกสารอ้างองิ
ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. (ŚŝŜŠ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:

สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Ş
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. การหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น
Ś. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ
ś. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ
Ŝ. ปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์
ŝ. ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
Ş. ปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม
ř. สามารถหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น
Ś. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ
ś. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติ
Ŝ. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัในรูปกรณฑ์
ŝ. สามารถหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติ
Ş. สามารถหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "เทคนิคการหาปรพินัธ"์
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "เทคนิคการหาปรพินัธ"์
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Ş
เทคนิคการหาปริพนัธ์

การหาปริพนัธ์นัÊนขึ Êนกบัตวัถกูปริพนัธ์ ถา้ปฏิยานุพนัธ์ของตวัถกูปริพนัธ์ทีÉจะหาทาํไดย้าก เรา
อาจจะตอ้งอาศยัวิธีการและเทคนิคทีÉแตกตา่งกนั ดงัจะกลา่วในบทนีÊ

Ş.ř การหาปริพนัธโ์ดยการแยกส่วน
ให้ u = u(x) และ v = v(x) เป็นฟังกช์นัทีÉขึ Êนกบัตวัแปร x โดยกฎการคณูของคา่เชิงอนพุนัธ์

d(uv) = udv + vdu จะไดว้า่ ∫
u dv = uv −

∫
v du

เรยีกวิธีการนี Êวา่ การหาปริพนัธโ์ดยการแยกส่วน (integration by part)

ตัวอย่าง Ş.ř.ř จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ
∫

xex dx

วธีิทาํ ทาํได้ Ś วิธีคือ
วิธีทีÉ ř ให้ u = x และ dv = exdx จะไดว้า่

du = dx และ v = ex

ดงันัÊน ∫
xex dx = xex −

∫
ex dx

= xex − ex + C

วิธีทีÉ Ś ∫
xex dx =

∫
x · (ex)′dx

=

∫
x d(ex) (u = x, v = ex)

= xex −
∫

ex dx

= xex − ex + C

ŚŚş



ŚŚŠ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ř.Ś จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ
ř.
∫

xcos2x dx

วธีิทาํ ให้ u = x และ dv = cos2xdx จะไดว้า่ du = dx และ v =
1

2
sin2x ดงันัÊน∫

xcos2x dx =
1

2
xsin2x−

∫
1

2
sin2x dx

=
1

2
xsin2x+

1

4
cos2x+ C

Ś.
∫

ℓnx dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

ℓnx dx = (ℓnx)x−
∫

x d(ℓnx)
= xℓnx−

∫
x · 1

x
dx

= xℓnx−
∫

1 dx

= xℓnx− x+ C

ตัวอย่าง Ş.ř.ś จงหา
∫

x5arctan(x2) dx

วธีิทาํ ให้ u = arctan(x2) และ dv = x5dx จะไดว้า่ du =
2x

1 + x4
dx และ v =

1

6
x6 ดงันัÊน∫

x5arctan(x2) dx =
1

6
x6arctan(x2)−

∫
1

6
x6 · 2x

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x7

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x3 − x3

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

3

∫
x3 dx+

1

3

∫
x3

1 + x4
dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

3 · 4

∫
1

1 + x4
(4x3)dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
(x4)′dx

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
d(x4)

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12

∫
1

1 + x4
d(x4 + 1)

=
1

6
x6arctan(x2)− 1

12
x4 +

1

12
ℓn(x4 + 1) + C



Ş.ř. การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น ŚŚš

ตัวอย่าง Ş.ř.Ŝ จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ
ř.
∫ 2

1

x2ℓnx dx

วธีิทาํ ให้ u = ℓnx และ dv = x2dx จะไดว้า่ du =
1

x
dx และ v =

1

3
x3 ฉะนัÊน∫

x2ℓnx dx =
1

3
x3ℓnx−

∫
1

3
x3 · 1

x
dx

=
1

3
x3ℓnx− 1

3

∫
x2 dx

=
1

3
x3ℓnx− 1

9
x3 + C

ดงันัÊน ∫ 2

1

x2ℓnx dx =

[
1

3
x3ℓnx− 1

9
x3

]2
1

=

[
8

3
ℓn2− 8

9

]
−
[
0− 1

9

]
=

8

3
ℓn2− 7

9

Ś.
∫ 1

0

arctanx dx
วธีิทาํ พิจารณา ∫

arctanx dx = xarctanx−
∫

x d(arctanx)
= xarctanx−

∫
x · 1

x2 + 1
dx

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
· (x2)′ dx

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2)

= xarctanx− 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1)

= xarctanx− 1

2
ℓn(x2 + 1) + C

ดงันัÊน ∫ 1

0

arctanx dx =

[
xarctanx− 1

2
ℓn(x2 + 1)

]1
0

=

[
arctan1− 1

2
ℓn2
]
− [0− 0]

=
π

4
− 1

2
ℓn2



ŚśŘ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ř.ŝ จงหาปรพินัธ์
∫

x2ex dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
x2ex dx =

∫
x2 · (ex)′dx =

∫
x2 · d(ex)

= x2ex −
∫

ex d(x2)

= x2ex −
∫

ex · 2x dx

= x2ex − 2

∫
x (ex)′dx

= x2ex − 2

∫
x d(ex)

= x2ex − 2

[
xex −

∫
exdx

]
= x2ex − 2xex + 2ex + C

ตัวอย่าง Ş.ř.Ş จงหาปรพินัธ์
∫

x3sinx dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

x3sinx dx = −
∫

x3(cosx)′ dx = −
∫

x3 d(cosx)

= −
[
x3cosx−

∫
cosx d(x3)

]
= −x3cosx+

∫
cosx · 3x2 dx

= −x3cosx+ 3

∫
x2(sinx)′dx

= −x3cosx+ 3

∫
x2 d(sinx)

= −x3cosx+ 3

[
x2sinx−

∫
sinx d(x2)

]
= −x3cosx+ 3x2sinx− 3

∫
sinx · (2x) dx

= −x3cosx+ 3x2sinx− 6

∫
x(−cosx)′ dx

= −x3cosx+ 3x2sinx− 6

∫
x d(−cosx)

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6

∫
x d(cosx)

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6

[
xcosx−

∫
cosx dx

]
= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6xcosx− 6

∫
cosx dx

= −x3cosx+ 3x2sinx+ 6xcosx− 6sinx+ C



Ş.ř. การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น Śśř

ตัวอย่าง Ş.ř.ş จงหาปรพินัธ์
∫

exsinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
exsinx dx =

∫
sinx · (ex)′dx =

∫
sinx d(ex)

= exsinx−
∫

ex d(sinx)
= exsinx−

∫
ex cosx dx

= exsinx−
∫

cosx · (ex)′dx

= exsinx−
∫

cosx d(ex)

= exsinx−
[
excosx−

∫
ex d(cosx)

]
= exsinx− excosx+

∫
ex (−sinx) dx

= exsinx− excosx−
∫

exsinx dx
2

∫
exsinx dx = exsinx− excosx∫
exsinx dx =

ex

2
[sinx− cosx] + C

ตัวอย่าง Ş.ř.Š จงหาปรพินัธ์
∫

excosx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
excosx dx =

∫
cosx · (ex)′dx =

∫
cosx d(ex)

= excosx−
∫

ex d(cosx)
= excosx−

∫
ex (−sinx) dx

= excosx+

∫
sinx · (ex)′dx

= excosx+

∫
sinx d(ex)

= excosx+

[
exsinx−

∫
ex d(sinx)

]
= excosx+ exsinx−

∫
ex cosx dx

2

∫
excosx dx = excosx+ exsinx∫
excosx dx =

ex

2
[sinx+ cosx] + C



ŚśŚ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ř.š จงหาปรพินัธ์
∫

xexsinx dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
xexsinx dx =

∫
xsinx · (ex)′dx =

∫
xsinx d(ex)

= xexsinx−
∫

ex d(xsinx)
= xexsinx−

∫
ex (sinx+ xcosx) dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
∫

xexcosx dx
= xexsinx−

∫
exsinx dx−

∫
xcosx · (ex)′dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
∫

xcosx d(ex)

= xexsinx−
∫

exsinx dx−
[
xexcosx−

∫
ex d(xcosx)

]
= xexsinx−

∫
exsinx dx− xexcosx+

∫
ex(cosx− xsinx) dx

= xexsinx−
∫

exsinx dx− xexcosx+

∫
excosx dx−

∫
xexsinx dx

2

∫
xexsinx dx = xexsinx− xexcosx−

∫
exsinx dx+

∫
excosx dx

= xexsinx− xexcosx− ex

2
[sinx− cosx] + ex

2
[sinx+ cosx]∫

xexsinx dx =
ex

2
[xsinx− xcosx]− ex

4
[sinx− cosx] + ex

4
[sinx+ cosx] + C

=
ex

2
[xsinx− xcosx+ cosx] + C

การหาปริพนัธ์ในตวัอยา่ง Ş.ř.ŝ−Ş.ř.Ş ใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นมากกวา่หนึÉงครัÊง
และตวัอยา่ง Ş.ř.ş−Ş.ř.š ใช้วิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นสองครัÊงแลว้มีปริพนัธ์ทีÉคลา้ยกบั
สิÉงทีÉตอ้งการหาผูเ้ขียนจะเรยีกวา่ การปริพนัธ์ทีÉละสว่นแบบวน ดงันัÊนการใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดย
การแยกสว่นอาจเกิดไดห้ลายรูปแบบ เช่น ทาํเพียงหนึÉงครัÊง มากกวา่หนึÉงครัÊง และแบบวน ขึ Êนกบัรูป
แบบของตวัถกูปรพินัธ์



Ş.ř. การหาปรพินัธ์โดยการแยกสว่น Śśś

การใชว้ิธีการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นทาํใหท้ราบปริพนัธ์ของฟังกช์นัลอการทิมึและฟังกช์นั
ตรโีกณมิติผกผนับางสว่นดงันี Ê
ทฤษฎบีท Ş.ř.řŘ

ř.
∫

ℓnx dx = xℓnx− x+ C

Ś.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

ś.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

Ŝ.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

ŝ.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

บทพิสูจน์. ř. โดยตวัอยา่ง Ş.ř.Ś ขอ้ Ś
Ś. จะไดว้า่ ∫

arcsinxdx = xarcsinx−
∫

x d(arcsinx)
= xarcsinx−

∫
x · 1√

1− x2
dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
(2x)dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
(x2)′dx

= xarcsinx− 1

2

∫
1√

1− x2
d(x2)

= xarcsinx+
1

2

∫
1√

1− x2
d(−x2)

= xarcsinx+
1

2

∫
1√

1− x2
d(1− x2)

= xarcsinx+
√
1− x2 + C

ś. ทาํนองเดียวกบัขอ้ Ś
Ŝ. โดยตวัอยา่ง Ş.ř.Ŝ ขอ้ Ś
ŝ. ทาํนองเดียวกบัขอ้ Ŝ



ŚśŜ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์
แบบฝึกหดั Ş.ř

ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

xsinx dx

ř.Ś
∫

x22x dx

ř.ś
∫
(x3 + x)ex

2

dx

ř.Ŝ
∫

x3cosx dx

ř.ŝ
∫

csc3x dx

ř.Ş
∫

xnℓnx dx เมืÉอ n ̸= −1

ř.ş
∫

xsinx dx

ř.Š
∫

ℓn(3x+ 5) dx

ř.š
∫
(ℓnx)2 dx

ř.řŘ
∫

e−xsinx dx

ř.řř
∫ arccot√x√

x
dx

ř.řŚ
∫ (

ℓnx
x

)2

dx

ř.řś
∫

xtan2x dx

ř.řŜ
∫

x2arctanx dx

ř.řŝ
∫

ℓn(x2 + 5) dx

ř.řŞ
∫

(x2 + 3x+ 1)cosx dx

ř.řş
∫

ℓnx√
x
dx

ř.řŠ
∫

exsin2x dx

ř.řš
∫

xex

(1 + x)2
dx

ř.ŚŘ
∫

xe
√
2−x dx

Ś. จงหาคา่ของปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ 1

0

xe−
√
x dx

Ś.Ś
∫ 3π

4

π
4

xcotxcscx dx

Ś.ś
∫ π

2

0

x3cos2x dx

Ś.Ŝ
∫ e

√
e

ℓnx
x2

dx

Ś.ŝ
∫ e

1

(ℓnx)2 dx

Ś.Ş
∫ 0

−1

arcsinx dx



Ş.Ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ Śśŝ

Ş.Ś ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรรกยะ
ในหวัขอ้นี Êจะศกึษาการหา ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรรกยะ (integral of rational function) f(x)

โดยทีÉ p(x) และ q(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามในรูปแบบ
f(x) =

p(x)

q(x)
โดยทีÉ deg p(x) < deg q(x)

สามารถเขียนในรูป

f(x) =
p(x)

q(x)
=

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
+ · · ·+ pn(x)

qn(x)

โดยแตล่ะ pi(x) และ qi(x) มีระดบัขัÊนนอ้ยกวา่ p(x) และ q(x) ตามลาํดบั
เรยีกแตล่ะ pi(x)

qi(x)
วา่เศษส่วนย่อย (partial fraction) ของ f(x) สาํหรบั i = 1, 2, ..., n

โดยทฤษฎีบทเกีÉยวกบัฟังกช์นัตรรกยะ (ไมพิ่สจูนใ์นวิชานี Ê) เขียนได้ ś รูปแบบคือ
ř. q(x) มี n รากทีÉไมซ่ ํÊากนั
Ś. q(x) มีรากซํÊา
ś. q(x) ไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ

รูปแบบทีÉ ř. q(x) มี n รากทีÉไม่ซํÊากัน
ให้ q(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) เมืÉอ a1, a2, ..., an เป็นจาํนวนจรงิทีÉแตกตา่งกนั แลว้

p(x)

q(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an

เมืÉอ A1, A2, ..., An เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

ř. 2

(x− 1)(x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1

Ś. x− 2

x(x+ 1)(x− 3)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

x− 3

สิÉงสาํคญัของการเขียนรูปเศษสว่นยอ่ยคือการหาคา่คงตวั โดยความรูเ้รืÉองการเทา่กนัของพหุนาม
ทาํได้ Ś วิธีคือ การแทนคา่ และการเทียบสมัประสทิธิÍ จากขอ้ ř จดัรูปใหมจ่ะไดว้า่

2

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1) +B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)

ดงันัÊน 2 = A(x + 1) + B(x − 1) เมืÉอแทน x = 1 จะได้ A = 1 และแทน x = −1 จะได้ B = −1

ฉะนัÊน
2

(x− 1)(x+ 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 1



ŚśŞ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

โดยทัÉวไปเมืÉอ f(x) อยูใ่นรูปเศษสว่นยอ่ยจะไดป้รพินัธคื์อ∫
f(x) dx =

∫
A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an
dx

= A1ℓn|x− a1|+ A2ℓn|x− a2|+ · · ·+ Anℓn|x− an|+ C

ทฤษฎบีท Ş.Ś.ř ให้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิทีÉตา่งกนั จะไดว้า่
1

(x+ a)(x+ b)
=

1

b− a

[
1

x+ a
− 1

x+ b

]
บทพิสูจน์. พิจารณา

1

(x+ a)(x+ b)
=

A

x+ a
+

B

x+ b

1 = A(x+ b) + B(x+ a)

เมืÉอแทน x = −a จะได้ A =
1

b− a
และแทน x = −b จะได้ B = − 1

b− a

ดงันัÊนทฤษฎีบทนีÊเป็นจรงิ
ตัวอย่าง Ş.Ś.Ś จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.
∫

1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

วธีิทาํ โดยทฤษฎีบท Ş.Ś.ř จะไดว้า่∫
1

(x+ 1)(x+ 2)
dx =

∫
1

x+ 1
− 1

x+ 2
dx

= ℓn|x+ 1| − ℓn|x+ 2|+ C

= ℓn
∣∣∣∣x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣+ C

Ś.
∫

x

x2 − 4
dx

วธีิทาํ พิจารณา
x

x2 − 4
=

x

(x− 2)(x+ 2)

=
A

x− 2
+

B

x+ 2

x = A(x+ 2) +B(x− 2)

เมืÉอแทน x = 2 จะได้ A =
1

2
และแทน x = −2 จะได้ B = −1

2
ดงันัÊน∫

x

x2 − 4
dx =

∫
1

2
· 1

x− 2
− 1

2
· 1

x+ 2
dx

=
1

2
ℓn|x− 2| − 1

2
ℓn|x+ 2|+ C

=
1

2
ℓn
∣∣∣∣x− 2

x+ 2

∣∣∣∣+ C



Ş.Ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ Śśş

ตัวอย่าง Ş.Ś.ś จงหาปรพินัธ์
∫

x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx

วธีิทาํ พิจารณา
x

(x− 1)(4x2 − 1)
=

x

(x− 1)(2x− 1)(2x+ 1)

=
A

x− 1
+

B

2x− 1
+

C

2x+ 1

x = A(2x− 1)(2x+ 1) +B(x− 1)(2x+ 1) + C(x− 1)(2x− 1)

เมืÉอแทน x = 1 จะได้ A =
1

3
แทน x =

1

2
จะได้ B = −1

2
และแทน x = −1

2
จะได้ C = −1

6
ดงันัÊน∫

x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx =

∫
1

3
· 1

x− 1
− 1

2
· 1

2x− 1
− 1

6
· 1

2x+ 1
dx

=
1

3
ℓn|x− 1| − 1

4
ℓn|2x− 1| − 1

12
ℓn|2x+ 1|+ C

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ŝ จงหาปรพินัธข์อง
∫

x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx

วธีิทาํ เนืÉองจาก x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
= (x− 2) +

5x2 + 1

x3 + 2x2 − x− 2
พิจารณา

5x2 + 1

x3 + 2x2 − x− 2
=

5x2 + 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

=
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2

5x2 + 1 = A(x+ 1)(x+ 2) +B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1)(x+ 1)

เมืÉอแทน x = 1 จะได้ A = 1 แทน x = −1 จะได้ B = −3 และแทน x = −2 จะได้ C = 7 ดงันัÊน∫
x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx =

∫
(x− 2) +

1

x− 1
− 3

x+ 1
+

7

x+ 2
dx

=
1

2
x2 − 2x+ ℓn|x− 1| − 3ℓn|x+ 1|+ 7ℓn|x+ 2|+ C

ตัวอย่าง Ş.Ś.ŝ จงหาปรพินัธข์อง
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx

วธีิทาํ ให้ u = sinx จะไดว้า่ du = cosxdx ฉะนัÊน∫ cosx
(1 + 2sinx)(1− sinx) dx =

∫
1

(1 + 2u)(1− u)
du

พิจารณา
1

(1 + 2u)(1− u)
=

A

1 + 2u
+

B

1− u

1 = A(1− u) + B(1 + 2u)



ŚśŠ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

เมืÉอแทน u = 1 จะได้ B =
1

3
และแทน u = −1

2
จะได้ A =

2

3
ดงันัÊน∫

1

(1 + 2u)(1− u)
du =

∫
2

3
· 1

1 + 2u
+

1

3
· 1

1− u
du

=
1

3
ℓn|1 + 2u| − 1

3
ℓn|1− u|+ C

สรุปไดว้า่ ∫ cosx
(1 + 2sinx)(1− sinx) dx =

1

3
ℓn|1 + 2sinx| − 1

3
ℓn|1− sinx|+ C

=
1

3
ℓn
∣∣∣∣1 + 2sinx
1− sinx

∣∣∣∣+ C

ทฤษฎบีท Ş.Ś.Ş ปรพินัธข์องฟังกช์นัเซแคนตก์บัโคเซแคนต์
ř.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

Ś.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C

บทพิสูจน์. ř. พิจารณา∫
secx dx =

∫
1

cosx dx =

∫ cosx
cos2x

dx =

∫ cosx
1− sin2x

dx

=

∫
1

(1− sinx)(1 + sinx) dsinx =

∫
1

(1− u)(1 + u)
du เมืÉอ u = sinx

ดงันัÊน 1

(1− u)(1 + u)
=

A

1− u
+

B

1 + u
และ 1 = A(1 + u) +B(1− u)

เมืÉอแทน u = 1 จะได้ A =
1

2
และแทน u = −1 จะได้ B =

1

2∫
1

(1− u)(1 + u)
du =

∫
1

2
· 1

1− u
+

1

2
· 1

1 + u
du

= −1

2
ℓn|1− u|+ 1

2
ℓn|1 + u|+ C =

1

2
ℓn
∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣+ C

ดงันัÊน ∫
secx dx =

1

2
ℓn
∣∣∣∣1 + sinx
1− sinx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ℓn
∣∣∣∣1 + sinx
1− sinx · 1 + sinx

1 + sinx
∣∣∣∣+ C

=
1

2
ℓn
∣∣∣∣(1 + sinx)2
1− sin2x

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ℓn
∣∣∣∣(1 + sinx)2

cos2x

∣∣∣∣+ C

= ℓn
∣∣∣∣1 + sinx

cosx
∣∣∣∣+ C

= ℓn|secx+ tanx|+ C

Ś. ทาํนองเดียวกนักบัขอ้ ř (เป็นแบบฝึกหดั)



Ş.Ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ Śśš

รูปแบบทีÉ Ś. q(x) มรีากซํÊา
ใน q(x) มีตวัประกอบ (x− a)k จะไดว้า่

p(x)

(x− a)k
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k

เมืÉอ A1, A2, ..., Ak เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

ř. x

(x− 1)3
=

A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2
+

A3

(x− 1)3

Ś. x2 − 3

x(x+ 2)2
=

A

x
+

B

x+ 2
+

C

(x+ 2)2

ś. x3 − 1

x2(x− 3)2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x− 3
+

D

(x− 3)2

ตัวอย่าง Ş.Ś.ş จงหาปรพินัธ์
∫

1

(x− 1)(x+ 1)2
dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

(x− 1)(x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2

1 = A(x+ 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x− 1)

เมืÉอแทน x = 1 จะได้ A =
1

4
แทน x = −1 จะได้ C = −1

2
และแทน x = 0 จะได้

1 = A−B − C =
1

4
−B +

1

2

ฉะนัÊน B = −1

4
ทาํใหไ้ดว้า่∫

1

(x− 1)(x+ 1)2
dx =

∫
1

4
· 1

x− 1
− 1

4
· 1

x+ 1
− 1

2
· 1

(x+ 1)2
dx

=
1

4
ℓn|x− 1| − 1

4
ℓn|x+ 1|+ 1

2
· 1

x+ 2
+ C

=
1

4
ℓn
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

2(x+ 2)
+ C

ตัวอย่าง Ş.Ś.Š จงหาปรพินัธ์
∫

x+ 1

x2(x− 1)2
dx

วธีิทาํ พิจารณา
x+ 1

x2(x− 1)2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x− 1
+

D

(x− 1)2

x+ 1 = Ax(x− 1)2 +B(x− 1)2 + Cx2(x− 1) +Dx2



ŚŜŘ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

เมืÉอแทน x = 0 จะได้ B = 1 แทน x = 1 จะได้ D = 2 และแทน x = −2, 2 จะได้
2A+ C = 3

2A+ 4C = −6

ทาํใหไ้ดว้า่ A = 3 และ C = −3 ดงันัÊน∫
x+ 1

x2(x− 1)2
dx =

∫
3

x
+

1

x2
+− 3

x− 1
+

2

(x− 1)2
dx

= ℓn|x| − 1

x
− 3ℓn|x− 1| − 2

x− 1
+ C

ตัวอย่าง Ş.Ś.š จงหาปรพินัธ์
∫

x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx

วธีิทาํ พิจารณา
x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
=

x2 + 1

(x− 1)2(x+ 1)2(x− 2)

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2
+

E

x− 2

x2 + 1 = A(x− 1)(x+ 1)2(x− 2) +B(x+ 1)2(x− 2) + C(x− 1)2(x+ 1)(x− 2)+

D(x− 1)2(x− 2) + E(x− 1)2(x+ 1)2

เมืÉอแทน x = 1 จะได้ B = −1

2
แทน x = −1 จะได้ D = −1

6
แทน x = 2 จะได้ E =

5

9
และแทน

x = 0,−2 จะได้
9A− 9C = −4

3A+ 9C = −2

ทาํใหไ้ดว้า่ A = −1

2
และ C = − 1

18
ดงันัÊน

∫
x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx = −1

2

∫
1

x− 1
dx− 1

2

∫
1

(x− 1)2
dx− 1

18

∫
1

x+ 1
dx

− 1

6

∫
1

(x+ 1)2
dx+

5

9

∫
1

x− 2
dx

= −1

2
ℓn|x− 1| − 1

2(x− 1)
− 1

18
ℓn|x+ 1|+ 1

16(x+ 1)
+

5

9
ℓn|x− 2|+ C



Ş.Ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ ŚŜř

รูปแบบทีÉ ś. q(x) ไม่มรีากเป็นจาํนวนจริง
ใน q(x) มีตวัประกอบ (ax2 + bx+ c)k โดยทีÉ b2 − 4ac < 0 แลว้

p(x)

(ax2 + bx+ c)k
=

A1x+B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Akx+Bk

(ax2 + bx+ c)k

เมืÉอ A1, A2, ..., Ak และ B1, B2, ..., Bk เป็นคา่คงตวั
ตวัอยา่งเชน่

ř. 1

(x2 + 1)2
=

A1x+B1

x2 + 1
+

A2x+B2

(x2 + 1)2

Ś. x+ 1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

ś. 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + 2)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 2
+

Ex+ F

(x2 + 2)2

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŘ จงหาปรพินัธ์
∫

1

x(x2 + 1)
dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

เมืÉอแทน x = 0 จะได้ A = 1 และแทน x = 0,−1 จะได้
B + C = −1 และ B − C = −1

ทาํใหไ้ดว้า่ B = −1 และ C = 0 ดงันัÊน∫
1

x(x2 + 1)
dx =

∫
1

x
dx−

∫
x

x2 + 1
dx

= ℓn|x| − 1

2

∫
1

x2 + 1
d(x2 + 1) = ℓn|x| − 1

2
ℓn(x2 + 1) + C

ตัวอย่าง Ş.Ś.řř จงหาปรพินัธ์
∫

1

x4 − 1
dx

วธีิทาํ พิจารณา
1

x4 − 1
=

1

(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1)
=

Ax+B

x2 + 1
+

C

x− 1
+

D

x+ 1

1 = (Ax+B)(x+ 1)(x− 1) + C(x2 + 1)(x+ 1) +D(x2 + 1)(x− 1)

เมืÉอแทน x = −1 จะได้ D = −1

4
แทน x = 1 จะได้ C =

1

4
แทน x = 0 จะได้ B = −1

2
และแทน

x = 2 จะได้ A = 0 ดงันัÊน∫
1

x4 − 1
dx = −1

2

∫
1

x2 + 1
+

1

4

∫
1

x− 1
dx− 1

4

∫
1

x+ 1
dx

= −1

2
arctanx+

1

4
ℓn|x− 1| − 1

4
ℓn|x+ 1|+ C



ŚŜŚ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŚ จงหาปรพินัธข์อง
∫ tanθ

1 + cos2θ
dθ

วธีิทาํ พิจารณา∫ tanθ
1 + sinθ dθ =

∫ sinθ
cosθ(1 + cos2θ)

dθ = −
∫

1

cosθ(1 + cos2θ)
dcosθ

ให้ x = cosθ ดงันัÊน ∫ tanθ
1 + sinθ dθ = −

∫
1

x(1 + x2)
dx

โดยตวัอยา่ง Ş.Ś.řŘ จะไดว้า่∫ tanθ
1 + sinθ dθ = −

[
ℓn|x| − 1

2
ℓn(x2 + 1)

]
+ C

= −ℓn|cosθ|+ 1

2
ℓn(cos2θ + 1) + C

ตัวอย่าง Ş.Ś.řś จงหาปรพินัธข์อง
∫

1

1 + e2t
dt

วธีิทาํ พิจารณา ∫
1

1 + e2t
dt =

∫
1

et(1 + e2t)
· et dt

=

∫
1

et(1 + e2t)
· (et)′ dt

=

∫
1

et(1 + e2t)
d(et)

ให้ x = et ดงันัÊน ∫
1

1 + e2t
dt =

∫
1

x(1 + x2)
dx

โดยตวัอยา่ง Ş.Ś.řŘ จะไดว้า่∫
1

1 + e2t
dt = ℓn|x| − 1

2
ℓn(x2 + 1) + C

= ℓn|et| − 1

2
ℓn(e2t + 1) + C

= t− 1

2
ℓn(e2t + 1) + C



Ş.Ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะ ŚŜś

แบบฝึกหดั Ş.Ś
ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

1

16x2 − 1
dx

ř.Ś
∫

x

x2 − x− 6
dx

ř.ś
∫

2x3 − 5x2 + 2x− 3

x2 − 2x− 2
dx

ř.Ŝ
∫

x− 1

x3 − x2 − 2x
dx

ř.ŝ
∫

x2

(x− 1)3
dx

ř.Ş
∫

20x− 11

(3x+ 2)(x2 − 4x+ 5)
dx

ř.ş
∫

x4 − 8

x3 + 2x2
dx

ř.Š
∫

10x2 + 13x

(2x− 1)(x2 + 2)
dx

ř.š
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

ř.řŘ
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

ř.řř
∫

2x

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx

ř.řŚ
∫

x3

(x2 − 2x+ 10)2
dx

ř.řś
∫

4x2 + 2x+ 8

x(x2 + 2)2
dx

ř.řŜ
∫

(1 + sec2x)sec2x

(1 + tan3x)
dx

ř.řŝ
∫ cost

sint+ sin3t
dt

ř.řŞ
∫

1

xℓnx(1− ℓnx) dx

Ś. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ 0

−2

5x+ 7

x2 + 2x− 3
dx

Ś.Ś
∫ 1

0

x3 − x2 − 11x+ 10

x3 − 2x+ 4
dx

Ś.ś
∫ 4

3

5x3 − 4x

x4 − 16
dx

Ś.Ŝ
∫ π

3

−π
4

2secθtanθ
sec3θ + secθ dθ



ŚŜŜ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

Ş.ś ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรรกยะในรูปตรีโกณมติิ
พิจารณาการหาปรพินัธ์

∫
1

1 + sinx dx โดยอาศยัเอกลกัษณ์ sin2x+ cos2x = 1 จะไดว้า่
∫

1

1 + sinx dx =

∫
1− sinx

(1 + sinx)(1− sinx) dx

=

∫
1− sinx
1− sin2x

dx

=

∫
1− sinx
cos2x

dx

=

∫
sec2x− secxtanx dx

= tanx− secx+ C

แต่ปริพนัธ์ของ
∫

1

cosx+ sinx dx ไม่สามารถหาปริพนัธ์โดยอาศยัเพียงเอกลกัษณ์ได้ ในหวัขอ้นี Ê
จงึสนใจการเปลีÉยนฟังกช์นัตรรกยะในรูป sinx และ cosx ในรูปตวัแปรใหมคื่อ z โดยกาํหนดให้

z = tanx
2

ถา้ z เป็นจาํนวนจรงิบวก เขียนรูปแสดงความสมัพนัธไ์ดด้งันี Ê
√
1 + z2

1

z

x
2

จากรูปจะไดว้า่
sinx

2
=

z√
1 + z2

และ cosx
2
=

1√
1 + z2

ดงันัÊน
sinx = 2sinx

2
cosx

2
=

2z

1 + z2

cosx = cos2x

2
− sin2x

2
=

1− z2

1 + z2

dz =
(

sec2x

2

) 1

2
dx =

1

2
(1 + z2)dx

สรุปไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz



Ş.ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมติิ ŚŜŝ

ตัวอย่าง Ş.ś.ř จงหาปรพินัธ์
∫

1

cosx+ sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

ดงันัÊน∫
1

cosx+ sinx dx =

∫
1

1−z2

1+z2
+ 2z

1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
2

2z + 1− z2
dz

= −
∫

2

(z − 1)2 − 2
dz

= −
∫

2

(z − 1−
√
2)(z − 1 +

√
2)

dz

= − 2

(−1 +
√
2)− (−1−

√
2)

∫
1

z − 1−
√
2
− 1

z − 1 +
√
2
dz

= − 1√
2

(
ℓn|z − 1−

√
2| − ℓn|z − 1 +

√
2|
)
+ C

= −
√
2

2
ℓn
∣∣∣tanx

2
− 1−

√
2
∣∣∣+ √

2

2
ℓn
∣∣∣tanx

2
− 1 +

√
2
∣∣∣+ C

ตัวอย่าง Ş.ś.Ś จงหาปรพินัธ์
∫

1

4cosx+ 3sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

ดงันัÊน ∫
1

4cosx+ 3sinx dx =

∫
1

4 · 1−z2

1+z2
+ 3 · 2z

1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
1

2− 2z2 + 3z
dz

= −
∫

1

(2z + 1)(z − 2)
dz

= −1

2

∫
1

(z + 1
2
)(z − 2)

dz

= − 1

2(−2− 1
2
)

∫
1

z + 1
2

− 1

z − 2
dz

=
1

5

(
ℓn
∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣− ℓn|z − 2|
)
+ C

=
1

5
ℓn
∣∣∣∣tanx

2
+

1

2

∣∣∣∣− 1

5
ℓn
∣∣∣tanx

2
− 2
∣∣∣+ C



ŚŜŞ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ś.ś จงหาปรพินัธ์
∫ π

2

0

1

3 + 5sinx dx

วธีิทาํ ให้ z = tanx
2

จะไดว้า่

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz

พิจารณา ∫
1

3 + 5sinx dx =

∫
1

3 + 5 · 2z
1+z2

· 2

1 + z2
dz

=

∫
2

3z2 + 10z + 3
dz

= 2

∫
1

(3z + 1)(z + 3)
dz

=
2

3

∫
1

(z + 1
3
)(z + 3)

dz

=
2

3(3− 1
3
)

∫
1

z + 1
3

− 1

z + 3
dz

=
1

4

(
ℓn
∣∣∣∣z + 1

3

∣∣∣∣− ℓn|z + 3|
)
+ C

=
1

4
ℓn
∣∣∣∣z + 1

3

z + 3

∣∣∣∣+ C

=
1

4
ℓn
∣∣∣∣∣∣
tanx

2
+ 1

3

tanx
2
+ 3

∣∣∣∣∣∣+ C

ดงันัÊน
∫ π

2

0

1

3 + 5sinx dx =

1
4
ℓn
∣∣∣∣∣∣
tanx

2
+ 1

3

tanx
2
+ 3

∣∣∣∣∣∣


π
2

0

=
1

4
ℓn
∣∣∣∣∣∣
tanπ

4
+ 1

3

tanπ
4
+ 3

∣∣∣∣∣∣− 1

4
ℓn
∣∣∣∣ tan0 + 1

3

tan0 + 3

∣∣∣∣
=

1

4
ℓn
∣∣∣∣1 + 1

3

1 + 3

∣∣∣∣− 1

4
ℓn
∣∣∣∣0 + 1

3

0 + 3

∣∣∣∣
=

1

4
ℓn
(
1

3

)
− 1

4
ℓn
(
1

9

)
=

1

4
ℓn3



Ş.ś. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมติิ ŚŜş

แบบฝึกหดั Ş.ś
ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

1

2− sinx dx

ř.Ś
∫

1

3 + 2cosx dx

ř.ś
∫

2

tanx+ sinx dx

ř.Ŝ
∫

1

cosx− sinx+ 1
dx

ř.ŝ
∫

1

cosx− sinx+ 3
dx

ř.Ş
∫

1

3secx− 1
dx

ř.ş
∫ secx

1 + sinx dx

Ś. จงหาคา่ของ
∫ π

6

0

1

4− 3cos2x+ 5sin2x
dx



ŚŜŠ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

Ş.Ŝ ปริพนัธข์องฟังกชั์นในรูปกรณฑ์
ในหวัขอ้นี Êเราจะพิจารณาการหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉมีกรณฑโ์ดยการเปลีÉยนตวัแปร ตวัอยา่ง

เชน่ ∫
x
√
x− 1 dx

กาํหนด u = x− 1 จะไดว้า่ du = dx และ x = u+ 1 ดงันัÊน∫
x
√
x− 1 dx =

∫
(u+ 1)

√
u du

=

∫
u

3
2 + u

1
2 du

=
2

5
u

5
2 +

2

3
u

3
2 + C

=
2

5
(x− 1)

5
2 +

2

3
(x− 1)

3
2 + C

แตเ่มืÉอกาํหนด u =
√
x− 1 จะไดว้า่ du =

1

2
√
x− 1

dx =
1

2u
dx นัÉนคือ

x = u2 + 1 และ dx = 2udu

ดงันัÊน ∫
x
√
x− 1 dx =

∫
(u2 + 1)u · 2u du

=

∫
2u4 + 2u2 du

=
2

5
u5 +

2

3
u3 + C

=
2

5
(x− 1)

5
2 +

2

3
(x− 1)

3
2 + C

เมืÉอพิจารณากาํหนด u ทัÊง Ś แบบ การหาปริพนัธ์มีความยากงา่ยตา่งกนั จะเห็นรูปแบบทีÉสอง
เลขชี Êกาํลงัของการปริพนัธ์จะเป็นจาํนวนเตม็ทาํให้งา่ยตอ่การหาคา่ ดงันัÊนในหวัขอ้นี Êจะสนใจวิธี
การในรูปแบบทีÉสอง นัÉนคือ พิจารณาฟังกช์นัทีมีรูปแบบ n

√
ax+ b จะกาํจดัเครืÉองหมายกรณฑเ์พืÉอ

ใหง้า่ยตอ่การหาปรพินัธโ์ดยให้
u =

n
√
ax+ b

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ř จงหาปรพินัธ์
∫

1

1 +
√
x
dx

วธีิทาํ ให้ u =
√
x จะไดว้า่ du =

1

2
√
x
dx =

1

2u
dx นัÉนคือ x = u2 และ dx = 2udu ดงันัÊน∫

1

1 +
√
x
dx =

∫
1

1 + u
· 2u du

= 2

∫
1− 1

1 + u
du

= 2u− 2ℓn|1 + u|+ C

= 2
√
x− 2ℓn(1 +√

x) + C



Ş.Ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัในรูปกรณฑ์ ŚŜš

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ś จงหาปรพินัธ์
∫

x3(x− 1)
5
3 dx

วธีิทาํ ให้ u = (x− 1)
1
3 จะไดว้า่ du =

1

3(x− 1)
2
3

dx =
1

3u2
dx นัÉนคือ

x = u3 + 1 และ dx = 3u2du

ดงันัÊน ∫
x3(x− 1)

5
3 dx =

∫
(u3 + 1)3u5 · 3u2 du

= 3

∫
(u9 + 3u6 + 3u3 + 1)u7 du

= 3

∫
u16 + 3u13 + 3u10 + u7 du

=
3

17
u17 +

9

14
u14 +

9

11
u10 +

3

8
u8 + C

=
3

17
(x− 1)

17
3 +

9

14
(x− 1)

14
3 +

9

11
(x− 1)

10
3 +

3

8
(x− 1)

8
3 + C

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ś จงหาปรพินัธ์
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx

วธีิทาํ ให้ u = x
1
6 จะไดว้า่ du =

1

6x
5
6

dx =
1

6u5
dx นัÉนคือ

x = u6 และ dx = 6u5du

ดงันัÊน ∫
x

1
2

1 + x
1
3

dx =

∫
(u6)

1
2

1 + (u6)
1
3

· 6u5 du =

∫
u3

1 + u2
· 6u5 du =

∫
6u8

1 + u2
du

โดยวิธีหารยาวจะไดว้า่
6u8

1 + u2
= 6u6 − 6u4 + 6u2 − 6 +

6

1 + u2

ดงันัÊน ∫
x

1
2

1 + x
1
3

dx =

∫
6u6 − 6u4 + 6u2 − 6 +

6

1 + u2
du

=
6

7
u7 − 6

5
u5 + 2u3 − 6u+ 6arctanu+ C

=
6

7
x

7
6 − 6

5
x

5
6 + 2x

1
2 − 6x

1
6 + 6arctan(x 1

6 ) + C



ŚŝŘ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.Ŝ จงหาปรพินัธ์
∫

3
√

1 + 4
√
x√

x
dx

วธีิทาํ ให้ u = 3
√

1 + 4
√
x จะไดว้า่ u3 = 1 + 4

√
x นัÉนคือ 4

√
x = u3 − 1 หรอื √

x = (u3 − 1)2 และ
du =

1

3(1 + 4
√
x)

2
3

· 1

4x
3
4

dx

=
1

3u2
· 1

4(x
1
4 )3

dx

=
1

3u2
· 1

4(u3 − 1)3
dx

ดงันัÊน dx = 12u2(u3 − 1)3du จะไดว้า่∫
3
√

1 + 4
√
x√

x
dx =

∫
u

(u3 − 1)2
· 12u2(u3 − 1)3du

=

∫
12u3(u3 − 1) du

=

∫
12u6 − 12u3 du

=
12

7
u7 − 3u4 + C

=
12

7
(1 + 4

√
x)

7
3 − 3(1 + 4

√
x)

4
3 + C

ตัวอย่าง Ş.Ŝ.ŝ จงหาปรพินัธ์
∫

1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt

วธีิทาํ ให้ u = (1 + et)
1
2 จะไดว้า่ u2 = 1 + et นัÉนคือ et = u2 − 1 และ

du =
1

2(1 + et)
1
2

· et dt = 1

2u
· (u2 − 1) dt

ดงันัÊน dt =
2u

u2 − 1
du จะไดว้า่∫

1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt =

∫
1

u3 + u
· 2u

u2 − 1
du

=

∫
2

(u2 + 1)(u2 − 1)
du

=

∫
1

u2 − 1
− 1

u2 + 1
du

=

∫
1

(u− 1)(u+ 1)
− 1

u2 + 1
du

=
1

2

∫
1

u− 1
− 1

u+ 1
du−

∫
1

u2 + 1
du

=
1

2
ℓn|u− 1| − 1

2
ℓn|u+ 1| − arctanu+ C

=
1

2
ℓn|(1 + et)

1
2 − 1| − 1

2
ℓn|(1 + et)

1
2 + 1| − arctan(1 + et)

1
2 + C



Ş.Ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัในรูปกรณฑ์ Śŝř

แบบฝึกหดั Ş.Ŝ
จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี Ê

ř.
∫

x3
√
7x+ 2 dx

Ś.
∫ √

5x

x+ 5
dx

ś.
∫

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

Ŝ.
∫

x
4
√
3x− 5

dx

ŝ.
∫

1

2
√
x− 1 + 3

dx

Ş.
∫

4
√
x

x+
√
x
dx

ş.
∫

x
4
3 − 2x

x
3
2

dx

Š.
∫

1

x
1
4 (1 + x

1
6 )

dx

š.
∫

x
1
2

x+ x
4
3

dx

řŘ.
∫

1 + x
1
4

x
1
2 + x

dx

řř.
∫

3x− 1√
x(1 + 3

√
x
dx

řŚ.
∫

1√
x+ 1− 4

√
x+ 1

dx



ŚŝŚ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

Ş.ŝ ปริพนัธข์องฟังกชั์นตรีโกณมติิ
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึวิธีการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัตรโีกณมิติใน ś รูปแบบคือ

sinmxcosnx และ tanmxsecnx และ cotmxcscnx

เมืÉอ m และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกหรอืศนูย์ (อาจขยายไปยงัจาํนวนตรกยะและจาํนวนเตม็)

รูปแบบทีÉ ř. sinmxcosnx
การหาปรพินัธรู์ปแบบนีÊอาจใชเ้อกลกัษณ์ sin2x+ cos2x = 1 และการลดกาํลงัสองดว้ยกฎ

cos2x =
1

2
(1 + cos2x) sin2x =

1

2
(1− cos2x)

บางครัÊงอาจรว่มกบัการเปลีÉยนตวัแปร ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง
ตัวอย่าง Ş.ŝ.ř จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.
∫

cos2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
cos2x dx =

1

2

∫
1 + cos2x dx =

1

2
x+

1

4
sin2x+ C

Ś.
∫

sin3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sin3x dx =

∫
sin2x · sinx, dx

= −
∫
(1− cos2x) · (cosx)′dx

=

∫
cos2x− 1 d(cosx)

=
1

3
cos3x− cosx+ C

ś.
∫

sin4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sin4x dx =

∫
(sin2x)2 dx =

∫ (
1− cos2x

2

)2

dx

=
1

4

∫
1− 2cos2x+ cos22x dx

=
1

4

∫
1− 2cos2x+

1

2
(1 + cos4x) dx

=
1

8

∫
3− 4cos2x+ cos4x dx

=
3

8
x− 1

4
sin2x+

1

32
sin4x+ C



Ş.ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ Śŝś

ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ś จงหาปรพินัธ์
∫

cos5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
cos5x dx =

∫
cos4x · cosx, dx

=

∫
(1− sin2x)2 · (sinx)′dx

=

∫
1− 2sin2x+ sin4x d(sinx)

= sinx− 2

3
sin3x+

1

5
sin5x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.ś จงหาปรพินัธ์
∫

cos6x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
cos6x dx =

∫
(cos2x)3 dx

=

∫ (
1 + cos2x

2

)3

dx

=
1

8

∫
1 + 3cos2x+ 3cos22x+ cos32x dx

=
1

8

∫
1 + 3cos2x+ 3

(
1 + cos4x

2

)
+ cos22xcos2x dx

=
1

8

∫
2 + 6cos2x+ 3 + 3cos4x

2
dx+

1

8

∫
cos22xcos2x dx

=
1

16

∫
5 + 6cos2x+ 3cos4x dx+

1

16

∫
(1− sin22x)(sin2x)′ dx

=
5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16

∫
1− sin22x d(sin2x)

=
5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16
sin2x− 1

48
sin32x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ŝ จงหาปรพินัธ์
∫

cos2xsin3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
cos2xsin3x dx =

∫
cos2xsin2x · sinxdx

= −
∫

cos2x(1− cos2x) · (cosx)′dx
=

∫
cos4x− cos2x d(cosx)

=
1

5
cos5x− 1

3
cos3x+ C



ŚŝŜ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ŝ.ŝ จงหาปรพินัธ์
∫

cos4xsin2x dx

วธีิทาํ จะเห็นวา่∫
cos4xsin2x dx =

∫
cos4x(1− cos2x) dx =

∫
cos6x dx−

∫
cos4x dx

เนืÉองจาก ∫
cos4x dx =

∫
(cos2x)2 dx =

∫ (
1 + cos2x

2

)2

dx

=
1

4

∫
1 + 2cos2x+ cos22x dx

=
1

4

∫
1 + 2cos2x+

1

2
(1 + cos4x) dx

=
1

8

∫
3 + 4cos2x+ cos4x dx

=
3

8
x+

1

4
sin2x+

1

32
sin4x+ C

และจากตวัอยา่ง Ş.ŝ.ś สรุปไดว้า่∫
cos4xsin2x dx =

5

16
x+

3

16
sin2x+

3

64
sin4x+

1

16
sin2x− 1

48
sin32x

− 3

8
x− 1

4
sin2x− 1

32
sin4x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.Ş จงหาปรพินัธ์
∫

cos3xsin5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
cos2xsin5x dx =

∫
cos2xsin4x · sinxdx

= −
∫

cos2x(1− cos2x)2 · (cosx)′dx
= −

∫
cos2x− 2cos4x+ cos6x d(cosx)

= −1

3
cos3x+

2

5
cos5x− 1

7
cos7x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.ş จงหาปรพินัธ์
∫

sin3x
3
√cos5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sin3x

3
√cos5x dx =

∫
sin2xcos 5

3x · sinxdx
= −

∫
(1− cos2x)cos 5

3x · (cosx)′dx
=

∫
cos 11

3 x− cos 5
3x d(cosx)

=
3

14
cos 14

3 x− 3

11
cos 11

3 x+ C



Ş.ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ Śŝŝ

รูปแบบทีÉ Ś. secmxtannx
การหาปริพนัธรู์ปแบบนีÊอาจใชเ้อกลกัษณ์ sec2x − tan2x = 1 และการการหาปริพนัธโ์ดยการแยก
สว่น บางครัÊงอาจรว่มกบัการเปลีÉยนตวัแปร ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง
ตัวอย่าง Ş.ŝ.Š จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.
∫

tan2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
tan2x dx =

∫
sec2x− 1dx = tanx− x+ C

Ś.
∫

tan3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
tan3x dx =

∫
tan2x · tanxdx

=

∫
(sec2x− 1)tanx dx

=

∫
sec2xtanx− tanx dx

=

∫
secx(secxtanx) dx−

∫
tanx dx

=

∫
secx · (secx)′ dx− ℓn|secx|

=

∫
secx d(secx)− ℓn|secx|

=
1

2
sec2x− ℓn|secx|+ C

ś.
∫

sec4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sec4x dx =

∫
sec2x · sec2xdx

=

∫
(1 + tan2x) (tanx)′dx

=

∫
1 + tan2x d(tanx)

= tanx+
1

3
tan3x+ C



ŚŝŞ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

Ŝ.
∫

tan4x dx

วธีิทาํ โดยขอ้ ś จะไดว้า่∫
tan4x dx =

∫
(tan2x)2dx

=

∫
(sec2x− 1)2 dx

=

∫
sec4x− 2sec2x+ 1 dx

=

∫
sec4x dx− 2

∫
sec2x dx+

∫
1 dx

= tanx+
1

3
tan3x− 2tanx+ x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.š จงหาปรพินัธ์
∫

sec3x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น∫
sec3x dx =

∫
secx(sec2x)dx

=

∫
secx(tanx)′dx

=

∫
secx d(tanx)

= secxtanx−
∫

tanx d(secx)
= secxtanx−

∫
tanx (secxtanx)dx

= secxtanx−
∫

tan2x secx dx
= secxtanx−

∫
(sec2x− 1) secx dx

= secxtanx−
∫

sec3x dx+

∫
secx dx

2

∫
sec3x dx = secxtanx+

∫
secx dx

2

∫
sec3x dx = secxtanx+ ℓn|secx+ tanx|∫
sec3x dx =

1

2
[secxtanx+ ℓn|secx+ tanx|] + C



Ş.ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ Śŝş

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŘ จงหาปรพินัธ์
∫

sec5x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น และผลของตวัอยา่ง Ş.ŝ.š∫
sec5x dx =

∫
sec3x(sec2x)dx

=

∫
sec3x(tanx)′dx

=

∫
sec3x d(tanx)

= sec3xtanx−
∫

tanx d(sec3x)

= sec3xtanx−
∫

tanx (3sec2xsecxtanx)dx
= sec3xtanx− 3

∫
sec3xtan2x dx

= sec3xtanx− 3

∫
sec3x(sec2x− 1) dx

= sec3xtanx− 3

∫
sec5x dx+ 3

∫
sec3x dx

4

∫
sec5x dx = sec3xtanx+ 3

∫
sec3x dx

4

∫
sec5x dx = sec3xtanx+

1

2
[secxtanx+ ℓn|secx+ tanx|]∫

sec5x dx =
1

4
sec3xtanx+

1

8
[secxtanx+ ℓn|secx+ tanx|] + C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řř จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี Ê
ř.
∫

secxtan2x dx

วธีิทาํ โดยตวัอยา่ง Ş.ŝ.š จะไดว้า่∫
secxtan2x dx =

∫
secx(sec2x− 1)dx

=

∫
sec3x dx−

∫
secx dx

=
1

2
[secxtanx+ ℓn|secx+ tanx|]− ℓn|secx+ tanx|+ C

=
1

2
[secxtanx− ℓn|secx+ tanx|] + C

Ś.
∫

sec2xtan3 dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
sec2xtan3 dx =

∫
tan3x(sec2x)dx =

∫
tan3x(tanx)′dx

=

∫
tan3x d(tanx)

=
1

4
tan4x+ C



ŚŝŠ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŚ จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี Ê
ř.
∫

sec4xtan2x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sec4xtan2 dx =

∫
sec2xtan2x(sec2x)dx

=

∫
(1 + tan2x)tan2x(tanx)′dx

=

∫
tan2x+ tan4x d(tanx)

=
1

3
tan3x+

1

5
tan5x+ C

Ś.
∫

sec3xtan5x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
sec3xtan5 dx =

∫
sec2xtan4x(secxtanx)dx

=

∫
sec2x(sec2x− 1)2(secx)′dx

=

∫
sec2x(sec4x− 2sec2x+ 1) d(secx)

=

∫
sec6x− 2sec4x+ sec2x d(secx)

=
1

7
sec7x− 2

5
sec5x+

1

3
sec3x+ C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řś จงหาคา่ของ
∫ π

4

0

sec4x

1 + tanx dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫ sec4x

1 + tanx dx =

∫ sec2x

1 + tanx(sec2x)dx

=

∫
1 + tan2x

1 + tanx (tanx)′dx
=

∫
tanx− 1 +

2

1 + tanx d(tanx)
=

1

2
tan2x− tanx+ 2ℓn|1 + tanx|+ C

ดงันัÊน ∫ π
4

0

sec4x

1 + tanx dx =

[
1

2
tan2x− tanx+ 2ℓn|1 + tanx|

]π
4

0

=

[
1

2
− 1 + 2ℓn2

]
− [0− 0 + 0]

= 2ℓn2− 1

2



Ş.ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ Śŝš

รูปแบบทีÉ ś. cscmxcotnx
การหาปริพนัธรู์ปแบบนีÊอาจใชเ้อกลกัษณ์ csc2x − cot2x = 1 และการการหาปริพนัธโ์ดยการแยก
สว่น บางครัÊงอาจรว่มกบัการเปลีÉยนตวัแปรคลา้ยคลงึกบัรูปแบบทีÉ Ś ดงัจะแสดงดงัตวัอยา่ง
ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŜ จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี Ê

ř.
∫

cot2x dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

cot2x dx =

∫
csc2x− 1dx = −cotx− x+ C

Ś.
∫

cot3x dx
วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫

sec4x dx =

∫
sec2x · sec2xdx

=

∫
(1 + tan2x) (tanx)′dx

=

∫
1 + tan2x d(tanx)

= tanx+
1

3
tan3x+ C

ś.
∫

csc4x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่ ∫
csc4x dx =

∫
csc2x · csc2xdx

= −
∫
(1 + cot2x) (cotx)′dx

= −
∫

1 + cot2x d(cotx)
= −cotx− 1

3
cot3x+ C

Ŝ.
∫

cot4x dx
วธีิทาํ โดยขอ้ ś จะไดว้า่∫

cot4x dx =

∫
(cot2x)2dx =

∫
(csc2x− 1)2 dx

=

∫
csc4x− 2csc2x+ 1 dx

=

∫
csc4x dx− 2

∫
csc2x dx+

∫
1 dx

= −cotx− 1

3
cot3x+ 2cotx+ x+ C



ŚŞŘ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŝ จงหาปรพินัธ์
∫

csc3x dx

วธีิทาํ ใชก้ารหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น∫
csc3x dx =

∫
cscx(csc2x)dx

= −
∫

cscx(cotx)′dx
=

∫
cscx d(cotx)

= −cscxcotx+

∫
cotx d(cscx)

= −cscxcotx+

∫
cotx(−cscxcotx) dx

= −cscxcotx−
∫

cot2xcscx dx
= −cscxcotx−

∫
(csc2x− 1)cscx dx

= −cscxcotx−
∫

csc3x dx+

∫
cscx dx

2

∫
csc3x dx = −cscxcotx+

∫
cscx dx

2

∫
csc3x dx = −cscxcotx+ ℓn|cscx− cotx|∫
csc3x dx =

1

2
[−cscxcotx+ ℓn|cscx− cotx|] + C

ตัวอย่าง Ş.ŝ.řŞ จงหาปรพินัธต์อ่ไปนี Ê
ř.
∫

cotxccsc3x dx

วธีิทาํ จะไดว้า่∫
cotxcsc3x dx =

∫
csc2x · (cscxcotx)dx = −

∫
csc2x · (cscx)′dx

= −
∫

csc2x d(cscx) = −1

3
csc3x+ C

Ś.
∫

csc2xcot4x dx
วธีิทาํ จะไดว้า่∫

csc2xcot4x dx =

∫
cot4x · (csc2x)dx = −

∫
cot4x · (cotx)′dx

= −
∫

cot4x d(cotx) = −1

5
cot5x+ C



Ş.ŝ. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมติิ ŚŞř

แบบฝึกหดั Ş.ŝ
ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

sin8x dx

ř.Ś
∫

cos6x dx

ř.ś
∫

sin5x dx

ř.Ŝ
∫

cos5x dx

ř.ŝ
∫

sin5xcos5x dx

ř.Ş
∫

cos3xsin7x dx

ř.ş
∫

tan6x dx

ř.Š
∫

tan7x dx

ř.š
∫

sec7x dx

ř.řŘ
∫

cot7x dx

ř.řř
∫

cot8x dx

ř.řŚ
∫

sec6x dx

ř.řś
∫

sec7xtan7x dx

ř.řŜ
∫

sec9xtan6x dx

ř.řŝ
∫

sec3x
√tanx dx

ř.řŞ
∫

sec6xtan 11
5 x dx

ř.řş
∫

cot5x√cscx dx

ř.řŠ
∫ tan3xsec2x

sin2x
dx

Ś. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ π

0

sin2xcos3x dx

Ś.Ś
∫ π

2

π
4

sinxcos3xsin2x dx

Ś.ś
∫ π

4

π
6

tan5x dx

Ś.Ŝ
∫ π

4

0

sec4x
√tanx dx

Ś.ŝ
∫ π

3

π
6

sinx
1 + cosx dx

Ś.Ş
∫ 5π

6

2π
3

cot3xcsc7x dx



ŚŞŚ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

Ş.Ş ปริพนัธโ์ดยการแทนค่าตรีโกณมติิ
การหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีÉอยูใ่นรูปแบบ

√
a2 − u2 และ √

a2 + u2 และ √
u2 − a2

เมืÉอ u = u(x) และ a > 0 เป็นคา่คงตวั อาศยัการเปลีÉยนตวัแปรในรูปฟังกช์นัของตรโีกณมิติ เพืÉอใช้
เอกลกัษณ์

sin2x+ cos2x = 1 และ sec2x− tan2x = 1

เรยีกวิธีนี Êวา่การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่าตรีโกณมิติ (integration by trigonometric substitution)

รูปแบบทีÉ ř. √a2 − u2

ให้ u = asinθ เมืÉอ θ ∈ [−π
2
, π
2
] และ a > 0 จะไดว้า่ cosθ ≥ 0

ตัวอย่าง Ş.Ş.ř จงหาปรพินัธ์
∫ √

9− x2 dx

วธีิทาํ ให้ x = 3sinθ แลว้ dx = 3cosθ dθ และ

cosθ =
√
1− sin2θ =

√
1−

(x
3

)2
=

1

3

√
9− x2

ดงันัÊน ∫ √
9− x2 dx =

∫ √
9− 9sin2θ 3cosθ dθ = 3

∫ √
9(1− sin2θ) cosθ dθ

= 3

∫
3
√cos2θ cosθ dθ = 9

∫
cosθcosθ dθ

= 9

∫
cos2θ dθ =

9

2

∫
1 + cos2θ dθ

=
9

2
θ +

9

4
sin2θ + C =

9

2
θ +

9

4
· 2sinθcosθ + C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
+

9

2
· x
3
· 1
3

√
9− x2 + C

=
9

2
arcsin

(x
3

)
+

x

2

√
9− x2 + C

ตัวอย่าง Ş.Ş.Ś จงหาปรพินัธ์
∫ √

25− 4x2 dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 5sinθ แลว้ dx =
5

2
cosθ dθ และ

cosθ =
√
1− sin2θ =

√
1−

(
2x

5

)2

=
1

5

√
25− 4x2



Ş.Ş. ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ ŚŞś

ดงันัÊน ∫ √
25− 4x2 dx =

∫ √
25− 25sin2θ · 5

2
cosθ dθ =

5

2

∫ √
25(1− sin2θ) cosθ dθ

=
5

2

∫
5
√cos2θ cosθ dθ =

25

2

∫
cosθcosθ dθ

=
25

2

∫
cos2θ dθ =

25

4

∫
1 + cos2θ dθ

=
25

4
θ +

25

8
sin2θ + C =

25

4
θ +

25

8
· 2sinθcosθ + C

=
25

4
arcsin

(
2x

5

)
+

25

4
· 2x
5

· 1
5

√
25− 4x2 + C

=
25

4
arcsin

(
2x

5

)
+

x

2

√
25− 4x2 + C

ตัวอย่าง Ş.Ş.ś จงหาปรพินัธ์
∫

1

(16− x2)
3
2

dx

วธีิทาํ ให้ x = 4sinθ แลว้ dx = 4cosθ dθ

√
16− x2

x4

θ

จะไดว้า่ tanθ =
x√

16− x2
ดงันัÊน

∫
1

(16− x2)
3
2

dx =

∫
1

(16− 16sin2θ)
3
2

· 4cosθ dθ = 4

∫ cosθ
(16(1− sin2θ))

3
2

dθ

= 4

∫ cosθ
43(cos2θ)

3
2

dθ =
1

16

∫ cosθ
cos3θ

dθ

=
1

16

∫
sec2θ dθ =

1

16
tanθ + C

=
x

16
√
16− x2

+ C

ตัวอย่าง Ş.Ş.Ŝ จงหาปรพินัธ์
∫ √

1− e2x dx

วธีิทาํ ให้ ex = sinθ แลว้ exdx = cosθ dθ นัÉนคือ dx =
1

ex
cosθ dθ =

cosθ
sinθ dθ

√
1− e2x

ex1

θ



ŚŞŜ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

จะไดว้า่ cosθ =
√
1− e2x และ cscθ =

1

ex
และ cotθ =

√
1− e2x

ex
ดงันัÊน∫ √

1− e2x dx =

∫ √
1− sin2θ · cosθ

sinθ dθ =

∫ √cos2θ · cosθ
sinθ dθ

=

∫
cosθ · cosθ

sinθ dθ =

∫ cos2θ

sinθ dθ

=

∫
1− sin2θ

sinθ dθ =

∫
cscθ − sinθ dθ

= ℓn|cscθ − cotθ|+ cosθ + C

= ℓn
∣∣∣∣ 1ex −

√
1− e2x

ex

∣∣∣∣+√
1− e2x + C

= ℓn
∣∣∣∣1−√

1− e2x

ex

∣∣∣∣+√
1− e2x + C

= ℓn
∣∣∣1−√

1− e2x
∣∣∣− x+

√
1− e2x + C

ตัวอย่าง Ş.Ş.ŝ จงหาคา่ของ
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx

วธีิทาํ ให้ x = 5sinθ แลว้ dx = 5cosθ dθ

√
25− x2

x5

θ

จะไดว้า่ cotθ =

√
25− x2

x
ฉะนัÊน∫

1

x2
√
25− x2

dx =

∫
1

25sin2θ
√

25− 25sin2θ
· 5cosθ dθ

=
1

5

∫ cosθ
sin2θ

√
25(1− sin2θ)

dθ =
1

5

∫ cosθ
sin2θ · 5

√cos2θ
dθ

=
1

25

∫ cosθ
sin2θ · cosθ dθ =

1

25

∫
csc2θ dθ

= − 1

25
cotθ + C = −

√
25− x2

25x
+ C

ดงันัÊน ∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx =

[
−
√
25− x2

25x

]4
3

=

[
− 3

25(4)

]
−
[
− 4

25(3)

]
=

1

25

[
−3

4
+

4

3

]
=

7

300



Ş.Ş. ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ ŚŞŝ

รูปแบบทีÉ Ś. √a2 + u2

ให้ u = atanθ เมืÉอ θ ∈ (−π
2
, π
2
) และ a > 0 จะไดว้า่ secθ > 0

ตัวอย่าง Ş.Ş.Ş จงหาปรพินัธ์
∫ √

4 + x2 dx

วธีิทาํ ให้ x = 2tanθ แลว้ dx = 2sec2θ dθ จะไดว้า่
secθ =

√
1 + tan2θ =

√
1 +

(x
2

)2
=

√
4 + x2

2

และโดยตวัอยา่ง Ş.ŝ.š จะไดว้า่∫ √
4 + x2 dx =

∫ √
4 + 4tan2θ 2sec2θ dθ = 2

∫ √
4(1 + tan2θ) sec2θ dθ

= 2

∫
2
√sec2θ sec2θ dθ = 4

∫
sec3θ dθ

= 2secθtanθ + 2ℓn|secθ + tanθ|+ C

=
x
√
4 + x2

2
+ 2ℓn

∣∣∣∣∣x+
√
4 + x2

2

∣∣∣∣∣+ C

ตัวอย่าง Ş.Ş.ş จงหาคา่ของ
∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 3tanθ แลว้ dx =
3

2
sec2θ dθ จะไดว้า่

secθ =
√

1 + tan2θ =

√
1 +

(
2x

3

)2

=

√
9 + 4x2

3

ดงันัÊน ∫
(9 + 4x2)

3
2 dx =

∫
(9 + 9tan2θ)

3
2 · 3

2
sec2θ dθ =

3

2

∫
(9(1 + tan2θ))

3
2 sec2θ dθ

=
3

2

∫
27(sec2θ)

3
2 sec2θ dθ

=
81

2

∫
sec5θ dθ

โดยตวัอยา่ง Ş.ŝ.řŘ∫
(9 + 4x2)

3
2 dx =

81

8
sec3θtanθ + 81

16
[secθtanθ + ℓn|secθ + tanθ|] + C

=
x(9 + 4x2)

3
2

4
+

9x
√
9 + 4x2

8
+

81

16
ℓn
∣∣∣∣∣
√
9 + 4x2

3
+

2x

3

∣∣∣∣∣+ C

ดงันัÊน ∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx =

[
x(9 + 4x2)

3
2

4
+

9x
√
9 + 4x2

8
+

81

16
ℓn
∣∣∣∣∣
√
9 + 4x2

3
+

2x

3

∣∣∣∣∣
]2
0

=

[
250

4
+

18(5)

8
+

81

16
ℓn
∣∣∣∣53 +

4

3

∣∣∣∣]− [0 + 0 + 0]

=
205

4
− 81

16
ℓn3



ŚŞŞ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.Ş.Š จงหาปรพินัธ์
∫

1√
x2 + 2x+ 2

dx

วธีิทาํ ให้ x+ 1 = tanθ แลว้ dx = sec2θ dθ จะไดว้า่
secθ =

√
1 + tan2θ =

√
1 + (x+ 1)2 =

√
x2 + 2x+ 2

ดงันัÊน ∫
1√

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1√

1 + (x+ 1)2
dx =

∫
1√

1 + tan2θ
· sec2θ dθ

=

∫ sec2θ√sec2θ
dθ =

∫ sec2θ

secθ sec2θ dθ

=

∫
secθ dθ

= ℓn|√x2 + 2x+ 2 + x+ 1|+ C

ตัวอย่าง Ş.Ş.š จงหาปรพินัธ์
∫

x2 + 3x√
x2 + 6x+ 10

dx

วธีิทาํ พิจารณา ∫
x2 + 3x√

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
x(x+ 3)√
1 + (x+ 3)2

dx

ให้ x+ 3 = tanθ แลว้ dx = sec2θ dθ และ x = tanθ − 3 จะไดว้า่
secθ =

√
1 + tan2θ =

√
1 + (x+ 3)2 =

√
x2 + 6x+ 10

ดงันัÊน∫
x2 + 3x√

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
(tanθ − 3)tanθ√

1 + tan2θ
· sec2θ dθ

=

∫ tan2θ − 3tanθ√sec2θ
· sec2θ dθ

=

∫ tan2θ − 3tanθ
secθ · sec2θ dθ

=

∫
(tan2θ − 3tanθ)secθ dθ

=

∫
tan2θsecθ − 3tanθsecθ dθ

=

∫
(sec2θ − 1)secθ dθ − 3

∫
tanθsecθ dθ

=

∫
sec3θ − secθ dθ − 3secθ

=

∫
sec3θ dθ −

∫
secθ dθ − 3secθ

=
1

2
[secθtanθ + ℓn|secθ + tanθ|]− ℓn|secθ + tanθ| − 3secθ + C

=
1

2
secθtanθ − 1

2
ℓn|secθ + tanθ| − 3secθ + C

=
1

2
(x+ 3)

√
x2 + 6x+ 10− 1

2
ℓn
∣∣∣x+ 3 +

√
x2 + 6x+ 10

∣∣∣
− 3

√
x2 + 6x+ 10 + C



Ş.Ş. ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ ŚŞş

รูปแบบทีÉ ś. √u2 − a2

ให้ u = asecθ เมืÉอ θ ∈ [0, π
2
) ∪ [π

2
, π) และ a > 0

ตัวอย่าง Ş.Ş.řŘ จงหาปรพินัธ์
∫ √

x2 − 4 dx

วธีิทาํ ให้ x = 2secθ แลว้ dx = 2secθtanθ dθ
กรณี ř ถา้ x > 0 จะไดว้า่ θ ∈ [0, π

2
) นัÉนคือ tanθ > 0 และ

tanθ =
√sec2θ − 1 =

√(x
2

)2
− 1 =

√
x2 − 4

2

และโดยตวัอยา่ง Ş.ŝ.š จะไดว้า่∫ √
x2 − 4 dx =

∫ √
4sec2θ − 4 2secθtanθ dθ = 2

∫ √
4(sec2θ − 1) secθtanθ dθ

= 2

∫
2
√

tan2θ secθtanθ dθ = 4

∫
secθtan2θ dθ

= 4

∫
secθ(sec2θ − 1) dθ = 4

∫
sec3θ dθ − 4

∫
secθ dθ

= 2secθtanθ + 2ℓn|secθ + tanθ| − 4ℓn|secθ + tanθ|+ C

= 2secθtanθ − 2ℓn|secθ + tanθ|+ C

=
x
√
x2 − 4

2
− 2ℓn

∣∣∣∣x+
√
x2 − 4

2

∣∣∣∣+ C

กรณี Ś ถา้ x < 0 จะไดว้า่ θ ∈ (π
2
, π] นัÉนคือ tanθ < 0 ทาํนองเดียวกบักรณีทีÉ ř∫ √

x2 − 4 dx = −x
√
x2 − 4

2
+ 2ℓn

∣∣∣∣x+
√
x2 − 4

2

∣∣∣∣+ C

เนืÉองจาก
|x|
x

=

 1 เมืÉอ x > 0

−1 เมืÉอ x > 0

สรุปไดว้า่ ∫ √
x2 − 4 dx =

|x|
x

(
x
√
x2 − 4

2
− 2ℓn

∣∣∣∣x+
√
x2 − 4

2

∣∣∣∣)+ C (∗)

จากตวัอยา่งนี Êจะเห็นไดว้า่ในรูปแบบทีÉ ś เราหาปรพินัธใ์นกรณีทีÉ x > 0 เพียงกรณีเดียวจากนัÊน
สรุปคาํตอบไดด้งัสมการ (∗) เสมอ แต่ในกรณีปริพนัธ์จาํกดัเขตไม่จาํเป็นตอ้งเขียนในรูปแบบของ
(∗) เราอาจพิจารณาเครืÉองหมายของ tanθ จากขอบเขตของ x ไดโ้ดยตรง



ŚŞŠ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ตัวอย่าง Ş.Ş.řř จงหาปรพินัธ์
∫

1√
x2 − 1

dx

วธีิทาํ ให้ x = secθ แลว้ dx = secθtanθ dθ
ถา้ x > 0 จะไดว้า่ θ ∈ [0, π

2
) นัÉนคือ tanθ > 0 และ tanθ =

√sec2θ − 1 =
√
x2 − 1 ดงันัÊน∫

1√
x2 − 1

dx =

∫
1√sec2θ − 1

secθtanθ dθ =

∫
1√tan2θ

secθtanθ dθ

=

∫
secθ dθ = ℓn|secθ + tanθ|+ C

= ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

สรุปไดว้า่ ∫
1√

x2 − 1
dx =

|x|
x
ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

ทฤษฎบีท Ş.Ş.řŚ ปรพินัธข์องฟังกช์นัอารก์เซแคนตแ์ละอารโ์คเซแคนต์
ř.
∫

arcsecx dx = xarcsecx− ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

Ś.
∫

arccscx dx = xarccscx+ ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

บทพิสูจน์. ř. พิจารณากรณี x > 0 โดยวิธีการหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น และตวัอยา่ง Ş.Ş.řř∫
arcsecx dx = xarcsecx−

∫
xd(arcsecx)

= xarcsecx−
∫

x · 1

|x|
√
x2 − 1

dx

= xarcsecx−
∫

1√
x2 − 1

dx

= xarcsecx− ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

ในทาํนองเดียวกนัสาํหรบักรณี x < 0 จะไดว้า่ผลลพัธเ์ชน่เดียวกนั สรุปไดว้า่∫
arcsecx dx = xarcsecx− ℓn

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣+ C

Ś. พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกบัขอ้ ř

ตัวอย่าง Ş.Ş.řś จงหาคา่ของ
∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx

วธีิทาํ ให้ 2x = 3secθ แลว้ dx =
3

2
secθtanθ dθ และ x =

3

2
secθ

พิจารณา x ∈ [3
2
, 3] จะไดว้า่ θ ∈ [0, π

2
) นัÉนคือ tanθ > 0 และ

tanθ =
√sec2θ − 1 =

√(
2x

3

)2

− 1 =

√
4x2 − 9

3



Ş.Ş. ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ ŚŞš

ดงันัÊน ∫ √
4x2 − 9

x
dx =

∫ √
9sec2θ − 9
3

2
secθ

· 3
2

secθtanθ dθ

=

∫ √
9(sec2θ − 1) · tanθ dθ =

∫
3
√

tan2θ · tanθ dθ
= 3

∫
tan2θ dθ = 3

∫
(sec2θ − 1) dθ

= 3tanθ − 3θ + C

=
√
4x2 − 9− 3arcsec

(
2x

3

)
+ C

ฉะนัÊน ∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx =

[√
4x2 − 9− 3arcsec

(
2x

3

)]3
3
2

=
[√

27− 3arcsec(2)
]
− [0− 3arcsec(1)]

= 3
√
3− π

แบบฝึกหดั Ş.Ş
ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫ √

16− x2 dx

ř.Ś
∫
(9 + 16x2)

3
2 dx

ř.ś
∫ √

4x2 + 4x− 3 dx

ř.Ŝ
∫

1

(25− x2)
3
2

dx

ř.ŝ
∫

x3

(x2 + 4)
3
2

dx

ř.Ş
∫

x2

(9− x2)
5
2

dx

ř.ş
∫

5x2 − 2x+ 1

(25− x2)
1
2

dx

ř.Š
∫

x2

√
9− 8x− x2

dx

ř.š
∫

(t2 − 6t+ 13)
3
2 dt

ř.řŘ
∫

1

(4s2 − 24s+ 27)
3
2

ds

ř.řř
∫

ex

(4e2x + 25)
3
2

dx

ř.řŚ
∫

1

e2t
√
e2t − 9

dt

Ś. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปไปนีÊ
Ś.ř

∫ 6

0

√
49− x2 dx

Ś.Ś
∫ 2

0

x3
√
2x− x2 dx

ś. จงหาปรพินัธ์
∫

1

(
√
x− 1)(3− x− 2

√
x)

1
2

dx



ŚşŘ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

สรุป
การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัรูปแบบตา่ง ๆ จะขึ ÊนกบัวิธีการทีÉนาํมาใชว้า่เหมาะสมหรอืไม่ ในบท

นีÊนาํเสนอทัÊงหมด Ş วิธี เริÉมดว้ยการหาปริพนัธ์โดยการแยกสว่นซึÉงได้จากกฎการคณูของคา่เชิง
อนพุนัธ์ d(uv) = odv + vdu นาํไปใช้กบัรูปแบบฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงัและฟังกช์นัตรโีกณมิติทีÉคณู
กบัพหุนาม หรอืฟังกช์นัลอการทิมึ โดยการเลือกตวัแปร u และ v ทีÉเหมาะสม ตอ่มากลา่วถงึการ
หาปริพนัธ์ฟังกช์นัตรรกยะซึÉงอาศยัความรูปเกีÉยวพหุนามเศษสว่น ทีÉเรยีกวา่เศษสว่นยอ่ยมี ś รูป
แบบ คือตวัหาร มีรากไม่ซ ํÊากนั มีรากซํÊากนั และไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ จากนัÊนกลา่วถงึหาปริ
พนัธ์ฟังกช์นัตรรกยะในรูปตรโีกณมิติโดยอาศยัการเปลีÉยนตวัแปร z = tan(x

2
) เมืÉอเปลีÉยนแลว้จะ

สามารถเขียนรูปเศษสว่นยอ่ยทาํใหห้าปริพนัธไ์ด้ ตอ่มาปริพนัธข์องฟังกช์นัทีÉอยู่ในรูปกรณฑอ์าศยั
การเปลีÉยนตวัแปรในพจน์ทีÉ มีกรณฑ์โดยให้ u = n

√
ax+ b จะทาํให้อยู่ในรูปทีÉงา่ยตอ่การหาปริ

พนัธ์เมืÉอเลือกตวัแปรทีÉ เหมาะสม ปริพนัธ์ของฟังกช์นัตรโีกณมิติมี ś รูปแบบคือ sinmxcosnx ใช้
เอกลกัษณ์ sin2x+cos2x = 1 และการลดกาํลงัคู่ บางครัÊงอาจรว่มกบัการเปลีÉยนตวัแปร tanmxsecnx

ใชเ้อกลกัษณ์ sec2x− tan2x = 1 และการการหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น บางครัÊงอาจรว่มกบัการ
เปลีÉยนตวัแปร และ cotmxcscnx ใชเ้อกลกัษณ์ csc2x − cot2x = 1 วิธีการคลา้ยคลงึกบัรูปแบบ
ทีÉ Ś สดุทา้ยการหาปริพนัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติมี ś รูปแบบคือ √

a2 − u2 ให้ u = asinθ และ√
a2 + u2 ให้ u = atanθ และ √

u2 − a2 ให้ u = asecθ

แบบฝึกหดับททีÉ Ş
ř. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř
∫

cos(ℓnx) dx

ř.Ś
∫

sinxℓn(cosx) dx

ř.ś
∫
(x+ 1)2sinx dx

ř.Ŝ
∫

xℓnx
(x2 − 1)

3
2

dx

ř.ŝ
∫

sin√x dx

ř.Ş
∫

x2ex

(x+ 2)2
dx

ř.ş
∫

xℓn3x dx

ř.Š
∫

xexcosx dx

Ś. จงหาคา่ของปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ π

4

0

e3xsin4x dx

Ś.Ś
∫ 1

2

0

xarctanx√
1− x2

dx

Ś.ś
∫ 1

2

0

arccosx dx

Ś.Ŝ
∫ 1

0

xarccotx dx

ś. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ



Ş.Ş. ปรพินัธ์โดยการแทนคา่ตรโีกณมติิ Śşř

ś.ř
∫

1

x2 − 4
dx

ś.Ś
∫

x

x2 − x− 12
dx

ś.ś
∫

x3 + 5

x2 − 25
dx

ś.Ŝ
∫

4x3 + 2x2 + 1

4x3 − x
dx

ś.ŝ
∫

35x+ 47

(3x+ 5)2(x2 + 3x+ 6)
dx

ś.Ş
∫

1

e3x + e2x + ex
dx

ś.ş
∫

x2 − 1

x(2x+ 1)(x+ 2)
dx

ś.Š
∫

x3 − 1

x2(x− 2)3
dx

Ŝ. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ
Ŝ.ř

∫ sinx
2− sinx+ 1

dx

Ŝ.Ś
∫ cotx

1 + sinx dx

Ŝ.ś
∫ tanx

1 + tanx+ secx dx

ŝ. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ŝ.ř
∫

1−
√
x− 3

√
x2

1 + 3
√
x

dx

ŝ.Ś
∫

1
3
√
x
√
x(1 + 3

√
x)2

dx

ŝ.ś
∫ √

x

(1 + 3
√
x)2

dx

ŝ.Ŝ
∫ √

3x
1
2 − 1 dx

ŝ.ŝ
∫

3
√

1− 4
√
x√

x
dx

ŝ.Ş
∫

e2x

4
√
ex + 1

dx

Ş. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

Ş.ř
∫

sin6x dx

Ş.Ś
∫

cos3xsinx dx

Ş.ś
∫

sin5xcos2x dx

Ş.Ŝ
∫

cosx√sinx dx

Ş.ŝ
∫

tan5xsec5x dx

Ş.Ş
∫

sec7x dx

Ş.ş
∫

csc5xcotx dx

Ş.Š
∫

cot7x dx

Ş.š
∫

tan5xsec3x dx

Ş.řŘ
∫

tan3x

3

(
2 + secx

3

)2
dx

ş. จงหาปรพินัธต์อ่ไปนีÊ

ş.ř
∫ √

16− x2

x
dx

ş.Ś
∫ √

a2 − x2

x
dx เมืÉอ a > 0

ş.ś
∫ √

x2 − 16

x3
dx

ş.Ŝ
∫

1√
12 + 4x− y2

dx



ŚşŚ บททีÉ Ş. เทคนคิการหาปรพินัธ์

ş.ŝ
∫

1

(y − 1)
√
y2 − 1

dy

ş.Ş
∫

1

(a2 + x2)2
dx เมืÉอ a > 0

ş.ş
∫

1

(et + 1)
3
2

dt

ş.Š
∫
(36− 49x2)

3
2 dx

ş.š
∫

1√
16− x2

dx

ş.řŘ
∫ √

3− x2 dx

ş.řř
∫

(36− 49x2)
3
2 dx

ş.řŚ
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx

Š. จงหาคา่ของ
∫ 3

√
5

x3

(x4 − 2x2 − 3)
3
2

dx

เอกสารอ้างองิ
ดาํรง ทิพยโ์ยธา, ยวุรยี์ พนัธก์ลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ. (ŚŝŜŠ). แคลคูลัส ๑. กรุงเทพฯ:

สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ ş
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. พื ÊนทีÉนะหวา่งเสน้โคง้
Ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื Êนภาคตดัได้
ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม

ř. สามารถหาพืÊนทีÉนะหวา่งเสน้โคง้
Ś. สามารถหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื Êนภาคตดัได้
ś. สามารถหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ โดยวิธีแบบจาน และแบบเปลือก

ทรงกระบอก
วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน

ř. วธีิสอน
ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "การประยกุตป์รพินัธ"์
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "การประยกุตป์รพินัธ"์
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ ş
การประยุกตข์องปริพนัธ์

แนวคิดเรืÉองระเบียบวิธีเกษียณทีÉเกิดขึ Êนมายาวนาน จนพฒันามาเป็นปริพนัธจ์าํกดัเขตในบททีÉ
ŝ ซึÉงหมายถงึพื ÊนทีÉใตเ้สน้โคง้กบัแกน X ในบทนีÊจะกลา่วถงึการประยกุตใ์ชป้ริพนัธจ์าํกดัเขตในการ
หาพืÊนทีÉและปรมิาตร

ş.ř พืÊนทีÉระหว่างเส้นโค้ง
ใหฟั้งกช์นั f และ g เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] โดยทีÉ f(x) ≥ g(x) ทกุ x ∈ [a, b] ให้

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)}

หรอืกลา่วไดว้า่ R คืออาณาบรเิวณซึÉงปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

รูปทีÉ ş.ř อาณาบรเิวณ R ซึÉงปิดลอ้มดว้ย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

X

Y

R

y = g(x)

y = f(x)

x = a x = b

ให้ A แทนพืÊนทีÉอาณาบรเิวณ R โดยไม่เสียนยัทัÉวไปสมมติวา่ f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ทกุ x ∈ [a, b] จะ
ไดว้า่ พืÊนระหว่างเส้นโค้ง (arera between curve) y = f(x) และ y = g(x) บนชว่ง [a, b] เทา่กบั
พื ÊนทีÉใตเ้สน้โคง้ y = f(x) บนชว่ง [a, b] ลบออกจากพืÊนทีÉใตเ้สน้โคง้ y = g(x) บนชว่ง [a, b] สรุปได้
วา่

A =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

Śşŝ



ŚşŞ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์
โดยแนวคิดเดียวกนัขยายไปยงัการหาปรพินัธเ์ทียบ dy ให้

R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)}

แสดงตวัอยา่งอาณาบรเิวณ R ไดด้งัรูป

รูปทีÉ ş.Ś อาณาบรเิวณ R ซึÉงปิดลอ้มดว้ย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d

X

Y

R

x = h(y) x = k(y)

y = d

y = c

ในทาํนองเดียวกนัจะไดพื้ ÊนทีÉ A คือ A =

∫ d

c

[k(y)− h(y)] dy

ตัวอย่าง ş.ř.ř จงหาพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y = ex และ y = −(x− 1)2 จาก x = −1 ถงึ x = 2

วธีิทาํ ให้ R = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 2 และ − (x− 1)2 ≤ y ≤ ex} แสดงไดด้งัรูป

−2 −1 0 1 2

−4

4

8

X

Y

y = ex

y = −(x− 1)2

x = −1 x = 2

ให้ A แทนพืÊนทีÉอาณาบรเิวณ R ดงันัÊน

A =

∫ 2

−1

ex − [−(x− 1)2] dx =

[
ex +

(x− 1)3

3

]2
−1

=

[
e2 +

1

3

]
−
[
e−1 +

8

3

]
= e2 − 1

e
− 7

3
≈ 4.68784



ş.ř. พื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ Śşş

ตัวอย่าง ş.ř.Ś จงหาพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y = cosx และ y = sinx จาก x = 0 ถงึ x = π

วธีิทาํ เนืÉองจาก sinx ≤ cosx เมืÉอ x ∈ [0, π
4
] และ cosx ≤ sinx เมืÉอ x ∈ [π

4
, π] ดงัรูป

X

Y

y = cosx

y = sinxπ
4

π
2

3π
4

π

x = πx = 0

0

1

จากรูปกาํหนดให้
R1 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ π

4
และ sinx ≤ y ≤ cosx

}
R2 =

{
(x, y) :

π

4
≤ x ≤ π และ cosx ≤ y ≤ sinx

}
ให้ A แทนพืÊนทีÉแรเงา ดงันัÊน A เทา่กบัพื ÊนทีÉอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ π
4

0

cosx− sinx dx+

∫ π

π
4

sinx− cosx dx
= [sinx+ cosx]π40 + [−cosx− sinx]ππ

4

=

[√
2

2
+

√
2

2

]
− [0 + 1] + [1− 0]−

[
−
√
2

2
−

√
2

2

]
= 2

√
2 ≈ 2.82843

ตัวอย่าง ş.ř.ś จงหาพื ÊนทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้ตรง y = x2 + 2x และ y = x3 − 4x

วธีิทาํ แสดงอาณาบรเิวณไดด้งัรูป

−2 −1 0 1 2 3

5

10

15

X

Y

y = x3 − 4x

y = x2 + 2x



ŚşŠ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์
จากรูปกาํหนดให้

R1 =
{
(x, y) : −2 ≤ x ≤ 0 และ x2 + 2x ≤ y ≤ x3 − 4x

}
R2 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3 และ x3 − 4x ≤ y ≤ x2 + 2x

}
ให้ A แทนพืÊนทีÉแรเงา ดงันัÊน A เทา่กบัพื ÊนทีÉอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ 0

−2

(x3 − 4x)− (x2 + 2x) dx+

∫ 3

0

(x2 + 2x)− (x3 − 4x) dx

=

∫ 0

−2

x3 − x2 − 6x dx+

∫ 3

0

x2 − x3 + 6x dx

=

[
x4

4
− x3

3
− 3x2

]0
−2

+

[
x3

3
− x4

4
+ 3x2

]3
0

= 0−
[
4 +

8

3
− 12

]
+

[
9− 81

4
+ 27

]
− 0

=
253

12
≈ 21.08333

ตัวอย่าง ş.ř.Ŝ จงหาพื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ y =
√
x− 1 เสน้ตรง y = 2 และ x+ 2y = 4

วธีิทาํ แสดงอาณาบรเิวณไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

y =
√
x− 1, x = y2 + 1

y = 2− 1
2x, x = 4− 2y

y = 2

y = 1

x = 2

วิธีทีÉ ř จากรูปกาํหนดให้ R = {(x, y) : 1 ≤ y ≤ 2 และ 4− 2y ≤ x ≤ y2 + 1}

และ A แทนพืÊนอาณาบรเิวณ R ดงันัÊน

A =

∫ 2

1

(y2 + 1)− (4− 2y) dy =

∫ 2

1

y2 + 2y − 3 dy

=

[
y3

3
+ y2 − 3y

]2
1

=

[
8

3
+ 4− 6

]
−
[
1

3
+ 1− 3

]
=

7

3
≈ 2.33333



ş.ř. พื ÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ Śşš

วิธีทีÉ Ś จากรูปกาํหนดให้

R1 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2 และ 2− 1

2
x ≤ x ≤ 2

}
R2 =

{
(x, y) : 2 ≤ x ≤ 5 และ √

x− 1 ≤ x ≤ 2
}

ให้ A แทนพืÊนทีÉแรเงา ดงันัÊน A เทา่กบัพื ÊนทีÉอาณาบรเิวณ R1 และ R2 จะไดว้า่

A =

∫ 2

0

2−
(
2− 1

2
x

)
dx+

∫ 5

2

2−
√
x− 1 dx

=

[
x2

4

]2
0

+

[
2x− 2

3
(x− 1)

3
2

]5
2

= 1− 0 +

[
10− 16

3

]
−
[
4− 2

3

]
=

7

3
≈ 2.33333

แบบฝึกหดั ş.ř
จงหาพืÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

ř. y = x และ y = x2 − 4x+ 6

Ś. y = 4x− x2 และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = 4

ś. y = 2x และ y = 2x− x2 จาก x = 0 ถงึ x = 2

Ŝ. y =

√
3x+ 1

x
และ y = 0 จาก x = 1 ถงึ x = 8

ŝ. y = xcosx และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = π

Ş. y = 2− x2 และ y = |x|

ş. y = sinx และ y = cosx จาก x = −3π
4

ถงึ x = π
4

Š. y = x2 − x และ y = x− x2

š. y = sin2x และ y = cosx จาก x = −π
2

ถงึ x = π
4

řŘ. y =
√
1 + x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 2

√
2

řř. y = x2 − x และ y = sinπx
řŚ. y = 2 + |x− 1| และ 5y + x = 35

řś. y = xsinx และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = π
2

řŜ. y = x3 − 6x2 + 8x และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 4

řŝ. y2 = x+ 2 และ y = x



ŚŠŘ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

ş.Ś ปริมาตรของรูปทรงตันซึÉงหาพืÊนทีÉภาคตัดได้
ให้ L เป็นเสน้ตรงในสามมิติ และ P เป็นจดุในสามมิติ เมืÉอลากเสน้ตรงจากจดุ P ไปตัÊงฉากกบั

L ทีÉจดุ Q จะเรยีก Q วา่ ภาพฉาย (projection) ของ P บน L ดงัรูป

รูปทีÉ ş.ś ภาพฉายของ P บน L

L

P

Q

ถา้ S เป็นรูปทรงตนัในสามมิติ S จะประกอบไปดว้ยจดุในสามมิติ ภาพฉายของ S บน L คือเซต
ของจดุทีÉเป็นภาพฉายของจดุตา่ง ๆ ทีÉเป็นสมาชิกของ S บน L และเรยีกอาณาบรเิวณระนาบซึÉงได้
จากการตดั S ดว้ยระนาบทีÉตัÊงฉากกบั L วา่ ภาคตัด (cross section) ของ S ทีÉตัÊงฉากกับ L ซึÉง
แสดงไดด้งัรูป

รูปทีÉ ş.Ŝ ภาคตดัของ S ทีÉตัÊงฉากกบั L

L
a b

S

x

A(x)

เมืÉอพิจารณาภาคตดัของ S ทีÉตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x ใด ๆ จะมีพื ÊนทีÉ A(x) มีความหนา ∆x ถา้
ภาคตดัมีทัÊงหมด n ชิ Êน ปรมิาตรของ S เรยีกวา่ V จะไดว้า่

V ≈
n∑

i=1

Ak(x)∆xk

เมืÉอ Ak(x) คือพื ÊนทีÉภาคตดัชิ ÊนทีÉ k และ ∆xk คือความหนาของภาคตดัชิ ÊนทีÉ k ให้ x ∈ [a, b] โดยทีÉ A
เป็นฟังกช์นัทีÉมีความตอ่เนืÉองบนช่วง [a, b] เมืÉอเลือกผลแบง่กัÊนบน [a, b] ทีÉเหมาะสมโดยนิยามของ
ปรพินัธจ์าํกดัเขตจะไดป้รมิาตร V ของรูปทรงตนั S ดงันัÊน

V =

∫ b

a

A(x) dx

ในหวัขอ้นี ÊจะศกึษาเฉพาะกรณีทีÉภาคตดัหาพืÊนทีÉไดเ้ทา่นัÊน



ş.Ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื ÊนทีÉภาคตดัได้ ŚŠř

ตัวอย่าง ş.Ś.ř จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีÉมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 ถา้ภาคตดัของ
รูปทรงตนันี ÊทีÉตัÊงฉากกบัแกน X เป็นรูปสีÉเหลีÉยมจตรุสั

วธีิทาํ แสดงพื ÊนทีÉฐานของรูปทรงตนัและภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [−1, 1] ไดด้งัรูป
ตอ่ไปนีÊ

x2 + y2 = 1

Q

P

S

R

x

1

−1

−1

จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x,−
√
1− x2) และ (x,

√
1− x2) ดงันัÊนความยาวของสีÉเหลีÉยม

จตรุสั PQRS เทา่กบั
PQ = 2

√
1− x2

ให้ A(x) แทนพืÊนทีÉของสีÉเหลีÉยมจตรุสั PQRS นัÉนคือ A(x) = 2
√
1− x2 × 2

√
1− x2 = 4(1− x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงตนันี Ê จะไดว้า่

V =

∫ 1

−1

A(x) dx =

∫ 1

−1

4(1− x2) dx

=

[
4x− 4

3
x3

]1
−1

=

[
4− 4

3

]
−
[
−4 +

4

3

]
=

16

3
≈ 5.33333

ตัวอย่าง ş.Ś.Ś ลิÉมไม้ (wooden wedge) มีฐานเป็นรูปครึÉงวงกลมรศัมี r เมืÉอตดัตัÊงฉากกบัเสน้
ผา่นศนูยก์ลางจะไดรู้ปสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีความยาวดา้นเทา่กนั Ś ดา้น โดยทีÉมกุฉากอยู่บนครึÉง
วงกลม จงหาปรมิาตรของลิÉมไมอ้นันี Ê

วธีิทาํ แสดงพื ÊนทีÉฐานของรูปทรงตนัและภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [−r, r] ไดด้งัรูป
ตอ่ไปนีÊ

y =
√
r2 − x2

Q

P

R

x r

−r



ŚŠŚ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x, 0) และ (x,
√
r2 − x2) ดงันัÊน QR = PQ =

√
r2 − x2 ให้

A(x) แทนพืÊนทีÉของสามเหลีÉยม PQRS โดยมี PQ̂R เป็นมมุฉาก นัÉนคือ
A(x) =

1

2
×

√
r2 − x2 ×

√
r2 − x2 =

1

2
(r2 − x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงตนันี Ê จะไดว้า่

V =

∫ r

−r

A(x) dx =

∫ r

−r

1

2
(r2 − x2) dx

=

[
1

2
r2x− 1

6
x3

]r
−r

=

[
1

2
r3 − 1

6
r3
]
−
[
−1

2
r3 +

1

6
r3
]
=

2r3

3

ตัวอย่าง ş.Ś.ś จงหาปรมิาตรของ ทรงกลม (sphere) ทีÉมีรศัมี r หน่วย

r

วธีิทาํ พิจารณครึÉงทรงกลม พืÊนทีÉฐานของรูปครึÉงทรงกลและภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ
x ∈ [−r, r] เป็นรูปครึÉงวงกลม แสดงดงัรูปตอ่ไปนีÊ

x2 + y2 = r2

Q

P

x

r

−r

−r

จากรูปจะได้ P และ Q มีพิกดัเป็น (x, 0) และ (x,
√
r2 − x2) ดงันัÊน PQ =

√
r2 − x2

ให้ A(x) แทนพืÊนทีÉของครึÉงวงกลม โดยมี PQ เป็นรศัมี นัÉนคือ
A(x) =

1

2
π(
√
r2 − x2)2 =

1

2
π(r2 − x2)

และ V แทนปรมิาตราของรูปทรงกลม จะไดว้า่

V = 2

∫ r

−r

A(x) dx =

∫ r

−r

π(r2 − x2) dx

=

[
πr2x− 1

3
πx3

]r
−r

=

[
πr3 − 1

3
πr3
]
−
[
−πr3 +

1

3
πr3
]
=

4π

3
r3



ş.Ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื ÊนทีÉภาคตดัได้ ŚŠś
แบบฝึกหดั ş.Ś

ř. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงมีฐานเป็นวงกลมรศัมี ś หน่วยและทกุภาคตดัทีÉตัÊงฉากกบัเสน้
ผา่นศนูยฺก์ลางของฐานเป็น
ř.ř รูปสีÉเหลีÉยมจตรุสั
ř.Ś รูปสีÉเหลีÉยมหนา้จัÉวทีÉมีสว่นสงูเทา่กบัฐาน

Ś. จงหาปริมาตรของรปทรงตนัทีÉมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงรี x2 + 4y2 = 4 และถา้ตดัรูปทรงตนันี Ê
ดว้ยระนาบทีÉตัÊงฉากกบัแกน X ภาคตดัจะเป็นรูปครึÉงวงรทีีÉมีแกนโทอยู่บนฐาน และมีครึÉงแกน
เอกยาว Ś หน่วย (กาํหนดใหพื้ ÊนทีÉวงรีเทา่กบั πab เมืÉอ a คือความยางครึÉงแกนเอก และ b คือ
ความยาวครึÉงแกนโท)

ś. อา่งเก็บนํÊารูปครึÉงทรงกลมมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางยาว ŜŘ เมตรมีนํÊาบรรจอุยู่ทีÉระดบัตํÉากวา่ขอบ
อา่ง ŝ เมตร จงหาปรมิาตรของนํÊาในอา้ง

Ŝ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉมีฐานอยู่บนระนาบ XY ลอ้มรอบดว้ย 4x2 + 4y2 = 36 และ
ถา้ตดัรูปทรงตนันี Êดว้ยระนาบทีÉตัÊงฉากกบัแกน X แลว้ภาคตดัจะเป็นรูปครึÉงวงกลม โดยทีÉเสน้
ผา่นศนูยก์ลางอยูบ่นฐาน

ŝ. ฐานของรูปทรงตนัรูปหนึÉง คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้ตรง x = e และ
เสน้โคง้ y = ex จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนั ซึÉงภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน Y เป็นรูปสามเหลีÉยม
ดา้นเทา่



ŚŠŜ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

ş.ś ปริมาตรของรูปทรงตันทีÉเกดิจากการหมุน
รูปทรงตันทีÉเกดิจากการหมุน (Solid by rotation) คือรูปทรงตนัทีÉ ได้จากการหมนุอาณา

บรเิวณในระนาบรอบเสน้ตรงเสน้ตรงซึÉงอยู่ระนาบเดียวกนั โดยเรยีกเสน้ตรงนัÉนวา่แกนหมุน (axis
of rotation) และเรยีกปรมิาตรของรูปทรงตนันัÉนวา่ ปริมาตรของรูปทรงตันทีÉเกดิจากการหมุน

การหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุของอาณาบรเิวณในระนาบ XY รอบแกน X หรอืเสน้ตรงทีÉ
ขนานกนัแกน X และรอบแกน Y หรอืเสน้ตรงทีÉขนานกบัแกน Y โดยหาปรมิาตรดงักลา่วมี Ś วิธีคือ

ř. วิธีแบบจาน (method of dishs)
Ś. วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก (method of cylindrical shells)

ř. การหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยวธีิแบบจาน
ให้ y = f(x) เป็นเสน้โคง้ทีÉมีคา่บนช่วง [a, b] และ R เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = f(x) กบั
แกน X และเสน้ตรง x = a, x = b เมืÉอนาํ R ไปหมนุรอบแกน X จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปทีÉ ş.ŝ การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน

X

Y

y = f(x)

a b

R
X

Y

y = f(x)

a bx

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [a, b] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืÊนทีÉของวงกลม
ของภาคตดัทีÉจดุ x นัÉนคือรศัมีเทา่กบั |f(x)| จะไดว้า่

A(x) = π(|f(x)|)2 = π[f(x)]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx

เรยีกปรมิาตร V ทีÉไดโ้ดยวิธีนี Êวา่ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยวิธีแบบจาน
ในทาํนองเดียวกนัถา้ให้ R เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = f(x) กบัเสน้ตรง y = k และ

x = a, x = b เมืÉอนาํ R ไปหมนุรอบเสน้ตรง y = k จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ ŚŠŝ

รูปทีÉ ş.Ş การหมนุ R รอบเสน้ตรง y = k โดยวิธีแบบจาน

y = k

Y

y = f(x)

a b

X

R
y = k

Y

y = f(x)

a bx
X

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [a, b] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืÊนทีÉของวงกลม
ของภาคตดัทีÉจดุ x นัÉนคือรศัมีเทา่กบั |f(x)− k| จะไดว้า่

A(x) = π(|f(x)− k|)2 = π[f(x)− k]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

π[f(x)− k]2 dx

ให้ x = h(y) เป็นเสน้โคง้ทีÉมีคา่บนชว่ง [c, d] และ R เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย x = h(y)

กบัแกน Y และเสน้ตรง y = c, y = d เมืÉอนาํ R ไปหมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปทีÉ ş.ş การหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน

X

Y

x = h(y)
d

c
R

Y

X

x = h(y)
d

c

y

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน Y ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [c, d] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืÊนทีÉของวงกลม
ของภาคตดัทีÉจดุ y นัÉนคือรศัมีเทา่กบั |h(y)| จะไดว้า่

A(y) = π(|h(y)|)2 = π[h(y)]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ d

c

A(y) dy สรุปไดว้า่

V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy
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ในทาํนองเดียวกนัถา้ให้ R เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย x = h(y) กบัเสน้ตรง x = ℓ และ
เสน้ตรง y = c, y = d เมืÉอนาํ R ไปหมนุรอบเสน้ตรง x = ℓ จะไดรู้ปทรงตนั แสดงดงัรูป

รูปทีÉ ş.Š การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = ℓ โดยวิธีแบบจาน
Y

X

x = ℓ

x = h(y)
d

c
R

x = ℓ

X

x = h(y)
d

c

Y

y

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x = ℓ ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [c, d] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืÊนทีÉ
ของวงกลมของภาคตดัทีÉจดุ y นัÉนคือรศัมีเทา่กบั |h(y)− ℓ| จะไดว้า่

A(y) = π(|h(y)− ℓ|)2 = π[h(y)− ℓ]2

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว สรุปไดว้า่

V =

∫ d

c

π[h(y)− ℓ]2 dy

ตัวอย่าง ş.ś.ř จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และ
เสน้โคง้ y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y
วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และเสน้โคง้ y = (x− 2)2 แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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แสดงรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R รอบแกน X และแกน Y ไดด้งันี Ê

X

Y

0 2

1

2

3

4

y = (x− 2)2

x

X

Y

1 2 3
0

4

x = 2−√
y

y

กรณี หมนุ R รอบแกน X
จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [0, 2] เป็นรูปวงกลม ให้A(x) แทนพืÊนทีÉของวงกลม
ของภาคตดัทีÉจดุ x มีรศัมีเทา่กบั (x−2)2 และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ
R จะไดว้า่

V =

∫ 2

0

π[(x− 2)2]2 dx

=

∫ 2

0

π(x− 2)4 dx

=

[
(x− 2)5π

5

]2
0

= 0− −32π

5
=

32π

5
≈ 20.10619

กรณี หมนุ R รอบแกน Y
จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน Y ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [0, 4] เป็นรูปวงกลม ให้ A(y) แทนพืÊนทีÉของวงกลม
ของภาคตดัทีÉจดุ y มีรศัมีเทา่กบั 2−√

y และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ
R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

π[2−√
y]2 dy

=

∫ 4

0

π(4− 4
√
y + y) dx

= π

[
4y − 8

3
y

3
2 +

y2

2

]4
0

= π

[
16− 64

3
+ 8

]
− 0 =

8π

3
≈ 8.37758



ŚŠŠ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

ตัวอย่าง ş.ś.Ś จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ xy = 3

เสน้ตรง x = −1 และ y = 3x+ 8 รอบเสน้ตรง x = −1

วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ xy = 3 เสน้ตรง x = −1 และ y = 3x + 8 รอบเสน้ตรง
x = −1 โดยแบง่ออกเป็น Ś อาณาบรเิวณคือ R1 และ R2 ดงัรูป

X

Y

−3 −1

−3

−1

1

3

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

R1

R2

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)

X

Y

−3 −1

−3

−1

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

y

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x = −1 ทีÉจดุ (−1, y) เมืÉอ y ∈ [−1, 5] เป็นรูปวงกลม ให้ A1(y)

แทนพืÊนทีÉของวงกลมของภาคตดัทีÉจดุ (−1, y) มีรศัมีเทา่กบั
∣∣∣∣−1− y − 8

3

∣∣∣∣
และ V1 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุR1 นัÉนคือ V1 =

∫ 5

−1

π

(
−1− y − 8

3

)2

dy

และภาคตดัตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x = −1 ทีÉจดุ (−1, y) เมืÉอ y ∈ [−3,−1] เป็นรูปวงกลม ให้ A2(y)

แทนพืÊนทีÉของวงกลมของภาคตดัทีÉจดุ (−1, y) มีรศัมีเทา่กบั
∣∣∣∣−1− 3

y

∣∣∣∣
และ V2 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R2 นัÉนคือ V2 =

∫ −1

−3

π

(
−1− 3

y

)2

dy

ดงันัÊนปรมิาตร V ของรูปทรงทรงตนัดงักลา่วเทา่กบั V1 + V2 นัÉนคือ

V = V1 + V2 =

∫ 5

−1

π

(
−1− y − 8

3

)2

dy +

∫ −1

−3

π

(
−1− 3

y

)2

dy

=

∫ 5

−1

π

9
(y − 5)2 dy +

∫ −1

−3

π

(
1 +

6

y
+ 9y−2

)
dy

=
[ π
27

(y − 5)3
]5
−1

+

[
π

(
y + 6ℓn|y| − 9

y

)]−1

−3

= 0− π

27
(−216) + π (−1 + 0 + 9)− π (−3 + 6ℓn3 + 3)

= 16π − 6πℓn3 ≈ 29.55713



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ ŚŠš

ตัวอย่าง ş.ś.ś จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x เสน้

ตรง y = x รอบแกน X
วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =

√
x เสน้ตรง y = x จากนัÊนหมนุ R รอบ

แกน X ซึÉงแสดงไดด้งัรูป

X

Y

1
0

1

y =
√
x

y = x

R

(1, 1)

X

Y

1
0

1

y =
√
x

y = x

x

(1, 1)

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [0, 1] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(x) แทนพืÊนทีÉของ
วงแหวนของภาคตดัทีÉจดุ x มีรศัมีภายในเทา่กบั x และรศัมีภายนอกเทา่กบั √

x นัÉนคือ
A(x) = π(

√
x)2 − πx2 = πx− πx2

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่
V =

∫ 1

0

A(x) dx =

∫ 1

0

πx− πx2 dx

=
[π
2
x2 − π

3
x3
]1
0
=
[π
2
− π

3

]
− 0 =

π

6
≈ 0.52360

ตัวอย่าง ş.ś.Ŝ จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x และ

y = x3 รอบแกน Y
วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =

√
x และ y = x3 จากนัÊนหมนุ R รอบแกน

Y ซึÉงแสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1

1

y =
√
x

y = x3

(1, 1)

X

Y

0 1

1

x = y2

x = 3
√
y

y

(1, 1)



ŚšŘ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัแกน Y ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [0, 1] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(y) แทนพืÊนทีÉของ
วงแหวนของภาคตดัทีÉจดุ y มีรศัมีภายในเทา่กบั y2 และรศัมีภายนอกเทา่กบั 3

√
y นัÉนคือ

A(y) = π( 3
√
y)2 − π(y2)2 = πy

2
3 − πy4

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่
V =

∫ 1

0

A(y) dx =

∫ 1

0

πy
2
3 − πy4 dy

=

[
3π

5
y

5
3 − π

5
y5
]1
0

=

[
3π

5
− π

5

]
− 0 =

2π

5
≈ 1.25664

ตัวอย่าง ş.ś.ŝ จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y2 = x และ
y = x รอบเสน้ตรง x = 5 และรอบเสน้ตรง y = 4

วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y2 = x และ y = x แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 2 4

2

4

y = x

y2 = 4x(4, 4)

กรณี หมนุ R รอบเสน้ตรง x = 5

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4

x = y

x = 1
4y

2

(4, 4)

x = 5

y

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x = 5 ทีÉจดุ (5, y) เมืÉอ y ∈ [0, 4] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(y) แทน
พืÊนทีÉของวงแหวนของภาคตดัทีÉจดุ (5, y) มีรศัมีภายในเทา่กบั 5−y และรศัมีภายนอกเทา่กบั 5−1

4
y2

นัÉนคือ
A(y) = π

(
5− 1

4
y2
)2

− π(5− y)2

= π

(
25− 5

2
y2 +

1

16
y4
)
− π(25− 10y + y2) = π

(
1

16
y4 − 7

2
y2 + 10y

)



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ Śšř

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(y) dy =

∫ 4

0

π

(
1

16
y4 − 7

2
y2 + 10y

)
dy

= π

[
1

80
y5 − 7

6
y3 + 5y2

]4
0

= π

[
1

80
(1024)− 7

6
(64) + 5(16)

]
− 0 =

272π

15
≈ 18.13333

กรณี หมนุ R รอบเสน้ตรง y = 4

X

Y

0 4

1

3

5

y = x

y = 2
√
x

(4, 4)
y = 4

x

จากรูปภาคตดัตัÊงฉากกบัเสน้ตรง y = 4 ทีÉจดุ (x, 4) เมืÉอ x ∈ [0, 4] เป็นรูปวงแหวน ให้ A(x) แทน
พืÊนทีÉของวงแหวนของภาคตดัทีÉจดุ (x, 4) มีรศัมีภายในเทา่กบั 4 − 2

√
x และรศัมีภายนอกเทา่กบั

4− x นัÉนคือ
A(x) = π(4− x)2 − π(4− 2

√
x)2

= π(16− 8x+ x2)− π(16− 16
√
x+ 4x) = π(x2 − 12x+ 16x

1
2 )

ถา้ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(x) dx =

∫ 4

0

π(x2 − 12x+ 16x
1
2 ) dx

= π

[
1

3
x3 − 6x2 +

32

3
x

3
2

]4
0

= π

[
1

3
(64)− 6(16) +

32

3
(8)

]
− 0

=
32π

3
≈ 10.66667



ŚšŚ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์
Ś. การหาปริมาตรของรูปทรงตันโดยวธีิแบบเปลือกทรงกระบอก
ให้ y = f(x) และ y = g(x) เป็นเสน้โคง้ทีÉมีคา่บนชว่ง [a, b] โดยทีÉ g(x) ≤ f(x) เมืÉอ x ∈ [a, b] และ
R เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = f(x) และ y = g(x) และเสน้ตรง x = a, x = b เมืÉอนาํ R ไป
หมนุรอบแกน Y แสดงไดด้งัรูป

รูปทีÉ ş.š การหมนุ R รอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a b

R

X

y = f(x)

y = g(x)

a bx

Y

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

จากรูปเมืÉอตดั R ตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [a, b] จะไดเ้สน้ตรงทีÉขนานแกน Y และเมืÉอนาํไป
หมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงกระบอกทีÉมีความสงูเทา่กบั f(x)− g(x) และรศัมีเทา่กบั |x| ให้ A(x)
แทนพืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2π|x|[f(x)− g(x)]

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรุปไดว้า่

V =

∫ b

a

2π|x|[f(x)− g(x)] dx

เรยีกปรมิาตร V ทีÉไดโ้ดยวิธีนี Êวา่ปรมิาตรของรูปทรงตนัโดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก
ในทาํนองเดียวกนัถา้หมนุ R รอบเสน้ตรง x = k ดงัรูป



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ Śšś

รูปทีÉ ş.řŘ การหมนุ R รอบเสน้ตรง x = k โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก

X

x = k
Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกสรุปไดว้า่
V =

∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx

โดยแนวคิดเดียวกนักบัการหมนุรอบแกน Y จะพิจารณาการหมนุรอบแกน X เมืÉอให้ x = p(y)

และ x = q(y) เป็นเสน้โคง้ทีÉมีคา่บนชว่ง [c, d] โดยทีÉ p(y) ≤ q(y) เมืÉอ y ∈ [c, d] และ R เป็นอาณา
บรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย x = p(y) และ x = q(y) และเสน้ตรง y = c, y = d เมืÉอนาํ R ไปหมนุรอบแกน
X จะไดป้รมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุโดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกเทา่กบั

V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy

และหมนุรอบเสน้ตรง y = ℓ ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

2π|y − ℓ|[q(y)− p(y)] dy

ตัวอย่าง ş.ś.Ş จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และ
เสน้โคง้ y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก
วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y และเสน้โคง้ y = (x − 2)2 แสดงรูปทรง
ตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R รอบแกน X และแกน Y โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกไดด้งันี Ê

X

Y

2

4

x = 2−√
y

y

X

Y

2

4

y = (x− 2)2

x



ŚšŜ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์
กรณี หมนุ R รอบแกน X
จากรูปเมืÉอตดั R ตัÊงฉากกบัแกน Y ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [0, 4] จะไดเ้สน้ตรงทีÉขนานแกน X และเมืÉอนาํไป
หมนุรอบแกน X จะไดรู้ปทรงกระบอกทีÉมีความสงูเทา่กบั 2 − √

y และรศัมีเทา่กบั y ให้ A(y) แทน
พืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(y) = 2πy[2−√
y] = 2π(2y − y

3
2 )

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 4

0

A(y) dy =

∫ 4

0

2π(2y − y
3
2 ) dy

= 2π

[
y2 − 2

5
y

5
2

]4
0

= 2π

[
16− 64

5

]
− 0 =

32π

5
≈ 20.10619

กรณี หมนุ R รอบแกน Y
จากรูปเมืÉอตดั R ตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [0, 2] จะไดเ้สน้ตรงทีÉขนานแกน Y และเมืÉอนาํไป
หมนุรอบแกน Y จะไดรู้ปทรงกระบอกทีÉมีความสงูเทา่กบั (x− 2)2 และรศัมีเทา่กบั x ให้ A(x) แทน
พืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2πx(x− 2)2 = 2π(x3 − 4x2 + 4x)

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 2

0

A(x) dx =

∫ 2

0

2π(x3 − 4x2 + 4x) dx

= 2π

[
x4

4
− 4

3
x3 + 2x2

]2
0

= 2π

[
4− 4

3
(8) + 8

]
− 0 =

8π

3
≈ 8.37758

ตัวอย่าง ş.ś.ş จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้
y = x2 − 4x และ y = 16− x2 รอบแกนเสน้ตรง x = 6 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก
วธีิทาํ ให้ R คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้ y = x2 − 4x และ y = 16 − x2

แสดงรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R รอบแกนเสน้ตรง x = 6 ไดด้งันี Ê

X

Y

−2 0 2 4

−5

5

10

15

y = x2 − 4x

(−2, 12)

R

y = 16− x2



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ Śšŝ

รูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R รอบแกนเสน้ตรง x = 6 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก แสดงได้
ดงันี Ê

X

Y

−2 0 4 8 10

−5

5

10

15

y = x2 − 4x

x = 6

y = 16− x2

(−2, 12)

x

จากรูปเมืÉอตดั R ตัÊงฉากกบัแกน X ทีÉจดุ x เมืÉอ x ∈ [−2, 4] จะไดเ้สน้ตรงทีÉขนานเสน้ตรง x = 6 และ
เมืÉอนาํไปหมนุรอบเสน้ตรง x = 6 จะไดรู้ปทรงกระบอกทีÉมีความสงูเทา่กบั

(16− x2)− (x2 − 4x) = 16 + 4x− 2x2

และรศัมีเทา่กบั 6− x ให้ A(x) แทนพืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่

A(x) = 2π(6− x)(16 + 4x− 2x2) = 4π(x3 − 8x2 + 4x+ 48)

และ V แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัดงักลา่ว จะไดว้า่

V =

∫ 4

−2

A(x) dx =

∫ 4

−2

4π(x3 − 8x2 + 4x+ 48) dx

= 4π

[
x4

4
− 8

3
x3 + 2x2 + 48x

]4
−2

= 4π

[
64− 512

3
+ 32 + 192

]
− 4π

[
4 +

64

3
+ 8− 96

]
= 720π ≈ 2261.94671

ตัวอย่าง ş.ś.Š จงหาปรมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้
y =

√
x− 1 เสน้ตรง x = 3 และเสน้ตรง y = 2 รอบแกน X และเสน้ตรง y = 3 โดยวิธีแบบเปลือก

ทรงกระบอก

วธีิทาํ อาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยแกน X แกน Y เสน้โคง้ y =
√
x− 1 เสน้ตรง x = 3 และเสน้ตรง

y = 2 รอบเสน้ตรง y = 3 โดยแบง่ออกเป็น Ś อาณาบรเิวณคือ R1 และ R2 แสดงรูปทรงตนัทีÉเกิด
จากการหมนุรอบเสน้ตรง y = 3 โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอกไดด้งันี Ê



ŚšŞ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

X

Y

1 2 3 4
0

1

2
y =

√
x− 1√

2

y = 3

R1

R2

X

Y

1 2 3 4
0

2
x = y2 + 1√

2

y = 3

y

จากรูปเมืÉอตดัอาณาบรเิวณดงักลา่วตัÊงฉากกบัแกน Y ทีÉจดุ y เมืÉอ y ∈ [0, 2] จะไดเ้สน้ตรงทีÉขนาน
เสน้ตรง y = 3 และเมืÉอนาํไปหมนุรอบเสน้ตรง y = 3 จะไดรู้ปทรงกระบอกทีÉมีรศัมีเทา่กบั 3− y

กรณี y ∈ [0,
√
2] รูปทรงกระบอกมีความสงูเทา่กบั y2 + 1

ให้ A1(y) แทนพืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่
A1(y) = 2π(3− y)(y2 + 1) = 2π(3y2 + 3− y3 − y)

และ V1 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R1 นัÉนคือ

V1 =

∫ √
2

0

A1(y) dy =

∫ √
2

0

2π(3y2 + 3− y3 − y) dy

กรณี y ∈ [
√
2, 2] รูปทรงกระบอกมีความสงูเทา่กบั 3

ให้ A2(y) แทนพืÊนทีÉผิวขา้งทรงกระบอกจะไดว้า่
A2(y) = 2π(3− y)3 = 6π(3− y)

และ V2 แทนปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R2 นัÉนคือ

V2 =

∫ 2

√
2

A2(y) dy =

∫ 2

√
2

6π(3− y) dy

ดงันัÊนปรมิาตร V ของรูปทรงทรงตนัดงักลา่วเทา่กบั V1 + V2 นัÉนคือ

V = V1 + V2 =

∫ √
2

0

2π(3y2 + 3− y3 − y) dy +

∫ 2

√
2

6π(3− y) dy

= 2π

[
y3 + 3y − y4

4
− y2

2

]√2

0

+ 6π

[
3y − y2

2

]2
√
2

= 2π
[
2
√
2 + 3

√
2− 1− 1

]
− 0 + 6π [6− 2]− 6π

[
3
√
2− 1

]
= 2π(5

√
2− 2) + 6π(5− 3

√
2)

= (26− 8
√
2)π ≈ 46.13834



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ Śšş
แบบฝึกหดั ş.ś

ř. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
โดยใชว้ธีิแบบจาน
ř.ř y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน X
ř.Ś y = x2 − 4x และแกน X รอบแกน X
ř.ś y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน Y
ř.Ŝ y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคทีÉř รอบแกน Y
ř.ŝ y + x+ 1 = 0, x− 2y = 2 และ y = 0 รอบแกน X
ř.Ş y = x2 − x และ y = 2x− x2 รอบเสน้ตรง y = 2

Ś. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
โดยใชว้ธีิแบบเปลือกทรงกระบอก
Ś.ř y = x3, x = 2, x = 3 และแกน X รอบแกน Y
Ś.Ś x =

√
9− y2 และแกน Y รอบแกน Y

Ś.ś y = 2x, x = 6 และ x = 0 รอบแกน X
Ś.Ŝ x+ y = 4, y = 2

√
x− 1 และแกน X รอบแกน X

Ś.ŝ y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบเสน้ตรง x = 1

Ś.Ş y = 2− |x| และแกน X รอบเสน้ตรง y = −1

ś. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
ś.ř y = sinx, y = cosx, x = 0 และ x = π

4
รอบแกน X

ś.Ś x2 + y2 − 4x+ 3 = 0 รอบแกน Y
ś.ś y2 = x3, x = 4 และแกน X รอบเสน้ตรง y = 8



ŚšŠ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

สรุป
ในบทนีÊจะกลา่วถงึการประยกุตใ์ชป้รพินัธจ์าํกดัเขตเริÉมจากการหาพืÊนทีÉระหวา่งเสน้โคง้ถา้

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)} พื ÊนทีÉของ R เทา่กบั
∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx ถา้
R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)} พื ÊนทีÉของ R เทา่กบั

∫ d

c

[k(y) − h(y)] dy ตอ่มา
กลา่วถงึปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงหาพื Êนภาคตดัไดถ้า้ S เป็นรูปทรงตนัเมืÉอภาคตดัของ S ทีÉตัÊงฉาก
กบัแกน X ทีÉจดุ x ∈ [a, b] จะมีพื ÊนทีÉ A(x) แลว้ปรมิาตร V ของรูปทรงตนั S คือ V =

∫ b

a

A(x) dx

สดุทา้ยกลา่วถงึปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุทาํได้ Ś วิธีคือ ř. วิธีแบบจาน
ถา้ R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ f(x) ≥ 0} ปรมิาตรของรูปทรงทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ
R รอบแกน X โดยวิธีแบบจาน V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx และหมนุรอบเสน้ตรง y = k ปรมิาตรคือ
V =

∫ b

a

π[f(x) − k]2 dx ถา้ R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≥ 0} ปรมิาตรของรูปทรงทรง
ตนัทีÉเกิดจากการหมนุ R รอบแกน Y โดยวิธีแบบจาน V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy และหมนุรอบเสน้ตรง
x = ℓ ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

π[h(y)− ℓ]2 dy และ Ś. วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก
ถา้ R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)} จะไดป้รมิาตรทีÉเกิดจากการหมนุรอบแกน
Y โดยวิธีแบบจาน V =

∫ b

a

2π|x|[f(x) − g(x)] dx และหมนุรอบเสน้ตรง x = k ปรมิาตรคือ V =∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx ถา้ R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ p(y) ≤ x ≤ q(y)} จะไดป้รมิาตร
ทีÉเกิดจากการหมนุรอบแกน X โดยวิธีแบบเปลือกทรงกระบอก V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy และ
หมนุรอบเสน้ตรง y = ℓ ปรมิาตรคือ V =

∫ d

c

2π|y − ℓ|[q(y)− p(y)] dy



ş.ś. ปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกดิจากการหมนุ Śšš

แบบฝึกหดับททีÉ ş
ř. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

ř.ř x = y − y2 และ y = x+ 2

ř.Ś x = y3 + 1 และ x = 3y − 1

ř.ś x = y2 − 4y − 3 และ x = 1− 2y2

ř.Ŝ y = x2, x = y3 และ x+ y = 2

ř.ŝ y = x2 − x, y = x2 − 9x+ 16 และ y = −x

ř.Ş x+ y = 1, x+ y = 5, y = 2x+ 1 และ y = 2x+ 6

ř.ş y = x3 − x, x+ y + 1 = 0 และ x =
√
y + 1

ř.Š xy = 1 และ 2x+ 2y = 5

ř.š x2 − 2x− 4y + 9 = 0, x+ 2y = 5 และ y2 − 4y + x = 0

ř.řŘ x2 + y2 = 25 และ x2 + y2 − 16x+ 39 = 0

Ś. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีÉมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 ถา้ภาคตดัของรูปทรงตนันี Ê
ทีÉตัÊงฉากกบัแกน X เป็นรูปสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีความยาวดา้นเทา่กนั Ś ดา้น โดยทีÉดา้นตรง
ขา้มมมุฉากตัÊงฉากกบัแกน X

ś. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีÉมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x = y2 และเสน้ตรง x = 1 ถา้ภาคตดั
ของรูปทรงตนันี ÊทีÉตัÊงฉากกบัแกน X เป็นรูปสามเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีความยาวดา้นเทา่กนั Ś ดา้น
โดยทีÉดา้นตรงขา้มมมุฉากตัÊงฉากกบัแกน X

Ŝ. จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีÉมีฐานลอ้มรอบดว้ยวงกลม x = y2 และเสน้ตรง x = 1 ถา้ภาคตดั
ของรูปทรงตนันี ÊทีÉตัÊงฉากกบัแกน X เป็นรูปสีÉเหลีÉยมจตรุสั

ŝ. จงหาปรมิาตรของพีระมิดตรงทีÉมีความสงูตรง h หน่วย และมีฐานเป็นรูปสีÉเหลีÉยมจตุรสัซึÉงมี
ความยาวดา้นละ r หน่วย

Ş. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
โดยใชว้ธีิแบบจาน
Ş.ř y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y
Ş.Ś y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน X
Ş.ś y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคทีÉř รอบแกน X
Ş.Ŝ y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y
Ş.ŝ x = 2y − y2 − 2 และ x = −5 รอบแกน Y
Ş.Ş y = x2, x = 1 และแกน X รอบเสน้ตรง x = −1 และ

รอบเสน้ตรง y = −1



śŘŘ บททีÉ ş. การประยกุตข์องปรพินัธ์

ş. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
โดยใชว้ธีิแบบเปลือกทรงกระบอก
ş.ř y = x3, x = 3 และแกน X รอบแกน X
ş.Ś y = x และ y = x2 รอบแกน Y
ş.ś y = x2 − x3 และแกน X รอบแกน Y
ş.Ŝ x = y2, x = 0 และ x+ y = 2 รอบเสน้ตรง y = −3

Š. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊ
Š.ř y = |x|3, x = −1, x = 1 และแกน X รอบแกน X
Š.Ś y = |x| และ y = 1 รอบแกน Y
Š.ś y2 = x3, y = 6 และแกน Y รอบเสน้ตรง y = 8
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สาํนกัพิมพแ์หง่จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั.
James Stewart. (ŚŘřŚ). Calculus Early Transcendentals. Seventh Edition. Canada.

Nelson Education Ltd.



แผนบริหารการสอนประจาํบททีÉ Š
หวัข้อเนืÊอหาประจาํบท

ř. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง
Ś. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง
ś. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสม

วัตถุประสงคเ์ชิงพฤตกิรรม
ř. สามารถระบชุนิดของปรพินัธไ์มต่รงแบบได้
Ś. สามารถหาปรพินัธไ์มต่รงแบบรูปแบบตา่ง ๆ ทีÉกาํหนดใหไ้ดอ้ยา่งถกูตอ้ง
ś. สามารถหาอธิบายการลูเ่ขา้และลูอ่อกของปรพินัธไ์มต่รงแบบแตล่ะชนิดได้

วธีิและกจิกรรมการเรียนการสอน
ř. วธีิสอน

ř.ř วิธีสอนแบบบรรยาย ประกอบสืÉออิเลก็ทรอนิกส์
ř.Ś ใชส้ืÉอทางอินเตอรเ์น็ต และใหแ้ตล่ะคนแสดงความคิดเห็น
ř.ś วิธีสอนแบบอภิปราย โดยใหห้วัขอ้เป็นกลุม่และมานาํเสนอหนา้ชัÊน

Ś. กจิกรรมการเรียนการสอน
Ś.ř บรรยายสรุปโดยใชส้ืÉอการสอนประกอบ
Ś.Ś ใหผู้เ้รยีนศกึษาเนื Êอหาจากชดุการสอน หนงัสือ ตาํรา เอกสารเพิÉมเติม และสืÉอออนไลน์
Ś.ś อภิปรายรายกลุม่ตามหวัขอ้ทีÉไดร้บัมอบหมาย

สืÉอการเรียนการสอน

ř. ชดุการสอน เรืÉอง "ปรพินัธไ์มต่รงแบบ"
Ś. สืÉออิเลก็ทรอนิกส์ เรืÉอง "ปรพินัธไ์มต่รงแบบ"
ś. หนงัสือ ตาํรา เอกสารทีÉเกีÉยวขอ้ง
Ŝ. แอพพลเิคชัÉน Geogebra
ŝ. แอพพลเิคชัÉน Wolfram alpha



การวัดผลและประเมินผล
ř. สงัเกตการตอบคาํถามและตัÊงคาํถามของผูเ้รยีนในระหวา่งการบรรยายและซกัถาม
Ś. วดัผลจากการทาํแบบฝึกหดัระหวา่งเรยีนตามเนื ÊอหาทีÉไดร้บัมอบหมาย
ś. ประเมินการอภิปรายรายกลุม่ แลว้บนัทกึคะแนนลงในใบบนัทกึคะแนน
Ŝ. ตรวจการทาํการบา้น บนัทกึคะแนนลงในบนัทกึผลงาน



บททีÉ Š
ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ

จากแนวคิดการหาปริพนัธ์จาํกดัเขต
∫ b

a

f(x) dx เมืÉอ f เป็นฟังกช์นับนช่วง [a, b] เราจะขยาย
แนวคิดไปยงักรณีการหาปรพินัธบ์นชว่งอนนัตเ์ชน่

∫ ∞

0

√
x dx หรอืการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีÉไมมี่

ขอบเขตบนชว่งการหาปรพินัธเ์ชน่
∫ 1

−1

1

x
dx เนืÉองจาก 1

x
ไมมี่คา่เมืÉอ x = 0 เรยีกปรพินัธล์กัษณะนีÊ

วา่ ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบ (improper integral) แบง่ออกเป็น ś ลกัษณะดงันี Ê
ř. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์
Ś. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉช่วงการหาปรพินัธข์องฟังกช์นัทีÉไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหาปรพินัธ์
ś. ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์ และชว่งการหาปรพินัธข์องฟังกช์นั

ทีÉไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหาปรพินัธ์

Š.ř ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉหนึÉง
ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง คือปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉช่วงการหาปรพินัธเ์ป็นช่วงอนนัต์

ตวัอยา่งเชน่
ř.
∫ ∞

1

1

x
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง

Ś.
∫ ∞

−1

1

x
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง เนืÉองจาก 1

x
ไมมี่คา่เมืÉอ x = 0

ś.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง

Ŝ.
∫ 0

−∞
ℓn|x| dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง เนืÉองจาก ℓn|x| ไมมี่คา่เมืÉอ x = 0

ŝ.
∫ ∞

−∞

1

|x| − 1
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉหนึÉง เนืÉองจาก 1

|x| − 1
ไมมี่คา่เมืÉอ x = −1, 1

śŘś



śŘŜ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ
บทนิยาม Š.ř.ř ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ a < b

ř. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, t] ทกุ ๆ t > a

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลู่เข้า (convergence)
และ ∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลู่ออก (divergence)

Ś. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [t, b] ทกุ ๆ t < b

ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลู่เข้า และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลู่ออก

ś. ให้ c ∈ R และ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลู่เข้า ก็ตอ่เมืÉอ

∫ c

−∞
f(x) dx และ

∫ ∞

c

f(x) dx ลู่เข้า∫ ∞

−∞
f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมืÉอ

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลู่ออก

ตัวอย่าง Š.ř.Ś จงพิจารณาปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx

วธีิทาํ เนืÉองจาก 1

(x− 2)3
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [3, t] ทกุ ๆ t > 3 และ

∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

(x− 2)3
dx

= lim
t→∞

[
− 1

2(x− 2)2

]t
3

= lim
t→∞

[
− 1

2(t− 2)2
+

1

2

]
=

1

2

ดงันัÊน
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx ลูเ่ขา้



Š.ř. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทีÉหนึÉง śŘŝ

Ś.
∫ ∞

3

1

x− 2
dx

วธีิทาํ เนืÉองจาก 1

x− 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [3, t] ทกุ ๆ t > 3 และ
∫ ∞

3

1

x− 2
dx = lim

t→∞

∫ t

3

1

x− 2
dx

= lim
t→∞

[ℓn|x− 2|]t3

= lim
t→∞

ℓn|t− 2| = ∞

ดงันัÊน
∫ ∞

3

1

x− 2
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง Š.ř.ś จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก x2−x2 เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 0] ทกุ ๆ t < 0 และ∫
x2−x2

dx = −1

2

∫
2−x2

(−2x)dx = −1

2

∫
2−x2

(−x2)′dx

= −1

2

∫
2−x2

d(−x2) = − 1

2ℓn2 · 2x2 + C

พิจารณา ∫ 0

−∞
x2−x2

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

x2−x2

dx = lim
t→−∞

[
− 1

2ℓn2 · 2x2

]0
t

= lim
t→−∞

[
− 1

2ℓn2 +
1

2ℓn2 · 2t2
]
= − 1

2ℓn2

ดงันัÊน
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง Š.ř.Ŝ จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก 1

x2 − 2x+ 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [0, t] ทกุ ๆ t > 0 และ

∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx = lim

t→∞

∫ t

0

1

x2 − 2x+ 2
dx

= lim
t→∞

∫ t

0

1

(x− 1)2 + 1
dx

= lim
t→∞

[arctan(x− 1)]t0

= lim
t→∞

[arctan(x− 1)− arctan(−1)]

=
π

2
−
(
−π

4

)
=

3π

4

ดงันัÊน
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้



śŘŞ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง Š.ř.ŝ จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก 1

x2 − 2x+ 2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a < b และ∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx =

∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx+

∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx

โดยตวัอยา่ง Š.ř.Ŝ จะได้
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx =

3π

4
และ

∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

x2 − 2x+ 2
dx

= lim
t→−∞

∫ 0

t

1

(x− 1)2 + 1
dx

= lim
t→−∞

[arctan(x− 1)]0t

= lim
t→−∞

[arctan(−1)− arctan(t− 1)]

= −π

4
−
(
−π

2

)
=

π

4

จะไดว้า่ ∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx =

3π

4
+

π

4
= π

ดงันัÊน
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง Š.ř.Ş จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก x√
2x2 + 1

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a < b และ∫
x√

2x2 + 1
dx =

1

4

∫
1√

2x2 + 1
(4x)dx =

1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 (2x2)′dx

=
1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 d(2x2) =

1

4

∫
(2x2 + 1)−

1
2 d(2x2 + 1)

=
1

2
(2x2 + 1)

1
2 + C =

1

2

√
2x2 + 1 + C

พิจารณา ∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx =

∫ 0

−∞

x√
2x2 + 1

dx+

∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx

เนืÉองจาก ∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx = lim
t→∞

∫ t

0

x√
2x2 + 1

dx

= lim
t→∞

[
1

2

√
2x2 + 1

]t
0

= lim
t→∞

[
1

2

√
2t2 + 1− 1

2

]
= ∞

นัÉนคือ
∫ ∞

0

x√
2x2 + 1

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูอ่อก



Š.ř. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทีÉหนึÉง śŘş

ตัวอย่าง Š.ř.ş จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้
y =

1

x2 − 1
กบัแกน X เมืÉอ x ≥ 2

วธีิทาํ ให้ R แทนอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y =
1

x2 − 1
กบัแกน X เมืÉอ x ≥ 2 แสดงไดด้งัรูป

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

0.5

y =
1

x2 − 1

R

พื ÊนทีÉของ R คือ
∫ ∞

2

1

x2 − 1
dx พิจารณา

∫
1

x2 − 1
dx =

∫
1

(x− 1)(x+ 1)
dx =

1

2

∫
1

x− 1
− 1

x+ 1
dx

=
1

2
[ℓn|x− 1| − ℓn|x+ 1|] + C

=
1

2
ℓn
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C

เนืÉองจาก 1

x2 − 1
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [2, t] ทกุ ๆ t > 2 และ

∫ ∞

2

1

x2 − 1
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1

x2 − 1
dx

= lim
t→∞

[
1

2
ℓn
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣]t
2

= lim
t→∞

[
1

2
ℓn
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣− 1

2
ℓn
(
1

3

)]
=

1

2
ℓn3

ดงันัÊนพื ÊนทีÉของ R เทา่กบั 1

2
ℓn3



śŘŠ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ
แบบฝึกหดั Š.ř

ř. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∫ ∞

2

1

(x+ 1)2
dx

ř.Ś
∫ ∞

1

ℓnx
x

dx

ř.ś
∫ ∞

0

1

1 + 2x
dx

ř.Ŝ
∫ ∞

2

1

4 + x2
dx

ř.ŝ
∫ ∞

0

xe−x dx

ř.Ş
∫ ∞

0

1

ex + e2x
dx

ř.ş
∫ 1

−∞

1

3− 2x
dx

ř.Š
∫ −1

−∞

x√
1 + x2

dx

ř.š
∫ 0

−∞

ex

3− 2ex
dx

ř.řŘ
∫ 0

−∞

1

2x2 + 2x+ 1
dx

ř.řř
∫ ∞

−∞

x2

x2 + 1
dx

ř.řŚ
∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx

Ś. จงหาคา่ของ a ทีÉทาํให้
∫ ∞

0

e−ax dx = 5

ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
8

x2 − 4
กบัแกน X เมืÉอ x ≥ 3



Š.Ś. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทีÉสอง śŘš

Š.Ś ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉสอง
ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉสอง คือปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉชว่งการหาปริพนัธข์องฟังกช์นัทีÉไมมี่

ขอบเขตบนชว่งการหาปรพินัธ์ ตวัอยา่งเช่น
ř.
∫ 1

−1

1

x+ 1
dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง

Ś.
∫ 1

−1

1

|x|+ 1
dx ไมป่รพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสองเนืÉองจาก 1

|x|+ 1
มีคา่เมืÉอ x ∈ [−1, 1]

ś.
∫ 3

0

ℓnx dx ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดทีÉสอง
บทนิยาม Š.Ś.ř ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ a < b

ř. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [t, b] ทกุ ๆ a < t < b

โดยทีÉ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ
∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก และ

Ś. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [a, t] ทกุ ๆ a < t < b

โดยทีÉ lim
x→b−

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ
∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก

ś. ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

และ lim
x→b−

f(x) = ±∞ โดยทีÉมี c ∈ (a, b) ทีÉทาํให้ f มีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้นช่วง [s, c]

และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซึÉง a < s < c < t < b ถา้ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบ
∫ c

a

f(x) dx และ∫ b

c

f(x) dx ลู่เข้า เราจะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่เข้า และ
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมืÉอ
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลู่ออก



śřŘ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง Š.Ś.Ś จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→1+

1

(x− 1)2
= +∞ และ 1

(x− 1)2
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น

[t, 2] เมืÉอ 1 < t < 2 พิจารณา∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx = lim

t→1+

∫ 2

t

1

(x− 1)2
dx = lim

t→1+

[
− 1

x− 1

]2
t

= lim
t→1+

[
−1 +

1

t− 1

]
= +∞

ดงันัÊน
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง Š.Ś.ś จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

0

x√
1− x2

dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ เนืÉองจาก lim
x→1−

x√
1− x2

= +∞ และ x√
1− x2

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น
[0, t] เมืÉอ 0 < t < 1 พิจารณา∫

x√
1− x2

dx = −1

2

∫
1√

1− x2
(−2x)dx = −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 (−x2)′dx

= −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 d(−x2) = −1

2

∫
(1− x2)−

1
2 d(1− x2)

= −
√
1− x2 + C

จะไดว้า่ ∫ 1

0

x√
1− x2

dx = lim
t→1−

∫ t

0

x√
1− x2

dx = lim
t→1−

[
−
√
1− x2

]t
0

= lim
t→1+

[
−
√
1− t2 + 1

]
= 1

ดงันัÊน
∫ 1

0

x√
1− x2

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง Š.Ś.Ŝ จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx วา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx =

∫ 1
2

0

1

x(x− 1)
dx+

∫ 1

1
2

1

x(x− 1)
dx

เนืÉองจาก lim
x→0+

1

x(x− 1)
= +∞ และ lim

x→1−

1

x(x− 1)
= −∞ และ 1

x(x− 1)
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขต

และหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 1
2
] และ [1

2
, s] เมืÉอ 0 < t < 1

2
และ 1

2
< s < 1 พิจารณา



Š.Ś. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทีÉสอง śřř

∫ 1
2

0

1

x(x− 1)
dx = lim

t→0+

∫ 1
2

t

1

x(x− 1)
dx = lim

t→0+

∫ 1
2

t

1

x− 1
− 1

x
dx

= lim
t→0+

[ℓn|x− 1| − ℓn|x|] 12t = lim
t→0+

[
ℓn
∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣] 1
2

t

= lim
t→0+

[
ℓn1− ℓn

∣∣∣∣t− 1

t

∣∣∣∣] = −∞

ดงันัÊน
∫ 1

2

0

1

x(x− 1)
dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่

∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง Š.Ś.ŝ จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ e

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ e

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx =

∫ 1

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx+

∫ e

1

1

x 5
√
ℓnx dx

เนืÉองจาก lim
x→1+

1

x 5
√
ℓnx = +∞ และ lim

x→1−

1

x 5
√
ℓnx = −∞ และ 1

x 5
√
ℓnx เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและ

หาปรพินัธไ์ดบ้น [1
e
, t] และ [s, 1] เมืÉอ 1

2
< t < 0 และ 1 < s < e พิจารณา∫

1

x 5
√
ℓnx dx =

∫
(ℓnx)− 1

5 (ℓnx)′dx

=

∫
(ℓnx)− 1

5 d(ℓnx) = 5

4
(ℓnx) 4

5 + C

จะไดว้า่ ∫ 1

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx = lim

t→1−

∫ t

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx = lim

t→1−

[
5

4
(ℓnx) 4

5

]t
1
e

= lim
t→1−

[
5

4
(ℓnt) 4

5 − 5

4

]
= −5

4

และ ∫ e

1

1

x 5
√
ℓnx dx = lim

s→1+

∫ e

s

1

x 5
√
ℓnx dx = lim

s→1+

[
5

4
(ℓnx) 4

5

]e
s

= lim
s→1+

[
5

4
− 5

4
(ℓns) 4

5

]
=

5

4

ดงันัÊน ∫
1

x 5
√
ℓnx dx = −5

4
+

5

4
= 0

สรุปไดว้า่
∫ e

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx ลูเ่ขา้



śřŚ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

ตัวอย่าง Š.Ś.Ş จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้
y =

1
3
√
x

กบัแกน X เมืÉอ x ∈ [−8, 1]

วธีิทาํ ให้ R แทนอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y =
1
3
√
x

กบัแกน X เมืÉอ x ∈ [−8, 1] แสดงไดด้งัรูป

X

Y

−8 −4 1 4 8

−2

−1

1

2

R

พื ÊนทีÉของ R คือ
∫ 1

−8

1
3
√
x
dx เนืÉองจาก lim

x→0+

1
3
√
x
= +∞ และ lim

x→0−

1
3
√
x
= −∞ และ 1

3
√
x

เป็นฟังกช์นั
มีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [−8, t] และ [s, 1] เมืÉอ −8 < t < 0 และ 0 < s < 1 พิจารณา∫ 1

−8

1
3
√
x
dx =

∫ 0

−8

1
3
√
x
dx+

∫ 1

0

1
3
√
x
dx

จะไดว้า่ ∫ 0

−8

1
3
√
x
dx = lim

t→0−

∫ t

−8

1
3
√
x
dx = lim

t→0−

[
3

2
x

2
3

]t
−8

= lim
t→0−

[
3

2
t
2
3 − 6

]
= −6

และ ∫ 1

0

1
3
√
x
dx = lim

s→0+

∫ 1

s

1
3
√
x
dx = lim

s→0+

[
3

2
x

2
3

]1
s

= lim
s→0+

[
3

2
− 3

2
s

2
3

]
=

3

2

ดงันัÊน
∫ 1

−8

1
3
√
x
dx ลูเ่ขา้ สรุปไดว้า่พื ÊนทีÉของ R เทา่กบั | − 6|+ 3

2
=

15

2
= 7.5



Š.Ś. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิทีÉสอง śřś
แบบฝึกหดั Š.Ś

ř. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∫ 9

0

1√
x
dx

ř.Ś
∫ 4

3

1

(x− 3)2
dx

ř.ś
∫ 2

1

x√
x− 1

dx

ř.Ŝ
∫ π

6

0

cosx
1− 2sinx dx

ř.ŝ
∫ 2

0

2x+ 1

x2 + x− 6
dx

ř.Ş
∫ 4

0

ℓn√x√
x

dx

ř.ş
∫ 4

2

x
3
√
x− 2

dx

ř.Š
∫ 8

−1

1
3
√
x
dx

ř.š
∫ 1

−1

1√
|x|

dx

ř.řŘ
∫ 3

0

1

x2 + 2x− 3
dx

ř.řř
∫ 2

−1

1

x2
cos1

x
dx

ř.řŚ
∫ 2

−1

1

x2 − x− 2
dx

Ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

(1− x)2
กบัแกน X เมืÉอ x ∈ [0, 4]

ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

x
และ y =

1

x(x2 + 1)
เมืÉอ x ∈ [0, 1]



śřŜ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

Š.ś ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดผสม
ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึรูปแบบของปริพนัธ์ไม่ตรงแบบทีÉผสมระหวา่งชนิดทีÉหนึÉงและชนิดทีÉสอง

โดยการพิจารณาเป็นชว่งยอ่ย และพิจารณาการลูเ่ขา้ลูอ่อกตามนิยามตามหวัขอ้ทีÉกลา่วมาแลว้
ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดผสมจะลู่เขา้ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ ชว่งยอ่ยทีÉพิจารณาลู่เขา้ทัÊงหมด แต่ถา้มี

อยา่งนอ้ยชว่งยอ่ยลูอ่อกจะสรุปไดว้า่ปรพินัธไ์มต่รงแบบชนิดผสมลูอ่อก

ตัวอย่าง Š.ś.ř จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ ∞

2

1√
x− 2

dx =

∫ 3

2

1√
x− 2

dx+

∫ ∞

3

1√
x− 2

dx

เนืÉองจาก lim
x→2+

1√
x− 2

= +∞ และ 1√
x− 2

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 3] และ
[3, s] เมืÉอ 2 < t < 3 และ s > 3 พิจารณา∫ ∞

3

1√
x− 2

dx = lim
s→∞

∫ s

3

1√
x− 2

dx = lim
s→∞

∫ s

3

(x− 2)−
1
2 dx

= lim
s→∞

[
2
√
x− 2

]s
3
= lim

s→∞

[
2
√
s− 2− 1

]
= +∞

ดงันัÊน
∫ ∞

3

1√
x− 2

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูอ่อก

ตัวอย่าง Š.ś.Ś จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx =

∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx+

∫ 1

0

1

(1− x)
2
3

dx

เนืÉองจาก lim
x→1−

1

(1− x)
2
3

= +∞ และ 1

(1− x)
2
3

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธ์ไดบ้น [t, 0]

และ [0, s] เมืÉอ t < 0 และ 0 < s < 1 พิจารณา∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

1

(1− x)
2
3

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

(1− x)−
2
3 dx

= lim
t→−∞

[
1

3
(1− x)

1
3

]0
t

= lim
t→−∞

[
1

3
− 1

3
(1− t)

1
3

]
= −∞

ดงันัÊน
∫ 0

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูอ่อก



Š.ś. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบชนดิผสม śřŝ

ตัวอย่าง Š.ś.ś จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ พิจารณา ∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx =

∫ 1

0

2−
√
x

√
x

dx+

∫ ∞

1

2−
√
x

√
x

dx

เนืÉองจาก lim
x→0+

2−
√
x

√
x

= +∞ และ 2−
√
x

√
x

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 1] และ [1, s]

เมืÉอ 0 < t < 1 < s พิจารณา∫
2−

√
x

√
x

dx = −2

∫
2−

√
x (−

√
x)′dx

= −2

∫
2−

√
x d(−

√
x)

= −2 · 2
−
√
x

ℓn2 + C = − 2

ℓn2 · 2√x
+ C

จะไดว้า่ ∫ 1

0

2−
√
x

√
x

dx = lim
t→0+

∫ 1

t

2−
√
x

√
x

dx = lim
t→0+

[
− 2

ℓn2 · 2√x

]1
t

= lim
t→0+

[
− 1

ℓn2 +
2

ℓn2 · 2√t

]
=

1

ℓn2
และ ∫ ∞

1

2−
√
x

√
x

dx = lim
s→∞

∫ s

1

2−
√
x

√
x

dx = lim
s→∞

[
− 2

ℓn2 · 2√x

]s
1

= lim
s→∞

[
− 2

ℓn2 · 2√s
+

1

ℓn2
]
=

1

ℓn2

ดงันัÊน ∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx =
1

ℓn2 +
1

ℓn2 =
2

ℓn2
สรุปไดว้า่

∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเ่ขา้

ตัวอย่าง Š.ś.Ŝ จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ
∫ ∞

−∞

1√
x2 − 2x+ 1

dx ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

วธีิทาํ จะเห็นวา่ 1√
x2 − 2x+ 1

=
1√

(x− 1)2
=

1

|x− 1|
พิจารณา

∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx =

∫ ∞

−∞

1

|x− 1|
dx

=

∫ 0

−∞

1

|x− 1|
dx+

∫ 1

0

1

|x− 1|
dx

+

∫ 2

1

1

|x− 1|
dx+

∫ ∞

2

1

|x− 1|
dx



śřŞ บททีÉ Š. ปรพินัธ์ไม่ตรงแบบ

เนืÉองจาก lim
x→1−

1

|x− 1|
= +∞ และ lim

x→1+

1

|x− 1|
= +∞ และ 1

|x− 1|
เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและ

หาปรพินัธไ์ดบ้น [t, 0], [0, s], [u, 2] และ [2, v] เมืÉอ t < 0 < s < 1 < u < 2 < v จะเห็นไดว้า่∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

|x− 1|
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

1− x
dx

= lim
t→−∞

[−ℓn|1− x|]0t = lim
t→−∞

[0 + ℓn|1− t|] = +∞

ดงันัÊน
∫ 0

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx ลูอ่อก สรุปไดว้า่

∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 1
dx ลูอ่อก

แบบฝึกหดั Š.ś
จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีÊวา่ลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∫ ∞

0

1

(x− 1)
2
3

dx

Ś.
∫ ∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx

ś.
∫ ∞

−1

1

x2 − 1
dx

Ŝ.
∫ ∞

1

1

xℓnx dx

ŝ.
∫ ∞

0

x−0.1 dx

Ş.
∫ ∞

0

1√
x(x+ 4)

dx

ş.
∫ ∞

1

1

x2 − 6x+ 8
dx

Š.
∫ ∞

0

√
x

1−
√
x
dx

š.
∫ ∞

2

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

řŘ.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 2x+ 1
dx

สรุป
ในบทนีÊจะกลา่วถงึปริพนัธ์บนชว่งอนนัต์ หรอืปริพนัธ์ของฟังกช์นัทีÉไมมี่ขอบเขตบนช่วงการหา

ปริพนัธ์ เรยีกวา่ปริพนัธไ์ม่ตรงแบบแบง่ออกเป็น ś ชนิด เริÉมดว้ยปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉหนึÉง คือ
ปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีÉชว่งการหาปริพนัธ์เป็นช่วงอนนัต์ ถา้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริ
พนัธไ์ดบ้น [a, t] ทกุ ๆ t > a ถา้ lim

t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ ∞

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ
∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ ∞

a

f(x) dx ลูอ่อก ถา้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ด้
บน [t, b] ทกุ ๆ t < b ถา้ lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ b

−∞
f(x) dx ลูเ่ขา้ และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx
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ถา้ lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมี่คา่ จะกลา่ววา่ ปรพินัธไ์ม่ตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูอ่อก ให้ c ∈ R และ f

เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมืÉอ

∫ c

−∞
f(x) dx

และ
∫ ∞

c

f(x) dx ลูเ่ขา้
∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูอ่อก ก็ตอ่เมืÉอ

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลูอ่อก
จากนัÊนกลา่วถงึปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีÉสอง คือปริพนัธ์ไม่ตรงแบบชนิดทีÉช่วงการหาปริพนัธ์ของ
ฟังกช์นัทีÉไมมี่ขอบเขตบนชว่งการหาปริพนัธ์ ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ดบ้น [t, b]

ทกุ ๆ a < t < b โดยทีÉ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ
∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา้ lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูอ่อก และ ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปรพินัธ์
ไดบ้น [a, t] ทกุ ๆ a < t < b โดยทีÉ lim

x→b−
f(x) = −∞ หรอื + ∞ ถา้ lim

t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา่ แลว้∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ ∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา้ lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมี่คา่ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ให้ f เป็นฟังกช์นัมีขอบเขตและหาปริพนัธไ์ด้
บน (a, b) และ lim

x→a+
f(x) = −∞ หรอื +∞ และ lim

x→b−
f(x) = ±∞ โดยทีÉมี c ∈ (a, b) ทีÉทาํให้ f มี

ขอบเขตและหาปรพินัธไ์ดบ้น [s, c] และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซึÉง a < s < c < t < b ถา้
∫ c

a

f(x) dx และ∫ b

c

f(x) dx ลูเ่ขา้ แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลูเ่ขา้ และ
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

แลว้
∫ b

a

f(x) dx ลู่ออก ก็ตอ่เมืÉอ
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลู่ออก สดุทา้ยกลา่วถงึปริพนัธ์ไม่
ตรงแบบชนิดผสม คือปรพินัธไ์ม่ตรงแบบชนิดทีÉชว่งการหาปรพินัธเ์ป็นชว่งอนนัต์ และชว่งการหาปริ
พนัธข์องฟังกช์นัทีÉไมมี่ขอบเขตบนชว่งการหาปริพนัธ์ สาํหรบัปริพนัธไ์ม่ตรงแบบชนิดผสมจะลู่เขา้ก็
ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ ช่วงยอ่ยทีÉพิจารณาลูเ่ขา้ทัÊงหมด แตถ่า้มีอยา่งนอ้ยชว่งยอ่ยลูอ่อกจะสรุปไดว้า่ปรพินัธ์
ไมต่รงแบบชนิดผสมลูอ่อก
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แบบฝึกหดับททีÉ Š
ř. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∫ ∞

0

cosx dx

ř.Ś
∫ ∞

e

1

xℓn3x
dx

ř.ś
∫ ∞

−1

x

1 + x2
dx

ř.Ŝ
∫ ∞

0

1√
ex

dx

ř.ŝ
∫ ∞

0

e−xcosx dx

ř.Ş
∫ ∞

0

1√
x(1 + e

√
x)

dx

ř.ş
∫ 0

−∞
e3x dx

ř.Š
∫ 0

−∞

1

(1− x)
5
2

dx

ř.š
∫ 0

−∞

1

(x− 8)
2
3

dx

ř.řŘ
∫ ∞

−∞

|x+ 1|
x2 + 1

dx

ř.řř
∫ ∞

−∞

x

(x2 + 3)2
dx

ř.řŚ
∫ ∞

−∞
xe−x2

dx

Ś. จงพิจารณาวา่อินทรกิรลัไมต่รงแบบตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ś.ř
∫ 1

0

1√
1− x2

dx

Ś.Ś
∫ 4

0

1

(4− x)
3
2

dx

Ś.ś
∫ 1

0

xℓnx dx

Ś.Ŝ
∫ π

2

0

sec2x dx

Ś.ŝ
∫ 1

0

ℓnx dx

Ś.Ş
∫ 1

0

1√
1−

√
x
dx

Ś.ş
∫ 2

0

x

(x2 − 1)2
dx

Ś.Š
∫ 7

−2

1

(x+ 1)
2
3

dx

Ś.š
∫ 4

2

1

(x− 3)7
dx

Ś.řŘ
∫ 3

1

x

(x2 − 4)3
dx

Ś.řř
∫ 2

0

1√
2x− x2

dx

Ś.řŚ
∫ 1

0

1

x(ℓnx) 1
5

dx

ś. จงพิจารณาวา่ปรพินัธไ์มต่รงแบบตอ่ไปนีÊลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ś.ř
∫ 0

−∞

1√
|x|

dx

ś.Ś
∫ ∞

0

ex

ex − 1
dx

ś.ś
∫ ∞

−∞

1

x2 − 3x+ 2
dx

ś.Ŝ
∫ ∞

−∞

ex

ex − 1
dx

ś.ŝ
∫ ∞

0

e−
√
x

√
x

dx

ś.Ş
∫ ∞

−∞

1

|x− 2|
dx

Ŝ. จงหาเงืÉอนไขของ p ทีÉทาํให้
∫ ∞

1

1

xp
dx ลูเ่ขา้
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ŝ. จงหาเงืÉอนไขของ s ทีÉทาํให้
∫ ∞

0

e−stt dt ลูเ่ขา้

Ş. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

x
และ y =

1

x2
เมืÉอ x ≥ 1

ş. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูร่ะหวา่งเสน้โคง้ y =
1

3
√
1− x

กบัแกน X เมืÉอ x ∈ [0, 4]
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ดัชนี
ก หน้า
กฎการคณูดว้ยคา่คงตวัสาํหรบัอนพุนัธ์ constant multiplication law for derivatives šŘ
กฎการคณูสาํหรบัอนพุนัธ์ product law for derivatives šŚ
กฎการบวกสาํหรบัอนพุนัธ์ sum law for derivatives šŘ
กฎการหารสาํหรบัอนพุนัธ์ quoteint law for derivatives šś
กฎผลตา่งสาํหรบัอนพุนัธ์ different law for derivatives šŘ
กฎลกูโซ่ chain rule šŞ
กฎไตรวิภาค trichonomy law řŚ
การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง second derivative test řŜř
การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉง first derivative test řśš
การประมาณคา่เชิงเสน้ linear approximation řśř
การหาปรพินัธ์ integration řşŝ
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ integration by substitution řŠŚ
การหาปรพินัธโ์ดยการแทนคา่ตรโีกณมิติ integration by trigonometric substitution ŚŝŘ
การหาปรพินัธโ์ดยการแยกสว่น integration by part Śřŝ
แกนหมนุ axis of rotation ŚşŘ

ข
ขนาน parallel ŚŜ

ค
คณิตศาสตรว์ิเคราะห์ mathematical analysis řŘ
ความชนั slope Śś
คา่คงตวัออยเลอร์ Euler's constant řš
คา่คลาดเคลืÉอน error řśś
คา่คลาดเคลืÉอนสมัพทัธ์ relative error řśś
คา่เชิงอนพุนัธ์ differential řŚš
คา่ตํÉาสดุ minimum value řśŞ
คา่ตํÉาสดุสมับรูณ์ absolute minimum value řśŞ
คา่ตํÉาสดุสมัพทัธ์ relative minimum value řśŠ
คา่สงูสดุ maximum value řśŞ
คา่สงูสดุสมับรูณ์ absolute maximum value řśŞ
คา่สงูสดุสมัพทัธ์ relative maximum value řśŠ
คา่สดุขีด extreme value řśŞ
คา่สดุขีดสมัพทัธ์ relative extreme value řśŠ
คา่สมับรูณ์ absolule value řś
โคเซแคนต์ cosecant řš
โคไซน์ cosine řš
โคแทนเจนต์ cotangent řš
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จ หน้า
จดุกาํเนิด origin Śś
จดุเปลีÉยนเวา้ inflection point řŜš
จดุลมิิต limit point śŘ
จดุวิกฤต critical point řśŠ

ซ
เซต set řř
เซตยอ่ย subset řŚ
เซแคนต์ secant řš
ไซน์ sine řš

ฐ
ฐาน base řŠ

ด
โดเมน domain řŞ

ต
ตอ่เนืÉอง continuous Şş
ตอ่เนืÉองทางขวา continuous from the right ŞŠ
ตอ่เนืÉองทางซา้ย continuous from the left ŞŠ
ตัÊงฉาก perpendicular ŚŜ

ท
ทฤษฎีบทการบีบ squeeze theorem ŜŞ
ทฤษฎีบทการบีบสาํหรบัลมิิตทีÉอนนัต์ squeeze theorem for limi at infinity ŝŠ
ทฤษฎีบทคา่ระหวา่งกลาง intermediate value theorem şś
ทฤษฎีบทฟังกช์นัผกผนั Inverse function theorem šš
ทฤษฎีบทเศษเหลือ remainder theorem řŝ
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉสองของแคลคลูสั second fundamental theorem of calculus ŚŘş
ทฤษฎีบทหลกัมลูบททีÉหนึÉงของแคลคลูสั first fundamental theorem of calculus ŚŘŝ
แทนเจนต์ tangent řš

ป
ปฏิยานพุนัธ์ antiderivative řşŝ
ปฏิยานพุนัธท์ัÉวไป general antiderivative řşŞ
ปรพินัธข์องฟังกช์นัตรรกยะ integral of rational function ŚŚś
ปรพินัธจ์าํกดัเขต definite integral řšŠ
ปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต indefinite integral řşŞ
ปรพินัธไ์มต่รงแบบ improper integral ŚŠş
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ผ หน้า
ผลบวกบน upper sum řšś
ผลบวกรมีนัน์ Riemann sum řšŞ
ผลบวกลา่ง lower sum řšś
ผลแบง่กัÊน partition řšŚ

พ
พหนุาม polynomial řŝ
พหนุามโมนิก monic polynomial řŝ
พื Êนระหวา่งเสน้โคง้ arera between curve ŚŞř

ฟ
ฟังกช์นั function řŞ
ฟังกช์นักรณฑ์ radical function řŠ,şŘ
ฟังกช์นักาํลงั power function řş
ฟังกช์นักาํลงัสอง quadratic function řş
ฟังกช์นัคา่สมับรูณ์ absolute function řş,ŜŘ
ฟังกช์นัโคไซน์ cosine function Śř
ฟังกช์นัโคเซแคนต์ cosecant function ŚŚ
ฟังกช์นัโคแทนเจนต์ cotangent function ŚŚ
ฟังกช์นัจาํนวนเตม็มากสดุ the greatest integer function ŜŚ
ฟังกช์นัชดัแจง้ explicit function řŚŘ
ฟังกช์นัเชิงเสน้ linear function řş
ฟังกช์นัซิกนมั signum function śš
ฟังกช์นัเซแคนต์ secant function ŚŚ
ฟังกช์นัไซน์ sine function Śř
ฟังกช์นัโดยปรยิาย implicit function řŚŘ
ฟังกช์นัตรรกยะ rationalfunction řş,şŘ
ฟังกช์นัตรโีกณมิติ trigonometric function Śř,şŘ
ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั inverse trigonometric function Śś,şŘ
ฟังกช์นัแทนเจนต์ tangent function ŚŚ
ฟังกช์นัประกอบ composite function řŞ
ฟังกช์นัผกผนั inverse function řş
ฟังกช์นัพหนุาม polynomial function řş
ฟังกช์นัเพิÉม increasing function řśŝ
ฟังกช์นัมีขอบเขต bounded function řŞ
ฟังกช์นัลด decreasing function řśŝ
ฟังกช์นัลอการทิมึ logarithmic function řŠ,şŘ
ฟังกช์นัเลขชี Êกาํลงั exponential function řŠ,şŘ
ฟังกช์นัอารก์เซแคนต์ arcsecant function Śś
ฟังกช์นัอารก์ไซน์ arcsine function ŚŚ
ฟังกช์นัอารก์โคไซน์ arccosine function ŚŚ
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ฟังกช์นัอารก์โคเซแคนต์ accosecant function Śś
ฟังกช์นัอารก์โคแทนเจนต์ arccotangent function Śś
ฟังกช์นัอารก์แทนเจนต์ arctangent function Śś
ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ identity function řş

ภ
ภาคตดั cross section ŚŞŞ
ภาพฉาย projection ŚŞŞ

ร
รอ้ยละความคลาดเคลืÉอนสมัพทัธ์ percent of relative error řśś
ระเบียบวิธีเกษียณ method of exhaustion ř
ระยะทาง distance Śś
ราก root řŝ,şś
รูปทรงตนัทีÉเกิดจากการหมนุ Solid by rotation ŚşŘ
รูปแบบยงัไมก่าํหนด indeterminate form śŚ
เรนจ์ range řŞ

ล
ลอการทิมึธรรมชาติ natural logarithm řš
ลอการทิมึสามญั common logarithm řš
ลมิิต limit Śš
ลมิิตขวา right-handed limit śş
ลมิิตของฟังกช์นั limit of function Śš
ลมิิตซา้ย left-handed limit śŠ
ลมิิตดา้นเดียว one-sided limit śş
ลมิิตบน upper limit řšŠ
ลมิิตลา่ง lower limit řšŠ
เลขชี Êกาํลงั exponent řŠ

ว
วงกลม circle Śŝ
วิธีของการแบง่แยกไมไ่ด้ method of indivisible Ş
วิธีแบบจาน method of dishs ŚşŘ
วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก method of cylindrical shells ŚşŠ
วิธีอารค์ิมีดีส method of Archimedes ś
เวา้บน concave upward řŜŠ
เวา้ลา่ง concave downward řŜŠ

ศ
เศษสว่นยอ่ย partial fraction ŚŚś
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ส หน้า
สมการเสน้ตรง equation of a line ŚŜ
สมบตัิอารค์ิมีดีส Archimedean property ŝś
สมาชิก element řř
สามเหลีÉยมผลตา่งแบรโ์รว์ Barrow's differential triangle Š
เสน้กาํกบัแนวนอน horizontal asymptote řŝś
เสน้กาํกบัแนวยืน vertical asymptote řŝś
เสน้กาํกบัแนวเอียง slant asymptote řŝś
เสน้ตรง line Śś
เสน้ตรงแนวนอน horizontal line ŚŜ
เสน้ตรงแนวยืน vertical line ŚŜ
เสน้ตดัเสน้โคง้ secant line ş
เสน้สมัผสั tangent line Ş,Šř
สญักรณล์ากรองจ์ Lagrange notation ŠŚ
สญักรณไ์ลบนิ์ซ Leibniz notation ŠŚ

ห
หลกัเกณฑล์อปีตาล l' Hospital's rule
หาปรพินัธไ์ด้ integrable řšŠ
หาอนพุนัธไ์ด้ differentiable ŠŚ
หาอนพุนัธไ์ดท้างขวา differentiable from the right ŠŜ
หาอนพุนัธไ์ดท้างซา้ย differentiable from the left ŠŜ

อ
อสมการสามเหลีÉยม triangle inequatily řŜ
อตัราการเปลีÉยนแปลงขณะหนึÉง intantaneous rate of change Šř
อตัราการเปลีÉยนแปลงเฉลีÉย averge rate of change ŠŘ
อตัราสมัพทัธ์ relative rate řŞŚ
อนพุนัธข์องฟังกช์นั derivative of function ŠŚ
อนพุนัธข์องฟังกช์นักาํลงั derivative of a power function Šš
อนพุนัธข์องฟังกช์นัคงตวั derivative of a constant function Šš
อนพุนัธข์องฟังกช์นัโดยปรยิาย differentiation of implicit function řŚŘ
อนพุนัธข์องฟังกช์นัเอกลกัษณ์ derivative of the identity function Šš
อนพุนัธอ์นัดบัสงู higher order derivatives řŘř


