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คาํนาํ
ตาํราความนา่จะเป็นและสถิติเลม่นี ครอบคลมุเนือหารายวิชาความนา่จะเป็นและสถิติ รหสัวิชา

MAC เป็นวิชาเอกเลือกในหลกัสตูรครุศาสตรบณัฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ( ปี) (หลกัสตูร
ปรบัปรุง พ.ศ. ) โดยมีวตัถปุระสงคเ์พือเป็นแหลง่เรยีนรูข้องรายวิชาดงักลา่ว ประกอบไปดว้ย
เนือหาทีแบง่ออกเป็น บท คือ ความรูพื้นฐานเกียวกบัสถิติ การวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้ ความน่า
จะเป็น ตวัแปรสุม่ การแจกแจงความน่าจะเป็นไมต่อ่เนือง การแจกแจงความน่าจะเป็นตอ่เนือง การ
สุม่ตวัอยา่ง การประมาณคา่ การทดสอบสมมติฐาน และการถดถอยเชิงเสน้และสหสมัพนัธ์ โดย
คาํศพัทค์ณิตศาสตรที์ใชใ้นเลม่นี ใชต้ามพจนานกุรมศพัทค์ณิตศาสตร์ ฉบบัราชบณัฑิตยสภา พ.ศ.

เนือหาในตาํราเลม่นีไดเ้รยีบเรยีงมาจากประสบการณใ์นการสอนวิชาความน่าจะเป็นและสถิติ
ในบางสว่นตอ้งอาศยัความรูแ้คลคลูสัเบืองตน้ โดยเฉพาะการพิสจูนที์มาของแตล่ะทฤษฎีบทซงึจะ
ทาํใหผู้เ้รยีนเขา้ใจทีมาไดช้ดัเจนยิงขนึ ผูเ้ขียนมุง่หวงัวา่ตาํราเลม่นีจะเป็นเอกสารประกอบการเรยีน
ของนกัศกึษา สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา เพือนาํไป
เรยีนในวิชาดงักลา่วไดดี้ยิงขนึ

เนือหาทีกลา่วในตาํราวิชา "ความนา่จะเป็นและสถิติ" เป็นคณิตศาสตรเ์ชิงประยกุตซ์งึจะเป็นพืน
ฐานสาํคญัในการเรยีนรูค้ณิตศาสตรป์ระยกุตใ์นดา้นตา่ง ๆ เชน่ การวิจยัทางการศกึษา คณิตศาสตร์
การเงิน คณิตศาสตรป์ระกนัภยั เป็นตน้

ตาํราเลม่นีจะเกิดขนึไม่ไดถ้า้ไมมี่ครูอาจารยที์คอยอบรมสงัสอน และเป็นตน้แบบของการสอน
วิชาความน่าจะเป็นและสถิติแก่ผูเ้ขียน คณาจารยภ์าควิชาคณิตศาสตรแ์ละวิทยาการคอมพิวเตอร์
คณะวิทยาศาสตร์ จฬุาลงกรณม์หาวิทยาลยั สดุทา้ยขอบคณุบิดามารดาและพีสาวทีคอยเป็นกาํลงั
เสมอมา

ธนชัยศ จาํปาหวาย
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. ตวัอยา่งขอ้มลูแบบตอ่เนืองและขอ้มลูไมต่อ่เนือง

. ตวัอยา่งขอ้มลูปฐมภมิูและขอ้มลูทตุิยภมิู
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. ตวัอยา่งตารางไคสแควร์

. ตวัอยา่งตารางที

. ตวัอยา่งตารางเอฟ α = 0.05

. ตวัอยา่งตารางการณจ์ร
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. แผนภาพแสดงเหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนั
. แผนภาพแสดงวิธีการเดินทางไปยงัจดุหมาย
. แสดงการเรยีงสบัเปลยีน A, B, C รอบวงกลม
. ผลลพัธจ์ากเครอืงคาํนวณของ Bin(n = 5, p = 0.25)

. แอปพลเิคอชนั Probability Distribution

. กราฟการแจกแจงไคสแควร์ เมือ ν = 2, 10, 20

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Probability Distribution ในการแจกแจงไคสแควร์

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงไคสแควร์

. กราฟการแจกแจงที เมือ ν = 2, 5, 10

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Probability Distribution ในการแจกแจงที

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงที

. กราฟการแจกแจงเอฟ F (ν1 = 5, ν2 = 4) และ F (ν1 = 6, ν2 = 10)

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Probability Distribution ในการแจกแจงเอฟ

. ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคอชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงเอฟ

. กราฟการแจกแจงปกติแสดงพืนที 1− α

. กราฟการแจกแจงทีแสดงพืนที 1− α

. กราฟการแจกแจงไคสแควรแ์สดงพืนที 1− α
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. แสดงหนา้จอเมือนาํเขา้ตวัเลขใสใ่นเมนู : y = a+ bx





บทที
ความรู้พนืฐานเกยีวกับสถติิ

สถิติเกียวขอ้งกบัชีวิตประจาํวนัเราอยูเ่สมอไมว่า่ทางตรงหรอืทางออ้ม เชน่ แมต่อ้งทราบปรมิาณ
การทานอาหารของครอบครวัในแตล่ะมือเพือทีจะไดท้าํเตรยีมอาหารไดเ้พียงพอกบัคนในครอบครวั
หรอืการจดจาํเวลาทีเราเดินทางจากบา้นไปยงัมหาวิทยาลยัในชว่งภาวะการตา่ง ๆ เพือทีจะไดน้าํ
ขอ้มลูทีมีใชใ้นการจดัการเดินทางในครงัถดัไป ใหมี้ประสทิธิภาพมากขนึ เป็นตน้ จะเห็นไดว้า่สถิติ
มีความสาํคญัในการแก้ปัญหาและพฒันากระบวนการบางอยา่งใหดี้ยิงขนึ ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึ
ความรูพื้นฐานเกียวกบัสถิติทีควรทราบ ก่อนจะศกึษาในรายละเอียดอืน ๆ ในบทถดัไป

. ความหมายของสถติิ
คาํวา่ สถติิ ตรงกบัคาํในภาษาองักฤษ Statistics ซงึเป็นคาํทีแปลมาจากศพัท์ Statistik ใน

ภาษาเยอรมนั เป็นคาํทีมีรากศพัท์เดียวกบัคาํวา่ “State” ซงึแปลวา่ “รฐั” มีความหมายถงึขอ้มลู
หรอืขา่วสาร ซงึเป็นประโยชนต์อ่การบรหิารงานของรฐัในดา้นตา่ง ๆ สถิติเรมิรูจ้กัในวงการวิชาการ
ชว่งตน้ศตวรรษที โดยอบัราฮมั เดอ มวัร์ (Abraham de Moive : - ) ไดน้าํเสนอสมการ
การแจกแจงปกติ ซงึตอ่มา คารล์ ฟรีดรชิ เกาส์ (Carl Fredrich Gauss : - ) ก็ไดส้มการ
นีจากการศกึษาเรอืงความคลาดเคลือนในการวดัปรมิาณหลาย ๆ ครงั ในปัจจบุนัมีนกัวิชาการให้
ความหมายของคาํวา่สถิติไวห้ลายความหมาย เช่น

. สถิติหมายถงึตวัเลขทีแสดงขอ้เท็จจรงิเกียวกบัเรอืงใดเรอืงหนงึ เชน่
• สถิติทีแสดงปรมิาณนาํฝนในกรุงเทพมหานครในเดือนมกราคม พ.ศ.
• สถิติอบุตัิเหตทีุเกิดในประเทศไทย พ.ศ.
• สถิตินกัเรยีนทีมาสายของโรงเรยีนแหง่หนงึในปีการศกึษา

. สถิติหมายถงึคา่ตวัเลขทีคาํนวณไดจ้ากขอ้มลูกลุม่ตวัอยา่ง คา่ทีคาํนวณไดอ้อกมานนัเรยีก
วา่ คา่สถิติ เชน่ คา่เฉลียเลขคณิต คา่มธัยฐาน คา่ฐานนิยม และคา่สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
เป็นตน้

. สถิติหมายถงึศาสตร์ทีวา่ดว้ยการเก็บรวมรวมขอ้มลู การนาํเสนอขอ้มลู และการวิเคราะห์
ขอ้มลู



บทที . ความรูพ้นืฐานเกยีวกบัสถติิ
จากความหมายของสถิติ จะเห็นวา่การตดัสนิใจดา้นตา่ง ๆ ไม่วา่จะเป็นองคก์รของรฐั หรอื

เอกชน หรอืหน่วยงานตา่ง ๆ จาํเป็นตอ้งใช้ขอ้มลูทางสถิติเขา้มาชว่ยในการตดัสนิใจเพือใหก้าร
ตดัสนิใจนนัถกูตอ้งมากยิงขนึ เชน่สาขาวิชาคณิตศาสตร์ของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ ตอ้งการจะ
เพิมอาจารยใ์นสาขา จะพิจารณาจากอตัราจาํนวนอาจารยต์อ่นกัศกึษาตามเกณฑส์าํนกังานคณะ
กรรมการอดุมศกึษา (สกอ.) คือ : นนัคืออาจารย์ คน ตอ่นกัศกึษา คน จากขอ้มลูของสาขา
พบวา่มีอตัราสว่น : ดงันนั สาขาวิชาตอ้งเพิมอาจารยใ์นสาขาใหไ้ดส้ดัสว่นตามเกณฑม์าตรฐาน
เป็นตน้

สถิติแบง่ออกเป็น ประเภทคือ สถิติเชิงพรรณา และ สถิติเชิงอนมุาน ซงึจะกลา่วรายละเอียด
ในหวัขอ้การวิเคราะหข์อ้มลู

. ข้อมูลทางสถติิ
ข้อมูล (Data) คือ สงิทีแสดงถงึลกัษณะของขอ้เท็จจรงิเกียวกบับคุคล สงิของหรอืเหตกุารณ์

ในรูปแบบของตวัเลข ภาพ ตวัอกัษร และสญัลกัษณต์า่ง ๆ ซงึอาจเป็นตวัเลขหรอืไม่ก็ได้ และตอ้ง
จาํนวนมากพอทีจะแสดงลกัษณะของเรอืงนนัได้ เชน่ อายุ นาํหนกั ความสงู รายได้ เพศ ระดบัการ
ศกึษา อาชีพ เป็นตน้ ขอ้มลูทีเก็บรวบรวมมาไดเ้รยีกวา่ ข้อมูลดบิ (raw data) จากนนัจะนาํขอ้มลู
ไปวิเคราะหแ์ละประมวลผลตอ่ไป ซงึจะเรยีกวา่ สารสนเทศ (Information) ดงันนัสารสนเทศหมาย
ถงึ ขอ้มลูไดผ้า่นการเปลยีนแปลงหรอืมีการประมวลผลหรอืวิเคราะหส์รุปผลดว้ยวิธีการตา่ง ๆ

แสดงตวัอยา่งดงันี
ตารางที . : ตวัอยา่งขอ้มลูดิบและสารสนเทศ

ขอ้มลูดิบ สารสนเทศ
- คะแนนนกัเรยีนในหอ้ง - นกัเรยีนสว่นใหญ่ในหอ้งนีมีคะแนนสงูกวา่เกณฑ์
- รายไดข้องครูในพืนที กทม. - ครูในพืนที กทม. มีรายไดเ้ฉลยี , ตอ่เดือน
- จาํนวนพายทีุผดัผา่นประเทศไทย - โดยเฉลียแลว้พายจุะผดัผา่นประเทศไทยปีละ ครงั
- จาํนวนคนทีกดไลคเ์ฟสบคุ - คนทีกดไลคเ์พจแมทโคตรสว่นใหญ่มีอายชุว่ง - ปี

ขอ้มลูทีนาํมาวิเคราะหป์ระกอบดว้ยขอ้มลูหลายประเภท อาจพิจารณาตามลกัษณะตา่ง ๆ ดงันี

แบง่ตามลักษณะของข้อมูล

. ข้อมูลเชิงปริมาณ (Quantitative data) คือขอ้มลูทีวดัคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย จงึแสดงเป็น
ตวัเลข เชน่ รายได้ นาํหนกั สว่นสงู คะแนนสอบ อายุ เป็นตน้ แบง่ออกเป็น แบบคือ

. ข้อมูลแบบไม่ต่อเนือง (Discrete data) หมายถงึขอ้มลูทีมีคา่เป็นจาํนวนเตม็หรอื
จาํนวนนบั

. ข้อมูลแบบต่อเนือง (Continunous data) หมายถงึขอ้มลูทีมีคา่ได้ทกุคา่ในชว่งที
กาํหนดทีมีความหมาย
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แสดงตวัอยา่งดงันี
ตารางที . : ตวัอยา่งขอ้มลูแบบไมต่อ่เนืองและขอ้มลูแบบตอ่เนือง

ขอ้มลูแบบไมต่อ่เนือง ขอ้มลูแบบตอ่เนือง
- จาํนวนใขไ่ก่ในตะกรา้ - นาํหนกัของไขไ่ก่ ฟอง
- จาํนวนเดก็ในหอ้งเรยีน - สว่นสงูของนกัเรยีน
- จาํนวนพายทีุผดัผา่นในฤดกูาลหนงึ - ความเรว็ลม
- จาํนวนคนทีกดไลคเ์ฟสบคุ - อณุหภมิูของนาํ

. ข้อมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative data) หรอืขอ้มลูจาํแนกประเภท (Categorical data) หรอื
บางครงัเรยีกวา่ขอ้มลูเชิงกลุม่เป็นขอ้มลูทีไม่สามารถระบุคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย มกัจะเป็น
ขอ้ความ เชน่ ระดบัการศกึษา การนบัถือศาสนา เพศ เป็นตน้

แบง่ตามแหล่งทมีาของข้อมูล

. ข้อมูลปฐมภมูิ (Primary data) คือขอ้มลูทีเก็บรวบรวมดว้ยตวัเองหรอืจากแหลง่ทีใหข้อ้มลู
โดยตรง เชน่ การทดลอง การสอบถาม การทาํสาํมะโน การสมัภาษณ์ เป็นตน้ ขอ้มลูปฐมภมิู
จะเป็นขอ้มลูทีมีรายละเอียดตรงตามทีผูใ้ชต้อ้งการ อาจเสียเวลาและคา่ใชจ้า่ยมาก และเป็น
ขอ้มลูยงัไมท่าํการวิเคราะห์

. ข้อมูลทุตยิภมูิ (Secondary data) คือขอ้มลูทีรวบรวมได้จากแหลง่อืนทีมีผู้รวบรวมไว้ให้
เช่น รายงานตา่ง ๆ ของหน่วยราชการหรอืเอกชน เป็นตน้ ผูใ้ชข้อ้มลูเพียงนาํขอ้มลูมาใชเ้ทา่นนั
จงึประหยดัทงัเวลาและคา่ใชจ้า่ย ดงันนัขอ้มลูทตยุภมิูคือขอ้มลูทีทาํการวิเคราะหเ์บืองตน้มา
แลว้ การนาํขอ้มลูชนิดนีมาใชอ้าจมีรายละเอียดไม่เพียงพอ หรอืไม่ตรงตามตอ้งการ ดงันนัผู้
ใชอ้าจไมท่ราบถงึขอ้ผิดพลาดของขอ้มลู จงึควรระมดัระวงัในการใช้

แสดงตวัอยา่งดงันี
ตารางที . : ตวัอยา่งขอ้มลูปฐมภมิูและขอ้มลูทตุิยภมิู

ขอ้มลูปฐมภมิู ขอ้มลูทตุิยภมิู
- คะแนนทีไดจ้ากการสอบถามเพือน ๆ ในหอ้ง - คะแนนทีไดจ้ากการบนัทกึของครูผูส้อน
- อณุหภมิูของสารตา่ง ๆ ทีไดจ้ากทดลอง - คา่ความชืนในอากาศทีไดจ้ากเวป็ไซค์
- จาํนวนนกัเรยีนทีมาสายในแตล่ะวนั ของกรมอตุนิุยมวิทยา
จากการสงัเกตหนา้โรงเรยีน - นาํหนกัของผูส้งูวยัใน กทม. ทีไดจ้ากสาํนกั

สถิติแหง่ชาติ

หากตอ้งการทราบขอ้มลูทางสถิติบางอยา่ง เชน่ รายได้ของคนไทย สงิแรกทีตอ้งทาํคือการ
สาํรวจหรอืเก็บขอ้มลูของรายไดข้องคนไทย จะเรยีกคนไทยทกุคนวา่ ประชากร (Population) ของ
การสาํรวจในครงันี ถา้สนใจนาํหนกัของนกัเรยีนในกรุงเทพมหานคร ประชากรคือ นกัเรยีนทกุคนใน
กรุงเทพมหานคร ดงันนัประชากรในทางสถิติจงึมีความหมายกวา้งกวา่ความคาํวา่ประชากรโดย
ทวัไป ดงัจะนิยามดงันี



บทที . ความรูพ้นืฐานเกยีวกบัสถติิ

บทนิยาม . . ประชากร คือเซตของคา่สงัเกตทงัหมดในการทดลอง หรอืในการสาํรวจทางสถิติ
จาํนวนของคา่สงัเกตทงัหมดของประชากร คือตวัเลขทีบอกขนาดของประชากร เชน่สาํรวจคะแนน

สอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนชนั ม. ของโรงเรยีนแหง่หนงึทีมีจาํนวนทงัหมด คน จะได้
วา่ขนาดของประชากรในการสาํรวจครงันีคือ ประชากรอาจแบง่ตามขนาดได้ ชนิดคือ

. ประชากรทมีีจาํนวนแน่นอน (Finite population) เช่น จาํนวนรถโดยสารประจาํทางในกรุง
เกพมหานคร จาํนวนนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏั
สวนสนุนัทา เป็นตน้

. ประชากรทมีีจาํนวนอนันต์ (Infinite population) เชน่ จาํนวนขา้วทีเก็บเกียวไดใ้นปีหนงึ ๆ
และจาํนวนครงัทีทอดลกูเตา๋จนไดแ้ตม้ เป็นตน้

จะห็นวา่การเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุหน่วยในประชากรทีมีขนาดใหญ่ อาจเกิดความยุง่ยาก ใช้
เวลามากและคา่ใชจ้า่ยสงู ผูว้ิจยัอาจเก็บขอ้มลูบางสว่นของประชากร ซงึจะเรยีกวา่ตัวอย่าง (Sample)
เชน่ ตอ้งการหาอายเุฉลยีของประชากรไทย ประชากรคือคนไทยทกุคน ตวัอยา่งคือคนไทยบางสว่น
ทีถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง หรอืนิยามไดด้งันี
บทนิยาม . . ตัวอย่าง คือเซตยอ่ยของประชากรทีไมใ่ช่เซตวา่ง

การเก็บรวบรวมขอ้มลูเพือนาํมาวิเคราะห์ อาจประกอบดว้ยขอ้มลูปฐมภมิู และขอ้มลูทตุิยภมิู
โดยขอ้มลูทีไดอ้าจเป็นขอ้มลูเชิงปรมิาณ และเชิงคณุภาพ ในกรณีการใช้ขอ้มลูปฐมภมิูหนว่ยงาน
จะเป็นผูเ้ก็บขอ้มลู ซงึมีวิธีเก็บรวบรวม วิธีดงันี

. การเก็บรวบรวมขอ้มลูจากทะเบียนหรอืการบนัทกึ
คือการจดบนัทกึหรอืงานทะเบียนของหน่วยงาน หรอืองคก์รตา่ง ๆ เชน่ การบนัทกึจาํนวน
นกัเรยีนทีมาเรยีนในแตล่ะวนั ของโรงเรยีนแหง่หนงึ การบนัทกึขอ้มลูผูม้ารกัษาในโรงพยาบาล
แหง่หนงึ เชน่ อายุ เพศ และหมู่เลือด เป็นตน้ หา้งสรรพสนิคา้จาํบนัทกึยอดขายของสนิคา้
แตล่ะแผนกทกุวนั

. การเก็บรวมรวมขอ้มลูโดยการสาํรวจ
ทาํได้ แบบคือ
. การทาํสาํมะโน (Census) คือขอ้มลูทีเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุ ๆ หน่วยของประชากร
. การสาํรวจด้วยตัวอย่าง (Sample survey) คือการเก็บขอ้มลูบางหน่วยทีเลือกมาเป็น

ตวัแทนจากทกุ ๆ หน่วยของประชากร
. การเก็บรวบรวมขอ้มลูโดยการทดลอง
ในบางครงัเรอืงทีเราสนใจไม่สามารถทาํการสาํรวจได้ แต่ตอ้งเก็บขอ้มลูโดยทาํการทดลอง
เช่น เปรยีบเทียบการสอนวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงจาํนวนเตม็ รูปแบบ หรอืศกึษาผลสมัฤทธิ
ของวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงพืนทีผิวและปรมิาตรของนกัเรยีนชนั ม. โรงเรยีนแหง่หนงึโดยใช้
สือประสมรว่มกบัโปรแกรม GeoGebra

การเก็บรวบรวมขอ้มลูทาํไดห้ลายแบบ เช่น
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. การสมัภาษณ์ (Interview)
การสง่พนกังานไปสมัภาษณห์น่วยตา่ง ๆ ในประชากรหรอืตวัอยา่ง พนกังานจะเป็นผูจ้ดบนัทกึ
คาํตอบในแบบสอบถาม

. การสง่ไปรณีย์ (Mail)
การสง่แบบสอบถามทางไปรษณียไ์ปใหผู้ต้อบแบบสอบถามทีถกูเลือก เมือผูต้อบแบบสอบถาม
แลว้ใหส้ง่คืนมาทางไปรษณีย์

. การทอดแบบ
การนาํแบบสอบถามไปใหผู้ต้อบ แลว้นดัมารบัแบบสอบถามคืน

. โทรศพัท์
พนกังานใชโ้ทรศพัทไ์ปสอบถามผูต้อบ หรอืผูที้ถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง

. การชงั ตวง วดั หรอืนบั
การศกึษาขอ้มลูบางเรอืงทีตอ้งการตวัเลขทีแน่นอน เชน่นาํหนกัของเดก็แรกเกิด ขนาดขแง
แปลงเพราะปลกู จงึตอ้ง ชงั ตวง วดั หรอืนบั จงึจะไดข้อ้มลูทีถกูตอ้ง

. การสงัเกต
การเก็บรวบรวมขอ้มลูทีพนกังานสนามตอ้งไปสงัเกตการณใ์นปฏิกิรยิาตา่ง ๆ สว่นใหญ่วิธีนี
จะใชเ้มือไม่สามารถใชว้ิธีอืนได้ เชน่การสงัเกตความพอใจในรสชาติของกาแฟยีหอ้หนงึ การ
สงัเกตความพงึพอใจตอ่การจดัการเรยีนการสอนของวิชาหนงึ เป็นตน้
หลงัจากการเก็บรวบรวมขอ้มลู จะตอ้งทาํการวิเคราะหข์อ้มลูเพือนาํไปสรุปผล การวิเคราะห์

ขอ้มลูอาจแบง่ออกเป็น ชนิดคือ การวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้ และการวิเคราะหข์อ้มลูขนัสงู
. การวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้หรอืเรยีกวา่ สถติิเชิงพรรณา (Descriptive Statistics) เป็นการ
วิเคราะห์ขนัตน้ทีมุง่วิเคราะห์เพือหาลกัษณะกวา้ง ๆ ของขอ้มลูชดุนนั ซงึขอ้สรุปและผลที
ไดจ้ะพรรณนาลกัษณะหรอืแจกแจงขอ้มลูตามทีไดร้วบรวมมาเทา่นนั มกันาํเสนอในรูปของ
ตาราง แผนภาพ แผนภมิู รอ้ยละ เปอรเ์ซน็ไทล์ การแจกแจงความถี การหาคา่เฉลีย เป็นตน้
จะกลา่วในบทที

. การวิเคราะหข์อ้มลูขนัสงูหรอืเรยีกวา่สถติเิชิงอนุมาน (Inferential Statistics) เป็นการวิเคราะห์
ขอ้มลูทีเก็บรวบรวมไดจ้ากตวัอยา่งเพืออา้งอิงไปถงึขอ้มลูทงัหมดหรอืประชากร การวิเคราะห์
ในขนันีไดแ้ก่ การประมาณคา่ การทดสอบสมมติฐาน การวิเคราะหค์วามแปรปรวน เป็นตน้
จะกลา่วในบทที -

การนาํเสนอขอ้มลูสถิติแบง่ออกเป็น แบบ
. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยปราศจากแบบแผน (Informal Presentation)

• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความ
• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความกงึตาราง

. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยมีแบบแผน (Formal Presentation)
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• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยตาราง (Tabular Presentation)
• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยกราฟและรูป (Graphic Presentation)

. การแจกแจงความถี
ในการเก็บรวบรวมคะแนนหรอืขอ้มลูตา่ง ๆ ทีได้จากการวดั เพือให้มีการจดัระเบียบเตรยีม

ขอ้มลูจดัใหเ้ป็นหมวดหมู่ โดยการทาํใหแ้ปลความหรอืนาํไปใชไ้ดง้า่ย เชน่ การเรยีงขอ้มลูจากมาก
ไปหานอ้ยหรอืนอ้ยไปหามาก การทาํตารางแจกแจงความถี การเขียนแผนภาพตน้ใบ เป็นตน้

การสรา้งตารางแจกแจงความถีของขอ้มลูเชิงปรมิาณสงิแรกคือจาํนวนชนัของ การตดัสนิใจวา่
ควรมีจาํนวนชนัเทา่ใดขนึอยูก่บัจาํนวนขอ้มลู ไมค่วรมีนอ้ยเกินไปหรอืมากเกินไป อยา่งไรก็ตามโดย
ทวัไปจะมีอยา่งนอ้ย ชนั แต่ไม่เกิน ชนั กรณีทีขอ้มลูมีการกระจายมาก ๆ ควรกาํหนดชนัให้
นอ้ยเพือไม่ใหบ้างชนัไมมี่ขอ้มลูตกอยู่ในชนันนั และในกรณีทีไม่ทราบวา่จะกาํหนดจาํนวนชนัเป็น
เทา่ใด ให้ k แทนจาํนวนชนั อาจใช้ สูตรของสตรูเกส (Sturges' formula) คาํนวณดงันี

k = 1 + 3.3ℓogN เมือ N เป็นจาํนวนขอ้มลูทงัหมด

ตวัอยา่งการคาํนวณจาํนวนชนัแสดงดงัตารางตอ่ไปนี
ตารางที . : ตวัอยา่งจาํนวนชนัเมือทราบจาํนวนขอ้มลู

จาํนวนขอ้มลู (N) จาํนวนชนั (k)

10 5

15 5

20 6

25 6

30 6

35 7

40 7

จาํนวนขอ้มลู (N) จาํนวนชนั (k)

45 7

50 7

60 7

70 8

80 8

90 8

100 8

ตอ่ไปคือองคป์ระกอบของการสรา้งตารางแจกแจงความถี
. พสัิย (Range) คือผลตา่งระหวา่งขอ้มลูทีมีคา่มากสดุและคา่นอ้ยสดุ เขียนแทนดว้ย R นนั
คือ

R = คา่สงูสดุ − คา่ตาํสดุ

ถา้ขอ้มลูมี N ประกอบไปดว้ย X1, X2, X3, ..., XN กาํหนดให้
Xmax = คา่สงูสดุของขอ้มลู = max{X1, X2, X3, ..., XN}

Xmin = คา่ตาํสดุของขอ้มลู = min{X1, X2, X3, ..., XN}

จะไดว้า่
R = Xmax −Xmin



. . การแจกแจงความถี

. อันตรภาคชัน (Class interval) คือชว่งคะแนนของแตล่ะชนัทีกาํหนดความกวา้งของอนัตรภาค
ชนั เขียนแทนดว้ย I

I =
พิสยั

จาํนวนชนั
=

R

k

โดยที I เป็นจาํนวนเตม็บวก กรณีทีไม่เป็นจาํนวนเตม็ใหใ้ช้จาํนวนเตม็ใกลส้ดุทีมากกวา่คา่
นนั เชน่ . ใหใ้ช้ และ . ใหใ้ช้ เป็นตน้
หมายเหตุ ในกรณีทีผูส้รา้งตารางกาํหนดความกวา้งชนัไวก่้อน จะหาจาํนวนชนัไดจ้าก

k =
R

I

โดยที k เป็นจาํนวนเตม็บวก ถา้ไมเ่ป็นจาํนวนเตม็อาศยัหลกัการเดียวกบัการหา I

. ขีดจาํกัดชัน (Class limit) การคาํนวณขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก (ชนัทีมีคา่ตาํสดุ) ครอบคลมุ
ขอ้มลูทีมีคา่ตาํสดุ และขีดจาํกดับนของชนัสดุทา้ย (ชนัทีมีคา่สงูสดุ) ครอบคลมุขอ้มลูทีมีคา่
มากสดุ อาจใชส้ตูรไดด้งันี

ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก = Xmin −
Ik −R

2

และปัดเศษใหมี้ลกัษณะเหมือนขอ้มลูจรงิ ดงันนั

ขีดจาํกดับนของชนัแรก = ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก + I − 1

. ขอบเขตจาํกัดชัน (Class boundary) การหาขอบเขตชนัจะกาํหนดใหข้อบเขตชนัมีจาํนวน
หลกัหลงัจดุทศนิยมมากกวา่คา่ของขอ้มลูจรงิอยูห่นงึหลกัเสมอ โดยคาํนวนไดจ้าก

ขอบเขตจาํกดัชนั =
ขีดจาํกดับนของชนั + ขีดจาํกดัลา่งของชนัถดัไป

2

มกัใช้ Ui แทนขอบเขตจาํกดับนของชนัที i และ Li แทนขอบเขตจาํกดัลา่งของชนัที i ถา้
ทกุ ๆ ชนัความกวา้งเทา่กนัคือ I จะไดว้า่

I = Ui − Li

. ค่ากงึกลางชัน (Midpoint) คือขอ้มลูทีอยู่ตรงกลางชนันนั มกัใช้ xi แทนจดุกงึกลางของชนั
ที i หาไดจ้าก

xi =
Li + Ui

2

. ความถี (Frequency) คือจาํนวนทีแสดงวา่คา่ทีเป็นไปไดแ้ตล่ะคา่ทีเกิดกีครงั มกัใช้ fi แทน
ความถีของชนัที i หมายถงึจาํนวนคา่ทีเป็นไปไดข้องชนัที i
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ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ของนกัศกึษาจาํนวน 20 คน แสดงดงันี
1 1 1 2 5 8 9 10 10 11

11 12 13 14 15 16 17 18 18 18

จงสรา้งตารางแจกแจงความถีของขอ้มลูชดุนี
. จาํนวน ชนั
แนวคาํตอบ กาํหนดให้ k = 5 จะเห็นวา่ Xmax = 18 และ Xmin = 1 ดงันนัความกวา้งชนัหา
ไดจ้าก

I =
R

k
=

Xmax −Xmin
5

=
18− 1

5
= 3.4 ≈ 4

จะไดว้า่
ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก = 1− 4(5)− 17

2
= −0.5 ≈ 0

ขีดจาํกดับนของชนัแรก = 0 + 4− 1 = 3

ดงันนั
คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั รอยขีด จาํนวนคน

0− 3 ||||
4− 7 |
8− 11 ||||/ |
12− 15 ||||
16− 19 ||||/

. ไมไ่ดก้าํหนดจาํนวนชนั
แนวคาํตอบ เนืองจาก N = 20 จากตาราง . จะไดว้า่ k = 6 ดงันนัความกวา้งชนัหาได้
จาก

I =
R

k
=

Xmax −Xmin
6

=
18− 1

6
= 2.83 ≈ 3

จะไดว้า่
ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก = 1− 3(6)− 17

2
= 0.5 ≈ 1

ขีดจาํกดับนของชนัแรก = 1 + 3− 1 = 3

ดงันนั
คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั รอยขีด จาํนวนคน

1− 3 ||||
4− 6 |
7− 9 ||
10− 12 ||||/
13− 15 |||
16− 18 ||||/



. . การแจกแจงความถี

. กาํหนดความกวา้งแตล่ะชนัเทา่กบั
แนวคาํตอบ กาํหนดให้ I = 5 จะไดจ้าํนวนชนัคือ

k =
R

I
=

Xmax −Xmin
5

=
18− 1

5
= 3.4 ≈ 4

จะไดว้า่
ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก = 1− 5(4)− 17

2
= −0.5 ≈ 0

ขีดจาํกดับนของชนัแรก = 0 + 5− 1 = 4

ดงันนั
คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั รอยขีด จาํนวนคน

0− 4 ||||
5− 9 |||
10− 14 ||||/ ||
15− 19 ||||/ |

ตัวอย่าง . . อณุหภมิู (หน่วยองศาเซลเซียส) ของสสารทงั 30 ชนิด แสดงดงันี
0.5 0.8 1.5 1.6 1.8 1.9 2.0 2.1 2.3 2.5

2.7 3.0 3.3 3.4 3.4 3.5 3.7 3.8 3.9 3.9

4.0 4.0 4.1 4.2 4.2 4.3 4.5 4.8 4.9 5.0

จงสรา้งตารางแจกแจงความถีของขอ้มลูชดุนี
แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลูเป็นจาํนวนเตม็ โดยใชห้น่วย ×10−1 องศาเซลเซียส แสดงขอ้มลู

ในรูปจาํนวนเตม็ดงันี
5 8 15 16 18 19 20 21 23 25

27 30 33 34 34 35 37 38 39 39

40 40 41 42 42 43 45 48 49 50

เนืองจาก N = 30 จากตาราง . ฉะนนั k = 6 จะเห็นวา่ Xmax = 50 และ Xmin = 5 ดงันนั
ความกวา้งชนัหาไดจ้าก

I =
R

k
=

Xmax −Xmin
6

=
50− 5

6
= 7.5 ≈ 8

จะไดว้า่
ขีดจาํกดัลา่งของชนัแรก = 5− 8(6)− 45

2
= 3.5 ≈ 4

ขีดจาํกดับนของชนัแรก = 4 + 8− 1 = 11

ดงันนั
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อณุหภมิู (×10−1 องศาเซลเซียส) รอยขีด จาํนวนสสาร

4− 11 ||
12− 19 ||||
20− 27 ||||/
28− 35 ||||/
36− 43 ||||/ ||||/
44− 51 ||||

หรอือาจสรา้งตารางในหนว่ยองศาเซลเซียสไดด้งันี
อณุหภมิู (องศาเซลเซียส) รอยขีด จาํนวนสสาร

0.4− 1.1 ||
1.2− 1.9 ||||
2.0− 2.7 ||||/
2.8− 3.5 ||||/
3.6− 4.3 ||||/ ||||/
4.4− 5.1 ||||

ข้อสังเกตในการกาํหนดจาํนวนและความกว้างของอันตรภาคชัน
. ความกวา้งของแตล่ะอนัตรภาคชนัไม่จาํเป็นตอ้งเทา่กนั ขนึอยู่กบัวตัถปุระสงค์ของการใช้
ขอ้มลู

. คา่ทีสงัเกตไดบ้างคา่อาจตา่งไปจากคา่อืนมาก เชน่ ในการสอบครงัหนงึมีผูส้อบได้ คะแนน
ในขณะทีคนอืน ไดค้ะแนน มากกวา่ คะแนน ควรกาํหนดอนัตรภาคชนัแรกเป็นอนัตรภาค
ชนัเปิด (Open-EndedClass Interval) ดงัตวัอยา่ง ตารางแสดงจาํนวนผูป่้วยของโรงพยาบาล
แหง่หนงึ จาํแนกตามระยะเวลาป่วย เป็นดงันี

ระยะเวลาป่วย (วนั) จาํนวนผูป่้วย (คน)
นอ้ยกวา่ 7 วนั 444, 250

7− 14 51, 210

15− 30 24, 105

31− 60 17, 220

61− 90 34, 550

มากกวา่ 90 วนั 11, 150

รวม 182, 485

จากตวัอยา่งนีจะเห็นไดช้ดัวา่ความกวา้งของแตล่ะอนัตรภาคชนัไม่เทา่กนั และมีอนัตรภาค
ชนัเปิด

. การกาํหนดจาํนวนอนัตรภาคชนัในการสรา้งตารางแจกแจงความถีไมมี่กฎเกณฑแ์น่นอนตายตวั
ขนึอยู่กบัลกัษณะการกระจายของขอ้มลูรายละเอียดของขอ้มลูทีตอ้งการทราบดว้ย เชน่ ถา้
คา่ทีสงัเกตไดมี้ความแตกตา่งกนัมากมกัจะกาํหนดใหมี้อนัตรภาคชนันอ้ย เพือไมใ่หมี้อนัตรภาค
ชนัทีมีความถีเป็นศนูย์หรอืหากตอ้งการทราบรายละเอียดของขอ้มลูอยา่งละเอียดก็ควรกาํ
หนดใหมี้จาํนวนอนัตรภาคชนัมาก



. . ฮสิโทแกรม

. ฮสิโทแกรม
ฮสิโทแกรม (Histogram) คือกราฟทีแสดงถงึการกระจายของขอ้มลู มีลกัษณะเป็นรูปสเีหลยีม

มมุฉากวางเรยีงติดตอ่กนับนแกนนอนโดยมีแกนนอนแทนคา่ของตวัแปร ความกวา้งของรูปสีเหลียม
มมุฉากแทนความกวา้งของอนัตรภาคชนั ความสงูของรูปสีเหลียมมมุฉากจะแสดงความถี

รูปหลายเหลียมความถี (Frequency Polygon) คือรูปกราฟหลายเหลียมทีเกิดจากการโยงจดุ
กงึกลางของยอดแทง่ของสีเหลียมของฮิสโทแกรมดว้ยเสน้ตรง หรอืแผนภมิูเสน้ทีแสดงความถีของ
คะแนนแตล่ะชนั โดยเพิมฮิสโทแกรมอีก ชนัคือชนัตาํสดุและชนัสงูสดุมีคา่ความถีเทา่กบั

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึแสดงตารางแจกแจงความถีดงันี

คะแนน ความถี (คน) ขอบเขตจาํกดัลา่ง−ขอบเขตจาํกดับน คา่กงึกลาง
6− 10 4 5.5− 10.5 8

11− 15 5 10.5− 15.5 13

16− 20 10 15.5− 20.5 18

21− 25 8 20.5− 25.5 23

26− 30 3 25.5− 30.5 28

จงสรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลยีมความถีของขอ้มลูชดุนี

แนวคาํตอบ สรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลียมความถี ไดด้งันี

คะแนน

ความถี (คน)

0.5 5.5 10.5 15.5 20.5 25.5 30.5 35.5
0

2

4

6

8

10

ตัวอย่าง . . นาํหนกัของนกัเรยีนชนัอนบุาลของโรงเรยีนแหง่หนงึ เมือนาํไปสรา้งตารางแจงแจง
ความถีทีมีความกวา้งเทา่กนัทกุชนัคือ โดยมีขีดจาํกดัลา่งชนัแรก กิโลกรมั สรา้งไดท้งัหมด ชนั
เรยีงจากนอ้ยไปมาก โดยมีจาํนวนนกัเรยีนแตล่ะชนั , , , , ตามลาํดบั จงสรา้งฮิสโทแกรม
ของขอ้มลูชดุนี

แนวคาํตอบ จากขอ้มลูเบืองตน้นาํไปสรา้งตารางแจกแจงความถีไดด้งันี
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นาํหนกั (กก.) ความถี (คน) ขอบเขตจาํกดัลา่ง−ขอบเขตจาํกดับน
4− 8 4 3.5− 8.5

9− 13 8 8.5− 13.5

14− 18 5 13.5− 18.5

19− 23 3 18.5− 23.5

24− 28 2 23.5− 28.5

สรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลยีมความถี ไดด้งันี

นาํหนกั (กก.)

ความถี (คน)

3.5 8.5 13.5 18.5 23.5 28.5
0

2

4

6

8

10

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูเวลา (นาที) ทีใช้ในการเดินทางมาโรงเรยีนกบัจาํนวนนกัเรยีนแสดงดว้ยรูป
หลายเหลยีมความถีดงันี

เวลา (นาที)

ความถี (คน)

5 10 15 20 25 30 35 40
0

4

8

12

16

20

. จงหาจาํนวนชนัและความกวา้งของอนัตรภาคชนั

. จงหาจาํนวนนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่นี

. นกัเรยีนทีใชเ้วลาเดินทางมาโรงเรยีนนอ้ยกวา่ นาทีมีกีเปอรเ์ซน็ต์
แนวคาํตอบ จากรูปหลายเหลียมความถี คูอ่นัดบั (จดุกงึกลางชนั, จาํนวนนกัเรยีน) โดยไมพิ่จารณา
ความถีเป็น ประกอบดว้ย
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(10, 4), (15, 18), (20, 15), (25, 8) และ (30, 5)

ดงันนัจาํนวนชนัเทา่กบั ความกวา้งของอนัตรภาคชนัเทา่กบั 15− 10 = 5

และจาํนวนนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่นี 4 + 18 + 15 + 8 + 5 = 50 คน
พิจารณา

ขอบเขตจาํกดับนชนัทีสาม =
15 + 20

2
= 17.5

ดงันนันกัเรยีนทีใชเ้วลาเดินทางมาโรงเรยีนนอ้ยกวา่ นาทีอยู่ในชนัที และ มีจาํนวนเทา่กบั
4 + 18 = 22 คิดเป็น

22

50
× 100 = 44%

บางครงัเมือสรา้ง รูปหลายเหลียมความถีแลว้สามารถปรบัเสน้โคง้ความถีให้เรยีบได้เรยีกวา่
เส้นโค้งความถี (Frequency curve) ซงึจะแสดงถงึลกัษณะขอ้มลู เสน้โคง้ความถีอาจอยู่ในรูป
แบบตา่ง ๆ ดงันี

รูปที . : รูปแบบตา่ง ๆ ของเสน้โคง้ความถี

เบท้างซา้ย
(Left-Skewed)

สมมาตร
(Symmetric)

เบท้างขวา
(Right-Skewed)

รูปตวั J
(J-Shaped)

รูปตวั J กลบัขา้ง
(Reverse J-Shaped )

รูปตวั U
(U-Shaped)

ยนิูฟอรม์
(Uniform)

ทวิฐานนิยม
(Bimodal)

พหฐุานนิยม
(Multimodal)
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ความถสีะสม (Cumulative frequency) คือผลรวมความถีของอนัตรภาคชนันนักบัความถีของ
ทกุ ๆ อนัตรภาคชนัทีอยู่ตาํกวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่งหนงึ มกัใช้ Fi แทนความถีสะสมของ
ชนัที i ความถสัีมพทัธ์ (Relative frequency) คือความถีของอนัตรภาคชนันนัหารดว้ยผลรวมของ
ความถีทงัหมด ความถสีะสมสัมพทัธ์ (Cumulative relative frequency) คือผลรวมความถีสะสม
ของอนัตรภาคชนันนักบัความถีสะสมของทกุ ๆ อนัตรภาคชนัทีอยู่ตาํกวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่ง
หนงึ หรอือาจบอกในรูปรอ้ยละหรอืเปอรเ์ซน็ตเ์มือคณูดว้ย

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึแสดงตารางแจกแจงความถีดงันี

คะแนน ความถี (คน)
6− 10 3

11− 15 5

16− 20 15

21− 25 10

26− 30 7

จากตารางแจกแจงความถีจงหาความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์ และรอ้ยละความถีสะสมสมัพทัธ์
แนวคาํตอบ

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์ รอ้ยละความถีสะสมสมัพทัธ์
6− 10 3 3 3

40
= 0.075 3

40
× 100 = 7.5

11− 15 5 8 5
40

= 0.125 8
40

× 100 = 20

16− 20 15 23 15
40

= 0.375 23
40

× 100 = 57.5

21− 25 10 33 10
40

= 0.250 33
40

× 100 = 82.5

26− 30 7 40 7
40

= 0.175 40
40

× 100 = 100

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึมีบางสว่นถกูนาํเสนอในตารางตอ่ไปนี

อนัตรภาคชนั ความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์
2− 6

7− 11 11 0.2

12− 16 14

17− 21 6 0.3

จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
แนวคาํตอบ ใหข้อ้มลูชดุนีมี N จาํนวน จากความถีสมัพทัธข์องชนัสดุทา้ยจะไดว้า่

6

N
= 0.3

ฉะนนั N = 20 ถา้ให้ x แทนความถีชนัที จะไดว้า่ x

20
= 0.2 นนัคือ x = 4

พิจารณาคา่ตา่ง ๆ ไดด้งันี
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อนัตรภาคชนั ความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์
2− 6 11− 4 = 7 7 7

20
= 0.35

7− 11 x = 4 11 0.2

12− 16 14− 11 = 3 14 3
20

= 0.15

17− 21 6 N = 20 0.3

ดงันนัเติมตารางใหส้มบรูณไ์ดด้งันี
อนัตรภาคชนั ความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์

2− 6 7 7 0.35

7− 11 4 11 0.2

12− 16 3 14 0.15

17− 21 6 20 0.3

เส้นโค้งความถีสะสม (Cumulative frequency curve) หรือเส้นโค้งโอจฟี (Ogive curve)
เป็นโคง้ทีแสดงความถีสะสมของขอ้มลูตงัแตค่า่ตาํสดุถงึคา่สงูสดุ หลกัการเขียนเสน้โคง้ของความถี
สะสมทาํไดด้งันี

. ใหแ้กนนอนเป็นคะแนน และแกนตงัเป็นความถีสะสม

. หาตาํแหน่งของจดุ (ขอบเขตจาํกดับน, ความถีสะสม) ของอนัตรภาคชนัแตล่ะชนัทีไมใ่ช่ชนั
แรก โดยชนัแรกใหใ้ชจ้ดุ (ขอบเขตจาํกดัลา่งชนัแรก, )

. ลากเสน้เชือมแตล่ะจดุทีติดกนั แลว้ปรบัโคง้ใหเ้รยีบ
ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึแสดงตารางแจกแจงความถีดงันี

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
6− 10 4 4

11− 15 5 9

16− 20 10 19

21− 25 8 27

26− 30 3 30

จงสรา้งเสน้โคง้ความถีสะสมของขอ้มลูชดุนี
แนวคาํตอบ พิจารณาคูอ่นัดบั (ขอบเขตจาํกดับน, ความถีสะสม) ดงัตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน (ความถีสะสม) (ขอบเขตจาํกดับน, ความถีสะสม)
นอ้ยกวา่ 5.5 0 (5.5, 0)

นอ้ยกวา่ 10.5 4 (10.5, 4)

นอ้ยกวา่ 15.5 9 (15.5, 9)

นอ้ยกวา่ 20.5 19 (20.5, 19)

นอ้ยกวา่ 25.5 27 (25.5, 27)

นอ้ยกวา่ 30.5 30 (30.5, 30)
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นาํคูอ่นัดบัดงักลา่วเขียนกราฟไดด้งันี

คะแนน

ความถีสะสม

5.5 10.5 15.5 20.5 25.5 30.5 35.5
0

5

10

15

20

25

30

จากนนัปรบัโคง้ใหเ้รยีบไดด้งันี

คะแนน

ความถีสะสม

5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

20

25

30



. . ฮสิโทแกรม

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูอายขุองชมุชนแหง่หนงึ แสดงดว้ยเส้นโค้งโอจพีดงันี

อายุ (ปี)

จาํนวนคนสะสม (คน)

5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

20

25

30

35

40

จงหาชว่งอายุทีมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีสงูสดุ) และจงประมาณอายุของคนลาํดบัที เมือ
เรยีงอายจุากนอ้ยไปมาก

แนวคาํตอบ จากเสน้โคง้โอจีพ จะเห็นวา่ (10.5, 5) และ (15.5, 20) เป็นจดุบนกราฟทีหา่งกนั
มากทีสดุ ดงันนัช่วงอายทีุมีจาํนวนคนสงูสดุคือ - ปี มีจาํนวน 20 − 5 = 15 คน และเมือลาก
เสน้แนวนอนที คน ไปตดัเสน้โคง้โอจีพ ดงักราฟ

อายุ (ปี)

จาํนวนคนสะสม (คน)

5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

20

25

30

35

40

จะไดว้า่ ลาํดบัที เมือเรยีงอายจุากนอ้ยไปมากมีอายปุระมาณ . ปี
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. แผนภาพต้น-ใบ
ในการจดัขอ้มลูทีมีอยู่ใหเ้ป็นกลุม่ ๆ เพือความสะดวกในการนาํไปวิเคราะหข์อ้มลูอาจทาํไดโ้ดย

ใชต้ารางแจกแจงความถีและใชก้ราฟ เชน่ การสรา้งฮิสโทแกรม จะเห็นวา่วิธีดงักลา่วอาจทาํใหไ้ม่
สามารถบอกไดว้า่ขอ้มลูทีมีอยูมี่คา่ใดบา้ง เนืองจากไดจ้ดัแบง่ขอ้มลูทีมีอยูเ่ป็นช่วง ๆ

การจดัขอ้มลูเป็นกลุม่มีอีกวิธีหนงึคือการสรา้งแผนภาพเพือแจกแจงความถีและวิเคราะหข์อ้มลู
เบืองตน้ไปพรอ้มกนัคือ แผนภาพต้น-ใบ (stem and leaf diagram) ซงึทาํไดด้งัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . นาํหนกัของนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน 20 คน ดงันี
34 35 36 38 39 39 40 40 41 42

42 43 44 45 46 50 51 51 52 54

แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น 3 กลุม่คือ
กลุม่ที 1 คือนาํหนกัตงัแต่ 30− 39 ประกอบดว้ย 34, 35, 36, 38, 39, 39

กลุม่ที 2 คือนาํหนกัตงัแต่ 40− 49 ประกอบดว้ย 40, 40, 41, 42, 42, 43, 44, 45, 46

กลุม่ที 3 คือนาํหนกัตงัแต่ 50− 59 ประกอบดว้ย 50, 51, 51, 52, 54

ตน้ ใบ

3 4 5 6 8 9 9

4 0 0 1 2 2 3 4 5 6

5 0 1 1 2 4

เขียนไดอี้กแบบคือ

3 4 5 6 8 9 9

4 0 0 1 2 2 3 4 5 6

5 0 1 1 2 4

ตัวอย่าง . . คะแนนของวิชาคณิตศาสตรแ์ละฟิสกิสข์องนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน 20

คน ดงันี
วิชาคณิตศาสตร์

12 15 16 22 23 24 26 30 31 33

33 35 35 39 40 41 42 44 44 45

วิชาฟิสกิส์
10 11 15 19 20 21 21 23 25 27

29 32 35 35 36 37 38 40 45 49
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แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูวิชาคณิตศาสตรอ์อกเป็น 4 กลุม่คือ
กลุม่ที 1 คือนาํหนกัตงัแต่ 10− 19 ประกอบดว้ย 12, 15, 16

กลุม่ที 2 คือนาํหนกัตงัแต่ 20− 29 ประกอบดว้ย 22, 23, 24, 26

กลุม่ที 3 คือนาํหนกัตงัแต่ 30− 39 ประกอบดว้ย 30, 31, 33, 33, 35, 35, 39

กลุม่ที 4 คือนาํหนกัตงัแต่ 40− 49 ประกอบดว้ย 40, 41, 42, 44, 44, 45

แบง่ขอ้มลูวิชาฟิสกิสอ์อกเป็น 4 กลุม่คือ
กลุม่ที 1 คือนาํหนกัตงัแต่ 10− 19 ประกอบดว้ย 10, 11, 15, 19

กลุม่ที 2 คือนาํหนกัตงัแต่ 20− 29 ประกอบดว้ย 21, 20, 23, 25, 21, 29, 27

กลุม่ที 3 คือนาํหนกัตงัแต่ 30− 39 ประกอบดว้ย 32, 35, 35, 36, 37, 38

กลุม่ที 4 คือนาํหนกัตงัแต่ 40− 49 ประกอบดว้ย 40, 45, 49

ใบ (วิชาคณิตศาสตร)์ ตน้ ใบ (วิชาฟิสกิส)์

6 5 2 1 0 1 5 9

6 4 3 2 2 0 1 1 3 5 7 9

9 5 5 3 3 1 0 3 2 5 5 6 7 8

5 4 4 2 1 0 4 0 5 9

เขียนไดอี้กแบบคือ

วิชาคณิตศาสตร์ วิชาฟิสกิส์

6 5 2 1 0 1 5 9

6 4 3 2 2 0 1 1 3 5 7 9

9 5 5 3 3 1 0 3 2 5 5 6 7 8

5 4 4 2 1 0 4 0 5 9
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. แผนภาพจุด
แผนภาพจุด (Dot Plot) เป็นรูปแบบหนงึของการนาํเสนอขอ้มลูเชิงปรมิาณทีทาํไดไ้ม่ยาก โดย

จะเขียนจดุแทนขอ้มลูแตล่ะตวัไว้เหนือเสน้ในแนวนอนทีมีสเกลให้ตรงกบัตาํแหน่งทีแสดงคา่ของ
ขอ้มลูนนั แผนภาพจดุชว่ยใหเ้ห็นภาพรวมของขอ้มลูไดร้วดเรว็กวา่การพิจารณาจากขอ้มลูโดยตรง
โดยเฉพาะอยา่งยิงเมือสนใจจะพิจารณาลกัษณะของขอ้มลูวา่มีการกระจายมากนอ้ยเพียงใด
ตัวอย่าง . . จงสรา้งภาพจดุของคะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ทีมีคะแนนดงัตอ่ไปนี

แนวคาํตอบ นาํคะแนนแทนในแผนภาพไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งเรยีนหนงึ ปรากฎดงันี
ลาํดบัที วนัเกิด

อาทิตย์
จนัทร์
อาทิตย์
องัคาร
พธุ

ลาํดบัที วนัเกิด
เสาร์
ศกุร ์
อาทิตย์
พฤหสับดี
พฤหสับดี

ลาํดบัที วนัเกิด
ศกุร ์
จนัทร์
อาทิตย์
ศกุร ์
พฤหสับดี

จงสรา้งภาพจดุแสดงวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งนี
แนวคาํตอบ นาํวนัเกิดแทนในแผนภาพไดด้งันี

อาทิตย์ จนัทร์ องัคาร พธุ พฤหสับดี ศกุร ์ เสาร์
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สรุป
ความรูพื้นฐานเกียวกบัสถิติประกอบดว้ยความหมายของสถิติซงึหมายถงึตวัเลขทีแสดงขอ้เท็จ

จรงิเกียวกบัเรอืง ๆ หนงึ หรอืหมายถงึศาสตรที์วา่ดว้ยการเก็บรวบรวมขอ้มลู เป็นตน้ ขอ้มลูทางสถิติ
คือสงิทีแสดงถงึลกัษณะขอ้เท็จจรงิเกียวกบับคุคล สงิของหรอืเหตกุารณ์ ซงึอาจแบง่ไดต้ามลกัษณะ
ของขอ้มลู ได้ แบบ คือขอ้มลูเชิงปรมิาณ และขอ้มลูเชิงคณุภาพ ถา้แบง่จากแหลง่ทีมาคือ ขอ้มลู
ปฐมภมิู และขอ้มลูทตุิยภมิู จากนนักลา่วถงึ ประชากรซงึคือเเซตของคา่สีงเกตทีุสนใจ และตวัอยา่ง
คือเซตยอ่ยของประชากร ถดัจากนนักลา่วถงึการสาํรวจซงึทาํได้ แบบ คือสาํรวจทงัประชากรเรยีก
วา่ การทาํสาํมโน และการสาํรวจบางสว่นคือ การสาํรวจดว้ยตวัอยา่ง ถา้มีขอ้มลูเชิงปรมิาณเราอาจ
นาํไปแบง่เป็นกลุม่ ๆ เรยีกวา่การแจกแจงความถี แลว้นาํขอ้มลูจากตารางแจกแจงความถีไปสรา้ง
ฮิสโทรแกรมและเสน้โคง้ความถี เพือดกูารกระจายของขอ้มลูในเบืองตน้ อาจไดก้ราฟสมมาตร หรอื
ไม่สมมาตร ถา้กราฟทีสมมาตรเราจะเรยีกวา่ขอ้มลูมีการแจกแจงปกติ สดุทา้ยกลา่วถงึการสรา้ง
แผนภาพตน้-ใบ จากขอ้มลูเชิงปรมิาณทีมีหลกัสบิซาํกนั และการสรา้งแผนภาพจดุเพือนาํเสนอ
ขอ้มลูทีซาํกนัแตมี่จาํนวนไมม่ากนกั เหมาะทงัขอ้มลูเชิงปรมิาณและเชิงคณุภาพ

แบบฝึกหดับทที
. ความหมายของคาํวา่สถิติทีเหมาะสมทีสดุสาํหรบัคณุคือความหมายใด เพราะเหตใุด
. จงยกตวัอยา่งประโยชนข์องสถิติในงานดา้นตา่ง ๆ มาอยา่งนอ้ย ดา้น พรอ้มเหตผุลประกอบ
. จงยกตวัอยา่งขอ้มลูแบบตอ่เนือง ตวัอยา่ง
. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของขอ้มลูปฐมภมิูและขอ้มลูทตุิยภมิู
. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทีจาํเป็นตอ้งใช้ การทาํสาํมะโน มาอยา่งนอ้ย ตวัอยา่ง
. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของการสาํมะโน และการสาํรวจดว้ยตวัอยา่ง
. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทียงัไมไ่ดก้ลา่วถงึในบทนี
. จงบอกขอ้แตกตา่งระหวา่งสถิติเชิงพรรณา และสถิติเชิงอนมุาน
. คะแนนจากการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีน 60 คน ซงึมีคะแนนเตม็ 30 คะแนน เป็น
ดงันี

28 22 20 17 16 25 18 22 28 17 19 22 22 21 19

28 26 21 18 24 21 24 22 20 22 24 28 16 23 22

17 28 24 27 23 22 22 29 16 20 21 21 26 27 28

27 27 25 23 24 25 24 22 25 21 24 28 16 23 22

จากขอ้มลูขา้งตน้จงสรา้งตารางแจกแจงความถีจาํนวน 5 ชนั พรอ้มทงัแสดงขอ้มลูดว้ยฮิสโท
แกรม รูปหลายเหลียมความถี และเสน้โคง้โอจีพ



บทที . ความรูพ้นืฐานเกยีวกบัสถติิ
. จงเติมตารางใหส้มบรูณ์

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม รอ้ยละความถีสมัพทัธ์ จดุกงึกลางชนั
11− 20 20

21− 30 120

31− 40 25

41− 50 80

50 55.5

61− 70 390

71− 80 10

. ขอ้มลูคะแนนสอบวิชาสถิติ ของนกัเรยีน คน ดงันี

72 83 82 92 70 91 71 33 42 51 55 75

38 40 75 49 53 41 86 89 51 57 66 92

38 96 85 93 60 75 55 48 85 85 54 56

. จงสรา้งตารางแจกแจงความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์ และความถีสะสมสมัพทัธ์
ทีมีอนัตรภาคชนัเป็น 30− 39, 40− 49, 50− 59, 60− 69, 70− 79, 80− 89, 90− 99

. จงหารอ้ยละของจาํนวนนกัเรยีนทีไดค้ะแนนระหวา่ง 70− 79 คะแนน

. จงหาจาํนวนนกัเรยีนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน

. จงหารอ้ยละของนกัเรยีนทีไดค้ะแนนนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั คะแนน
. ขอ้มลูคะแนนเก็บวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึ แสดงดว้ยเสน้โคง้โอจีพดงันี

คะแนน

จาํนวนคนสะสม (คน)

5 10 15 20 25 30 35
0

5

10

15

20

25

30

35

40

. จงหาชว่งคะแนนทีมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีสงูสดุ)

. จงประมาณคะแนนของคนลาํดบัที เมือเรยีงคะแนนจากมากไปนอ้ย

. นกัเรยีนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน ประมาณกีเปอรเ์ซน็ต์



. . แผนภาพจดุ

. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนี
44 52 46 59 104 101 46 55 43 60

66 48 54 56 100 109 74 84 49 70

44 59 88 84 40 79 71 104 49 101

. จงสรา้งแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูการสาํรวจนกัเรยีนในการนาํเงินติดตวัมาโรงเรยีนกลุม่
หนงึจาํนวน 40 คน

100 150 200 160 150 140 160 180 150 170

200 180 125 140 170 190 150 120 150 140

180 190 150 130 180 140 140 160 190 160

180 190 140 120 130 110 190 160 170 130

. ราคาปิด (บาท) ของหุน้ BTS ของ บรษัิท บีทีเอส กรุป๊ โฮลดิงส์ จาํกดั (มหาชน) ยอ้นหลงั
วนั นบัจากวนัที เมษายน (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

จงสรา้งแผนภาพตน้-ใบ โดยใชท้ศนิยม ตาํแหน่งเป็นตน้ และทศนิยมหลกัที เป็นใบ เชน่
. | แทนราคาปิด . บาท

. แผนภาพตน้-ใบทีกาํหนดใหแ้สดงคา่ทีนกัเรยีน คนประมาณความสงูของเสาธงของโรงเรยีน
โดยที | แทนความสงู . เมตร

. มีนกัเรยีนทงัหมดกีคนทีประมาณความสงูเสาธงมากกวา่ เมตร

. ถา้เสาธงสงู เมตร มีนกัเรยีนรอ้ยละเทา่ใดทีประมาณผิดพลาดเกิน ±20 เซนติเมตร

. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนี

ขอ้มลูชดุ A
61 63 74 84 95 67 71 77 88 92

62 98 68 65 81 74 77 69 96 60

ขอ้มลูชดุ B
62 63 70 98 74 64 62 65 82 84

90 60 63 72 73 75 69 67 85 97



บทที . ความรูพ้นืฐานเกยีวกบัสถติิ

. จากการสาํรวจเดือนเกิดของนกัเรยีนในหอ้งเรยีนหนงึ ปรากฎดงันี

เลขที เดือนเกิด
สงิหาคม
มกราคม
พฤษภาคม
ธนัวาคม
กรกฎาคม

เลขที เดือนเกิด
พฤษภาคม
สงิหาคม
กนัยายน
ตลุาคม
มิถนุายน

เลขที เดือนเกิด
ธนัวาคม
ธนัวาคม
มีนาคม
สงิหาคม
สงิหาคม

เลขที เดือนเกิด
พฤศจิกายน
เมษายน
มีนาคม
มิถนุายน
เมษายน

จงสรา้งภาพจดุแสดงเดือนเกิดของนกัเรยีนในหอ้งนี
. จากการสาํรวจภมิูลาํเนาของผูป่้วยโควิด- แสดงเป็นแผนภาพจดุดงันี
โดย • แทนจาํนวน คน

ภาคเหนือ ภาคอีสาน ภาคกลาง ภาคใต้ ภาคตะวนัออก

. จาํนวนผูป่้วยทีสาํรวจในครงันีมีจาํนวนกีคน

. จาํนวนผูป่้วยทีมาจากภาคกลางสงูกวา่ภาคเหนือคิดเป็นกีเปอรเ์ซน็ต์

. ถา้ผูป่้วยในการสาํรวจครงันีมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ % ของผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในภาค
กลาง แลว้ผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ คิดเป็นกีเปอรเ์ซน็ตข์องการสาํรวจครงันี



บทที
การวเิคราะหข้์อมูลเบอืงต้น

การใชป้ระโยชนจ์ากสถิตินนัในเบืองตน้คือการนาํขอ้มลูทีมีมาวิเคราะหเ์พืออธิบายลกัษณะของ
ขอ้มลูชดุนนั ๆ เชน่การนาํคะแนนสอบในหอ้งมาหาคา่เฉลยีไดเ้ป็น จากคะแนนเตม็ นนัอาจ
แปลความไดว้า่นกัเรยีนสว่นใหญ่ในหอ้งนีมีคะแนนสงู ดงันนัการวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้จงึมีความ
สาํคญัในการแปลความหมายของขอ้มลู เพือนาํไปใชป้ระโยชนต์อ่ไป

. การวัดแน้วโน้มสู่ศูนยก์ลาง
การวดัแนว้โนม้สู่ศนูยก์ลาง เป็นการคาํนวณคา่กลางของขอ้มลูซงึ คือคา่ทีใช้เป็นตวัแทนของ

ขอ้มลู บอกถงึลกัษณะของขอ้มลู ทาํใหผู้ใ้ชส้ามารถทราบถงึการแจกแจงขอ้มลูวา่เป็นอยา่งไร เพือ
ความสะดวกในการสรุปเกียวกบัขอ้มลูนนั ๆ ซงึจะช่วยทาํใหเ้กิดการวิเคราะหข์อ้มลูถกูตอ้งขนึ

การหาคา่กลางของขอ้มลูมีหลายวิธี แตล่ะวิธีมีขอ้ดีและขอ้เสีย และมีความเหมาะสมในการนาํ
ไปใชไ้ม่เหมือนกนั ขนึอยู่กบัลกัษณะขอ้มลูและวตัถปุระสงคข์องผูใ้ชข้อ้มลูนนั คา่กลางทีสาํคญัมี 3

ชนิดดงันี คา่เฉลยี (Mean) มธัยฐาน (Median) และ ฐานนิยม (Mode)
ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึการบวกของขอ้มลู ดงันนัเรมิตน้ดว้ยสญัลกัษณ์แทนการบวกทีเรยีก

วา่ซกิมา∑ (sigma) นิยามโดย
n∑

i=1

xi = x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn

มีสมบตัิเบืองตน้ดงันี เมือ c เป็นคา่คงตวั

(ก)
n∑

i=1

c = cn

(ข)
n∑

i=1

xi =
m∑
i=1

xi+
n∑

i=m+1

xi เมือm < n

(ค)
n∑

i=1

cxi = c
n∑

i=1

xi

(ง)
n∑

i=1

(xi ± yi) =
n∑

i=1

xi ±
n∑

i=1

yi

และมีผลบวกทีสาํคญัดงันี



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้

.
n∑

i=1

i = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สตูรของเกาส์ (Gauss' formula)

.
n∑

i=1

i2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

.
n∑

i=1

i3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

. ค่าเฉลยี (Mean)
ค่าเฉลยี คือคา่ทีไดจ้ากการเฉลยีขอ้มลูทงัหมดซงึคาํนวณไดห้ลายแบบ แบง่ออกเป็น ชนิดหลกั ๆ
ซงึแตล่ะคา่เหมาะกบัขอ้มลูแตช่นิดแตกตา่งกนั

. คา่เฉลยีเลขคณิต (Arithematic mean)

. คา่เฉลยีเรขาคณิต (Geometric mean)

. คา่เฉลยีฮารโ์มนิก (Hamonic mean)
บทนิยาม . . ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึประกอบดว้ยขอ้มลูทงัหมด

X1, X2, X3, ..., XN

คา่เฉลยีเลขคณิตของประชากร เขียนแทนดว้ย µ หาไดจ้าก

µ =
X1 +X2 +X3 + · · ·+XN

N
=

N∑
i=1

Xi

N
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ µ =

∑
Xi

N

เมือ N แทนขนาดของประชากร และเมือเลือกตวัอยา่งขนาด n จากประชากร ไดข้อ้มลูดงันี
x1, x2, x3, ..., xn

คา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่ง เขียนแทนดว้ย X หาไดจ้าก

X =
x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn

n
=

n∑
i=1

xi

n
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ X =

∑
xi

n

คา่เฉลยีเลขคณิตเหมาะทีจะนาํมาใช้เป็นคา่กลางของขอ้มลูเมือขอ้มลูนนัๆ ไมมี่คา่ใดคา่หนงึ
ซงึสงูหรอืตาํกวา่คา่อืน ๆ ทีเหลืออยา่งผิดปกติ คา่เฉลยีเลขคณิตเป็นคา่เฉลียทีนิยมใชม้ากทีสดุใน
กลุม่คา่เฉลยีทงัหมด บางครงัอาจเรยีกสนั ๆ วา่ คา่เฉลยี

การหาคา่เฉลยีของอายุคนไทย ถา้ขณะนีมีคนไทย ลา้นคน นนัคือ N = 67 ลา้น และ Xi

อายขุองคนไทยคนที i เมือ i = 1, 2, ..., 67 ลา้น ในทางปฏิบตัิทาํไดย้าก เราอาจทาํไดโ้ดยการเลือก
ตวัอยา่งมา คน นนัคือ n = 100 คนแทนขนาดของตวัอยา่ง เพือคาํนวณหาอายุเฉลยี และใน
บทที จะกลา่วถงึการยอมรบัวา่คา่เฉลียจากตวัอยา่งทีไดเ้หมาะสมทีจะเป็นคา่เฉลยีของประชากร
หรอืไม่



. . การวดัแนว้โนม้สูศู่นยก์ลาง

ตัวอย่าง . . ราคาปิด (บาท) ของหุน้ AOT ของ บรษัิท ทา่อากาศยานไทย จาํกดั (มหาชน) ยอ้น
หลงั วนั นบัจากวนัที มีนาคม (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี

. . . . . . . . . .
. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของประชากร
แนวคาํตอบ จะไดว้า่
µ =

69.0 + 69.00 + 68.25 + 67.75 + 67.00 + 67.00 + 67.25 + 67.25 + 67.25 + 68.25

10

= 67.80

ดงันนัคา่เฉลียของราคาปิดของ AOT ยอ้นหลงั วนั นบัจากวนัที มีนาคม เทา่กบั
. บาท

. จงหาคา่เฉลียเลขคณิตของตวัอยา่ง เมือสุม่มา วนั ประกอบดว้ย . , . , . ,
.

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
X =

69.00 + 68.25 + 67.25 + 67.00

4
= 67.875

ดงันนัคา่เฉลยีของราคาปิดของ AOT จากการสุม่มา วนั เทา่กบั . บาท
ตัวอย่าง . . โรงงานแหง่หนงึผลติหนา้กากอนามยัทีใชป้อ้งกนัโรคโควิด- ผลติสนิคา้ใส่กลอ่ง
ๆ ละ ชิน ถา้วนันีผลติได้ , กลอ่ง และมีการสุม่ตวัอยา่งสนิคา้มาตรวจคณุภาพ กลอ่ง
พบวา่สนิคา้บกพรอ่งตอ่กลอ่ง , , , , , , , , และ ชิน จงหา

. รอ้ยละของสนิคา้ทีบกพรอ่ง
แนวคาํตอบ จาํนวนสนิคา้บกพรอ่งโดยเฉลยีตอ่กลอ่งเทา่กบั

X =
1 + 2 + 5 + 3 + 0 + 1 + 0 + 3 + 2 + 6

10
= 2.3

นนัคือโดยเฉลียจะมีสนิคา้บกพรอ่ง . ชินตอ่กลอ่ง เนืองจาก กลอ่งมี ชิน ดงันนัรอ้ย
ละของสนิคา้ทีบกพรอ่งเทา่กบั . หรอื . %

. จาํนวนสนิคา้บกพรอ่งทีเกิดจากผลติในวนันี
แนวคาํตอบ เนืองจากวนันีโรงงานผลติได้ กลอ่ง โดยมีสนิคา้บกพรอ่งเฉลยี . ชินตอ่
กลอ่ง ดงันนัจาํนวนสนิคา้บกพรอ่งทีคาดวา่จะเกิดขนึในวนันีเทา่กบั

2.3× 1000 = 230 ชิน
จากการผลติทงัหมด 100× 1000 = 100, 000 ชิน

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูของประชากรชดุหนงึ ประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x10 ซงึ
10∑
i=1

x2
i = 100

และ
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 20 จงหาคา่เฉลยีของขอ้มลูชดุนี
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แนวคาํตอบ พิจารณา

10∑
i=1

(x2
i − 8xi + 16) =

10∑
i=1

(xi − 4)2 = 20

10∑
i=1

x2
i − 8

10∑
i=1

xi +
10∑
i=1

16 = 20

100− 8
10∑
i=1

xi + 16(10) = 20

10∑
i=1

xi = 30

ดงันนัคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั µ =
30

10
= 3

ตัวอย่าง . . ในการสอบวิชาสถิติของเดก็หอ้งหนงึ คา่เฉลยีเลขคณิตของเดก็หอ้งนีเทา่กบั 53

คะแนน แต่จากการตรวจสอบพบวา่ขอ้มลูนกัเรยีนสองคนยงัไม่ได้ตรวจ เมือตรวจเสรจ็ปรากฎวา่
คา่เฉลียเลขคณิตของเดก็หอ้งนีเป็น 55 คะแนน และผลรวมของคะแนนสอบเพิมขนึอีก 180 คะแนน
จาํนวนนกัเรยีนหอ้งนีเทา่กบัเทา่ใด

แนวคาํตอบ ใหจ้าํนวนนกัเรยีนหอ้งนีเทา่กบั n มีคะแนนสอบวิชาสถิติคือ x1, x2, ..., xn ซงึมีคา่
เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั 53 จะไดว้า่

n∑
i=1

xi = 53n

พบวา่ขอ้มลูนกัเรยีนสองคนยงัไมไ่ดต้รวจใหมี้คะแนนสอบคือ xn+1, xn+2 โดยที xn+1+xn+2 = 180

และ
n+2∑
i=1

xi = 55(n+ 2)

n∑
i=1

xi + xn+1 + xn+2 = 55n+ 110

53n+ 180 = 55n+ 110

n = 35

ดงันนัจาํนวนนกัเรยีนหอ้งนีเทา่กบั 35 + 2 = 37 คน

ตัวอย่าง . . จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลู x1, x2, x3, ..., x100 เมือ

xn =

n2 เมือ n เป็นจาํนวนคี
2n เมือ n เป็นจาํนวนคู่
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แนวคาํตอบ คา่เฉลยีเลขคณิตคือ

µ =

n∑
i=1

100
=

12 + 2(2) + 32 + 2(4) + 52 + 2(6) + · · ·+ 992 + 2(100)

100

=
(12 + 32 + 52 + · · ·+ 992) + 4(1 + 2 + 3 + · · ·+ 50)

100

=

50∑
i=1

(2i− 1)2 + 4
50∑
i=1

i

100

=

50∑
i=1

(4i2 − 4i+ 1) +
50∑
i=1

4i

100

=

50∑
i=1

(4i2 − 4i+ 1 + 4i)

100

=

50∑
i=1

(4i2 + 1)

100

=

4
50∑
i=1

i2 +
50∑
i=1

1

100

=
4 · 50(51)(101)

6
+ 1(50)

100

=
171750

100
= 1717.5

ดงันนัเฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั , .
ทฤษฎบีท . . ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn ให้ A เป็นคา่คงที และ

di = xi − A เมือ i = 1, 2, 3, ..., n

ถา้ D เป็นคา่เฉลยีเลขคณิตของ d1, d2, d3, ..., dn

และ X เป็นคา่เฉลยีเลขคณิตของ x1, x2, x3, ..., xn แลว้
X = D + A

ข้อสังเกต เห็นไดช้ดัวา่ถา้ A = X แลว้ D = 0

บทพิสูจน์. จากความสมัพนัธ์ di = xi − A จะไดว้า่ xi = di + A ดงันนั

X =

n∑
i=1

xi

n
=

n∑
i=1

(di + A)

n
=

n∑
i=1

di +
n∑

i=1

A

n
=

n∑
i=1

di + nA

n
= D + A

ดงันนั X = D + A
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ตัวอย่าง . . จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลู , , , , , โดยใช้A = 10

แนวคาํตอบ
xi รวม

di = xi − 10

ดงันนั X = D + A =
12

6
+ 10 = 12

ตัวอย่าง . . จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลู โดยใช้ A = 74

แนวคาํตอบ
xi รวม

di = xi − 74 - - - - - - -

ดงันนั X = D + A =
0

12
+ 74 = 74

บทนิยาม . . ค่าเฉลยีเลขคณิตสาํหรับข้อมูลทจีัดกลุ่ม
ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึมีขนาดประชากร N มีการแจงแจงความถี k ชนั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของ
ประชากรเมือทราบคา่ขอ้มลูทกุคา่ของประชากร

µ =

k∑
i=1

fiXi

k∑
i=1

fi

=

∑
fiXi∑
fi

Xi คือคา่กงึกลางของชนัที i

fi คือความถีของชนัที i

N คือขนาดของประชากร หรอื N =
∑

fi

กรณีทีทราบขอ้มลูบางหนว่ย n คือขนาดตวัอยา่งซงึ n =
∑

fi จะไดว้า่

X =

∑
fixi∑
fi

ตัวอย่าง . . นกัเรยีนกลุม่หนงึจาํนวน 10 คนมีอายดุงันี , , , , , , , , , ปี
. จงหาอายเุฉลยีของนกัเรยีนกลุม่นีโดยใชข้อ้มลูดิบ
แนวคาํตอบ อายเุฉลยีของนกัเรยีนกลุม่นีเทา่กบั

µ =
7 + 10 + 12 + 10 + 15 + 8 + 9 + 10 + 17 + 8

10
=

106

10
= 10.6 ปี
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. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของอายขุองนกัเรยีนกลุม่นีโดยใชต้ารางแจกแจงความถีทีกาํหนดให้
แนวคาํตอบ

อายุ (ปี) ความถี (fi) คา่กงึกลางชนั (xi) fixi

7− 9

10− 12

13− 15

16− 18

รวม

ดงันนัคา่เฉลยีเลขคณิตของอายขุองนกัเรยีนกลุม่นีโดยใชต้ารางแจกแจงความถีเทา่กบั

µ =
107

10
= 10.7 ปี

ตัวอย่าง . . ในการทดสอบความถนดัของนกัเรยีนกลุม่หนงึ มีตารางแจกแจงความถีของผล
การสอบดงันี

ชว่งคะแนน ความถี (คน)
0− 4 4

5− 9 5

10− 14 x

15− 19 7

ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบเทา่กบั 11 แลว้นกัเรยีนทีไดค้ะแนนในชว่ง 5 − 14 คะแนน มี
จาํนวนคิดเป็นรอ้ยละของนกัเรยีนกลุม่นีเทา่กบัเทา่ใด

แนวคาํตอบ พิจารณา
ชว่งคะแนน ความถี (fi) คา่กงึกลางชนั (xi) fixi

0− 4

5− 9

10− 14 x 12x

15− 19

รวม 16 + x 12x+ 162

จะไดว้า่
12x+ 162

16 + x
= 11

12x+ 162 = 11(16 + x)

x = 14

จาํนวนนกัเรยีนทีไดค้ะแนนในชว่ง 5 − 14 มีจาํนวน 5 + x = 19 คน จากทงัหมด 16 + x = 30 คน
คิดเป็น
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19

30
× 100 = 63.33 %

ทฤษฎบีท . . ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึมีขนาดประชากร N มีการแจงแจงความถี k ชนั แลว้
คา่เฉลยีเลขคณิตของประชากรเมือทราบคา่ขอ้มลูทกุคา่ของประชากร และ A เป็นคา่คงตวั ซงึ
di = Xi − A เมือ i = 1, 2, ..., k และ

D =

k∑
i=1

fidi

N

แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตคือ X = D + A

Xi คือคา่กงึกลางของชนัที i

fi คือความถีของชนัที i

กรณีทีทราบขอ้มลูบางหนว่ย n คือขนาดตวัอยา่ง เมือ di = xi − A จะไดว้า่

X = A+

∑
fidi
n

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง . . คะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนในชนัเรยีนทีมีนกัเรยีน 30 เป็นดงันี

คะแนน ความถี (fi)

1− 5 5

6− 10 8

11− 15 15

16− 20 2

จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนของนกัเรยีนในชนันีโดยใช้ A = 12

แนวคาํตอบ พิจารณา
คะแนน ความถี (fi) คา่กงึกลางชนั (xi) di = xi − 12 fidi

1− 5 - -
6− 10 - -
11− 15

16− 20

รวม -
ดงันนัคะแนนเฉลยีของวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งนีเทา่กบั

−50

30
+ 12 = 10.33

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึ เมือเพิมอีกหนงึคา่ซงึเทา่กบัคา่เฉลียเลขคณิต
ของกลุม่นี จงแสดงวา่คา่เฉลยีเลขคณิตใหมจ่ะไมเ่ปลยีนแปลง
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บทพิสูจน์. ใหป้ระชากรขนาด n ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซงึมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ นนัคือ
n∑

i=1

xi = nµ

สมมติคา่ทีเพิมคือ y = µ คา่เฉลยีเลขคณิตของ x1, x2, ..., xn, y เทา่กบั
n∑

i=1

xi + y

n+ 1
=

nµ+ µ

n+ 1
=

µ(n+ 1)

n+ 1
= µ

ดงันนัคา่เฉลยีเลขคณิตใหมจ่ะไมเ่ปลยีนแปลง
ทฤษฎบีท . . ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ µ แลว้

n∑
i=1

(xi − µ) = 0

บทพิสูจน์.
n∑

i=1

(xi − µ) =
n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

µ = nµ− nµ = 0

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x10 มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ ซงึ
10∑
i=1

xi = 70 และ
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 150

จงหา
10∑
i=1

(xi − µ)2

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ µ =

∑
xi

10
=

70

10
= 7 พิจารณา

10∑
i=1

[(xi − 7) + 3]2 =
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 150

10∑
i=1

[(xi − 7)2 + 6(xi − 7) + 9] = 150

10∑
i=1

(xi − 7)2 + 6
10∑
i=1

(xi − 7) +
10∑
i=1

9 = 150

โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
10∑
i=1

(xi − 7) = 0 นนัคือ
10∑
i=1

(xi − 7)2 + 6(0) + 9(10) = 150

10∑
i=1

(xi − 7)2 = 60

ดงันนั
10∑
i=1

(xi − µ)2 = 60

จากขอ้มลู 2, 3, 3, 5, 7 คา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ =
2 + 3 + 3 + 5 + 7

5
= 4 จะไดว้า่
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คะแนน (xi) (xi − 2)2 (xi − 3)2 (xi − µ)2 (xi − 5)2 (xi − 6)2

2

3

3

5

7

รวม

กาํหนดให้ y =
5∑

i=1

(xi − x)2 เมือ x = 2, 3, 4, 5, 6 นาํไปเขียนกราฟแลว้ลากเสน้ไประหวา่งจดุปรบั

โคง้ใหเ้รยีบ ไดด้งันี

X

Y

1 2 3 4 5 6 7
0

5

10

15

20

25

30

35

40

จะเห็นไดว้า่กราฟทีไดเ้ป็นพาราโบลาหงายทีมีจดุยอดอยู่ที x = µ ซงึจะแสดงการพิสจูนไ์ดจ้าก
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ µ แลว้

n∑
i=1

(xi − µ)2 มีคา่นอ้ยทีสดุ

บทพิสูจน์. สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ กาํหนดให้
f(x) =

n∑
i=1

(xi − x)2

เราจะพิสจูน์โดยอาศยัความรูแ้คลคลูสัในเรอืงคา่สงูสดุตาํสดุ โดยการทดสอบอนุพนัธ์ุ อนัดบัสอง
พิจารณา

0 = f ′(x) =
n∑

i=1

2(xi − x)(−1) = −2
n∑

i=1

xi + 2
n∑

i=1

x = −2nµ+ 2nx
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ฉะนนั x = µ เป็นจดุวิกฤต เนืองจาก
f ′′(x) = 2n > 0 ∵ n > 0

นนัคือ f ′′(µ) > 0 ดงันนั f(µ) =
n∑

i=1

(xi − µ)2 เป็นคา่ตาํสดุ

ทฤษฎบีท . . สมบตัเิชิงเส้น (Linear property)
ใหข้อ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn และขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn โดยที

yi = a+ bxi เมือ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นคา่คงตวั แลว้
µY = a+ b µX

เมือ µX และ µY เป็นคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั
บทพิสูจน์.

nµY =
n∑

i=1

yi =
n∑

i=1

(a+ bxi) =
n∑

i=1

a+ b
n∑

i=1

xi = na+ nµX

ดงันนั µY = a+ b µX

หมายเหตุ สมบตัิเชิงเสน้เป็นจรงิทงัขอ้มลูแบบตวัอยา่งและประชากร
ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุ X คือ , , , , สมัพนัธก์บัชดุ Y คือ yi = 1 + 2xi จงหา

. คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยเปลยีนทกุคา่
แนวคาํตอบ พิจารณา

xi

∑
xi = 55

yi = 1 + 2xi

∑
yi = 115

ดงันนั µY =
115

5
= 23

. คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยใชส้มบตัิเชิงเสน้
แนวคาํตอบ เนืองจาก µX =

55

5
= 11 โดยสมบตัิเชิงเสน้จะไดว้า่ µY = 1 + 2(11) = 23

ตัวอย่าง . . ในการสาํรวจนาํหนกัของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที ของโรงเรยีนแหง่หนงึซงึมี
3 หอ้ง มีจาํนวนนกัเรยีน , และ ตามลาํดบั ปรากฎวา่มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั กิโลกรมั
แต่พบวา่เครอืงชงันาํหนกัไดต้วัเลขสงูเกินจรงิคนละ 1 กิโลกรมั ดงันนัคา่เฉลียทีถกูตอ้งของนาํหนกั
ของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที นีเทา่กบักีกิโลกรมั

แนวคาํตอบ นาํหนกัของนกัเรยีนทงั หอ้งประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x132 ซงึมี µX = 50 แต่
พบวา่เครอืงชงันาํหนกัไดต้วัเลขสงูเกินจรงิคนละ 1 กิโลกรมั ดงันนันาํหนกัทีแทจ้รงิคือ yi = xi + 1

ดงันนั
µY = µX + 1 = 50 + 1 = 51

ดงันนัคา่เฉลยีทีถกูตอ้งของนาํหนกัของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที นีเทา่กบัก กิโลกรมั
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ทฤษฎบีท . . ใหข้อ้มลูทงัหมด m ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กบั N1, N2, ..., Nm และคา่เฉลีย
เลขคณิต X1, X2, ..., Xm ตามลาํดบัแลว้ ค่าเฉลียเลขคณิตรวม (combined arithematic
mean) ของขอ้มมลูทงัหมดเขียนแทนดว้ย Xcom คือ

Xcom =
N1X1 +N2X2 + · · ·+NmXm

N1 +N2 + · · ·+Nm

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจรายไดข้องอาชีพตา่ง ๆ หารายไดเ้ฉลยีตอ่เดือนของบคุคลากรใน
อาชีพตา่ง ๆ ดงันี

อาชีพ จาํนวนตวัอยา่ง (คน) รายไดต้อ่เดือน (บาท)
คา้ขายออนไลน์ ,
ครูอตัราจา้ง ,
พนกังานธรุกิจเอกชน ,
ผูป้ฏิบตัิงานในโรงงาน ,
นกัคณิตศาสตรป์ระกนัภยั ,

จงหารายไดเ้ฉลยีตอ่คนตอ่เดือน
แนวคาํตอบ พิจารณา

Xcom =
60(25000) + 30(9000) + 40(27000) + 100(15000) + 50(45000)

60 + 30 + 40 + 100 + 50

= 23571.43

ดงันนัรายไดเ้ฉลยีตอ่คนตอ่เดือนเทา่กบั , . บาท
คา่เฉลียเลขคณิตทีผา่นมาคาํนวณจากคา่สงัเกตทีมีนาํหนกัเทา่กนัทกุคา่ แต่ในหวัขอ้นี เรา

จะกาํหนดคา่เฉลยีเลขคณิตโดยทีแตล่ะคา่สงัเกตไม่จาํเป็นตอ้งมีนาํหนกัเทา่กนั เราเรยีกคา่เฉลีย
ประเภทนีวา่ ค่าเฉลยีเลขคณิตแบบถ่วงนาํหนัก (weighted arithematic mean)

บทนิยาม . . ให้w1, w2, ..., wn เป็นนาํหนกัของ x1, x2, ..., xn ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิต
แบบถ่วงนาํหนกัคาํนวณไดจ้าก

Xw =
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn

w1 + w2 + · · ·+ wn
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ตัวอย่าง . . ถา้อาจารย์ผู้สอนวิชาสถิติให้นาํหนกัคะแนนสอบกลางภาครวมกบัปลายภาค
เป็น เทา่ของคะแนนสอบยอ่ยแตล่ะครงั ถา้นกัศกึษาคนหนงึมีคะแนนสอบกลางภาค คะแนน
คะแนนสอบปลายภาค คะแนน และสอบยอ่ย ครงั คะแนน , , และ ตามลาํดบั จงหา
คะแนนเฉลยีของนกัศกึษาคนนี

แนวคาํตอบ ให้ xi แทนคะแนนสอบยอ่ยครงัที , , , และ x5 แทนผลรวมของคะแนนสอบ
กลางภาครวมและปลายภาค นนัคือ x1 = 8, x2 = 9, x3 = 4, x4 = 7 และ x5 = 60 + 80 = 140

ถา้ให้ wi แทนนาํหนกัของคะแนนสอบ จะไดว้า่ w1 = w2 = w3 = w4 = 1 และ w5 = 3 ฉะนนั
Xw =

w1x1 + w2x2 + w3x3 + w4x4 + w5x5

w1 + w2 + w3 + w4 + w5

=
1(8) + 1(9) + 1(4) + 1(7) + 3(140)

1 + 1 + 1 + 1 + 3

= 64

ดงันนัคะแนนเฉลยีของนกัศกึษาคนนีเทา่กบั คะแนน
ตัวอย่าง . . ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัยใ์นชนัมธัยมศกึษาปีที เป็นดงันี

รหสัวิชา ค ค ค ค
จาํนวนหน่วยกิต . .
เกรด . .

จงหาเกรดเฉลยีวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัย์
แนวคาํตอบ พิจารณา

Xw =
1(2.5) + 1.5(3) + 1(3.5) + 1.5(2)

1 + 1.5 + 1 + 1.5
= 2.70

ดงันนัเกรดเฉลยีวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัยใ์นชนัมธัยมศกึษาปีที เทา่กบั .
ทฤษฎบีท . . ขอ้มลูทีประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซงึมีนาํหนกัเทา่กนั แลว้คา่เฉลียเลขคณิต
แบบถ่วงนาํหนกัของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั

Xw = X

บทพิสูจน์. ใหน้าํหนกัของ x1, x2, ..., xn เทา่กนัเทา่กบั w จะไดว้า่

Xw =
wx1 + wx2 + · · ·+ wxn

w + w + · · ·+ w
=

w
n∑

i=1

xi

wn
=

n∑
i=1

xi

n
= X

ดงันนั Xw = X
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ตัวอย่าง . . ผลคะแนนภาคการศกึษาหนงึในระดบัมหาวิทยาลยัของนายปลืม เป็นดงันี
ชอืวชิา หน่วยกติ ระดับคะแนน
แคลคลูสั ๑ 3 C

หลกัการคณิตศาสตร์ 3 B+

ประวตัิและพฒันาการของคณิตศาสตร์ 3 B

ภาษาเพือการสอืสาร 3 A

คณุธรรม จรยิธรรม สาํหรบัครู 3 A

กาํหนดให้ C = 2 B = 3 B+ = 3.5 A = 4

จงหาคะแนนเฉลยีของนายปลืมในภาคการศกึษานี
แนวคาํตอบ เนืองจากนาํหนกัของระดบัคะแนนเทา่กนั โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่

Xw =
2 + 3.5 + 3 + 4 + 4

5
= 3.30

ดงันนัคะแนนเฉลยีของนายปลืมในภาคการศกึษานีเทา่กบั .
สาํหรบัขอ้มลูทีมีคา่สงัเกตเป็นคา่บวกทกุคา่และมีคา่แตกตา่งกนัมาก ๆ การใช้คา่กลางของ

ขอ้มลูเป็นคา่เฉลยีเลขคณิตจงึไม่เหมาะสม ขอ้มลูลกัษณะแบบนีเราจะใชค้า่กลางของขอ้มลูทีเรยีก
วา่ ค่าเฉลยีเรขาคณิต (Geometric mean)

บทนิยาม . . ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมือ xi > 0 ทกุ ๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลยีเรขาคณิต เขียนแทนดว้ย GM นิยามโดย
GM = n

√
x1 · x2 · ... · xn หรอื ℓog GM =

1

n

n∑
i=1

ℓogxi

ตัวอย่าง . . จากขอ้มลูแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและคา่เฉลยีเรขาคณิต
. 1, 2, 2, 4

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
X =

1 + 2 + 2 + 4

4
= 2.25

GM =
4
√
1 · 2 · 2 · 4 = 1.68

. 1, 3, 243

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
X =

1 + 3 + 243

3
= 82.33

GM =
3
√
1 · 3 · 243 = 9
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ตัวอย่าง . . นาย ก ไดร้บัเงินเดือนเพิมขนึปีทีแลว้ % และปีนี เพิมขนึ % จงหาเปอรเ์ซนต์
เฉลยีของเงินเดือนทีเพิมขนึ

. จงหาเปอรเ์ซนตเ์ฉลยีของเงินเดือนทีเพิมขนึ ทงัคา่เฉลยีเลขคณิตและคา่เฉลยีเรขาคณิต
แนวคาํตอบ ปีทีแลว้เงินเดือนนาย ก เพิมขนึ % ดงันนัเงินเดือนปีทีแลว้เทา่กบั . ของ
เงินเดือนก่อนปีทีแลว้ ปีนีเงินเดือนเพิมขนึอีก % เงินเดือนของนาย ก ปีนีเทา่กบั . ของ
ปีทีแลว้ ดงันนั

คา่เฉลยีเลขคณิต =
1.05 + 1.15

2
= 1.10

นนัคือเงินของนาย ก เพิมขนึโดยเฉลยี %
คา่เฉลยีเรขาคณิต =

√
(1.05)(1.15) = 1.09886

นนัคือเงินของนาย ก เพิมขนึโดยเฉลยี . %
. ควรใชค้า่เฉลยีเลขคณิต หรอืคา่เฉลยีเรขาคณิต เป็นตวัแทนของขอ้มลูดงักลา่ว
แนวคาํตอบ สมมติวา่นาย ก ก่อนมีเงินเดือนก่อนขนึเงินเดือนเป็น , บาท
การขนึเงินเดือนครงัแรก % ทาํใหน้าย ก มีเงินเดือนเพิมขนึเทา่กบั

10000(0.05) = 500 บาท

การขนึเงินเดือนครงัทีสอง % ทาํใหน้าย ก มีเงินเดือนเพิมขนึเทา่กบั

10500(0.15) = 1575 บาท

รวมเงินทีเพิมขนึ ครงัเทา่กบั 500 + 1575 = 2075 บาท
กรณีใช้ค่าเฉลียเลขคณิต

ครงัที เงินเดือนเพิม = 10000(0.1) = 1000

ครงัที เงินเดือนเพิม = 11000(0.1) = 1100

เงินรวมทีเพิมขนึทงัหมด = 1000 + 1100 = 2100

กรณีใช้ค่าเฉลียเรขาคณิต

ครงัที เงินเดือนเพิม = 10000(0.09886) = 988.60

ครงัที เงินเดือนเพิม = 10988.6(0.09886) = 1086.33

เงินรวมทีเพิมขนึทงัหมด = 988.60 + 1086.33 = 2074.93

จะเห็นวา่เงินรวมกรณีใชค้า่เฉลยีเรขาคณิตมีคา่ใกลเ้คียงคา่จรงิคือ , บาท มากกวา่กรณี
ใชค้า่เฉลยีเลขคณิต ดงันนัควรใชค้า่เฉลยีเรขาคณิต
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ค่าเฉลียฮาร์โมนิก (Hamonic mean) เป็นคา่กลางขอขอ้มลูทีเหมาะสมสาํหรบัขอ้มลูเฉพาะ
อยา่ง เช่นระยะทางตอ่เวลา จาํนวนหน่วยตอ่เวลา เป็นตน้ กลา่วคือขอ้มลูลกัษณะเป็นอตัราสว่น
บทนิยาม . . ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมือ xi > 0 ทกุๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลยีฮารโ์มนิก เขียนแทนดว้ย HM นิยามโดย

HM =
n

1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

หรอื HM =

(
1

n

n∑
i=1

1

xi

)−1

ตัวอย่าง . . อตัราเรว็ของรถเดก็เลน่จาํนวน คนั คือ , , และ เมตรตอ่วินาที จงหาคา่
เฉลยีของอตัราเรว็ของรถเดก็เลน่

แนวคาํตอบ เนืองจากอตัราเรว็ของรถเดก็เลน่เป็นอตัราสว่นของระยะทางตอ่เวลา ดงันนัหาคา่
เฉลยีโดยใชค้า่เฉลยีฮารโ์มนิก จะไดว้า่

HM =

[
1

4

(
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

6

)]−1

= 3.2

ดงันนัอตัราเรว็ของรถเดก็เลน่โดยเฉลยีเทา่กบั . เมตรตอ่วินาที
ตัวอย่าง . . ในการทาํงานอยา่งเดียวกนัใชเ้วลาทาํงานนีเสรจ็ ชิน ของเดก็ คน ใชเ้วลาตา่ง
กนัดงันี

เดก็คนที เวลาทีใชท้าํงาน (วนั)

จงหาคา่เฉลยีของการทาํงานของเดก็ทงั คน
แนวคาํตอบ เนืองการทาํงานใชเ้วลาตอ่การทาํงานนีเสรจ็ ชิน ดงันนัหาคา่เฉลียโดยใชค้า่เฉลี

ยฮารโ์มนิก จะไดว้า่

HM =

[
1

5

(
1

4
+

1

10
+

1

6
+

1

5
+

1

12

)]−1

= 6.25

ดงันนัการทาํงานอยา่งเดียวกนัใชเ้วลาทาํงานนีเสรจ็ ชินของเดก็ คน โดยเฉลีย . วนั
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. มัธยฐาน (Median)
บทนิยาม . . มัธยฐาน (Median) ของขอ้มลูชดุหนงึคือ คา่ของขอ้มลูทีอยู่ตาํแหน่งตรงกลาง
เมือเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย เขียนแทนดว้ย Med

ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซงึ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn แลว้

Med =
xn+1

2
เมือ n เป็นจาํนวนคี

1
2

[
xn

2
+ xn

2
+1

] เมือ n เป็นจาํนวนคู่

นนัคือขอ้มลูขนาด n เมือเรยีงจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย Med จะมีคา่เทา่กบัขอ้มลูทีอยู่
ตาํแหนง่ของ n+ 1

2
ซงึเรยีกวา่ตาํแหน่งของมธัยฐาน

ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี
. , , , ,
แนวคาํตอบ ขอ้มลูมีขนาด และเมือเรยีงจากนอ้ยไปมากจะไดว้า่

, , ⃝ , ,

ตาํแหน่งของมธัยฐานคือ 5 + 1

2
= 3 ดงันนั Med = 5

. , , , , , , ,
แนวคาํตอบ เนืองจากขอ้มลูเรยีงจากนอ้ยไปมาก

, , , ⃝, ⃝, , ,

ขอ้มลูมีขนาด โดยทีตาํแหน่งของมธัยฐานคือ 8 + 1

2
= 4.5 ดงันนั Med =

5 + 7

2
= 6

ตัวอย่าง . . จากแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูชดุหนงึเป็นดงันี
2 1 7 9 9

3 0 1 2 2 5 7

4 2 3 4 5

6 0 3

จงหามธัยฐานของขอ้มลูชดุนี
แนวคาํตอบ เนืองจากขอ้มลูเรยีงจากนอ้ยไปมาก และขอ้มลูมีขนาด โดยทีตาํแหน่งของ

มธัยฐานคือ 16 + 1

2
= 8.5 ดงันนั Med =

32 + 35

2
= 33.5
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สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ไวแ้ลว้ทีมีจาํนวนขอ้มลู N จาํนวน จะเป็นขอ้มลูทีเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไป
มาก ดงันนัชนัทีมีมธัยฐานอยู่คือชนัแรกทีมีความถีสะสมมากกวา่ N

2
ซงึคาํนวณไดโ้ดยการเทียบ

บญัญตัิไตรยางค์ ซงึพิจารณาจาก
. ตาํแหน่งของมธัยฐานเทา่กบั N

2

. ตาํแหน่งสดุทา้ยของชนันนัจะมีคา่เทา่กบัขอบเขตจาํกดับนของชนันนัเสมอ

. ในแตล่ะชนัจะตอ้งแบง่ช่องของคา่ขอ้มลูออกเทา่ ๆ กนัเทา่กบัจาํนวนความถีของชนันนั
ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
1− 5

6− 10

11− 15

16− 20

แนวคาํตอบ เนืองจาก N = 16 จะไดว้า่มธัยฐานอยู่ตาํแหน่ง 16

2
= 8 ซงึอยู่ในอนัตรภาคชนัที มี

จาํนวน คน ดงันนั แบง่ออกเป็น ชอ่งเทา่ ๆ กนั ไดช้่องละ I

5
=

5

5
= 1 พิจารณาเสน้จาํนวน

5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5

ตาํแหน่งที

คะแนน

⃝
Med

ดงันนั Med = 9.5 คะแนน หรอืคา่มธัยฐานเทา่กบั
ขอบเขตจาํกดัลา่งของชนัมธัยฐาน + ความกวา้ง ชอ่ง × จาํนวนชอ่งก่อนถงึมธัยฐาน

ให้ L = ขอบเขตจาํกดัลา่งของชนัมธัยฐาน = L ความกวา้ง ชอ่ง = I

fM

และจาํนวนชอ่งจนถงึมธัยฐาน =
N

2
−
∑

fL แสดงไดด้งัเสน้จาํนวน

5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5⃝

⃝

∑
fL

ตาํแหน่งที

L

คะแนน

⃝

N

2

I = 5

I

fM
=

5

5
= 1



. . การวดัแนว้โนม้สูศู่นยก์ลาง

จะไดข้อ้สรุปดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีขนาด N เมือเรยีงขอ้มลู
จากนอ้ยไปมาก (ชนัทีมาทีหลงัมีคา่มากกวา่ชนัก่อนหนา้) จะไดว้า่

Med = L+
I

fM

(
N

2
−
∑

fL

)

L คือขอบเขตจาํกดัลา่งของชนัมธัยฐาน

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนัมธัยฐาน

fM คือความถีของชนัมธัยฐาน
∑

fL คือความถีสะสมก่อนถงึชนัมธัยฐาน

ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน)
11− 14

15− 18

19− 22

23− 26

แนวคาํตอบ เนืองจาก N = 30 จะไดว้า่มธัยฐานอยูต่าํแหนง่ 30

2
= 15 ซงึอยูใ่นอนัตรภาคชนัที

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
11− 14

15− 18

19− 22

23− 26

จะไดว้า่ L = 18.5, I = 4, fM = 12 และ∑ fL = 11 ดงันนั

Med = 18.5 +
4

12

(
30

2
− 11

)
= 19.83
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. ฐานนิยม (Mode)

บทนิยาม . . ฐานนิยม (Mode) คือคา่ของขอ้มลูทีเกิดขนึบอ่ยทีสดุหรอืมีความถีสงูสดุ
ฐานนิยมมกัใชเ้ป็นคา่กลางของขอ้มลูเชิงคณุภาพ เขียนแทนฐานนิยมดว้ย Mod

ตัวอย่าง . . จงหาฐานนิยมของขอ้มลูตอ่ไปนี
. 3, 2, 5, 6, 6

แนวคาํตอบ เนืองจาก เกิดขนึบอ่ยสดุ ดงันนัฐานนิยมเทา่กบั
. 7, 9, 5, 7, 2, 3, 9

แนวคาํตอบ เนืองจาก และ เกิดขนึบอ่ยสดุ ดงันนัฐานนิยมเทา่กบั และ
. 1, 3, 10, 8, 6, 9

แนวคาํตอบ เนืองจากไมมี่คา่ใดซาํกนั ดงันนัไมมี่ฐานนิยม

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุทีหนงึ จาํนวนมีคา่มธัยฐานเทา่กบั ฐานนิยมเทา่กบั และพิสยั
เทา่กบั จะมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบัขอ้ใด

แนวคาํตอบ จากขอ้มลู ฐานนิยมเทา่กบั จะไดว้า่ขอ้มลูเรยีงจากนอ้ยไปมากคือ
, , x, y

เนืองจากพิสยัเทา่กบั นนัคือ y − 20 = 8 ดงันนั y = 28 เนืองจากมธัยฐานเทา่กบั จะไดว้า่
20 + x

2
= 22 ดงันนั x = 24 ฉะนนัคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั

20 + 20 + 24 + 28

4
= 23

ตัวอย่าง . . อายุของเดก็ คน มีพิสยัเทา่กบั และคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั . โดยมีอายุ
ตาํสดุในกลุม่นีเทา่กบั ปี ถา้ทราบวา่อายุของเดก็ทงั เป็นจาํนวนเตม็ จงหาฐานนิยมของเดก็
กลุม่นี

แนวคาํตอบ เนืองจากพิสยัเทา่กบั และอายตุาํสดุในกลุม่นีเทา่กบั ปี จะไดว้า่Xmax −7 = 1

นนัคือ Xmax = 8 ใหเ้ดก็ทีมีอายุ ปีมีจาํนวน n คน ดงันนัเดก็ทีมีอายุ ปี มีจาํนวน 10 − x คน
ฉะนนั

7n+ 8(10− n) = 10(7.6)

n = 4

อายขุองเดก็ คนคือ , , , , , , , , , ดงันนัฐานนิยมเทา่กบั ปี
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ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีขนาด N ฐานนิยมจะเป็น
คา่ทีอยูใ่นชนัทีมีความถีสงูทีสดุ จะไดว้า่

Mod = L+ I

(
d1

d1 + d2

)

L คือขอบลา่งของชนัฐานนิยม

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนัฐานนิยม

d1 คือผลตา่งของความถีชนัฐานนิยมกบัชนัก่อนชนัฐานนิยม

d2 คือผลตา่งของความถีชนัฐานนิยมกบัชนัหลงัชนัฐานนิยม

บทพิสูจน์. พิจารณาฮิสโทแกรมชนัทีมีความถีสงูสดุ ดงัรูป

รูปที . : ฮิสโทแกรมแสดงการหาคา่ฐานนิยม

A B

M F K

D
E

G H J

d1

d1 − y
d2

d1 − d2

z

y

I − x

x

L

I

Mod

จากรูปที . จะไดว้า่ Mod = L+ x

เนืองจาก ∆ABE ∼ ∆JHE ดงันนั y

x
=

d1 − y

I − x
หรอื

y(I − x) = x(d1 − y) = xd1 − xy

yI − yx = xd1 − xy

y =
xd1
I



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้

เนืองจาก ∆KFE ∼ ∆KMG ดงันนั z

I − x
=

d2
I
หรอื z =

d2(I − x)

I

เนืองจาก y = z + (d1 − d2) ฉะนนั
xd1
I

=
d2(I − x)

I
+ d1 − d2

d1x = d2I − d2x+ d1I − d2I

x = I

(
d1

d1 + d2

)

ดงันนั Mod = L+ I

(
d1

d1 + d2

)
ตัวอย่าง . . จงหาฐานนิยมของคะแนนสอบยอ่ยวิชาสถิติ ซงึขอ้มลูแสดงดงัตารางแจกแจง
ความถีตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
10− 14 10

11− 19 12

20− 24 15

25− 29 13

30− 34 10

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ความถีสงูสดุอยูช่นัที ดงันนัฐานนิยมอยูใ่นชนัที โดยมี L = 19.5, I = 5,
d1 = 15− 12 = 3 และ d2 = 15− 13 = 2 ดงันนั

Mod = 19.5 + 5

(
3

3 + 2

)
= 22.5
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แบบฝึกหดั .
. จากการเลือกตวัอยา่งนกัเรยีนชนั ม. มาจาํนวน คน เพือคาํนวนคะแนนเฉลยีของวิชา
คณิตศาสตรใ์นการสอบ ONET ประจาํปีการศกึษา เพือเป็นตวัแทนนกัเรยีนชนั ม. ทงั
ประเทศไดค้ะแนนดงัตอ่ไปนี , , , , , , , , , , , , , , ,
, , , , จงหาคา่เฉลยีของคะแนนของตวัอยา่งดงักลา่ว

. คะแนนสอบ ONET วิชาวิทยาศาสตร์ ของนกัเรยีนหอ้งหนงึ แสดงดงัแผนภาพตน้-ใบ ดงันี

จงหาเฉลียเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม ของคะแนนสอบครงันี
. จากขอ้มลูทีกาํหนด จงหา x และ y

กลุม่ขอ้มลู ชดุที ชดุที ชดุที รวมทงั ชดุ
คา่เฉลยีเลขคณิต x

จาํนวนขอ้มลู y

. ในการสอบวิชาภาษาไทยของนกัเรยีน คน มีคา่เฉลยีเลขคณิตเป็น คะแนน ตอ่มาปราก
ฎวา่กรอกผิดไปสองคนโดยกรอก 10 และ แต่ทีถกูตอ้งคือ และ ตามลาํดบั แลว้คา่
เฉลียเลขคณิตทีถกูตอ้งเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xN ซงึ
N∑
i=1

x2
i = A และ

N∑
i=1

(xi + 1)2 = B

จงหาคา่เฉลยีของขอ้มลูชดุนีในรูป N,A และ B

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี x1, x2, x3, ..., x1000 เมือ

xn =

n เมือ n เป็นจาํนวนคี
2n เมือ n เป็นจาํนวนคู่

. ในการแขง่ขนักีฬามหาวิทยาลยัโลกครงัที ซงึประเทศไทยเป็นเจา้ภาพ มีการสง่รายชือ
นกักีฬาจากประเทศไทย คน มีอายเุฉลยี ปี ถา้มีการถอนตวันกักีฬาไทยออก คน ซงึ
มีอายุ , , และ ปี และมีการเพิมนกักีฬาไทยอีก คน ซงึมีอายุเฉลีย ปี แลว้
อายเุฉลยีของนกักีฬาจากประเทศไทยจะเทา่กบัเทา่ใด

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลู , , , , , , , โดยใชท้ฤษฎีบท . . เมือ
A = 50
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. ในการสาํรวจนาํหนกัตวั ของนกัเรยีนในชนัเรยีนทีมีนกัเรยีน เป็นดงันี

นาํหนกั (กิโลกรมั) ความถีสะสม (คน)
30− 49

50− 69

70− 89

คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัตวัของนกัเรยีนชนัเรยีนนีเทา่กบักีกิโลกรมั
. ตารางตอ่ไปนีเป็นขอ้มลูเกียวกบัอายขุองพนกังานจาํนวน คน

อายไุมเ่กิน (ปี) จาํนวน (คน)

ถา้อายตุาํสดุของพนกังานคือ ปี แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนเรยีงจากนอ้ยไปมากไดเ้ป็น x1, x2, x3, ..., x99 ถา้คา่เฉลยีเลขคณิต
ของขอ้มลูชดุนีมีคา่เทา่กบัมธัฐาน จงแสดงวา่

49∑
i=1

|x50 − xi| =
99∑

i=51

|x50 − xi|

. อายขุองเดก็กลุม่หนงึ มีการแจกแจงดงันี

อายุ (ปี) จาํนวนเดก็ (คน)
1− 3

4− 6 a

7− 9

10− 12

ถา้มธัยฐานของอายเุดก็คือ ปี แลว้ a มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. เมือสรา้งตารางแจกแจงความถีของคะแนนนกัเรยีนจาํนวน คนโดยใชค้วามกวา้งของแตล่ะ
อนัตรภาคชนัเป็น แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนทงัหมดอยูใ่นช่วงคะแนน 50−59 ถา้
นกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนนตาํกวา่ . คะแนน มีอยู่จาํนวน คน และนกัเรยีนไดค้ะแนนตาํ
กวา่ . มีอยูจ่าํนวน คน แลว้มธัยฐานของคะแนนสอบครงันีเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีมธัยฐานคือ Med จงพิสจูนว์า่
n∑

i=1

|xi −Med| มีคา่นอ้ยทีสดุ
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. ขอ้มลูชดุ X คือ , , , , , , , , ถา้ขอ้มลูชดุ Y คือ yi =
3xi − 1

4
แลว้

คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y คือขอ้ใด
. นกัเรยีนกลุม่หนงึเป็นนกัเรยีนชาย m คน เป็นนกัเรยีนหญิง n คน หาคา่เฉลยีเลขคณิตของ
นกัเรยีนทงัหมดได้x ปี ถา้นกัเรยีนชายมีอายเุฉลยี y ปี แลว้นกัเรยีนหญิงจะมีคา่เฉลยีเลขคณิต
ของอายเุทา่กบัเทา่ใด

. จงหาคา่เฉลยีเรขาคณิตของขอ้มลู , , , , ..., เรยีงกนัเป็นลาํดบัเรขาคณิต

. จงหามธัยฐานของขอ้มลู , , , , ..., เรยีงเป็นลาํดบัเลขคณิต

. โรงงานแหง่หนงึมีพนกังานจาํนวน คน และตารางแจกแจงความถีสะสมของอายพุนกังาน
เป็นดงันี

อายุ (ปี) ความถีสะสม
11− 20

21− 30

31− 40

41− 50

51− 60

ถา้ผูจ้ดัการมีอายุ . ปี แลว้พนกังานทีมีอายุระหวา่งมธัยฐานของพนกังานและอายุของผู้
จดัการมีจาํนวนประมาณเทา่ใด

. จากสมบตัิเชิงเสน้ (ทฤษฎีบท . . ) เป็นจรงิสาํหรบัคา่เฉลีย คณุคิดวา่จะเป็นจรงิสาํหรบั
มธัยฐาน และฐานนิยม หรอืไมเ่พราะเหตใุด จงยกตวัอยา่งและใหเ้หตผุลประกอบคาํตอบ

. ครอบครวัหนงึมีบตุร คน บตุร คนมีนาํหนกัเทา่กนัและมีนาํหนกันอ้ยกวา่บตุรอีก คน ถา้
นาํหนกัของบตุรทงั คนมีคา่ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยั เทา่กบั , . และ กิโลกรมั
ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัของบตุรทงั คน มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก , , , , a, b, , , , ถา้ฐานนิยม
และมธัยฐานคะแนนชดุนีเป็น และ ตามลาํดบั แลว้ขอ้มลูชดุตอ่ไปนีคือ

11, 22, 33, 34, a+ 5, b+ 6, 67, 68, 99, 130

จงหาคา่เฉลยีเลขคณิต
. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ X ถา้

n∑
i=1

(xi − A) = B เมือ A,B เป็น

คา่คงที จงแสดงวา่ X =
B

n
+ A

. คา่เฉลียเลขคณิตของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึเป็น 43 คะแนน ถา้
คิดคา่เฉลียคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงจะไดเ้ป็น 45 และ 40 คะแนนตาม
ลาํดบั จงหาอตัราสว่นระหวา่งจาํนวนนกัเรยีนชายและจาํนวนนกัเรยีนหญิง



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้

. กาํหนดตารางแจกแจงความถีแสดงอายขุองคนในหมูบ่า้นแหง่หนงึดงันี

อายุ (ปี) 0− 9 10− 19 20− 29 30− 39 40− 49 50− 59

จาํนวน (คน) 5 10 A 20 10 10

ถา้อายเุฉลยีของคนในหมูบ่า้นนีเทา่กบั . ปี แลว้จาํนวนคนในหมูบ่า้นนีเทา่กบัเทา่ใด
. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ยจาํนวน , , , , , , x ให้ S เป็นเซตของ x ทีเป็นไปได้
ทงัหมดซงึทาํใหค้า่เฉลียเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยมของขอ้มลูชดุนีแตกตา่งกนัทงัหมด
และในบรรดาคา่เฉลยีเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม เหลา่นีนาํมาเรยีงใหม่จากนอ้ยไปหา
มากแลว้เป็นลาํดบัเลขคณิต จงหาผลบวกของสมาชิกทงัหมดในเซต S

. ในการวิจยัในชนัเรยีนเรอืงศกึษาผลสมัฤทธิทางการเรยีนวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงพีทาโกรสัโดย
ใช้โปรแกรม Geogebra ผู้วิจยัให้นกัเรยีนทาํแบบทดสอบก่อนเรยีนและหลงัเรยีน (คะแนน
เตม็ คะแนน) ใหผ้ลดงันี

คนที
คะแนนก่อนเรยีน
คะแนนหลงัเรยีน

. จงหาคา่เฉลยีของคะแนนก่อนสอบ และหลงัสอบ

. จงหาคา่เฉลยีของคะแนนผลตา่งระหวา่งก่อนสอบและหลงัสอบ

. จงบอกความสมัพนัธ์ของคะแนนเฉลียก่อนสอบ คะแนนเฉลียชหลงัสอบ และคะแนน
เฉลยีผลตา่ง



. . การวดัตาํแหนง่ของขอ้มูลเชงิปรมิาณ

. การวัดตาํแหน่งของข้อมูลเชิงปริมาณ
สาํหรบัขอ้มลูเชิงปรมิาณเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยบไปมาก เราจะทราบไดว้า่คา่ใดมีคา่มากเพียง

ใดซงึระบุดว้ยตาํแหน่ง แต่ในหวัขอ้นีเราสนใจการแบง่ขอ้มลูออกสว่น ๆ เทา่กนั ๆ กนั ทีนิยมใชก้นั
คือการแบง่ขอ้มลูออกเป็น , และ สว่น ทีเรยีกวา่ ควอไทล์ เดไซล์ และ เปอร์เซน็ต์ไทล์
ประโยชน์ของการแบง่ขอ้มลูเพืออา้งอิงขอ้มลูทีสนใจกบัขอ้มลูทงัหมด เชน่ นาย ก มีคะแนนสอบ
คณิตศาสตรเ์ทา่กบัเปอรเ์ซน็ตไ์ทลที์ หมายถงึนาย ก ไดค้ะแนนสงูสดุของกลุม่ % คะแนนตาํ
สดุ หรอืมีนกัเรยีนทีเขาสอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่นาย ก อยู่ %

. ควอไทล์ (Quartile)
บทนิยาม . . ควอไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการแบง่
ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก นิยมหาควอไทล์ ตาํแหน่ง คือ Q1

(first quartile หรอื lower quartile), Q2 (second quartile หรอื median) และ Q3 (third quartile
หรอื upper quartile)
ข้อสังเกต จะเห็นวา่ Q2 เทา่กบัคา่มธัยฐานของขอ้มลู

ตัวอย่าง . . จงหาควอไทลท์งั ตาํแหน่งของขอ้มลู , , , , , ,
แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

⃝ ⃝ ⃝

Q1 Q2 Q3

ดงันนั Q1 = 2, Q2 = 3 และ Q3 = 6

ตัวอย่าง . . จงหาควอไทลท์งั ตาํแหนง่ของ คะแนนสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ คนทีมี
คะแนนตอ่ไปนี

แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

⃝ ⃝

Q1 Q2 Q3

ดงันนั Q1 = 52, Q2 =
60 + 62

2
= 61 และ Q3 = 65



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้
สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่การหาควอไทลข์องประชากรหรอืตวัอยา่งอาศยัแนวคิดเช่นเดียวกบัการ

หาคา่มธัยฐาน ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่มีขนาด N จาํนวน เมือเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก
แลว้ควอไทลที์ r จะมีตาํแหน่งที rN

4
อยูใ่นชนัแรกทีมีความถีสะสมมากกวา่ rN

4
และ

Qr = L+
I

fQr

(
rN

4
−
∑

fL

)
L คือขอบลา่งของชนั Qr

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนั Qr

fQr คือความถีของชนั Qr∑
fL คือความถีสะสมก่อนถงึชนั Qr

ตัวอย่าง . . จงหาควอไทลท์งั ตาํแหน่งของ คะแนนสอบยอ่ยครงัหนงึของวิชาสถิติ แสดงดงั
ตารางตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน)
1− 5

6− 10

11− 15

16− 20

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ควอไทล์ที , และ อยู่ตาํแหน่ง 70

4
= 17.5, 2(70)

4
= 35 และ

3(70)

4
= 52.5, ตามลาํดบั

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
1− 5

6− 10

11− 15

16− 20

ควอไทลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
Q1 = 5.5 +

5

20
(17.5− 5) = 8.625

ควอไทลที์ อยูต่าํแหน่ง นนัคืออยูช่นั ดงันนั
Q2 = 10.5 +

5

35
(35− 25) = 11.929

ควอไทลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
Q3 = 10.5 +

5

35
(52.5− 25) = 14.429



. . การวดัตาํแหนง่ของขอ้มูลเชงิปรมิาณ

. เดไซล์ (Decile)
บทนิยาม . . เดไซล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการแบง่ขอ้มลู
ออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเดไซล์ ตาํแหน่ง คือ D1,
D2, D3, ..., D9

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ D5 = Q2 = Med และ Dr หมายถงึมีจาํนวนทีนอ้ยกวา่ Dr อยู่ r × 10% หรอื
มากกวา่อยู่ (100− 10r)%

ตัวอย่าง . . จงหาเดไซลท์งั , และ ตาํแหนง่ของขอ้มลู , , , , , , , , ,
แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

D4 D6 D9

ดงันนั D4 =
3 + 5

2
= 4, D6 =

7 + 9

2
= 8 และ D9 =

12 + 15

2
= 13.5

ตัวอย่าง . . เดไซลท์งั , และ ตาํแหนง่ของคะแนนสอบยอ่ยแคลคลูสัจาํนวน คน ดงันี
, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝ ⃝

D3 D7 D8

ดงันนั D3 = 3, D7 = 7 และ D8 = 8

ตัวอย่าง . . จากการแจกแจงขอ้มลูเงินเดือนของพนกังานบรษัิทแหง่หนงึพบวา่
เดไซลที์ 1 3 5 7 9

เงินเดือน (บาท) 10, 000 15, 000 20, 000 25, 000 40, 000

ถา้นายเอกและนายยศมีเงินเดือนรวมกนัเทา่กบั 40, 000 บาท และมีจาํนวนพนกังานทีไดเ้งินเดือน
มากกวา่นายยศอยู่ประมาณ % ของพนกังานทงัหมด แลว้เปอรเ์ซน็ตข์องพนกังานทีไดเ้งินเดือน
นอ้ยกวา่นายเอกเทา่กบัเทา่ใด

แนวคาํตอบ จาํนวนพนกังานทีไดเ้งินเดือนมากกวา่นายยศอยู่ประมาณ % ของพนกังานทงั
หมด นนัคือเงินเดือนของนายยศเทา่กบัเดไซลที์ หรอืมีเงินเดือนเทา่กบั , บาท เนืองจาก
นายเอกและนายยศมีเงินเดือนรวมกนัเทา่กบั 40, 000 บาท ฉะนนันายเอกมีเงินเดือนเทา่กบั ,
บาท ดงันนัเงินเดือนของนายเอกเทา่กบัเดไซลที์ หรอืมีพนกังานไดเ้งินเดือนนอ้ยกวา่นายเอกอยู่
ประมาณ %



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้
สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่การหาเดไซลข์องประชากรหรอืตวัอยา่งอาศยัแนวคิดเชน่เดียวกบัการหา

คา่มธัยฐาน ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่มีขนาด N จาํนวน เมือเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก
แลว้เดไซลที์ r จะมีตาํแหนง่ที rN

10
อยูใ่นชนัแรกทีมีความถีสะสมมากกวา่ rN

10
และ

Dr = L+
I

fDr

(
rN

10
−
∑

fL

)
L คือขอบลา่งของชนั Dr

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนั Dr

fDr คือความถีของชนั Dr∑
fL คือความถีสะสมก่อนถงึชนั Dr

ตัวอย่าง . . จงหา D2, D6 และ D9 ของคะแนน ONET วิชาวิทยาศาสตร์ แสดงดงัตาราง
คะแนน ความถี (คน)
50− 59

60− 69

70− 79

80− 89

90− 99

แนวคาํตอบ เดไซลที์ , และ อยูต่าํแหนง่ 2(52)

10
= 10.4, 6(52)

10
= 31.2 และ 9(52)

10
= 46.8,

ตามลาํดบั
คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
50− 59

60− 69

70− 79

80− 89

90− 99

เดไซลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
D2 = 59.5 +

10

20
(10.4− 10) = 59.7

เดไซลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
D6 = 69.5 +

10

15
(31.2− 30) = 70.3

เดไซลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
D9 = 79.5 +

10

5
(46.8− 45) = 83.1



. . การวดัตาํแหนง่ของขอ้มูลเชงิปรมิาณ

. เปอรเ์ซน็ไทล์ (Percentile)
บทนิยาม . . เปอร์เซน็ไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการ
แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเปอรเ์ซน็ไทล์
ตาํแหนง่ คือ P1, P2, P3, ..., P99

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ P50 = D5 = Q2 = Med และ P25 = Q1, P75 = Q3 โดยที Pr หมายถงึมี
จาํนวนทีนอ้ยกวา่ Pr อยู่ r% หรอืมากกวา่อยู่ (100− r)%

ตัวอย่าง . . ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึ (เรยีงจากนอ้ยไปมาก) เป็นดงันี
, , , , , , , , , , , , ,

จงหาเปอรเ์ซน็ไทลที์ , , และ
แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

⃝ ⃝ ⃝ ⃝

P20 P40 P60 P80

ดงันนั P20 = 45, P40 = 55, P60 = 63 และ P80 = 80

ตัวอย่าง . . จากการตรวจสอบลาํดบัทีของคะแนนสอบของนาย ก และนาย ข ในวิชาคณิตศาสตร์
ทีมีผูเ้ขา้สอบ คน ปรากฎวา่นาย ก สอบไดค้ะแนนอยู่ในตาํแหน่งควอไทลที์ และนาย ข สอบ
ไดค้ะแนนอยู่ในตาํแหนง่เปอรเ์ซน็ไทลที์ จาํนวนนกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนนระหวา่งคะแนนนาย ก
และนาย ข มีประมาณกีคน

แนวคาํตอบ นาย ก สอบไดค้ะแนนอยู่ในตาํแหน่งควอไทลที์ นนัคือคะแนนอยู่ในตาํแหน่ง
เปอรเ์ซน็ไทลที์ และนาย ข สอบไดค้ะแนนอยู่ในตาํแหน่งเปอรเ์ซน็ไทลที์ ดงันนัมีนกัเรยีนได้
คะแนนระหวา่งคะแนนนาย ก และนาย ข ประมาณ % หรอื 0.15× 400 = 60 คน

สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่การหาเปอรเ์ซน็ไทลข์องประชากรหรอืตวัอยา่งอาศยัแนวคิดเชน่เดียวกบั
การหาคา่มธัยฐาน ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่มีขนาด N จาํนวน เมือเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก
แลว้เปอรเ์ซน็ไทลที์ r จะมีตาํแหนง่ที rN

100
อยูใ่นชนัแรกทีมีความถีสะสมมากกวา่ rN

100
และ

Pr = L+
I

fPr

(
rN

100
−
∑

fL

)

L คือขอบลา่งของชนั Pr

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนั Pr

fPr คือความถีของชนั Pr
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∑

fL คือความถีสะสมก่อนถงึชนั Pr

ตัวอย่าง . . จงหา P40, P54 และ P85 ของคะแนนเก็บวิชาภาษไทย แสดงดงันี
คะแนน ความถีสะสม
31− 40

41− 50

51− 60

61− 70

71− 80

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่เปอรเ์ซน็ไทลที์ , และ อยูต่าํแหน่ง 40(50)

100
= 20, 54(50)

100
= 27

และ 85(50)

100
= 42.5, ตามลาํดบั

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
31− 40

41− 50

51− 60

61− 70

71− 80

เปอรเ์ซน็ไทลที์ อยูต่าํแหน่ง นนัคืออยูช่นั ดงันนั
P40 = 50.5 +

10

10
(20− 15) = 55.5

เปอรเ์ซน็ไทลที์ อยูต่าํแหน่ง นนัคืออยูช่นั ดงันนั
P54 = 60.5 +

10

20
(27− 25) = 61.5

เปอรเ์ซน็ไทลที์ อยูต่าํแหน่ง . นนัคืออยูช่นั ดงันนั
P85 = 60.5 +

10

20
(42.5− 25) = 69.25

ตัวอย่าง . . ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรยีนหอ้งหนงึมีจาํนวน 30 คน ปรากฎวา่มี
นกัเรยีน 17 คน สอบได้คะแนนในชว่ง 10 − 39 คะแนน มีนกัเรยีน คน สอบได้คะแนนในชว่ง
40 − 49 คะแนน และมีนกัเรยีน 3 คน สอบไดค้ะแนนในชว่ง 50 − 59 คะแนน ถา้แบง่คะแนนออก
เป็นเกรด 3 ระดบั คือเกรด A เกรด B และ เกรด C โดยที 10% ของนกัเรยีนไดเ้กรด A และ 20% ของ
นกัเรยีนไดเ้กรด B คะแนนสงูสดุของเกรด C เทา่กบักีคะแนน

แนวคาํตอบ จากขอ้มลูเขียนตารางไดด้งันี
ชว่งคะแนน จาํนวนคน จาํนวนคนสะสม
10− 39

40− 49

50− 59
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เนืองจาก 10% ของนกัเรยีนไดเ้กรด A และ 20% ของนกัเรยีนไดเ้กรด B ดงันนัจาํนวนนกัเรยีนทีได้
เกรด C เทา่กบั 70% ซงึหมายถงึ 70% แรกของจาํนวนนกัเรยีนทงัหมด นนัคือ P70

ตาํแหนง่ของ P70 คือ 70 · 30

100
= 21 อยู่ในชนัที โดยมี L = 39.5, I = 10, ∑ fL = 17 และ

fP70 = 10 ดงันนั
P70 = 39.5 +

10

10
(21− 17) = 43.5

ดงันนัคะแนนสงูสดุของเกรด C เทา่กบั . คะแนน
ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจจาํนวนชวัโมงของลกูคา้ทีมา shopping ทีหา้งสรรพสนิคา้แหง่หนงึ
จาํนวน , คน แสดงดงักราฟตอ่ไปนี

เวลา (ชวัโมง)

จาํนวนคนสะสม (คน)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

,
,
,
,
,
,
,
,
,
,

. จงประมาณคา่เปอรเ์ซน็ไทลที์
แนวคาํตอบ เปอรเ์ซน็ไทลที์ ตรงกบัคนในลาํดบัที , จากกราฟจะไดว้า่ประมาณ .
ชวัโมง
ดงันนั P75 = 9.5

. จงประมาณคา่คนทีมา shopping ใชเ้วลา ชวัโมง ตรงกบัเปอรเ์ซน็ไทลที์เทา่ใด
แนวคาํตอบ จากกราฟคนทีมา shopping ใชเ้วลา ชวัโมง มีจาํนวนประมาณ , คน ซงึ
ตรงกบัเปอรเ์ซน็ไทลที์

. ถา้นาย ก มา shopping ใช้เวลา ชวัโมง มีคนทีมา shopping ใช้เวลามากกวา่นาย ก กี
เปอรเ์ซน็ต์
แนวคาํตอบ จากกราฟคนทีมา shopping ใช้เวลา ชวัโมง มีจาํนวนประมาณ , คน
ซงึตรงกบัเปอรเ์ซน็ไทลที์ ดงันนัมีคนทีมา shopping ใชเ้วลามากกวา่นาย ก คิดเป็น
เปอรเ์ซน็ต์
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แบบฝึกหดั .

. จงหาควอไทลท์งั ตาํแหน่งของขอ้มลูตอ่ไปนี

. จงหาควอไทลท์งั ตาํแหน่งของคะแนนเก็บวิชาภาษไทย

คะแนน ความถีสะสม
61− 70 3

51− 60 28

41− 50 40

31− 40 50

21− 30 75

11− 20 80

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน ถา้ควอไทลที์หนงึ ควอไทลที์สอง และควอไทลที์สามเทา่กบั ,
และ ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. จงหา D3, D7, D8 ของขอ้มลูตอ่ไปนี

. จงหา D2, D6, D8 ของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน)
11− 14 3

15− 18 8

19− 22 12

23− 26 7

. จงหาตาํแหน่งของเปอรเ์ซน็ไทลที์มีคะแนนเป็น . , และ ของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถีสะสม
61− 70 3

51− 60 28

41− 50 40

31− 40 50

21− 30 75

11− 20 80

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย จาํนวนตอ่ไปนี
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คอไทลที์ มีคา่ตา่งจากเปอรเ์ซน็ไทลที์ เทา่กบัเทา่ใด
. คะแนนของผูเ้ขา้สอบ คนเป็นดงันี

ถา้เกณฑใ์นการสอบผา่นคือตอ้งไดค้ะแนนไม่ตาํกวา่เปอรเ์ซน็ไทลที์ จงหาคะแนนตาํสดุ
ของผูที้สอบผา่น

. เมือพิจารณาผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีน คน พบวา่เปอรเ์ซน็ไทลที์ ของ
คะแนนสอบเทา่กบั คะแนน และมีนกัเรยีน คน ได้คะแนนนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั
คะแนน ถา้มีนกัเรยีนทีสอบได้ คะแนนเพียงคนเดียว แลว้จาํนวนนกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนน
ในช่วง 35− 80 คะแนนเทา่กบัเทา่ใด

. นกัเรยีนกลุม่หนงึจาํนวน คน มีสว่นสงูแสดงดงัตารางตอ่ไปนี

สว่นสงู (เซนติเมตร) จาํนวนนกัเรยีน (คน)
156− 160 6

161− 165 15

166− 170 21

171− 175 8

ถา้ a เป็นสว่นสงูโดยทีมีจาํนวนนกัเรยีน % ของนกัเรยีนทงัหมดทีมีสว่นสงูนอ้ยกวา่ b

แลว้ a มีคา่เทา่ใด
. จากตารางแจกแจงความถีตอ่ไปนี

คา่จา้ง (บาท) จาํนวนคน
300− 309 1

310− 319 3

320− 329 x

330− 339 5

340− 349 8

350− 359 y

360− 369 4

370− 379 10

ถา้ขอ้มลูชดุนีมี P25 = 339.5 และ Q3 = 359.5 แลว้จาํนวนคนงานทีไดค้า่จา้งรายวนัตาํกวา่
. บาทเทา่กบัเทา่ใด
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. จากการสาํรวจจาํนวนวนัทีตอ้งพกัฟืนในโรงพยาบลของผู้ป่วยโควิด- จาํนวน , คน
แสดงดงักราฟตอ่ไปนี

เวลา (วนั)

จาํนวนคนสะสม (คน)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

,

. มีผูป่้วยกีเปอรเ์ซน็ตที์พกัฟืนไมเ่กิน วนั

. จงหาเปอรเ์ซน็ไทลที์

. ผูป่้วยทีพกัฟืนมากกวา่ วนั มากกวา่ผูป่้วยทีพกัฟืนนอ้ยกวา่ วนั รอ้ยละเทา่ใด
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. การวัดการกระจาย
บทนิยาม . . พสัิยควอไทล์ (Inter Quartile Range) ของขอ้มลูชดุหนงึ เขียนแทนดว้ย IQR
หมายถงึ Q3 −Q1

แผนภาพกล่อง (Box plot) คือแผนภาพทีแสดงคา่สาํคญั คา่คือ
Xmin, Q1, Q2, Q3 และ Xmax

แสดงไดด้งัแผนภาพนี
IQR

Xmin Q1 Q2 Q3 Xmax

จากการกาํหนดคา่ดงักลา่วคือการแบง่ขอ้มลูทงัหมดออกเป็น 4 สว่นเทา่ ๆ กนัสว่นละ % โดย
มีเงือนไข

. Xmin เป็นคา่ตาํสดุยงัไมต่าํผิดปกติ ถา้มีคา่ไมน่อ้ยกวา่ Q1 − 1.5IQR

. Xmax เป็นคา่สงูสดุยงัไมส่งูผิดปกติ ถา้มีคา่ไมเ่กินกวา่ Q3 + 1.5IQR
และเรยีกวา่ IQR วา่ความกวา้งของกลอ่ง
ตัวอย่าง . . จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู , , , , , ,

แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี

⃝ ⃝ ⃝

Xmin Q1 Q2 Q3 Xmax

จะไดว้า่ IQR = Q3 −Q1 = 6− 2 = 4 โดยที 1 > −4 = 2− 1.5(4) และ 9 < 12 = 6 + 1.5(4)

นาํไปเขียนแผนภาพกลอ่งไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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ในกรณีทีมี x เป็นขอ้มลูหนงึในกลุม่ ถา้
x < Q1 − 1.5IQR หรอื x > Q3 + 1.5IQR

เรยีก x วา่ ค่าผิดปกติ (Outlier) หรอืกลา่ววา่ x มีคา่ตาํผิดปกตหิรอืสูงผิดปกติ ตามลาํดบั ในการ
สรา้งแผนภาพกลอ่งใหเ้ขียนแทนดว้ย ∗ ถา้ x มีคา่ตาํผิดปกติใหใ้ชค้า่ตาํสดุตวัแรกทีไมผิ่ดปกติ และ
ถา้ x มีคา่สงูผิดปกติใหใ้ชค้า่สงูสดุตวัสดุทา้ยทีไมผิ่ดปกติ
ตัวอย่าง . . จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู , , , , , , , , , ,

แนวคาํตอบ แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนั ดงัตอ่ไปนี
⃝ ⃝ ⃝

Xmin Q1 Q2 Q3 Xmax

จะไดว้า่ IQR = Q3−Q1 = 15− 11 = 4 เนืองจาก 1 < 5 = 11− 1.5(4) ดงันนั เป็นคา่ตาํผิดปกติ
และ 25 > 21 = 15 + 1.5(4) ดงันนั เป็นคา่สงูผิดปกติ
นาํไปเขียนแผนภาพกลอ่งไดด้งันี

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

∗ ∗

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๒ ของนกัศกึษาจาํนวน คน แสดงแผนภาพกลอ่ง
ไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗

. จงหาคะแนนตาํสดุและสงูสดุของการสอบยอ่ยครงันี
แนวคาํตอบ จากแผนภาพกลอ่งจะไดว้า่ Xmin = 0 และ Xmax = 10

. จงหาพิสยัควอไทล์
แนวคาํตอบ จากแผนภาพกลอ่งจะไดว้า่ Q1 = 2 และ Q3 = 5 ดงันนั IQR = 5− 2 = 3

. ถา้นาย ก อยู่ในกลุม่นี และมีคนไดค้ะแนนมากกวา่นาย ก อยู่ประมาณ % แลว้นาย ก มี
คะแนนเทา่ใด
แนวคาํตอบ จะไดว้า่นาย ก มีคะแนนเทา่กบัควอไทลที์ ดงันนั นาย ก มีคะแนนเทา่กบั
คะแนน
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ตัวอย่าง . . ในสถานการณ์โรคระบาดโควิด- โรงพยาบาลแหง่หนงึ จงึสาํรวจเวลา (ชวัโมง)
ของผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลในแตล่ะวนัเพือปรบัปรุงการใหบ้รกิาร แสดงไดด้งันี

วนั

เวลา (ชวัโมง)

จนัทร์ องัคาร พธุ พฤหสับดี ศกุร ์ เสาร์ อาทิตย์
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

∗

∗
∗

∗

∗

∗

. ในสปัดาหนี์ผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลทีใชเ้วลานานสดุวนัใดบา้ง และเป็นเวลากีชวัโมง
แนวคาํตอบ วนัองัคาร พฤหสับดี ศกุร ์ และเสาร์ ใชเ้วลา ชวัโมง

. ถา้นาย ก และนาย ข ไปใชบ้รกิารโรงพยาบาลแหง่นีวนัองัคารและวนัอาทิตยต์ามลาํดบั ทงัคู่
ใชเ้วลาตรงกบัควอไทลที์ ของแตล่ะวนั ถามวา่ใครใชเ้วลาในโรงพยาบาลมากกวา่กนัและ
มากกวา่เทา่ใด
แนวคาํตอบ นาย ก ใชเ้วลา ชวัโมง และนาย ข ใชเ้วลา ชวัโมง ดงันนันาย ก ใชเ้วลา
มากกวา่นาย ข ชวัโมง

. จงหาคา่ผิดปกติทงัหมดของการบรกิารครงันี
แนวคาํตอบ

วนัจนัทร์ มีคา่ตาํผิดปกติคือ ชวัโมง
วนัศกุร ์ มีคา่ตาํผิดปกติคือ ชวัโมง
วนัอาทิตย์ มีคา่ตาํผิดปกติคือ ชวัโมง
วนัพธุ มีคา่สงูผิดปกติคือ ชวัโมง
วนัอาทิตย์ มีคา่สงูผิดปกติคือ ชวัโมง
วนัพฤหสับดี มีคา่สงูผิดปกติคือ ชวัโมง
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แผนภาพกลอ่งนนัอาจทาํใหบ้อกถงึลกัษณะการกระจายของขอ้มลูหรอืการแจกแจงของขอ้มลู
ซงึมี ชนิดหลกั ๆ คือ

. การแจกแจงปกติหรอืการแจกแจงสมมาตร (Normal or Symmetric distribution)

. การแจกแจงเบท้างขวา (Right-skewed distribution)

. การแจกแจงเบท้างซา้ย (Left-skewed distribution)
ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่งแสดงไดด้งันี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่ง

การแจกแจงเบท้างซา้ย

การแจกแจงเบท้างขวา

การแจกแจงปกติ

จากรูปที . แผนภาพกลอ่งทีมีลกัษณะสมมาตรจะมีการแจกแจงปกติ แผนภาพกลอ่งทีมี
จาํนวนขอ้มลูสว่นใหญ่มีคา่นอ้ยจะมีการแจกแจงเบท้างขวา และแผนภาพกลอ่งทีมีจาํนวนขอ้มลู
สว่นใหญ่มีคา่มากจะมีการแจกแจงเบท้างซา้ย และแผนภาพกลอ่งอาจจะสมัพนัธก์บัเสน้โคง้ความถี
แสดงไดด้งัรูป ตอ่ไปนี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีกบัแผนภาพกลอ่ง

Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา

เสน้โคง้ความถีทงั รูปแบบนีจะสมัพนัธ์กบัคา่กลาง คา่คือ คา่เฉลียเลขคณิต คา่มธัยฐาน
และคา่ฐานนิยม แสดงดงัรูปตอ่ไปนี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีกบัคา่กลางของขอ้มลู

X ModMed X = Med = Mod MedMod X

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา
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การนาํเสนอขอ้มลูดว้ยแผนภาพกลอ่งก็อาจทาํใหท้ราบเพียงลกัษณะการกระจายเทา่นนัแต่ยงั
ไมมี่คา่บง่ชีวา่กระจายมากหรอืนอ้ย ตอ่ไปนีจะกลา่วคา่ในการวดัการกระจายของขอ้มลูทงัแบบ
ไม่ เปรยีบกบักลุม่ อืน และเปรยีบเทียบกบักลุม่ อืน ซงึมี แบบคือ การวดัการกระจายสมับรูณ์
(Absolute Variation) และ การวดัการกระจายสมัพทัธ์ (Relative Variation)

. การวัดกระจายสัมบรูณ์
การวดัการกระจายสมับรูณ์ คือการวดัการกระจายของขอ้มลูเพียงชดุเดียวเพือดูวา่ขอ้มลูชดุนี
แตล่ะคา่มีความแตกตา่งกนัมากหรอืนอ้ยเพียงใด การวดัการกระจายแบบสมับรูณ์ไม่สามารถนาํ
ไปเปรยีบเทียบกบัขอ้มลูชดุอืนได้ การวดัการกระจายสมับรูณที์นิยมใชมี้ วิธี คือ

. พิสยั (Range)

. สว่นเบียงเบนควอไทล ์ (Quartile Deviation)

. สว่นเบียงเบนเฉลีย (Mean Deviation)

. สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation)
พสัิยคือคา่สงูสดุลบคา่ตาํสดุใช้ในการวดัการกระจายของขอ้มลูได้ไม่ละเอียดนกั นิยมใช้เมือ

ตอ้งการความรวดเรว็เทา่นนั ขอ้เสียของพิสยัของขอ้มลูแตล่ะชดุ คือมีการใช้เฉพาะคะแนนสงูสดุ
และคะแนนตาํสดุเทา่นนั บางครงัทาํให้เกิดการเขา้ใจถงึลกัษณะของขอ้มลูผิดไปได้ แต่ ก็ใช่วา่
พิสยัจะไมมี่ขอ้ดีเสียเลย ถา้พิสยัมีคา่นอ้ยก็อาจคาดไดว้า่ขอ้มลูสว่นใหญ่ก็ไม่หา่งกนัมากนกั เชน่
คะแนนสอบยอ่ยวิชาคณิตศาสตรซ์งึมีคะแนนเตม็ คะแนน ถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั คะแนน แสดง
วา่คะแนนของนกัเรยีนตา่งกนัไม่เกิน คะแนน ยิงไปกวา่นนัถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั ก็จะหมายความ
วา่นกัเรยีนทกุคนไดค้ะแนนเทา่กนันนัเอง

ถา้ขอ้มลูใดใชค้า่กลางเป็นมธัยฐานเป็นตวัแทนขอ้มลู มกัจะนิยมใชส้ว่นเบียงเบนควอไทลเ์ป็นการ
วดัการกระจายของขอ้มลู โดยที ส่วนเบยีงเบนควอไทล์ คือครงึหนงึของพิสยัควอไทล์ เขียนแทน
ดว้ย Q.D. นนัคือ

Q.D. =
IQR
2

=
Q3 −Q1

2

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๑ ของนกัเรยีนกลุม่หนงึ ประกอบดว้ย , , , ,
จงหาพิสยัและสว่นเบียงเบนควอไทล์ พรอ้มเลือกคา่การวดัทีคิดวา่เหมาะสมโดยใหเ้หตผุลประกอบ

แนวคาํตอบ พิสยั = 10− 0 = 10 เนืองจาก Q1 = 0.5 และ Q3 = 6.5 จะไดว้า่
Q.D. =

6.5− 0.5

2
= 2.5

ถา้เลือกพิสยัซงึเทา่กบั เป็นคา่การกระจายจะเห็นวา่ขอ้มลูนีรูเ้พียงวา่คา่มากสดุกบัคา่ตาํสดุตา่ง
กนั คะแนน ถา้คะแนนเตม็ จะทราบไดท้นัทีวา่มีคนได้ คะแนน และได้ คะแนน เนืองจาก
คะแนนในกลุม่นีสว่นมากไดค้ะแนนตาํคา่กลางทีเหมาะสมควรเป็นมธัยฐาน จงึควรใชก้ารวดัการก
ระจายโดยใชส้ว่นเบียงเบนควอไทลซ์งึเทา่กบั . จะเหมาะสมกวา่
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พิสยัและสว่นเบียงควอไทลน์นัเป็นการวดัทีใช้ขอ้มลูบางสว่นเทา่นนัอาจทาํใหเ้กิดความเขา้ใจ
ลกัษณะของขอ้มลูทีผิดพลาดไปได้ จงึมีการวดัโดยใชท้กุขอ้มลูเขา้มาเกียวขอ้งซงึอาศยัหลกัารทีวา่
ถา้ขอ้มลูชดุนนัเหมาะกบัคา่กลางทีเป็นคา่เฉลยีเลขคณิต แลว้จะวดัผลตา่งของทกุขอ้มลูแลว้หาคา่
เฉลยีเหลา่นนัเรยีกวา่ สว่นเบียงเบนเฉลีย และเป็นทีนิยมอยา่งมากคือหารากทีสองของคา่เฉลยีของ
ผลตา่งกาํลงัสองจะเรยีกวา่ สว่นเบียงเบนมาตรฐาน ดงัจะกลา่วตอ่ไปนี
บทนิยาม . . กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ..., xn โดยทีประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X ตามลาํดบั

. ส่วนเบยีงเบนเฉลีย เขียนแทนดว้ย M.D. คือคา่นิยามโดย

สาํหรบัตวัอยา่ง: M.D. =

n∑
i=1

|xi −X|

n
สาํหรบัประชากร: M.D. =

N∑
i=1

|Xi − µ|

N

. ส่วนเบยีงเบนมาตรฐาน
สาํหรบัตวัอยา่ง ให้ S แทนสวนเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

S =

√√√√√√
n∑

i=1

(xi −X)2

n− 1

สาํหรบัประชากร ให้ σ แทนสวนเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

σ =

√√√√√√
N∑
i=1

(Xi − µ)2

N

กาํลงัสองของสว่นเบียงเบนมาตรฐานเรยีกวา่ ความแปรปรวน (Variance) สาํหรบัตวัอยา่ง
ความแปรปรวนคือ S2 สาํหรบัประชากรความแปรปรวนคือ σ2

ตัวอย่าง . . จากการสอบถามเวลา (นาที) ในการเดินทางมายงัโรงเรยีนของนกัเรยีน คน

จงหาสว่นเบียงเบนเฉลยีและสว่นเบียงเบนมาตรฐาน เมือ
. ขอ้มลูเป็นประชากร
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

µ =
30 + 35 + 40 + 45 + 50 + 60 + 60 + 70 + 70 + 90

10
=

550

10
= 55
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ดงันนั
M.D. =

|30− 55|+ |35− 55|+ · · ·+ |90− 55|
10

=
150

10
= 15

และ

σ =

√
(30− 55)2 + (35− 55)2 + · · ·+ (90− 55)2

10
=

√
3100

10
=

√
310 = 17.61

. ขอ้มลูเป็นตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ X = 55 ดงันนั

M.D. =
|30− 55|+ |35− 55|+ · · ·+ |90− 55|

10
=

150

10
= 15

และ
S =

√
(30− 55)2 + (35− 55)2 + · · ·+ (90− 55)2

10− 1
=

√
3100

9
= 18.56

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูประชากรชดุหนงึมีการแจกแจงปกติ โดย

มธัยฐานเทา่กบั 12 สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 8 และ
N∑
i=1

(xi − 10)2 = 5440

แลว้ N มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
แนวคาํตอบ เนืองจากประชากรชดุมีการแจกแจงปกติ จะไดว้า่ µ = Med = 12 และ σ = 8

ฉะนนั
N∑
i=1

(xi − 12)2

N
= 82 นนัคือ

N∑
i=1

(xi − 12)2 = 64N

พิจารณา
N∑
i=1

[(xi − 12) + 2]2 =
N∑
i=1

(xi − 10)2

N∑
i=1

[(xi − 12)2 + 4(xi − 12) + 4] = 5440

N∑
i=1

(xi − 12)2 + 4
N∑
i=1

(xi − 12) +
N∑
i=1

4 = 5440

64N + 4(0) + 4N = 5440

68N = 5440

N = 80

ดงันนัประชากรชดุนีมีขนาด หรอื N = 80
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูประชากรเรยีงจากนอ้ยไปมากดงันี
a

เมือ a เป็นจาํนวนจรงิ ถา้สว่นเบียงเบนเฉลียเทา่กบั . จงหา a

แนวคาํตอบ เนืองจากขอ้มลูเรยีงจากนอ้ยไปมากจะไดว้า่ 5 ≤ a ≤ 9 และ

µ =
1 + 2 + 2 + 3 + 5 + a+ 9 + 12 + 13 + 15

10
=

62 + a

10
= 6.2 +

a

10

จาก 5 ≤ a ≤ 9 ฉะนนั
0.5 ≤ a

10
≤ 0.9

6.2 + 0.5 ≤ 6.2 +
a

10
≤ 6.2 + 0.9

6.7 ≤ µ ≤ 7.1

จากM.D. = 4.4 และ 6.7 ≤ µ ≤ 7.1 จะไดว้า่

M.D. =

∑
|xi − µ|
10

4.4(10) = |1− µ|+ |2− µ|+ |2− µ|+ |3− µ|+ |5− µ|+ |a− µ|
+ |9− µ|+ |12− µ|+ |13− µ|+ |15− µ|

44 = (µ− 1) + (µ− 2) + (µ− 2) + (µ− 3) + (µ− 5) + |a− µ|
+ (9− µ) + (12− µ) + (13− µ) + (15− µ)

44 = |a− µ|+ µ+ 36

8 = |a− µ|+ µ

กรณี µ ≥ a จะไดว้า่
8 = −(a− µ) + µ = −a+ 2µ = −a+ 2

(
6.2 +

a

10

)
= 12.4− 0.9a

0.9a = 12.4− 8 = 4.4

a =
44

9
= 4.89 < 5 เป็นไปไมไ่ด้

กรณี µ > a จะไดว้า่
8 = (a− µ) + µ = a

ดงันนั a = 8
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ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ...xn โดยทีประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X ตามลาํดบั จะไดว้า่

สาํหรบัตวัอยา่ง S2 =

n∑
i=1

x2
i − n(X)2

n− 1
และ สาํหรบัประชากร σ2 =

N∑
i=1

X2
i

N
− µ2

บทพิสูจน์. สาํหรบัตวัอยา่ง

S2 =

n∑
i=1

(xi −X)2

n− 1
=

n∑
i=1

(x2
i − 2Xxi +X

2
)

n− 1

=

n∑
i=1

x2
i − 2X

n∑
i=1

xi +
n∑

i=1

X
2

n− 1

=

n∑
i=1

x2
i − 2X(nX) + nX

2

n− 1

=

n∑
i=1

x2
i − n(X)2

n− 1

สาํหรบัประชากร

σ2 =

N∑
i=1

(Xi − µ)2

N
=

N∑
i=1

(X2
i − 2µXi + µ2)

N

=

N∑
i=1

X2
i − 2µ

N∑
i=1

Xi +
N∑
i=1

µ2

N

=

N∑
i=1

X2
i − 2µ(nµ) +Nµ2

N

=

N∑
i=1

X2
i −Nµ2

N

=

N∑
i=1

X2
i

N
− µ2
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ตัวอย่าง . . ถา้ความยาวรศัมีวงกลม 10 วงมีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั 3 และมีความแปรปรวน
เทา่กบั 5 แลว้ผลรวมของพืนทีวงกลมทงั 10 วงนีมีคา่เทา่กบัเทา่ใด ถา้ขอ้มลูดงักลา่วเป็นประชากร

แนวคาํตอบ ให้ r1, r2, ..., r10 เป็นรศัมีของวงกลมทงั วง จะไดว้า่ µr = 3 และ σ2
r = 5 จะได้

วา่
10∑
i=1

r2i

10
− 32 = 5 นนัคือ

10∑
i=1

r2i = 10(5 + 9) = 140

ดงันนัผลรวมของพืนทีวงกลมทงั 10 วงเทา่กบั
10∑
i=1

πr2i = π
10∑
i=1

r2i = 140π

ตัวอย่าง . . คา่เฉลียเลขคณิตของคะแนนสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึเทา่กบั คะแนน ความ
แปรปรวน (ประชากร) เทา่กบั ถา้มีนกัเรยีนมาเพิมอีก คน ซงึสอบได้ คะแนน ทาํให้คา่
เฉลยีเปลยีนไปเป็น คะแนน ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

แนวคาํตอบ ใหป้ระชากรขนาด n ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซงึมีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั
ความแปรปรวนเทา่กบั นนัคือ

n∑
i=1

xi = 72n

และ

600 =

n∑
i=1

x2
i

n
− 722 ฉะนนั

n∑
i=1

x2
i = (600 + 722)n = 5784n

พิจารณาขอ้มลูชดุใหมคื่อ x1, x2, ..., xn, 60 จะไดว้า่

70 =

n∑
i=1

xi + 60

n+ 1
=

72n+ 60

n+ 1

70(n+ 1) = 72n+ 60

70n+ 70 = 72n+ 60

n = 5

และ
5∑

i=1

x2
i = 5784(5) = 28920 ดงันนัความแปรปรวนชดุใหมเ่ทา่กบั

σ2 =

5∑
i=1

x2
i + 602

6
− 702 =

28920 + 3600

6
− 4900 = 520
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สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่ ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีจาํนวน k ชนั แตล่ะชนัมีความถี fi และXi

เป็นจดุกงึกลางของชนัที i เมือ i = 1, 2, ..., k จะไดว้า่
สาํหรบัตวัอยา่ง สาํหรบัประชากร

M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi −X|

n
M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi − µ|

N

S =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi −X)2

n− 1
σ =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi − µ)2

N

ตัวอย่าง . . จงหาสว่นเบียงเบนเฉลีย สว่นเบียงเบนมาตรฐานและความแปรปรวน ของคะแนน
สอบกลางภาคของวิชาภาษาองัถฤษ ซงึแสดงดงัตารางตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
11− 15

16− 20

21− 25

26− 30

31− 35

แนวคาํตอบ พิจารณาคา่จากตารางตอ่ไปนี
คะแนน ความถี (fi) Xi fiXi fi|Xi − µ| fi(Xi − µ)2

11− 15

16− 20

21− 25

26− 30

31− 35

รวม

จะไดว้า่ µ =
920

40
= 23.5 ฉะนนั

M.D. =
168

40
= 4.2 และ σ =

√
1210

40
=

√
30.25 = 5.5

ดงันนัสว่นเบียงเบนเฉลยีเทา่กบั . สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั . และความแปรปรวนเทา่กบั
.
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ทฤษฎบีท . . ขอ้มลูชดุ X คือ x1, x2, , ..., xn และขอ้มลูชดุ Y คือ y1, y2, , ..., yn ถา้

yi = axi + b เมือ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
. สาํหรบัขอ้มลูแบบตวัอยา่ง
ให้ SX และ SY เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

SY = |a|SX หรอื S2
Y = a2S2

X

. สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ให้ σX และ σY เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

σY = |a|σX หรอื σ2
Y = a2σ2

X

บทพิสูจน์. สาํหรบัขอ้มลูแบบตวัอยา่ง ชดุ X มีคา่เฉลียเทา่กบั X โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
Y = aX + b และ

S2
Y =

n∑
i=1

(yi − Y )2

n− 1
=

n∑
i=1

[(axi + b)− (aX + b)]2

n− 1

=

n∑
i=1

(axi − aX)2

n− 1
=

n∑
i=1

a2(xi −X)2

n− 1

= a2 ·

n∑
i=1

(xi −X)2

n− 1
= a2S2

X

พิสจูนใ์นทาํนองเดียวกนัสาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร (เป็นแบบฝึกหดั)
ตัวอย่าง . . ในการทาํธรุกิจเลก็ ๆ อยา่งหนงึในแตล่ะวนั ความสมัพนัธข์องตน้ทนุ X (บาท) และ
กาํไร Y (บาท) เป็นแบบเชิงเสน้คือ

y = 1.25x− 500

ถา้สุม่ตวัอยา่งการลงทนุมา วนั เป็นเงินลงทนุดงันี , , , , บาท จงหาความ
แปรปรวนของกาํไรในการลงทนุครงันี

แนวคาํตอบ คา่เฉลยีของการลงทนุ วนัคือ
X =

500 + 550 + 650 + 700 + 1000

5
=

3400

5
= 680

ความแปรปรวนของการลงทนุของตวัอยา่ง วนัคือ
S2
X =

(500− 680)2 + (550− 680)2 + (650− 680)2 + (700− 680)2 + (1000− 680)2

5− 1

=
153000

4
= 38250

โดยทฤษฎีบท . . จะไดว้า่ S2
Y = 1.252S2

X = 1.252(38250) = 59765.625

ดงันนัความแปรปรวนของกาํไรในการลงทนุ วนันีเทา่กบั .
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน คือ x1, x2, x3, ..., x10 ซงึขอ้มลูชดุนีมีสว่นเบียงเบน
มาตรฐานเทา่กบั . ถา้ขอ้มลูชดุทีสองคือ

3x1 + 174, 3x2 + 174, 3x3 + 174, ..., 3x10 + 174

แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุทีสองนีจะเทา่กบัเทา่ใด
แนวคาํตอบ เนืองจากขอ้มลูชดุทีสอง Y สมัพนัธเ์ชิงเสน้กบัชดุทีหนงึคือ

yi = 3xi + 173 เมือ i = 1, 2, ..., 10

จะเห็นวา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานชดุทีหนงึเทา่กบั . โดยทฤษฎีบท . . สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ของขอ้มลูชดุทีสองเทา่กบั 3(2.3) = 6.9

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ขอ้มลูชดุที 1 มีจาํนวน N1 มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ1 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2

1

ขอ้มลูชดุที 2 มีจาํนวน N2 มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ2 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2
2

ความแปรปรวนรวมของขอ้มลูทงัสองชดุ เขียนแทนดว้ย σ2
com

. ถา้ µ1 = µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

. ถา้ µ1 ̸= µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+N1N2

(
µ2 − µ1

N1 +N2

)2

บทพิสูจน์. ใหข้อ้มลูชดุที 1 มีจาํนวน N1 ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xN1

ใหข้อ้มลูชดุที 2 มีจาํนวน N2 ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yN2

ให้ µ แทนคา่เฉลยีรวมของทงัสองประชากร จะไดว้า่

µ =
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

และ

σ2
1 =

N1∑
i=1

x2
i

N1

− µ2
1 −→

N1∑
i=1

x2
i = (σ2

1 + µ2
1)N1

σ2
2 =

N2∑
i=1

y2i

N2

− µ2
2 −→

N2∑
i=1

y2i = (σ2
2 + µ2

2)N2
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จะไดว้า่

σ2
com =

N1∑
i=1

x2
i +

N2∑
i=1

y2i

N1 +N2

− µ2

=

N1∑
i=1

x2
i +

N2∑
i=1

y2i

N1 +N2

−
(
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

)2

=
(σ2

1 + µ2
1)N1 + (σ2

2 + µ2
2)N2

N1 +N2

−
(
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

)2

=
(N1σ

2
1 +N2σ

2
2) + (N1µ

2
1 +N2µ

2
2)

N1 +N2

−
(
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+
N1µ

2
1 +N2µ

2
2

N1 +N2

−
(
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+
(N1µ

2
1 +N2µ

2
2)(N1 +N2)

(N1 +N2)2
−
(
N1µ1 +N2µ2

N1 +N2

)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+
N2

1µ
2
1 +N1N2µ

2
2 +N1N2µ

2
1 +N2

2µ
2
2

(N1 +N2)2
− N2

1µ1 + 2N1N2µ1µ2 +N2
2µ2

(N1 +N2)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+
N1N2µ

2
2 +N1N2µ

2
1 − 2N1N2µ1µ2

(N1 +N2)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+
N1N2(µ

2
2 − 2µ1µ2 + µ2

2)

(N1 +N2)2

=
N1σ

2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+N1N2

(
µ2 − µ1

N1 +N2

)2

ในกรณีที µ1 = µ2 จะไดว้า่ขอ้ ถกูตอ้งดว้ย
ตัวอย่าง . . ขอ้มลูสรุปของระดบัคะแนน (ประชากร) ของนกัเรยีน หอ้ง แสดงไดด้งันี

หอ้ง จาํนวนนกัเรยีน ระดบัคะแนนเฉลยี สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ก 20 2.96 0.75

ข 30 3.25 0.50

ค 25 3.25 0.30

. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ข และ ค
แนวคาํตอบ เนืองจากหอ้ง ข และ ค มีระดบัคะแนนเฉลียเทา่กนั ดงันนัความแปรปรวนรวม
เทา่กบั

30(0.50)2 + 25(0.30)2

30 + 25
= 0.1773

. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ก และ ข
แนวคาํตอบ เนืองจากหอ้ง ข และ ค มีระดบัคะแนนเฉลียไม่เทา่กนั ดงันนัความแปรปรวน
รวมเทา่กบั

20(0.75)2 + 30(0.50)2

30 + 20
+ 20(30)

(
3.25− 2.96

20 + 30

)2

= 0.3952
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. การวัดกระจายสัมพทัธ์
การวัดการกระจายสัมพทัธ์ คือการหาคา่เพือเปรยีบเทียบการกระจายระหวา่งขอ้มลูมากกวา่
หนงึชดุ โดยใช้อตัราสว่นหรอืเปอรเ์ซน็ต์ การเปรยีบเทียบการกระจายของขอ้มลูระหวา่งชดุทีนิยม
ใชมี้ ชนิดคือ

. สัมประสิทธิของพสัิย (Coefficient of Range)

C.R =
Xmax −Xmin
Xmax +Xmin

. สัมประสิทธิของส่วนเบยีงเบนควอไทล ์ (Coefficient of Quartile Deviation)

C.Q.D. =
Q3 −Q1

Q3 +Q1

. สัมประสิทธิของส่วนเบยีงเบนเฉลีย (Coefficient of Mean Deviation)

C.M.D. สาํหรบัตวัอยา่ง =
M.D.

X
และ C.M.D. สาํหรบัประชากร =

M.D.

µ

. สัมประสิทธิของการแปรผัน (Coefficient of Varian)

C.V. สาํหรบัตวัอยา่ง =
S

X
และ C.V. สาํหรบัประชากร =

σ

µ

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจสุม่ตวัอยา่ง ระยะรอคอย (waiting period) หนว่ยเป็นวนั ของ
ประกนัโควิด- จาํนวน บรษัิท เป็นดงันี , , , , จงหาสมัประสทิธิทงั ชนิด

แนวคาํตอบ จากขอ้มลูจะไดว้า่ Xmax = 20, Xmin = 7

Q1 =
7 + 10

2
= 8.5, และ Q3 =

14 + 20

2
= 17 เนืองจาก X =

7 + 10 + 14 + 14 + 20

5
= 13

จะไดว้า่
M.D. =

|7− 13|+ |10− 13|+ |14− 13|+ |14− 13|+ |20 + 13|
5

= 3.6

S =

√
(7− 13)2 + (10− 13)2 + (14− 13)2 + (14− 13)2 + (20 + 13)2

5− 1
= 4.8990

ดงันนั
C.R. =

20− 7

20 + 7
= 0.4815 หรอื 48.15%

C.Q.D =
17− 8.5

17 + 8.5
= 0.3333 หรอื 33.33%

C.M.D =
3.6

13
= 0.2769 หรอื 27.69%

C.V. =
4.8990

13
= 0.3768 หรอื 37.68%
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูเกียวกบันาํหนกัของเดก็แรกเกิดของโรงพยาบาลตา่งๆดงันี

โรงพยาบาล จาํนวนนกัเรยีน นาํหนกัเฉลยี (กรมั) สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (กรมั)
A ,
B ,
C ,
D ,
E ,

จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
ก. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนาํหนกัเดก็แรกเกิดนอ้ยทีสดุ
ข. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนาํหนกัเดก็แรกเกิดมากทีสดุ

แนวคาํตอบ คาํนวณคา่สมัประสทิธิของการแปรผนัของนาํหนกัแตล่ะโรงพยาบาลไดด้งัตารางตอ่
ไปนี

โรงพยาบาล นาํหนกัเฉลยี สว่นเบียงเบนมาตรฐาน สมัประสทิธิของการแปรผนั
A , 300

2400
× 100 = 12.50%

B , 500
2500

× 100 = 20.00%
C , 300

3000
× 100 = 10.00%

D , 200
2400

× 100 = 8.33%
E , 700

2800
× 100 = 25.00%

จากตารางคา่สมัประสทิธิของการแปรผนัของนาํหนกัของโรงพยาบาล D มีคา่นอ้ยทีสดุ และ E มีคา่
มากสดุ ดงันนัโรงพยาบาลใดมีการกระจายของนาํหนกัเดก็แรกเกิดนอ้ยทีสดุคือโรงพยาบาล D และ
มากสดุคือโรงพยาบาล E
ตัวอย่าง . . ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์พบวา่ คะแนนสอบของนกัเรยีนมีการแจกแจงปกติ
สว่นเบียงเบนควอไทลเ์ทา่กบั สมัประประสิทธิควอไทลเ์ทา่กบั . คะแนนเฉลียของการสอบครงั
นีเทา่กบัเทา่ใด

แนวคาํตอบ เนืองจากสว่นเบียงเบนควอไทลเ์ทา่กบั สมัประประสิทธิควอไทลเ์ทา่กบั . จะ
ไดว้า่

Q3 −Q1

2
= 6 และ Q3 −Q1

Q3 +Q1

= 0.6

นนัคือ Q3 +Q1 =
Q3 −Q1

0.6
=

2(6)

0.6
= 20 เนืองจากคะแนนสอบของนกัเรยีนมีการแจกแจงปกติ

นนัคือมีการแจงแจงสมมาตรดงันนั
X = Med = Q2 =

Q1 +Q3

2
=

20

2
= 10

สรุปไดว้า่คะแนนเฉลยีของการสอบครงันีเทา่กบั คะแนน
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แบบฝึกหดั .
. จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของคะแนนสอบวิชาสงัคม หอ้ง (เขียนในแผนภาพเดียวกนั)
หอ้ง ก : 11, 12, 12, 14, 15, 16, 20

หอ้ง ข : 11, 12, 13, 15, 15, 15, 16, 17, 18, 20, 20

. จงหาพิสยัและสว่นเบียงเบนควอไทลข์องขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
1 5

2 8

4 10

6 8

10 4

. จากการสาํรวจนาํหนกัของนกัเรยีนกลุม่หนงึจาํนวน คน มี คน นาํหนกัเทา่กนัและหนกั
นอ้ยกวา่อีก คนทีเหลือ ถา้ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยัของนกัเรยีน คนนีคือ , และ
กิโลกรมั ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของนาํหนกันกัเรยีน คนเทา่กบัเทา่ใด

. นกัเรยีนชนั ม. ของโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน หอ้ง มีความแปรปรวนของคะแนนสอบทงั
สองนนัหอ้งเทา่กบั นกัเรยีนหอ้ง ก. มีจาํนวน คน คาํนวณสว่นเบียงเบนมาตรฐานของ
คะแนนสอบไดเ้ทา่กบั คะแนน นกัเรยีนหอ้ง ข. จะมีจาํนวนเทา่กบัเทา่ใดถา้สว่นเบียงเบน
มาตรฐานของคะแนนสอบหอ้งนีเทา่กบั คะแนน โดยทงัสองหอ้งมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กนั

. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนงึซงึประกอบดว้ย x1, x2, .., x10 มีคา่เฉลียเลขคณิต x̄ และขอ้มลูชดุ
ทีสองประกอบไปดว้ย y1, y2, .., y20 มีคา่เฉลยีเลขคณิต ȳ โดยที

10∑
i=1

(xi − x̄)2 = 160,
20∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 110 และ x̄ = ȳ

ถา้นาํขอ้มลูทงัสองชดุมารวมเป็นชดุเดียวกนั แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (ประชากร) ของ
ขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึเรยีงจากนอ้ยไปหามากดงันี a, 3, 5, 7, b ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 2

√
10 แลว้คา่ของ 2a+ b มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี 11 จาํนวนดงันี

15 10 12 15 16 x 16 19 13 17 15

ถา้คา่เฉลียเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั แลว้กาํลงัสองของสว่นเบียงเบนมาตรฐานของ
ขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. มีขอ้มลู จาํนวนซงึเรยีงจากนอ้ยไปมากคือ x1, x2, , x3, x4, x5 โดยมี x1 = 7 คา่เฉลีย
เลขคณิตเทา่กบั µ และความแปรปรวนเทา่กบั ถา้กาํหนดตารางแสดงคา่ xi − µ ดงันี
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i xi − µ

1 7− µ

2 −3

3 −1

4 3

5 6

แลว้คา่ของ µ เทา่กบัเทา่ใด
. ขอ้มลูชดุหนงึมีคา่สงัเกต (x) และรอ้ยละของความถีสะสมสมัพทัธ์ แสดงดงัตารางตอ่ไปนี

คา่สงัเกต (x) รอ้ยละของความถีสะสมสมัพทัธ์
1 20

2 40

a 70

6 90

10 100

เมือ a เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั แลว้ความแปรปรวนของ
ขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. โรงเรยีนอนบุาลแหง่หนงึมีนกัเรยีน คน โดยการแจกแจงอายขุองนกัเรยีนเป็นดงัตาราง
อายุ (ปี) 3.5 4 4.5 5 5.5 6

จาํนวนนกัเรยีน (คน) a 15 10 20 b 5

ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของอายุนกัเรยีนมีคา่ . ปี แลว้สว่นเบียงเบนเลียของอายนุกัเรยีนมีคา่
เทา่กบัเทา่ใด

. คะแนนสอบของวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรยีนจาํนวน คน มีคา่เฉลียเลขคณิตและสว่น
เบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั และ คะแนน ตามลาํดบั ถา้นาํคะแนนของนายสายชลและ
นางสาวฟา้ซงึสอบได้ และ คะแนน ตามลาํดบั มารวมดว้ย แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
จะเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน และมีมธัยฐานเทา่กบัฐานนิยมซงึเทา่กบั คา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั ควอไทล์ที เทา่กบั และพิสยัเทา่กบั แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี
เทา่กบัเทา่ใด

. มีนกัเรยีน คน รว่มกนับรจิาคเงิน ไดเ้งินรวม บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทา่กบั
ถา้มีนกัเรยีนอีก คนมารว่มบรจิาคเป็นเงิน บาท ความแปรปรวนจะเพิมขนึหรอืลด

ลงเทา่กบัเทา่ใด
. ถา้ขอ้มลูชดุหนงึมีสมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนเฉลียเทา่กบั . สว่นเบียงเบนเฉลียเทา่กบั

และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 10 แลว้สมัประสทิธิความแปรผนัมีคา่เทา่กบัเทา่ใด
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. เมือสองปีก่อน นกัเรยีนหอ้งหนงึมี คน แบง่ออกไดเ้ป็นสองกลุม่ กลุม่ทีหนงึมี คน ทกุคน
มีอายุ ปี กลุม่ทีสองมี คน มีอายเุฉลยี . ปี ถา้ความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนกลุม่ที
สอง เทา่กบั แลว้ ปัจจบุนัความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนหอ้งนี เทา่กบัเทา่ใด

. ครอบครวัหนงึมีสมาชิก คน มีอายเุฉลยี ปี สว่นเบียงเบนมาตรฐานของอายเุทา่กบั ปี
อีก ปีตอ่มามีญาติสองคนมาขออยู่อาศยัดว้ย โดยทีญาติทงัสองคนมีอายุเทา่กนัเทา่กบัคา่
เฉลียของคนทงัคน คนในครอบครวันีพอดี สมัประสทิธิการแปรผนัของอายขุองคนทงั คน
นีเทา่กบัเทา่ใด

. ถา้คะแนนสอบคะแนนวิชาสถิติและวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนกลุม่หนงึมีดงันี

นกัเรยีนคนที 1 2 3 4 5

คะแนนสอบวิชาสถิติ 8 5 4 2 1

คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ 9 6 5 3 2

แลว้อตัราสว่นสมัประสทิธิความแปรผนัระหวา่งของคะแนนสอบวิชาสถิติและคณิตศาสตรเ์ทา่กบั
เทา่ใด

. กาํหนดขอ้มลู ชดุดงันี ชดุทีหนงึคือ , , , , ชดุทีสองคือ x1, x2, x3, x4, x5 ถา้สว่น
สมัประสทิธิความแปรผนัของขอ้มลูชดุทีหนงึเป็น เทา่ของขอ้มลูชดุทีสอง และความแปรผนั
ของขอ้มลูชดุทีสองเทา่กบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุทีสองเทา่กบัเทา่ใด

. พิจารณาขอ้มลูชดุหนงึซงึเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมากดงัตอ่ไปนี 8, a, 12, 17, 22, b, 26 ถา้คา่
เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และควอไทลที เทา่กบั แลว้สมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนเฉลีย
และสมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนควอไทลต์ามลาํดบั เทา่กบัเทา่ใด
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สรุป
สาํหรบัการวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้ อนัดบัแรกจะกลา่วถงึการวดัแนว้โนม้สู่ศนูยก์ลาง ซงึเป็นสงิ

ทีใชเ้ป็นตวัแทนของขอ้มลูเพือบอกลกัษณะขอ้มลูของกลุม่ ๆ นนั เรยีกวา่คา่กลางของขอ้มลู ซงึนิยม
ใช้ ชนิดคือ ความเฉลีย มธัยฐาน และฐานนิยม จากนนักลา่วถงึการวดัตาํแหน่งของขอ้มลู โดย
เรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมาก หรอืมากไนอ้ย เมือแบง่ออกเป็น , และ สว่นเทา่ ๆ กนัเรยีก
แตล่ะสว่นวา่ ควอไทล์ เดไซน์ และเปอรเ์ซน็ตไ์ทล์ ตามลาํดบั ถดัไปนาํควอไทล์ คา่ และคา่ตาํสดุ
และสงูสดุไปสรา้งแผนภาพกลอ่ง เพือดูลกัษณะการกระจายของขอ้มลู สดุทา้ยจะกลา่วถงึการวดั
การกระจายสมับรูณเ์พือใชเ้ป็นคา่แสดงการกระจายของขอ้มลูกลุม่ ๆ หนงึ มี แบบ คือพิสยั สว่น
เบียงเบนควอไทล์ สว่นเบียนเบนเฉลีย และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน และสาํหรบัการวดัการกระจาย
ทีสามารถเทียบกบัขอ้มลูกลุม่อืน ๆ ได้ เรยีกวา่การวดัการกระจายสมัพทัธ์ ประกอบดว้ย สมัประ
สทิธพิ์สยั สมัประสทิธิสว่นเบียงเบนควอไทล์ สมัประสทิธิสว่นเบียงเบนเฉลีย และสมัประสทิธิความ
แปรผนั

แบบฝึกหดับทที
. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x50 ซงึ

50∑
i=1

(xi − 99) = 250

จงหาคา่เฉลยีของขอ้มลูชดุนี
. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี , , , , , , , , , ,...,
. สว่นสงูของพีนอ้ง คน มีพิสยัเทา่กบั เซนติเมตร มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั เซนติเมตร
จงหาสว่นสงูของพีและนอ้ง

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x10 ซงึ
10∑
i=1

xi = 30 และ
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 18

จงหาคา่ของ
10∑
i=1

(xi − µ)2

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ ซงึ
n∑

i=1

(xi − A)2 = K จงพิสจูนว์า่

n∑
i=1

(xi − µ)2 = K − n(µ− A)2
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. คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัของพนกังานบรษัิทแหง่หนงึเทา่กบั . กิโลกรมั บรษัิทนีมี
พนกังานชาย คนและพนกังานหญิง คน ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัพนกังานหญิง
เทา่กบั กิโลกรมั แลว้นาํหนกัเฉลยีของพนกังานชายทงัหมดรวมกนัเทา่กบัเทา่ใด

. เจา้ของคอกหมเูลียงหมไูว้ ตวั เมือนาํไปขายปรากฎขอ้มลูดงันี

นาํหนกั (กิโลกรมั)
จาํนวนหมู (ตวั)

นาํหนกัเฉลยีของหมใูนคอกนีตวัละกีกิโลกรมั

. ให้ขอ้มลูทงัหมด m ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กนั และคา่เฉลียเลขคณิต X1, X2, ..., Xm

ตามลาํดบั จงแสดงวา่คา่เฉลยีเลขคณิตรวมของขอ้มมลูทงัหมดเทา่กบั

Xcom =

m∑
i=1

X i

m

. กาํหนดขอ้มลูชดุหนงึ 10, 3, x, 6, 6 ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีมีคา่เทา่กบั
มธัยฐาน จงหาคา่ x

. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีน มีการแจกแจงความถีดงันี
ชว่งคะแนน จาํนวนนกัเรยีน (คน)

1− 20

21− 40

41− 60

61− 80

81− 100

คา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบนีเทา่กบัเทา่ใด
. จากตารางแจกแจงความถีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั . อนัตรภาคชนัทีมีความถีสะสม P มี
ความถีเทา่กบัเทา่ใด

คะแนน ความถีสะสม
100− 104

95− 99

90− 94

85− 89

80− 84 P
75− 79



บทที . การวเิคราะหข์อ้มูลเบอืงตน้

. ความสมัพนัธร์ะหวา่งกาํไร (y) และราคาทนุ (x) ของสนิคา้ในรา้นแหง่หนงึเป็นไปตามสมการ
y = 2x−30 ถา้ราคาทนุสนิคา้ 5 ชนิดคือ , , , และ บาท แลว้คา่เฉลยีเลขคณิต
ของกาํไรในการขายสนิคา้ ชนิดนี เทา่กบัเทา่ใด

. ชายคนหนงึตกัปลาทีเลียงไวใ้นกระชงัเพือสง่ขายจาํนวน ตวั ซงึมีนาํหนกัโดยเฉลียตวัละ
กรมั ในจาํนวนนีเป็นปลาจากกระชงัทีหนงึ ตวั และจากกระชงัทีสอง ตวั ถา้ปลา

ในกระชงัทีหนงึมีนาํหนกัเฉลยีตอ่ตวัมากกวา่ในกระชงัทีสอง กรมั แลว้เขาตกัปลาจากกระ
ชงัทีสองมากีกิโลกรมั

. อายุเฉลียของคนกลุม่หนงึเทา่กบั ปี ถา้อายุเฉลยีของผู้หญิงในกลุม่นีเทา่กบั ปี และ
อายุเฉลยีของผูช้ายกลุม่นีเทา่กบั ปี อตัราสว่นระหวา่งจาํนวนผู้หญิงตอ่จาํนวนผูช้ายใน
กลุม่นีเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึ จาํนวน คา่เฉลยีเลขคณิตเป็น . มธัยฐานเป็น ฐานนิยมเป็น และ
คา่เฉลยีเรขาคณิตเป็น จะไดพิ้สยัของขอ้มลูเป็นเทา่ใด

. เงินเดือนของพนกังาน คนของบรษัิทแหง่หนงึมีการแจกแจงความถีดงันี
เงินดือน (บาท) จาํนวนพนกังาน (คน)
10, 000− 19, 999

20, 000− 29, 999

30, 000− 49, 999

50, 000− 59, 999

จงหาคา่มธัฐานและฐานนิยมของขอ้มลูชดุนี

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนคือ , , , , a, b ถา้คา่เฉลียเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั
และมธัยฐานเทา่กบั แลว้ |a− b| มีคา่เทา่ใด

. สรา้งตารางแจกแจงความถีของคะแนนการสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึ โดยใหค้วามกวา้งแตล่ะ
อนัตรภาคชนัเป็น แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนสอบเทา่กบั คะแนนซงึอยู่ในชว่ง
50− 59 ถา้นกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนนตาํกวา่ . คะแนนอยู่จาํนวน คน และมีนกัเรยีนได้
คะแนนตาํหวา่ . คะแนนอยูจ่าํนวน คน จงหาวา่นกัเรยีนกลุม่นีมีจาํนวนกีคน

. ขอ้มลูชดุหนงึถา้เรยีงจากนอ้ยไปมากแลว้ไดเ้ป็นลาํดบัเลขคณิตตอ่ไปนี

2, 5, 8, ..., 92

ควอไทลที์ 3 ของขอ้มลูนีมีคา่เทา่กบัเทา่ใด
. ขอ้มลูชดุหนงึเรยีงจากนอ้ยไปมากดงันี

5, 10, 12, 20, x, 26, 30, 42, 47, y
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ถา้ขอ้มลูชดุนีมีพิสยัเทา่กบั และคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั . แลว้ควอไทล์ทีสองของ
ขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึแสดงดว้ยแผนภาพตน้-ใบ ดงันี

เปอรเ์ซน็ไทลที์ ของคะแนนสอบนีเทา่กบัเทา่ใด
. คะแนนสอบวิชาวิทยาศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึจาํนวน คนดงันี

คะแนนทีได้ 52 55 57 60 62 65 70 75 78 80 82

จาํนวนนกัเรยีน (คน) 13 12 17 9 10 6 14 14 7 10 7

คะแนนทีเปอรเ์ซน็ไทลที์ เทา่กบัเทา่ใด
. จากตารางแจกแจงความถีตอ่ไปนี ถา้ P30 เทา่กบั แลว้มีขอ้มลูจาํนวนกีคา่ตงัแต่ 26− 39

อนัตรภาคชนั ความถี
5− 11 10

12− 18 x

19− 25 6

26− 32 11

33− 39 y

40− 46 7

รวม 50

. คะแนนสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึมีการแจกแจงดงันี

คะแนน ความถี
21− 30 2

31− 40 5

41− 50 8

51− 60 24

61− 70 6

71− 80 9

81− 90 6
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สุมิตรและนารีรตัน์เป็นนกัเรยีนในกลุม่นี สุมิตรได้คะแนนในตาํแหน่งควอไทลที์ และนารี
รตันไ์ดค้ะแนนในตาํแหน่งเดไซลที์ ถา้คะแนนเตม็ นารรีตันจ์ะไดค้ะแนนสอบมากกวา่สุ
มิตรกีเปอรเ์ซนต์

. กาํหนดตารางแสดงเงินคา่อาหารกลางวนัทีนกัเรยีนหอ้งหนงึไดร้บัจากผูป้กครองดงันี
คา่อาหารกลางวนั (บาท) จาํนวนนกัเรยีน (คน)

50− 54

55− 59

60− 64

65− 69

70− 74

คา่เฉลยีเลขคณิต คา่มธัยฐาน และสว่นเบียงเบนควอไทลต์ามลาํดบั มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบไปดว้ย x1, x2, , ..., xN จงพิสจูนว์า่

σ = 0 ก็ตอ่เมือ x1 = x2 = ... = xN

เมือ σ เป็นสว่นเบียงมาตรฐานของขอ้มลูชดุนี
. จงหาสว่นเบียงเบนเฉลีย สว่นเบียงเบนมาตรฐาน และความแปรปรวน ของขอ้มลูตอ่ไปนี
ขอ้มลูตวัอยา่ง : , , , , , ,
ขอ้มลูประชากร : , , , , , ,

. จงหาพิสยั สว่นเบียงเบนควอไทล์สว่นเบียงเบนเฉลีย และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน ของประชากร

คะแนน ความถี
11− 20 4

21− 30 10

31− 40 11

41− 50 5

51− 60 9

61− 70 6

. พิจารณาถกูผิดของขอ้ความตอ่ไปนี พรอ้มใหเ้หตผุล
. ในการสอบของนกัเรยีน คนพบวา่คา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบเทา่กบั คะแนน

คา่มธัยฐานเทา่กบั และพิสยัเทา่กบั คะแนน คะแนนของนกัเรยีนทีไดค้ะแนนตาํ
สดุเทา่กบั 70 คะแนน

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4, x5 และขอ้มลูชดุทีสองมี จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4

โดยทีคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูทงัสองชดุเทา่กนั ถา้ a และ b เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ของขอ้มลูชดุทีหนงึและสองตามลาํดบั แลว้ b

a
=

√
5

2



. . การวดัการกระจาย

. ตารางตอ่ไปนีเป็นคะแนนสอบของวิชาหนงึของนกัเรยีน คน

คะแนน จาํนวนนกัเรยีน (fi)

10− 14 4

15− 19 6

20− 24 a

25− 29 8

30− 34 4

35− 39 6

โดยมีคะแนนเฉลยี (µ) เทา่กบั . ถา้สว่นเบียงเบนควอไทล์เทา่กบั b และสว่นเบียงเบน
เฉลียเทา่กบั c จงหา a+ b+ c

. ถา้ขอ้มลูชดุหนงึซงึประกอบดว้ย x1, x2, .., xn มีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และสว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั เมือบวกขอ้มลูแตล่ะจาํนวนดว้ย ขอ้มลูชดุใหมจ่ะมีคา่เฉลยีเลขคณิต
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้ x1, x2, x3, ..., xn เป็นขอ้มลูชดุหนงึ ซงึมีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และสว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั 2 y1, y2, y3, ..., yn เป็นขอ้มลูชดุทีสอง โดยที

yi = axi + b เมือ i = 1, 2, 3, ..., n และ a, b ∈ R ซงึ a > 0

ถา้นาํขอ้มลูทงัสองชดุมารวมกนั x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn พบวา่คา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั
และความแปรปรวนเทา่กบั 21 แลว้ a2 + b2 เทา่กบัเทา่ใด

. ในการสาํรวจจาํนวนชวัโมงของนกัเรยีนทีเรยีนเสรมิแบบออนไลน์ จาํนวน ตวัอยา่ง แสดง
แผนภาพกลอ่งไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗
∗

∗

. จงหาวลาทีใชเ้รยีนนอ้ยสดุและมากสดุในการสาํรวจครงันี

. จงหาพิสยัควอไทล์

. จงหาคา่ผิดปกติของแผนภาพกลอ่ง

. จาํนวนชวัโมงสงูสดุของ % ตาํสดุของทีเรยีนออนไลนเ์ทา่กบัเทา่ใด

. นาํขอ้มลู จาํนวนทีแตกตา่งกนัมารวมกนัเทา่กบั ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่มธัยฐานและสมัประสทิธิ
ของพิสยัเทา่กบั และ . ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด
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. คา่เฉลียเลขคณิตของคะแนนสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึเทา่กบั คะแนน ความแปรปรวน
(ประชากร) เทา่กบั ถา้มีนกัเรยีนมาเพิมอีก คน ซงึสอบได้ คะแนน ทาํใหค้า่เฉลยี
เปลียนไปเป็น คะแนน ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน มีฐานนิยม มธัยฐาน และคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั , และ
ตามลาํดบั ถา้พิสยัของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั จงหาความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี

. ขอ้มลู คนมีคา่แตกตา่งกนัดงันี

9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยที 2 < a < 12

ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่เฉลยีเลขคณิตเป็นสองเทา่ของสว่นเบียงเบนควอไทล์จงหาคา่ของ aทงัหมด
ทีเป็นไปได้

. ในการสอบชิงทนุการศกึษาทีมีผูเ้ขา้สอบ , คน ซงึในจาํนวนนีเป็นนกัเรยีนชายอยู่
คน ปรากฎวา่ไดค้า่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบนกัเรยีนชายและหญิงเทา่กนัคือ คะแนน
แตส่ว่นเบียงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงเทา่กบั . และ
คะแนนตามลาํดบั จงหาสมัประสทิธิความแปรผนัของคะแนนสอบนกัเรยีนทงัหมด



บทที
ความน่าจะเป็น

ในชีวิตประจาํวนัเราใช้คาํวา่โอกาสในการคาดเดาเหตกุารณ์ทีจะเกิดขนึในอนาคต ซงึอาศยั
ความรูส้กึหรอืประสบการณที์ผา่นมาในการคาดเดาสงิเหลา่นนั นนัแสดงวา่โอกาสทีจะเกิดขนึของ
เหตกุารณเ์ดียวกนัของแตล่ะคนอาจไมเ่หมือนกนั แตใ่นทางคณิตศาสตรไ์มเ่ป็นเชน่นนัเพราะโอกาส
หรอืความนา่จะเป็นจะถกูนิยามอยา่งแจม่ชดั ซงึจะกลา่วในบทนี โดยเรมิจากปรภิมิูตวัอยา่ง การนบั
จดุตวัอยา่ง ความน่าจะเป็น ความน่าจะเป็นแบบมีเงือนไข และกฎของเบย์

. ปริภมูิตัวอย่าง
ในการโยนเหรยีญ อนั ผลลพัธที์เกิดขนึ (outcome) จาก การทดลอง (experiment) ดงักลา่ว

คือ หวัหรอืกอ้ย ถา้ทาํการทดลองเช่นนีหลาย ๆ ครงั ผลลพัธที์จดบนัทกึจะเรยีกวา่ขอ้มลูดิบ จะเห็น
วา่การทดลองเช่นนียอ่มตอ้งรูข้อบเขตของผลลพัธ์ทีเกิดขนึเสมอ เราจะเรยีกวา่ปรภิมิูตวัอยา่ง ดงั
นิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . เซตทีมีสมาชิกเป็นผลลพัธ์ทีเป็นไปได้ทงัหมดของการทดลองอยา่งหนงึเรยีกวา่
ปริภมูิตัวอย่าง (sample space) เขียนแทนดว้ย S และสมาชิกทีอยู่ใน S เรยีกวา่ จุดตัวอย่าง
(sample point)

ตัวอย่าง . . จงเขียนปรภิมิูตวัอยา่งตอ่ไปนี
. ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ทีมีแตม้ , , , , ,
แนวคาํตอบ S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

. ในการโยนเหรยีญ อนัพรอ้มกนั
แนวคาํตอบ ให้ H แทนเหรยีญทีขนึหวั และ T แทนเหรยีญทีขนึกอ้ย
ดงันนั S = {HH,HT, TH, TT}

ในการทดลองอยา่งหนงึ เชน่ ทอดลกูเตา๋ ลกูทีแตม้ , , , , , เราอาจสนใจเหตกุารณข์นึ
แตม้คู่ หรอืขนึแตม้คี เป็นตน้ นนัแสดงวา่เหตกุารณคื์อสว่นหนงึของปรภิมิูตวัอยา่ง
บทนิยาม . . เหตุการณ์ (event) คือเซตยอ่ยของปรภิมิูตวัอยา่ง
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ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ทีมีแตม้ , , , , , จงแจกแจงสมาชิกของ

. ปรภิมิูตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ ให้ (x, y) แทนแตม้ของลกูเตา๋ทงัสอง ดงันนั

S = {(x, y) : x, y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}
= {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6),

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

. เหตกุารณที์ผลรวมของแตม้มากกวา่
แนวคาํตอบ ให้ E แทนเหตกุารณที์ผลรวมของแตม้มากกวา่ ดงันนัE = {(5, 6), (6, 5), (6, 6)}

ตัวอย่าง . . ในการตรวจสอบคณุภาพสนิคา้ของโรงงานแหง่หนงึ ไดห้ยิบสนิคา้มา ชิน โดยวิธี
สุม่ (random) แลว้ตรวจสอบทีละชินวา่ดีหรอืชาํรุด ใหส้นิคา้ทีตรวจแลว้มีสภาพดีแทนดว้ย N และ
สนิคา้ทีตรวจแลว้มีสภาพชาํรุดแทนดว้ย D จงแจกแจงสมาชิกของ

. ปรภิมิูตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ S = {DDD,DDN,DND,NDD,DNN,NDN,NND,NNN}

. เหตกุารณที์พบจาํนวนชาํรุดมากกวา่ ชิน
แนวคาํตอบ {DDD,DDN,DND,NDD}

. เหตกุารณไ์มพ่บสนิคา้ชาํรุดเลย
แนวคาํตอบ {NNN}

ตัวอย่าง . . ในการตรวจสอบอายกุารใชง้านของหลอดไฟ เมือให้ t แทนอายกุารใชง้าน จงเขียน
เซตตอ่ไปนี

. ปรภิมิูตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ S = {t ∈ R : t ≥ 0}

. เหตกุารณที์หลอดไฟชาํรุดก่อนครบปีที
แนวคาํตอบ E = {t ∈ R : 0 ≤ t < 5}

. เหตกุารณที์หลอดไฟชาํรุดหลงัปีที
แนวคาํตอบ E = {t ∈ R : t > 10}

บทนิยาม . . จะกลา่ววา่เหตกุารณ์A และB เป็นเหตุการณท์ไีม่เกดิร่วมกัน (mutually exclusive)
ถา้ A ∩B = ∅



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

รูปที . : แผนภาพแสดงเหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนั
A B

. การนับจุดตัวอย่าง
นกัศกึษาคนหนงึตอ้งการจะเดินทางหอพกัซงึอยู่ตามแนวรถไฟฟา้ไปหา้งสรรพสนิคา้ สยามพารา
กอน (Paragon) หรอื เซน็ทรลัลาดพรา้ว (CTL) จะเดินทางโดย รถประจาํทาง (Bus) หรอื รถแท็กซี
(Taxi) หรอื รถไฟฟา้ (Electric trian: ET) สมมติตลอดการเดินทางไปยงัจดุหมายใชว้ิธีเดียวกนั
ให้ E1 คือเหตกุารณใ์นการเลือกวิธีการเดินทาง นนัคือ

E1 = { Taxi , Bus , ET }

และ E2 คือเหตกุารณใ์นการเลือกจดุหมาย นนัคือ
E2 = { Paragon , CTL }

เป็นเหตกุารณย์อ่ยทีนกัศกึษาจะเดินไปยงัจดุหมาย จะแสดงวิธีเดินทางไปยงัจดุหมายไดด้งันี

รูปที . : แผนภาพแสดงวิธีการเดินทางไปยงัจดุหมาย

Taxi
Paragon

CTL

Bus
Paragon

CTL

ET
Paragon

CTL

จดุตวัอยา่ง
(Taxi, Paragon)

(Taxi, CTL)

(Bus, Paragon)

(Bus, CTL)

(ET, Paragon)

(ET, CTL)

แผนภาพดงักลา่วเรยีกวา่ แผนภาพต้นไม้ (tree diagram) จะเห็นเหตกุารณ์ E1 เกิดได้ วิธี และ
เหตกุารณ์ E2 เกิดได้ วิธี จาํนวนจดุตวัอยา่งดงักลา่วเทา่กบั 3 × 2 = 6 วิธี ซงึสรุปเป็นหลกัารได้
ดงันี



บทที . ความนา่จะเป็น
ทฤษฎบีท . . หลักการคูณ (The Multiplication Principle)
ถา้สามารถแยกเหตกุารณ์ E เป็น k เหตกุารณย์อ่ย E1, E2, ..., Ek มีลาํดบัโดย

เหตกุารณ์ E1 เกิดได้ n1 วิธี
เหตกุารณ์ E2 เกิดได้ n2 วิธี...
เหตกุารณ์ Ek เกิดได้ nk วิธี

แลว้จาํนวนวิธีทีจะเกิดเหตกุารณ์ E คือ
n1n2 · · ·nk

ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกนั จงหาจาํนวนจดุตวัอยา่งในปรภิมิูตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ ให้ E1 คือเหตกุารณใ์นการขนึแตม้ลกูเตา๋ลกูทีหนงึ นนัคือ E1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

E2 คือเหตกุารณใ์นการขนึแตม้ลกูเตา๋ลกูทีสอง นนัคือ E2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

ดงันนัจาํนวนจดุตวัอยา่งในปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั 6× 6 = 36 วิธี
ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู และโยนเหรยีญ อนั จงหา

. จาํนวนสมาชิกของปรภิมิูตวัอยา่ง
แนวคาํตอบ ให้ E1 คือเหตกุารณใ์นการขนึแตม้ลกูเตา๋ นนัคือ E1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

E2 คือเหตกุารณใ์นการขนึหนา้เหรยีญ นนัคือ E2 = {H,T}

ดงันนัจาํนวนจดุตวัอยา่งในปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั 6× 2 = 12 วิธี
. จงหาจาํนวนวิธีทีลกูเตา๋ขนึแตม้คู่
แนวคาํตอบ ให้ E1 คือเหตกุารณข์องลกูเตา๋ขนึแตม้คู่ นนัคือ E1 = {2, 4, 6}

E2 คือเหตกุารณใ์นการขนึหนา้เหรยีญ นนัคือ E2 = {H,T}

ดงันนัจาํนวนวิธีทีลกูเตา๋ขนึแตม้คูเ่ทา่กบั 3× 2 = 6

ตัวอย่าง . . จาํนวนเตม็สหีลกัโดยแตล่ะหลกัไมซ่าํกนั ทีสรา้งจาก , , , , มีทงัหมดกีจาํนวน
แนวคาํตอบ ให้ E1 คือเหตกุารณข์องหลกัหนว่ย เกิดได้ วิธี

E2 คือเหตกุารณข์องหลกัสบิ เกิดได้ วิธี
E3 คือเหตกุารณข์องหลกัรอ้ย เกิดได้ วิธี
E4 คือเหตกุารณข์องหลกัพนั เกิดได้ วิธี

ดงันนัจาํนวนเตม็สหีลกัโดยแตล่ะหลกัไมซ่าํกนัเทา่กบั 5× 4× 3× 2 = 120

ตัวอย่าง . . นาย ก ตงัใจจะดูซีรสีจ์ากแอฟพลิเคชนัหนงึ โดยมีซีรสีเ์รอืงทีสนใจจะดูจาํนวน
เรอืง จงหาจาํนวนวิธีทีนาย ก ดซีูรสีอ์ยา่งนอ้ยหนงึเรอืง
แนวคาํตอบ ให้ Ei แทนเหตกุารณที์จะดหูรอืไม่ดซีูรสีเ์รอืงที i เมือ i = 1, 2, ..., 10 จะไดว้า่ Ei เกิด
ได้ วิธี ดงันนัจาํนวนวิธีทีนาย ก ดซีูรสีอ์ยา่งนอ้ยหนงึเรอืง

210 − 1 = 1023 วิธี



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

ทฤษฎบีท . . หลักการบวก (The Addition Principle)
ให้ k ≥ 1 ถา้มีเหตกุารณ์ E1, E2, ..., Ek ซงึทกุคูเ่ป็นเหตกุารณไ์มเ่กิดรว่มกนั โดย

เหตกุารณ์ E1 เกิดได้ n1 วิธี
เหตกุารณ์ E2 เกิดได้ n2 วิธี...
เหตกุารณ์ Ek เกิดได้ nk วิธี

แลว้จาํนวนวิธีทีจะเกิดอยา่งนอ้ยหนงึเหตกุารณจ์าก E1, E2, ..., Ek คือ
n1 + n2 + · · ·+ nk

ตัวอย่าง . . จงหาจาํนวนคูอ่นัดบั (x, y) ซงึ x และ y เป็นจาํนวนเตม็ และ x2 + y2 ≤ 3

แนวคาํตอบ ให้ E1 = {(x, y) : x2 + y2 = 0} = {(0, 0)}
E2 = {(x, y) : x2 + y2 = 1} = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}
E3 = {(x, y) : x2 + y2 = 2} = {(1, 1), (−1, 1), (1,−1), (−1,−1)}
E4 = {(x, y) : x2 + y2 = 3} = ∅

ดงันนัจงหาจาํนวนคูอ่นัดบั (x, y) ทงัหมดเทา่กบั
1 + 4 + 4 + 0 = 9

ตัวอย่าง . . จาํนวนเตม็สหีลกัโดยแตล่ะหลกัไมซ่าํกนั ทีสรา้งจาก , , , , มีทงัหมดกีจาํนวน
แนวคาํตอบ ให้ E1 คือเหตกุารณที์หลกัหน่วยเป็น จะไดว้า่

เหตกุารณห์ลกัหนว่ย เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัสบิ เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัรอ้ย เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัพนั เกิดได้ วิธี

จะไดว้า่ E1 เกิดได้ 1× 4× 3× 2 = 24 วิธี
และให้ E2 คือเหตกุารณที์หลกัหนว่ยไมใ่ช่

เหตกุารณห์ลกัหนว่ย เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัพนั เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัสบิ เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัรอ้ย เกิดได้ วิธี

จะไดว้า่ E2 เกิดได้ 4× 4× 3× 2 = 96 วิธี
ดงันนัจาํนวนเตม็สหีลกัโดยแตล่ะหลกัไมซ่าํกนัเทา่กบั 24 + 96 = 120



บทที . ความนา่จะเป็น

บทนิยาม . . วธีิเรียงสับเปลียน (permutation) คือการเรยีงลาํดบับางสงิหรอืทกุสงิในเซตโดย
คาํนงึถงึลาํดบัที
บทนิยาม . . ให้ n เป็นจาํนวนนบั n แฟคทอเรียล (n-factorial) เขียนแทนดว้ย n! หมายถงึ
ผลคณูของจาํนวนเตม็ตงัแต่ ถงึ n นนัคือ

n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1

ในกรณี n = 0 นิยาม 0! = 1

ทฤษฎบีท . . จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีนหรอื วธีิเรียงสับเปลียนเป็นเส้นตรง (linear permutation)
ของ n สงิทีแตกตา่งกนัทงัหมด โดยนาํมาจดัทีละ n สงิ มีคา่เทา่กบั

n! วิธี
บทพิสูจน์. ใหส้งิของตา่งกนั n สงิ เมือ n ∈ N จะไดว้า่

ตาํแหน่งที เกิดได้ n วิธี
ตาํแหน่งที เกิดได้ n− 1 วิธี
ตาํแหน่งที เกิดได้ n− 2 วิธี...
ตาํแหน่งที n เกิดได้ 1 วิธี

โดยหลกัการคณู เหตกุารณใ์นการเรยีงสงิของตา่งกนั n เทา่กบั
n(n− 1)(n− 2) · · · 1 = n!

ทฤษฎบีท . . จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีนของ n สงิทีแตกตา่งกนัทงัหมด โดยเรยีงสบัเปลยีนทีละ
r สงิ เมือ 0 < r < n จะไดเ้ทา่กบั

n!

(n− r)!
วิธี

เขียนแทนดว้ย nPr

บทพิสูจน์. ใหส้งิของตา่งกนั n สงิ เมือ n ∈ N จะไดว้า่

ตาํแหนง่ที เกิดได้ n วิธี
ตาํแหนง่ที เกิดได้ n− 1 วิธี
ตาํแหนง่ที เกิดได้ n− 2 วิธี...
ตาํแหนง่ที r เกิดได้ n− (r − 1) วิธี



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

โดยหลกัการคณู เหตกุารณใ์นการเรยีงสงิของตา่งกนั n โดยเรยีงสบัเปลยีนทีละ r สงิ เทา่กบั
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1) =

n!

(n− r)!
= nPr

โดยทฤษฎีบท . . ในกรณี r = n จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลียนของ n สงิทีแตกตา่งกนัทงัหมด
โดยเรยีงสบัเปลยีนทีละ n เทา่กบั n! วิธี หรอือาจเขียนไดว้า่

n! = nPn =
n!

(n− n)!
=

n!

0!

เราจงึนิยามไดว้า่ 0! = 1 ดงับทนิยามของแฟคทอเรยีล
ในกรณี r = 0 จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลียนของ n สงิทีแตกตา่งกนัทงัหมด โดยเรยีงสบัเปลียนทีละ
สงิ หมายถงึไมเ่กิดการเรยีงสบัเปลยีน ซงึทาํไดเ้ทา่กบั วิธี ซงึสอดคลอ้งทีวา่

nP0 =
n!

(n− 0)!
= 1

ดงันนั nPr จงึนิยามได้ เมือ 0 ≤ r ≤ n

ตัวอย่าง . . ถา้นาํอกัษรจากคาํวา่ PRICE มาจดัเรยีงใหม่ ตวัโดยไม่สนใจความหมาย จะได้
ทงัหมดกีคาํ

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่มีตวัอกัษร ตวัทีแตกตา่งกนันาํมาเรยีงทีละ ตวั เกิดคาํไดท้งัหมด
5P3 =

5!

(5− 3)!
= 5× 4 = 20

ตัวอย่าง . . จงหาจาํนวนวิธีทีจะจบัฉลากรางวลัที และรางวลัที จากฉลาก ใบ ซงึมีใบที
ถกูรางวลัทงั ชนิดรวมอยูใ่นนนั

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่มีฉลาก ใบทีแตกตา่งกนันาํมาเรยีงทีละ ใบ ทาํไดท้งัหมด
20P2 =

20!

(20− 2)!
= 20× 19 = 380

ตัวอย่าง . . ในการจดันกัศกึษา คนในการเขา้แถวเพือเขา้หอ้งสอบ
. จงหาจาํนวนวิธีในการจดั
แนวคาํตอบ จดันกัศกึษา คนในการเขา้แถวได้ 5! = 120 วิธี

. ถา้มีนกัศกึษา คน ไมย่อมยืนติดกนั จะจดัไดกี้วิธี
แนวคาํตอบ สมมติวา่นกัศกึษาทีไมยื่นติดกนัคือ นาย ก และ นาย ข

จดั คนทีไมใ่ช่ นาย ก และ นาย ข เกิดได้ 3! วิธี
จดั นาย ก ไปแทรกระหวา่ง คนแรกทีจดัไว้ เกิดได้ 4 วิธี
จดั นาย ข ไปแทรกระหวา่ง คนแรกทีจดัไว้ ไมแ่ทรกตาํแหนง่ทีมี นาย ก เกิดได้ 3 วิธี
โดยหลกัการคณู เหตกุารณมี์นกัศกึษา คน ไมย่อมยืนติดกนัเทา่กบั

3!× 4× 3 = 72



บทที . ความนา่จะเป็น

พิจารณาการเขียนแผนภาพแสดงจาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีน A, B, C รอบวงกลม

รูปที . : แสดงการเรยีงสบัเปลยีน A, B, C รอบวงกลม
A

BC

A

CB

B

AC

B

CA

C

AB

C

BA

จากรูปที . แสดงการเรยีงสบัเปลยีนโดยการแจกแจงเช่นเดียวกบัเรยีงแบบเสน้ตรง แตจ่ะเห็นวา่
แบบที , และ เป็นแบบเดียวกนั นนัคือ ABC, BCA, CAB
แบบที , และ เป็นแบบเดียวกนั นนัคือ ACB, BAC, CBA

เนืองจากการเรยีงแบบวงกลมสามารถหมนุได้ โดยการนาํหวัและทา้ยมาตอ่กนั แสดงไดว้า่
ABC, BCA, CAB นบัเป็น วิธี

ตัวอย่าง . . จงหาจาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีนเป็นวงกลมทีละ สงิจาก A = {a, b, c, d}

แนวคาํตอบ พิจารณาวิธีเรยีงสบัเปลียนเป็นเสน้ตรงได้ 4P3 = 24 วิธี จดัเป็นกลุม่ได้ กลุม่ ๆ
ละ สงิ ไดด้งันี

abc cab bca acb bac cba

abd dab bda adb bad dba

acd dac cda adc cad dca

bcd dbc cdb bdc cbd dcb

จะเห็นวา่ {abc, cab, bca} แทนการเรยีงสบัเปลียนวงกลม แบบ จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลียนวงกลมที
ละ สงิ ของเซต A เขียนแทน 4Q3 ฉะนนั

4Q3 =
24

3
= 8

จากตวัอยา่ง . . ขยายแนวคิดไปกรณีทวัไปไดด้งัทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . จาํนวน วธีิเรียงสับเปลียนแบบวงกลม (circular permutation) ทีละ r สงิที
ตา่งกนัจากของ n สงิ สงิทีแตกตา่งกนัทงัหมด เขียนแทนดว้ย nQr มีคา่เทา่กบั

nQr =
nPr

n
วิธี

ในกรณีที r = n จะไดว้า่จาํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีนเป็นวงกลมของของ n สงิทีแตกตา่งกนัเทา่กบั
nQn = (n− 1)!



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . ในการรบัประทานอาหารของครอบครวัหนงึนงัรอบโต๊ะกลมประกอบไปดว้ย คน
คือ พอ่ แม่ ลกูชาย และลกูสาว

. จงหาจาํนวนวิธีในการจดัดงักลา่ว
แนวคาํตอบ จดัคน คนนงัรอบโต๊ะกลมได้ 4Q4 = 3! = 6 วิธี

. ถา้พอ่และแมต่อ้งติดกนัเสมอ จะจดัไดกี้วิธี
แนวคาํตอบ ขนัแรก จดั แม่ ลกูชาย และลกูสาว นงัรอบโต๊ะกลมได้ (3− 1)!

ลาํดบัถดัไป จดั พอ่ ลงไปนงัติดกบัแม่ ทาํได้ วิธี
โดยหลกัการคณูจะไดว้า่จาํนวนวิธีนงัรอบโต๊ะกลมโดยทีพอ่และแมต่อ้งติดกนัเสมอเทา่กบั

(3− 1)!× 2 = 4

. ถา้ลกูทงัสองหา้มนงัติดกนั จะจดัไดกี้วิธี
แนวคาํตอบ ขนัแรก พอ่และแม่ นงัรอบโต๊ะกลมได้ (2− 1)!

ลาํดบัถดัไป จดัลกูชายนงัแทรกระหวา่งพอ่และแม่ ทาํได้ วิธี
ลาํดบัถดัสดุทา้ย จดัลกูสาวนงัทีวา่งทีเหลือ ทาํได้ วิธี
โดยหลกัการคณูจะไดว้า่จาํนวนวิธีนงัรอบโต๊ะกลมโดยทีลกูทงัสองหา้มนงัติดกนั

(2− 1)!× 2× 1 = 2

หลักคอมพลีเมนท์ (Principle of Complementation)
ถา้ A เป็นเซตยอ่ยของเอกภพสมัพทัธจ์าํกดั U และ Ac เป็นคอมพลีเมนท์ (complement) ของ A
แลว้

n(Ac) = n(U)− n(A)

ตัวอย่าง . . จาํนวนเตม็สหีลกัทีมี ปะปนอยูอ่ยา่งนอ้ยหนงึหลกั มีทงัหมดกีจาํนวน
แนวคาํตอบ ให้ A แทนเหตกุารณข์องจาํนวนเตม็สหีลกัทีมี ปะปนอยูอ่ยา่งนอ้ยหนงึหลกั

จะไดว้า่Ac คือเหตกุารณข์องจาํนวนเตม็สหีลกัทีมีไมมี่ ปะปนอยูแ่มแ้ตห่ลกัเดียว ซงึสรา้งจาํนวนเตม็
สหีลกัจาก {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9} จะไดว้า่

เหตกุารณห์ลกัหนว่ย เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัสบิ เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัรอ้ย เกิดได้ วิธี
เหตกุารณห์ลกัพนั เกิดได้ วิธี

จะไดว้า่ n(Ac) = 9 × 9 × 9 × 8 และจาํนวนเตม็สีหลกัทงัหมดเทา่กบั n(U) = 9 × 10 × 10 × 10

โดยหลกัการคอมพลีเมนท์
n(A) = 9× 10× 10× 10− 9× 9× 9× 8 = 3168

ดงันนัจาํนวนเตม็สหีลกัทีมี ปะปนอยูอ่ยา่งนอ้ยหนงึหลกั มีทงัหมด จาํนวน



บทที . ความนา่จะเป็น

บทนิยาม . . การจัดหมู่ (Combination) ของเซตของสงิของ คือการหาเซตยอ่ยใด ๆ ของเซต
โดยไมค่าํนงึถงึลาํดบัทีในเซตยอ่ยนนั

ให้ A = {a, b, c, d} จดัหมูที่ละ สงิไดด้งันี
{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}

ทาํได้ วิธี เขียนแทนดว้ย 4C3 หรอื
(
4

3

)
นนัคือ 4C3 = 4

ให้ n(A) = n และ 0 ≤ r ≤ n การเรยีงสบัเปลยีนทีละ r สงิของเซต A ทาํได้ ขนัตอนคือ
ขนัที สรา้งการจดัหมูที่ละ r สงิของเซต A เกิดได้ nCr วิธี
ขนัที เรยีงสบัเปลยีนของ r นนัเป็นเสน้ตรง เกิดได้ r! วิธี

จะไดว้า่ nPr = nCr · r! ดงันนัจาํนวนวิธีในการจดัหมู่ทีละ r สงิจากเซต A ทีมีสมาชิกตา่งกนั n

เทา่กบั (
n

r

)
=

nPn

r!
=

n!

(n− r)!r!

และจะเห็นไดว้า่
(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
=

n!

(n− r)!(n− (n− r))!
=

(
n

n− r

)

ตัวอย่าง . . จากคนในกลุม่หนงึมีนกัเรยีนชาย คน นกัเรยีนหญิง คน ตอ้งการเลือกรรมการ
ทีประกอบดว้ยชาย หญิง ทาํไดท้งัหมดกีวิธี

แนวคาํตอบ ให้ A เป็นเซตของทีมฟตุบอลทงัหมด นนัคือ n(A) = 20 จะไดว้า่จาํนวนวิธีในการ
จดัหมูที่ละ ทีมจากเซต A เทา่กบั

ขนัที การจดัหมูน่กัเรยีนชายทีละ คน จาก คน เกิดได้ 6C4 วิธี
ขนัที การจดัหมูน่กัเรยีนหญิงทีละ คน จาก คน เกิดได้ 4C3 วิธี

ดงันนัจาํนวนวิธีในการเลือกรรมการทีประกอบดว้ยชาย หญิง ทาํได้
6C4 · 4C3 =

6!

2!4!
· 4!

1!3!
= 60

ตัวอย่าง . . ในการแขง่ขนัฟตุบอลระดบัเขตมีทีมเขา้แขง่ขนั ทีม ถา้จดัแบบพบกนัหมด จดั
ไดท้งัหมดกีคู่

แนวคาํตอบ ให้ A เป็นเซตของทีมฟตุบอลทงัหมด นนัคือ n(A) = 20 จะไดว้า่จาํนวนวิธีในการ
จดัหมูที่ละ ทีมจากเซต A เทา่กบั(

20

2

)
=

20!

18!2!
=

20× 19

2
= 190

ดงันนั การแขง่ขนัฟตุบอลแบบพบกนัหมดจดัได้ คู่



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . กลอ่งใบหนงึมีลกูบอลสีแดง ลกูตา่งกนั สีเขียว ลกูตา่งกนั และสีดาํ ลกูตา่ง
กนั เมือหยิบลกูบอลออกมาพรอ้มกนั ลกู จงหาจาํนวนวิธีทงัหมดทีหยิบไดส้ีแดง n ลกู

แนวคาํตอบ จะไดว้า่ n = 0, 1, 2, 3 โดยแบง่ผลการหยิบได้ กลุม่คือ ลกูบอลสีแดงจาํนวน
ลกู และลกูบอลทีไมใ่ช่สีแดงจาํนวน ลกู แสดงวิธีไดด้งัตาราง

จาํนวลกูบอลสีแดง (n) จาํนวนวิธี
3C0 · 5C3 = 10
3C1 · 5C2 = 30
3C2 · 5C1 = 15
3C3 · 5C0 = 1

หรอืตอบในรูปทวัไปไดเ้ป็น
3Cn ·5 C3−n เมือ n = 0, 1, 2, 3

ตัวอย่าง . . ให้ n และ r เป็นจาํนวนเตม็บวกซงึ r ≤ n จงแสดงวา่(
n

r

)
=

(
n− 1

r

)
+

(
n− 1

r − 1

)

บทพิสูจน์. จะไดว้า่(
n− 1

r

)
+

(
n− 1

r − 1

)
=

(n− 1)!

(n− r − 1)!r!
+

(n− 1)!

(n− r)!(r − 1)!

=
(n− 1)! · (n− r)

(n− r) · (n− r − 1)!r!
+

(n− 1)! · r
(n− r)! · r · (r − 1)!

=
(n− 1)! · (n− r)

(n− r)!r!
+

(n− 1)! · r
(n− r)!r!

=
(n− 1)!

(n− r)!r!
[(n− r) + r]

=
(n− 1)! · n
(n− r)!r!

=
n!

(n− r)!r!
=

(
n

r

)

ตัวอย่าง . . จงเรยีงสบัเปลยีนตวัอกัษร ตวั a, a, a, b, c ไดท้งัหมดกีวิธี
แนวคาํตอบ ให้N เป็นจาํนวนวิธีในการเรยีงสบัเปลยีน a, a, a, b, c

พิจารณาการเรยีงสบัเปลยีนวิธีหนงึคือ baaca โดยมองวา่ a ทงัสามแตกตา่งกนั นนัคือ a1, a2, a3

นนัหมายความวา่วิธีเรยีงสบัเปลยีน ba1a2ca3 เทา่กบั 3!

แตท่งัหมดเทา่กบัการเรยีงสบัเปลยีน {a1, a2, a3, b, c} ดงันนั
N · 3! = 5!

N =
5!

3!
= 20



บทที . ความนา่จะเป็น

ทฤษฎบีท . . ในการเรยีงสบัเปลยีน n สงิซงึมี
n1 สงิเหมือนกนั n2 สงิเหมือนกนั .... nk สงิเหมือนกนั

จะไดจ้าํนวนวิธีเรยีงสบัเปลยีนเทา่กบั
n!

n1!n2! · · ·nk!

โดยที n1 + n2 + · · ·+ nk = n

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง . . จงหาจาํนวนวิธีในการเรยีงตวัอกัษร APPEARS ใหมจ่ะจดัไดกี้วิธี โดยที

. ไมมี่เงือนไข . A ตอ้งติดกนั . P ไมต่ิดกนั

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่มี A ตวั P ตวั E R และ S อยา่งละ ตวั
. จาํนวนวิธีในการเรยีงตวัอกัษร APPEARS เทา่กบั

7!

2!2!1!1!1!
= 1260

. เนืองจาก A ติดกนั นนัคือมอง A ตวั เป็น กลุม่ทีติดกนัไป ดงันนัจาํนวนวิธีเรยีงตวัอกัษร
APPEARS โดยที A ติดกนั เทา่กบั

6!

1!2!1!1!1!
= 360

. พิจารณา P ติดกนั เนืองจาก P มี ตวั ในทาํนองเดียวกบัขอ้ . จะไดเ้รยีงไดท้งัทงัหมด
วิธี โดยหลกัคอมพลีเมนต์ ดงันนัจาํนวนวิธีเรยีงตวัอกัษร APPEARS โดยที P ไมต่ิดกนั เทา่กบั

1260− 360 = 900

ตัวอย่าง . . ถา้นาํอกัษรจากคาํวา่ APPLE มาจดัเรยีงใหม่ ตวัโดยไมส่นใจความหมาย จะได้
ทงัหมดกีคาํ

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่มี P ตวั A L และ E อยา่งละ ตวั พิจารณาการจดัเรยีง ตวั โดย
กรณีที ไมมี่ P นนัคือการเรยีง ALE ทาํได้ 3! = 6 วิธี
กรณีที มี P ตวั นนัคืออีก ตวั เลือกจาก A,L,E ทาํได้

3C2 · 3! = 18 วิธี
กรณีที มี P ตวั นนัคืออีก ตวั เลือกจาก A,L,E ทาํได้

3C1 ·
3!

2!1!
= 9 วิธี

ดงันนัจาํนวนวิธีทงัหมดเทา่กบั 6 + 18 + 9 = 33



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . จงหาจาํนวนวิธีแจกดินสอไม้ แทง่ทีเหมือนกนัใหเ้ดก็ คน คนละแทง่โดยมี
คนไมไ่ดร้บัดินสอ

แนวคาํตอบ เลือกเดก็ คนจาก คน จดัได้ 13C10 จากนนัจดัดินสอไม้ให้เดก็ได้ วิธี
เนืองจากดินสอไมเ้หมือนกนั ดงันนัจาํนวนวิธีจดัเทา่กบั

13C10 · 1 = 286

ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่สมาชิกของ {a, b, c, d, e} ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ ตวั และ
กลุม่ละ ตวั ทาํไดกี้วิธี

แนวคาํตอบ พิจารณาการจดักลุม่จากตารางตอ่ไปนี
{a, b, c} {d, e} {b, c, d} {a, e}
{a, b, d} {c, e} {b, c, e} {a, d}
{a, b, e} {d, c} {b, d, e} {a, c}
{a, c, d} {b, e} {c, e, d} {a, b}
{a, c, e} {b, d} {a, d, e} {b, c}

ทาํไดอี้กวิธีคือ จดักลุม่ละ ตวัจาก ตวั ได้ 5C2 วิธี จากนนัจดักลุม่ละ ตวัจาก ตวัทีเหลือ ดงั
นนัจาํนวนวิธีทีจดัไดเ้ทา่กบั

5C2 · 3C3 =
5!

3!2!
· 3!

0!3!
=

5!

2!3!
= 10

เขียนแทนดว้ย
(

5

2, 3

)
=

5!

2!3!
= 10

ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่นกัเรยีน คน ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ คน กลุม่ละ คน
และ คน ทาํไดกี้วิธี

แนวคาํตอบ จดักลุม่ละ คนจาก คน ได้ 9C2 วิธี จากนนัจดักลุม่ละ คนจาก คนทีเหลือ
จากการจดัครงัแรก สดุทา้ยจดักลุม่ละ ตวัจาก คนทีเหลือ ดงันนัจาํนวนวิธีทีจดัไดเ้ทา่กบั(

9

2, 3, 4

)
= 9C2 · 7C3 · 4C4 =

9!

7!2!
· 7!

4!3!
· 4!

0!4!
=

9!

2!3!4!
= 1260

ในกรณีทวัไป สรุปไดว้า่
ทฤษฎบีท . . จาํนวนวิธี แบ่งกลุ่ม (partitioning) n สงิตา่ง ๆ กนั ออกเป็น k กลุม่ ๆ ละ
n1, n2, ..., nk โดยทีจาํนวนสมาชิกของแตล่ะกลุม่ไมซ่าํกนั เทา่กบั(

n

n1, n2, ..., nk

)
=

n!

n1!n2! · · ·nk!
วิธี

ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่นกัเรยีน คน ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ คนและ คน ทาํได้
กีวิธี

แนวคาํตอบ จดัได้
(

10

4, 6

)
=

10!

4!6!
= 210 วิธี



บทที . ความนา่จะเป็น

ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่นกัเรยีน คน ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ , และ คน เพือ
เขา้หอ้งพกัทีจดัไว้ หอ้งแตล่ะหอ้งพกัไดส้งูสดุ คน ทาํไดท้งัหมดกีวิธี

แนวคาํตอบ จดัได้ ขนัตอนโดยเรมิจากการจดักลุม่ กลุม่ จดัได้
(

9

2, 3, 4

)
วิธี

จากนนัจดัแตล่ะกลุม่เขา้หอ้งพกั หอ้ง ได้ 3 · 2 · 1 ดงันนัจาํนวนวิธีทีจดัไดท้งัหมดคือ(
9

2, 3, 4

)
· 3 · 2 · 1 =

9!

2!3!4!
· 3! = 7560

ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่สมาชิกของ {a, b, c, d} ออกเป็น กลุม่ ๆ ละ ตวั ทาํไดกี้วิธี

แนวคาํตอบ พิจารณาการจดักลุม่จากตารางตอ่ไปนี
{a, b} {c, d}
{a, c} {b, d}
{a, d} {b, c}
{b, c} {a, d}
{b, d} {a, c}
{c, d} {a, b}

→
{a, b} {c, d}
{a, d} {b, c}
{b, d} {a, c}

ให้N เป็นจาํนวนแบง่กลุม่ {a, b, c, d} ออกเป็น กลุม่ ๆ ละ ตวั
พิจารณาการแบง่กลุม่วิธีหนงึคือ {a, b} และ {c, d} ถา้สนใจลาํดบัของกลุม่ทีไดจ้ากจากวิธีนี จดัได้
2! วิธี ดงันนั

N · 2! = 4!

2!2!

N =
4!

2!2!2!
=

4!

(2!)22!
= 3

ในกรณีทวัไป สรุปไดด้งันี
ทฤษฎบีท . . จาํนวนวิธีแบง่กลุม่ n สงิตา่งกนั ออกเป็น k กลุม่เทา่ ๆ กนั กลุม่ละ m เทา่กบั

n!

(m!)k · k!

เมือ mk = n

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั
ตัวอย่าง . . ตอ้งการจะแบง่กลุม่นกัเรยีน คน ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ , และ คน ทาํได้
กีวิธี

แนวคาํตอบ จดัได้
(

10

3, 3, 4

)
=

10!

(3!)2!2! · 4!
= 2100 วิธี



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

แบบฝึกหดั .
. นาย ก, ข และ ค ตอ้งการขนึลฟิทที์มีทงัหมด ตวั มีกีวิธีทีนาย ก และนาย ข ขนึดว้ยกนั แต่
นาย ค ขนึคนเดียว

. สนามกีฬามีประตเูขา้ออก ประตู ชายคนหนงึจะเลือกเขา้ออกจากสนามกีฬาไดท้งัหมดกีวิธี

. ไมมี่เงือนไข

. เขา้ประตใูดจะออกประตนูนัไมไ่ด้

. เขา้ประตใูดตอ้งออกประตนูนั

. จาํนวนเตม็คูที่อยูร่ะหวา่ง , – , และเลขในแตล่ะหลกัไมซ่าํกนั มีทงัหมดกีจาํนวน

. ตอ้งการสรา้งจาํนวนเตม็บวก หลกั จาก – โดยใหแ้ตล่ะหลกัไม่ซาํกนั และหารดว้ย
หรอื ลงตวั จะสรา้งไดกี้จาํนวน และมีกีจาํนวนซงึมีคา่ไมเ่กิน ,

. ถา้ตอ้งการสรา้งระหสัตวัอกัษร A, B โดยกาํหนดใหแ้ตล่ะระหสัอาจมีอกัษร ตวั หรอื ตวั
หรอื ตวั หรอื ตวั เทา่นนั จะสรา้งไดห้มดกีระหสั

. จดัคน คน ซงึมีสมชาย สมคิด และสมศรี รวมอยูด่ว้ย เขา้นงัเรยีงแถวตรงโดยทีสมศรนีงัตรง
กลางติดกบัสมชายและสมคิดเสมอ จาํนวนวิธีการจดัทีนงัดงักลา่วมีคา่เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. คณุลงุ คณุปา้ ลกูชาย และลกูสาว มาเยียมครอบครวัเราซงึมี คนคือ คณุพอ่ คณุแม่ ตวัฉนั
และนอ้งชาย ในการจดัทีนงัรอบโต๊ะอาหารกลมทีมี ทีนงั โดยใหค้ณุลงุนงัติดคณุพอ่ คณุปา้
นงัติดกบัคณุแม่ ลกูชายของคณุลงุนงัติดกบันอ้งชายของฉนั และลกูสาวของคณุลงุนงัติดกบั
ฉนั จะมีจาํนวนวิธีจดัไดเ้ทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. จงหาจาํนวนวิธีทงัหมดในการจดัชาย คนและหญิง คนใหน้งัรอบโต๊ะกลมโดยใหช้ายหญิง
สลบักนัและนาย ก และ นางสาว ข ตอ้งนงัติดกนั

. เลือกอกัษร ตวัจากคาํวา่ NEWS มาเรยีงเป็นคาํใหม่โดยไม่สนใจความหมาย จะเขียนได้
ทงัหมดกีวิธี

. มีเกา้อี ตวัเรยีงตอ่กนัเป็นแนวเสน้ตรง จาํนวนวิธีในการจดัคน คนนงัเกา้อี ตวันีโดยที
ไมมี่สองคนใดเลยนงัเกา้อีติดกนั

. ชาย คน หญิง คนยืนเรยีงกนัเป็นเสน้ตรงไดกี้วิธี ถา้
. ชายและหญิงตอ้งยืนสลบักนัคนตอ่คน
. ชายและหญิงตอ้งสลบักนัทีละ คน
. ชายและหญิงตอ้งสลบักนัทีละ คน
. ชายหญิงคูห่นงึตอ้งยืนติดกนัเสมอ
. หญิงตอ้งไมยื่นติดกนัเลย



บทที . ความนา่จะเป็น
. หวัแถวและทา้ยแถวตอ้งเป็นเพศเดียวกนั

. จงหาวา่มีจาํนวนเตม็คูกี่จาํนวนทีมีคา่อยูร่ะหวา่ง และ และไมมี่เลขโดดซาํกนั

. ให้ S เป็นเซตของจาํนวนนบัทีเลขโดดเป็นสมาชิกในเซต {1, 3, 5, 7} และไมมี่เลขโดดในหลกั
ใดซาํกนั จงหาจาํนวนสมาชิกของเซต S และผลบวกทงัหมดของสมาชิกในเซต S

. หนงัสือคณิตศาสตรเ์หมือนกนั เลม่ เคมีเหมือนกนั เลม่ ชีววิทยาเหมือนกนั เลม่ จงหา
วิธีการเรยีงหนงัสือบนชนั ถา้
. ไมมี่เงือนไข
. วิชาเดียวกนัตอ้งอยูต่ิดกนั
. คณิตศาสตรอ์ยูต่ิดกนัหมด
. คณิตศาสตรอ์ยูแ่ยกกนัหมด

. เดก็ คนเขา้แถวเป็นวงกลมครงัละ คนไดกี้วิธี

. ในการประชมุครงัหนงึมีผู้แทนจาก ประเทศเขา้รว่มประชมุโดยมีผู้แทนประเทศละ คน
จาํนวนวิธีทงัหมดทีจะให้ผู้แทนแตล่ะชาติตอ้งนงัติดกนัในการประชมุรอบโต๊ะกลมเทา่กบั
เทา่ใด

. ตอ้งการจดัอกัษร AAABBC เป็นวงกลม จะมีกีวิธี ถา้
. ไมมี่เงือนไข
. อกัษรทีซาํอยูต่ิดกนั
. อกัษร A อยูต่ิดกนั
. อกัษร B แยกกนัหมด

. ตอ้งการจดัอกัษร AABBBB เป็นวงกลม จะมีวิธีจดัไดกี้วิธี

. ในชมรมสง่เสรมิคณุธรรมมีสมาชิกเป็นพอ่บา้น คน แมบ่า้น คน และเยาวชน คนตอ้งการ
เลือกกรรมการชดุหนงึทีมี คน โดยตอ้งมีเยาวชนอยา่งนอ้ย คนจาํนวนวิธีเลือกเทา่กบัขอ้
ใดตอ่ไปนี

. สามีภรรยาคู่หนงึมีลกูชาย คน มีทรพัยส์นิอยู่ อยา่ง โดยทีจดักลุม่ตามมลูคา่ทีใกล้
เคียงกนัจะแบง่ออกเป็นสองกลุม่ กลุม่ทีหนงึ มี อยา่ง กลุม่ทีสอง มี อยา่ง และไดเ้ขียน
พินยักรรมโดยระบวุา่ลกูชายคนโตไดร้บัทพัยส์นิจากกลุม่ทีหนงึ อยา่ง และจากกลุม่ทีสอง
อยา่ง ผูจ้ดัการมรดกจะแบง่ทพัยส์นิใหล้กูคนโตไดกี้วิธี

. สุม่เลือกจาํนวนตงัแต่ ถงึ มา จาํนวน จงหาจาํนวนวิธีทีจะไดจ้าํนวนซงึมีผลบวกของ
ทงั จาํนวนหารดว้ย ลงตวั

. ตอ้งการจะแบง่กลุม่นกัเรยีน คน ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ , และ คน ทาํไดกี้วิธี



. . การนบัจดุตวัอยา่ง

. ไพส่าํรบัหนงึมี ใบ สุม่หยิบมา ใบ จงหาจาํนวนวิธีที
. หยิบได้ K ทงัคู่
. หยิบไดโ้พแดงทงัคู่
. หยิบได้ K และ Q อยา่งละใบ

. กลอ่งใบหนงึมีลกูบอลสีแดง ลกูตา่งกนั สีเขียว ลกูตา่งกนั และสีนาํงิน ลกูตา่งกนั หยิบ
ออกมา ลกู จงหาจาํนวนวิธีที
. สีแดง ลกู สีเขียว ลกู และสีนาํเงิน ลกู
. ตอ้งไดส้ีแดงอยา่งนอ้ย ลกู
. ไมไ่ดส้ีนาํเงินเลย

. นกัเรยีนหอ้งหนงึ คน เป็นชาย คน จะเลือกคณะกรรมการหอ้ง คน ไดกี้วิธี ถา้
. เป็นชาย คน
. เป็นชายอยา่งนอ้ย คน
. เป็นชายอยา่งมาก คน

. จะเลือกอกัษร ตวัจากคาํวา่ SAPHIRE มาสรา้งคาํใหมโ่ดยไมส่นใจความหมายไดกี้คาํ ถา้
. คาํนนัตอ้งไมมี่ R
. คาํนนัตอ้งมี R
. คาํนนัตอ้งขนึตน้ดว้ย S
. คาํนนัตอ้งมีสระและพยญัชนะอยา่งละ ตวั

. บนเสน้รอบวงของวงกลมหนงึมีจดุ จดุทีแตกตา่งกนั จงหา
. จาํนวนคอรด์ทงัหมด
. จาํนวนสามเหลยีมทงัหมดทีมีจดุเหลา่นนัเป็นจดุยอด
. จาํนวนรูปเหลยีมทงัหมดทีมีจดุเหลา่นนัเป็นจดุยอด
. จาํนวนจดุตดัทีมากทีสดุของคอรด์ (ไมมี่คอรด์ เสน้ตดัทีจดุเดียวกนั)

. จะมีวิธีการเลือกอกัษร อกัษรจากคาํวา่ MISSISSIPPI ไดกี้วิธี

. แจกเหรยีญเหมือนกนั เหรยีญ (แจกหมด) ใหเ้ดก็ คน (ก) ไดร้บัทกุคน (ข) ไม่สนใจวา่ได้
รบัทกุคน

. จงหาจาํนวนนบั n ทีสอดคลอ้งสมการ

6

(
9

n

)−1

= 6

(
10

n

)−1

+ 11

(
11

n

)−1
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. ความน่าจะเป็น
ในปรภิมิูตวัอยา่งเราจะกาํหนดคา่ของ นาํหนัก (weight) ให้แก่จดุตวัอยา่ง ซงึผลบวกเหล่า

นันเทา่กับ ถา้เรามีเหตผุลทีจะเชือไดว้า่จดุตวัอยา่งใดมีโอกาสเกิดขนึไดแ้นน่อน นนัแสดงวา่จดุ
ตวัอยา่งทีไมมี่โอกาสเกิดขนึเลยจะใหน้าํหนกัเทา่กบั
บทนิยาม . . ให้S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง และA เป็นเหตกุารณใ์ด ๆความน่าจะเป็น (probability)
ของเหตกุารณ์A คือผลบวกของนาํหนักทุก ๆ จุดตัวอย่างในเหตุการณ์A เขียนแทนดว้ย P (A)

P (A) = ผลรวมของนาํหนกัของทกุจดุตวัอยา่งใน A

จากบทนิยามทาํใหไ้ดว้า่ P (∅) = 0, P (S) = 1 และ 0 ≤ P (A) ≤ 1

ตัวอย่าง . . โยนเหรยีญ อนั ครงั (เทียงตรง) จงหาความน่าจะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวัอยา่ง
นอ้ยหนงึครงั

แนวคาํตอบ ปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั S = {HH,HT, TH, TT}

ให้ w แทนนาํหนกัของแตล่ะจดุตวัอยา่ง (เทียงตรง) จะไดว้า่
จดุตวัอยา่ง HH TH HT TT

นาํหนกั w w w w

ทาํใหไ้ดว้า่ w + w + w + w = 1 นนัคือ w =
1

4

ให้ A คือเหตกุารณที์เหรยีญจะขนึหวัอยา่งนอ้ยหนงึครงั นนัคือ A = {HT, TH,HH} ดงันนั

P (A) = P ({HT, TH,HH}) = w + w + w = 3w = 3 · 1
4
=

3

4

ตัวอย่าง . . ลกูเตา๋ลกูหนงึถกูถ่วงนาํหนกัโดยทาํใหแ้ตม้คู่มีโอกาสขนึเป็น เทา่ของแตม้คี จง
หาความนา่จะเป็นทีลกูเตา๋จะขนึแตม้นอ้ยกวา่

แนวคาํตอบ ปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

ให้ w แทนนาํหนกัของลกูเตา๋ทีขนึแตม้คี จะไดว้า่
จดุตวัอยา่ง 1 2 3 4 5 6

นาํหนกั w 2w w 2w w 2w

ทาํใหไ้ดว้า่ w + 2w + w + 2w + w + 2w = 9 นนัคือ w =
1

9

ให้ A คือเหตกุารณที์ทีลกูเตา๋จะขนึแตม้นอ้ยกวา่ นนัคือ A = {1, 2, 3} ดงันนั

P (A) = P ({1, 2, 3}) = w + 2w + w = 4w = 4 · 1
9
=

4

9
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ตัวอย่าง . . ในการทดลองสุม่อยา่งหนงึมีปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั S = {a, b, c, d, e} และมีนาํหนกั
ของจดุตวัอยา่งดงัตาราง

จดุตวัอยา่ง a b c d e

นาํหนกั w 3w 5w 3w w

จงหานาํหนกัของจดุตวัอยา่งแตล่ะตวั
แนวคาํตอบ เนืองจากนาํหนกัรวมของจดุตวัอยา่งในปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั ทาํใหไ้ดว้า่

w + 3w + 5w + 3w + w = 1 นนัคือ w =
1

13

ดงันนั
จดุตวัอยา่ง a b c d e

นาํหนกั 1
13

3
13

5
13

3
13

1
13

ในกรณีทีนาํหนักทุกจุดตัวอย่างเทา่กัน และปรภิมิูตวัอยา่ง S เป็นเซตจาํกดั ให้ n(S) = N

และนาํหนกัของจดุตวัอยา่งเทา่กบั w ดงันนั Nw = 1 นนัคือ
w =

1

N

ให้ A เป็นหตกุารณซ์งึ n(A) = k จะไดว้า่
P (A) = kw = k · 1

N
=

n(A)

n(S)

ตัวอย่าง . . จงหาความน่าจะเป็นทีครอบครวัตวั อ มีลกู คน เป็นลกูชาย คน
แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 2 ·2 ·2 = 8 และ A เป็นเหตกุารณที์ครอบครวั

ตวั อ มีลกูชาย คน นนัคือ
A = { ชชญ, ชญช, ญชช }

ดงันนั
P (A) =

n(A)

n(S)
=

3

8

ตัวอย่าง . . ทอดลกูเตา๋เทียงตรง ลกู จงหาความน่าจะเป็นผลบวกของแตม้ไมเ่กิน
แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 6 · 6 = 36 และ A เป็นเหตกุารณที์ผลบวก

ของแตม้ไมเ่กิน พิจารณาตารางผลบวกของแตม้ลกูเตา๋
+ 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

จากตาราง n(A) = 30 ดงันนั P (A) =
n(A)

n(S)
=

30

36
=

5

6
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ตัวอย่าง . . การโยนเหรยีญ อนั ครงั จงหาความนา่จะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวั ครงั
แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 210 และ A เป็นเหตกุารณที์เหรยีญจะขนึหวั
ครงั พิจารณา HHTTTTTTTT จะเห็นไดว้า่แตล่ะแบบคือเรยีงสบัเปลยีนแบบของซาํ นนัคือ

n(A) =
10!

2!8!
= 45

ดงันนั
P (A) =

n(A)

n(S)
=

45

210
=

45

1024

ทฤษฎบีท . . ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A และ B เป็นเหตกุารณส์องเหตกุารณ์
จะไดว้า่

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

บทพิสูจน์. ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่งทีเป็นเซตจาํกดั จะไดว้า่
n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

n(A ∪B)

n(S)
=

n(A)

n(S)
+

n(B)

n(S)
− n(A ∩B)

n(S)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

บทแทรก . . ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A และ B เป็นเหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนั
จะไดว้า่

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

บทพิสูจน์. เนืองจาก A และ B เป็นเหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนั นนัคือ A ∩B = ∅

จะไดว้า่ P (A ∩B) = 0 ดงันนับทแทรกนีเป็นจรงิโดยทฤษฎีบท . .
ตัวอย่าง . . ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A และ B เป็นเหตกุารณ์ จงพิสจูนว์า่

P (B − A) = P (B)− P (A ∩B)

แนวคาํตอบ เนืองจาก B = (B − A) ∪ (A ∩ B) และ (B − A) ∩ (A ∩ B) = ∅ โดยบทแทรก
. . จะไดว้า่

P (B) = P (B − A) + P (A ∩B)

ดงันนั P (B − A) = P (B)− P (A ∩B)



. . ความนา่จะเป็น

ตัวอย่าง . . ความน่าจะเป็นของนกัศกึษาทีจะสอบผา่นวิชาแคลคลูสั เทา่กบั . ความน่า
จะเป็นทีเขาจะสอบผา่นวิชาความนา่จะเป็นและสถิติ เทา่กบั . และความนา่จะเป็นทีเขาจะสอบ
ผา่นอยา่งนอ้ยหนงึวิชาเทา่กบั .

. จงหาความน่าจะเป็นทีเขาจะสอบผา่นสองวิชา

. จงหาความน่าจะเป็นทีเขาสอบวิชาเดียว
แนวคาํตอบ ให้ A แทนเหตกุารณที์นกัศกึษาจะสอบผา่นวิชาแคลคลูสั

B แทนเหตกุารณที์นกัศกึษาจะสอบผา่นวิชาความนา่จะเป็นและสถิติ
จะไดว้า่ P (A) = 0.35, P (B) = 0.52 และ P (A ∪B) = 0.83

. จะเห็นวา่ P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) = 0.35 + 0.52− 0.83 = 0.04

ดงันนัความน่าจะเป็นทีเขาจะสอบผา่นสองวิชาเทา่กบั .
. เนืองจาก (A ∪B) ∩ (A ∩B) = A ∩B จะเห็นวา่

P ((A ∪B)− (A ∩B)) = P (A ∪B)− P ((A ∪B) ∩ (A ∩B))

= P (A ∪B)− P (A ∩B)

= 0.83− 0.04 = 0.79

ดงันนัความน่าจะเป็นทีเขาสอบผา่นวิชาเดียวเทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกนั ครงั จงหาความนา่จะเป็นทีจะไดผ้ลบวกของ
แตม้เป็น หรอื

แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 6 · 6 = 36

A เป็นเหตกุารณที์ผลบวกของแตม้เป็น และ B เป็นเหตกุารณที์ผลบวกของแตม้เป็น
พิจารณาตารางผลบวกของแตม้ลกูเตา๋

+ 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

จากตาราง n(A) = 4 และ n(B) = 2 เนืองจาก A ∩B = ∅ ดงันนั

P (A ∪B) = P (A) + P (B) =
4

36
+

2

36
=

1

6



บทที . ความนา่จะเป็น
ทฤษฎบีท . . หลักการคอมพลีเมนต์
ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A เป็นเหตกุารณ์ จะไดว้า่

P (A) = 1− P (Ac)

บทพิสูจน์. ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่งทีเป็นเซตจาํกดั เนืองจาก A ∪ Ac = S และ A ∩ Ac = ∅ ดงั
นนั

P (S) = P (A) + P (Ac)

ดงันนั P (A) = 1− P (Ac)

ตัวอย่าง . . การโยนเหรยีญ อนั ครงั จงหาความน่าจะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวัอยา่งนอ้ย
ครงั

แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 26 และ A เป็นเหตกุารณที์เหรยีญจะขนึหวั
อยา่งนอ้ย ครงั จะไดว้า่ Ac เป็นเหตกุารณที์เหรยีญจะขนึไมข่นึหวัแมแ้ตค่รงัเดียว นนัคือ n(Ac) =

1 ดงันนั
P (A) = 1− P (Ac) = 1− 1

26
=

63

64

ตัวอย่าง . . มีบตัรอยู่ ใบ มีบตัรทีจะไดร้างวลัอยู่ ใบ ถา้นาย ก ซือมา ใบ จงหาความนา่
จะเป็นทีนาย ก จะถกูรางวลั

แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 10C4 และ A เป็นเหตกุารณที์นาย ก จะถกู
รางวลั จะไดว้า่ Ac เป็นเหตกุารณที์นาย ก จะไมถ่กูรางวลั นนัคือ n(Ac) = 7C4 ดงันนั

P (A) = 1− P (Ac) = 1−
7C4

10C4

= 1− 1

6
=

5

6

ตัวอย่าง . . นอ้งมิกตอ้งการขอเงินจากพีแมก เพือไปซือขนมทีมีราคา บาท แต่พีแมกเสนอ
ใหน้อ้งมิกเลน่เกมเสียงทาย โดยการโยนเหรยีญ เหรยีญพรอ้มกบัลกูเตา๋ ลกู ถา้ขนึหวัจะไดเ้งิน
เทา่กบัผลบวกของแตม้จากลกูเตา๋ทงัสอง ถา้ขนึกอ้ยจะไดเ้งินเทา่กบัผลตา่งของแตม้จากลกูเตา๋ทงั
สอง จงหาโอกาสทีนอ้งมิกจะไดร้บัเงินในการเกมนี

แนวคาํตอบ ให้ S เป็นปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึ n(S) = 2 · 6 · 6 = 72 และ A เป็นเหตกุารณที์นอ้งมิก
จะไดร้บัเงินในการเกมนี จะไดว้า่ Ac เป็นเหตกุารณที์นอ้งมิกจะไมไ่ดร้บัเงินในการเกมนี นนัคือ

Ac = {(T, 1, 1), (T, 2, 2), (T, 3, 3), (T, 4, 4), (T, 5, 5), (T, 6, 6)}

ดงันนั
P (A) = 1− P (Ac) = 1− 6

72
=

1

12



. . ความนา่จะเป็น

แบบฝึกหดั .
. ลกูเตา๋ลกูหนงึถกูถ่วงนาํหนกัโดยทาํใหแ้ตม้คีมีโอกาสขนึมากกวา่แตม้คู่อยู่ % จงหาความ
น่าจะเป็นทีลกูเตา๋จะขนึแตม้อยา่งนอ้ย

. ในการโยนเหรยีญ เหรยีญ ครงัทีถ่วงนาํหนกัการเกิดนอ้ยกวา่การเกิดหวั % จงหาความ
น่าจะเป็นทีหวัทงัสองครงั

. ในการทดลองสุม่อยา่งหนงึมีปรภิมิูตวัอยา่งเทา่กบั S = {x, y, z, s, t} และมีนาํหนกัของจดั
ตวัอยา่งดงัตาราง

จดุตวัอยา่ง x y z s t

นาํหนกั w w 2w k 2k

ถา้ P ({x, s}) = 4

15

. จงหานาํหนกัของจดุตวัอยา่งแตล่ะตวั

. จงหาความนา่จะเป็นทีไมเ่กิด x และ t

. จงหา P ({x, s, t})

. โอกาสทีจะเกิด z ตา่งจาก t เทา่ใด
. มีถงุยงัชีพ ถงุตอ้งการแจกให้ครอบครวัทีถกูนาํทว่ม ครอบครวั ครอบครวัละไม่เกิน
ถงุ ความน่าจะเป็นทีคอบครวัของสมชายซงึเป็นหนงึในสีครอบครวันนัไม่ไดร้บัของแจกเลย
เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. ในจาํนวนเดก็ คน มีเดก็ถนดัซา้ย คน ถา้เลือกเดก็ คนจากเดก็เหลา่นี แลว้ความน่าจะ
เป็นทีมีเดก็ถนดัซา้ยในกลุม่ทีถกูเลือกเทา่กบัขอ้ใดใดตอ่ไปนี

. ถา้ชาย คนและหญิง คนเขา้คิวในแนวเดียวกนัเพือซือตวัรถไฟขบวนหนงึ ความนา่จะเป็น
ทีหญิงทงั คนยืนเรยีงติดกนัทงัหมดในแถวเดียวกนัเทา่กบัเทา่ใด

. มีแคปซลูบรรจุยาชนิดหนงึจาํนวน แคปซลู ปนกบัแคปซลูซงึบรรจุแปง้จาํนวน แคปซลู
ถา้หยิบมา แคปซลูอยา่งสุม่ ความน่าจะเป็นทีจะไดแ้คปซลูซงึบรรจยุาทงัสองแคปซลูเทา่กบั
เทา่ใด

. ตะกรา้ใบหนงึมีสม้ นอ้ยหน่า และมะมว่งรวม ลกู โดยทีจาํนวนสม้เป็นสองเทา่ของจาํนวน
นอ้ยหน่า และมีมะมว่ง ลกู ถา้หยิบผลไมข้นึมา ลกูอยา่งไม่เจาะจง ความน่าจะเป็นทีจะ
ไดผ้ลไมค้นละชนิดกนัเทา่กบัเทา่ใด

. กลอ่งใบหนงึมีลกูแกว้ขนาดเดียวกนั ลกู เป็นสีแดง ลกู สีขาว ลกู นอกนนัเป็นสีเหลือง
สุม่หยิบลกูแกว้มา ลกู ความน่าจะเป็นทีจะไดล้กูแกว้สีตา่งกนัเทา่กบัขอ้ใดใดตอ่ไปนี



บทที . ความนา่จะเป็น

. ในการเลือกกรรมการชดุหนงึจากชาย คน และหญิง คนความน่าจะเป็นทีจะเลือกกรรมการ
คนใหมี้ทงัหญิงและชาย

. เลขานกุารผู้หนงึพิมพ์จดหมาย ฉบบัถงึคน คนพรอ้มจา่หนา้ซอง ถา้เขานาํจดหมายใส่
ซองอยา่งสุม่โดยไม่สนใจวา่จดหมายในซองจะถกูตอ้งหรอืไม่ ความน่าจะเป็นทีมีจดหมาย
ฉบบัใสใ่นซองทีถกูทีถกูตอ้ง

. ในการเลือกจาํนวนเตม็หนงึจาํนวนจากจาํนวนตงัแต่ ถงึ จงหาความนา่จะเป็นทีลข
จาํนวนนนัหารดว้ย ลงตวั

. ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกนั ครงั ความนา่จะเป็นทีผลรวมของแตม้บนลกูเตา๋ทงัสอง
ลกูเป็นเลขทีหารดว้ย ไมล่งตวั มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขา้วสารบรรจถุงุแลว้กองหนงึประกอบไปดว้ย ขา้วหอมมะลิ ถงุ ขา้วเสาไห ถงุ ขา้วตาแหง้
ถงุ และขา้วมสับาตี ถงุ สุม่หยิบขา้วจากกองนีมา ถงุ ความน่าจะเป็นทีจะไดข้า้วครบทกุ

ชนิดเทา่กบัเทา่ใด
. ในลนิชกัมีถงุเทา้สีขาว คู่ สีดาํ คู่ และสีนาํเงิน คู่ แต่ไม่ไดจ้ดัเรยีงไวเ้ป็นคู่ๆ ถา้สุม่หยิบ
ถงุเทา้มา ขา้งๆ ความน่าจะเป็นทีจะไดถ้งุเทา้สีเดียวกนัเทา่กบัเทา่ใด

. กลอ่งใบหนงึมีบตัร ใบแตล่ะใบมีหมายเลข , , , …, บตัรละหนงึหมายเลข ถา้หยิบ
บตัรจากกลอ่งพรอ้มกนั ใบ ความน่าจะเป็นทีจะไดบ้ตัรหมายเลขคูท่กุใบ และมีแตม้รวมกนั
มากกวา่ มีคา่ เทา่กบัเทา่ใด

. ถงุใบหนงึบรรจลุกูแกว้สีแดง ลกู สีเขียว ลกู และสีเหลือง ลกู ถา้หยิบลกูแกว้มาจากถงุที
ละลกู ครงัโดยไมใ่สคื่น แลว้ความน่าจะเป็นทีจะหยิบไดล้กูแกว้ลกูทีหนงึ สอง และสาม เป็น
สีแดง สีเขียว สีเหลือง ตามลาํดบั เทา่กบัเทา่ใด

. ถงุใบหนงึมีลกูกวาดขนาดเดียวกนัสีแดง เม็ด ทีเหลือเป็นสีขาวและสีเขียว ถา้สุม่หยิบลกู
กวาดขนึมา เม็ด ความน่าจะเป็นทีจะไดล้กูกวาดสีขาวหรอืสีเขียวเทา่กบั / ความน่าจะ
เป็นทีจะไดล้กูกวาดสีเขียวหรอืสีแดงเทา่กบั / แลว้จาํนวนลกูกวาดสีเขียวเทา่กบัเทา่ใด

. โยนเหรยีญบาท (เทียงตรง) หนงึเหรยีญจาํนวน ครงั ความนา่จะเป็นทีจะไดห้วัอยา่งนอ้ย
ครงัติดกนัเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. ความนา่จะเป็นทีสมศกัดิจะสอบผา่นวิชาคณิตศาสตร์และวิชาเคมีเป็น / และ / ตาม
ลาํดบั ถา้ความนา่จะเป็นทีเขาสอบผา่นทงัสองวิชานีคือ / แลว้ความน่าจะเป็นทีเขาจะสอบ
ไมผ่า่นทงัสองวิชาเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A และ B เป็นเหตกุารณ์ ถา้ B ⊆ A จงพิสจูนว์า่
P (B − A) = P (B)− P (A)

. ให้ A เป็นเหตกุารณ์ โดยที P (A) = 3P (Ac) จงหา P (A)



. . ความนา่จะเป็นแบบมเีงอืนไข

. ความน่าจะเป็นแบบมเีงอืนไข
ในการสุม่หยิบสนิคา้มา ชิน โดยหยิบทีละชิน จากทงัหมด ชิน ในจาํนวนนีมี ชินทีบกพรอ่ง

A แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นแรกพบขอ้บกพรอ่ง
และ B แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นสองพบขอ้บกพรอ่ง
จงหา P (A) และ P (B) เมือ

. หยิบแลว้ใสคื่น (sampling with replacement)
จะไดว้า่ P (A) =

20

100
และ P (B) =

20

100
เห็นไดว้า่เหตกุารณ์ A ไมมี่ผลกบัเหตกุารณ์ B

. หยิบแลว้ไมใ่สคื่น (sampling without replacement)
จะไดว้า่ P (A) =

20

100
แต่ P (B) นนัขนึกบัเหตกุารณ์ A นนัคือ

ถา้ครงัแรกหยิบไดชิ้นไมบ่กพรอ่ง จะไดว้า่ P (B) =
20

99

ถา้ครงัแรกหยิบไดชิ้นบกพรอ่ง จะไดว้า่ P (B) =
19

99
หมายถงึความน่าจะเป็นทีจะหยิบไดชิ้น

สองพบขอ้บกพรอ่งเมือหยิบชินแรกพบขอ้บกพรอ่ง เขียนแทนดว้ย P (B | A)

ให้A และB เป็นเหตกุารณส์องเหตกุารณ์ความน่าจะเป็นของเหตกุารณ์B ทีเกิดขนึเมือเหตกุารณ์
A เกิดขนึ เรยีกวา่ ความน่าจะเป็นแบบมีเงอืนไข (conditional probability) เขียนแทนดว้ย

P (B | A)

อา่นวา่ ความน่าจะเป็นที B จะเกิดขนึ เมือ A เกิดขนึแลว้
ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู กาํหนดให้ A แทนเหตกุารณที์ไดแ้ตม้ลกูทีหนงึมากกวา่ลกู
ทีสอง และ B แทนเหตกุารณผ์ลรวมของแตม้เทา่กบั จงหา

. P (A | B) . P (B | A)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
A = {(2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4)

(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)}
B = {(4, 6), (6, 4), (5, 5)}

. P (A | B) หมายถงึความนา่จะเป็นทีไดแ้ตม้ลกูทีหนงึมากกวา่ลกูทีสอง เมือผลรวมของแตม้
เทา่กบั เกิดขนึแลว้ นนัคือ (6, 4) เกิดขนึในเหตกุารณ์ B ดงันนั

P (A | B) =
1

3

. P (B | A) หมายถงึความน่าจะเป็นทีผลรวมของแตม้เทา่กบั เมือไดแ้ตม้ลกูทีหนงึมากกวา่
ลกูทีสองเกิดขนึแลว้ นนัคือ (6, 4) เกิดขนึในเหตกุารณ์ A ดงันนั

P (B | A) = 1

15
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จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่ P (B | A) หมายถงึความน่าจะเป็นของเหตกุารณข์อง A ∩ B ใน

A นนัคือ
P (B | A) = n(A ∩B)

n(A)
=

P (A ∩B)

P (A)

โดยที A ̸= ∅

บทนิยาม . . ความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ B ทีเกิดขนึเมือเหตกุารณ์ A เกิดขนึ เขียนแทนดว้ย
P (B | A) คือ

P (B | A) = P (A ∩B)

P (A)

เมือ P (A) ̸= 0

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจจาํนวนอบุตัิเหตุทีเกิดขนึของผูข้บัขีรถยนตใ์นช่วงเวลา ปี จาํนวน
คน แสดงไดด้งัตาราง

อายุ (ปี) - - - มากกวา่ รวม
- ครงั
- ครงั
มากกวา่ ครงั
รวม

เมือสุม่ผูข้บัขีจากกลุม่นีมา คน
. พบวา่เกิดอบุตัิเหตมุากกวา่ ครงั จงหาความน่าจะเป็นทีเขาจะมีอายุ - ปี
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

P (อายุ - ปี | อบุตัิเหตุ > ครงั) = P (อายุ - ปี และอบุตัิเหตุ > ครงั)
P (อบุตัิเหตุ > ครงั)

=
25/1000

100/1000
=

1

4

. พบวา่มีอายุ - ปี จงหาความน่าจะเกิดอบุตัิเหตไุมเ่กิน ครงั
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

P (อบุตัิเหตไุมเ่กิน ครงั | อายุ - ปี) = P (อบุตัิเหตไุมเ่กิน ครงั และอายุ - ปี)
P (อายุ - ปี)

=
250/1000

400/1000
=

5

8

. จงหาความน่าจะเกิดอบุตัิเหตุ - ครงั โดยทีเขามีอายมุากกวา่ ปี
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

P (อบุตัิเหตุ - ครงั | อายุ > ปี) = P (อบุตัิเหตุ - ครงั และอายุ > ปี)
P (อายุ > ปี)

=
25/1000

100/1000
=

1

4



. . ความนา่จะเป็นแบบมเีงอืนไข
ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทการคูณความน่าจะเป็น (Multiplication Theorem of Probability)
ในการทดลองครงัหนงึ ถา้เหตุกุารณ์ A และ B ทีเกิดขนึทงัสองเหตกุารณ์ จะไดว้า่

P (A ∩B) = P (A)P (B | A) เมือ P (A) ̸= 0

P (A ∩B) = P (B)P (A | B) เมือ P (B) ̸= 0

บทพิสูจน์. เห็นไดช้ดัจากบทนิยามของความน่าจะเป็นแบบมีเงือนไข
ตัวอย่าง . . ในการสุม่หยิบสนิคา้มา ชิน เมือหยิบทีละชินโดยไม่ใส่คืน จากทงัหมด ชิน
ในจาํนวนนีมี ชินทีบกพรอ่ง จงหาความนา่จะเป็นทีหยิบไดส้นิคา้ขอ้บกพรอ่งทงัสองชิน โดยใช้
ทฤษฎีบทการคณูความนา่จะเป็น
แนวคาํตอบ A แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นแรกพบขอ้บกพรอ่ง
และ B แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นสองพบขอ้บกพรอ่ง
จะไดว้า่ P (A) = 20

100
และ P (B | A) = 19

99
ดงันนั

P (A ∩B) = P (A)P (B | A) = 20

100
· 19
99

=
19

495

จากตวัอยา่งเรมิตน้ทีกลา่วถงึการสุม่หยิบสนิคา้มา ชิน โดยหยิบทีละชินเมือหยิบแลว้ใส่คืน
จากทงัหมด ชิน ในจาํนวนนีมี ชินทีบกพรอ่ง

A แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นแรกพบขอ้บกพรอ่ง
และ B แทนเหตกุารณที์หยิบไดชิ้นสองพบขอ้บกพรอ่ง
จะได้วา่ P (B | A) =

20

100
= P (B) เนืองจากเหตกุารณ์ A ไมมี่ผลกบัเหตกุารณ์ B เรยีกวา่

เหตกุารณ์ B เป็นอิสระจากเหตกุารณ์ A จงึนิยามดงันี
บทนิยาม . . เหตกุารณ์ B เป็น อสิระ (independent) จากเหตกุารณ์ A ก็ตอ่เมือ

P (B | A) = P (B)

ทฤษฎบีท . . เหตกุารณ์ B เป็นอิสระจากเหตกุารณ์ A ก็ตอ่เมือ
P (A ∩B) = P (A)P (B)

บทพิสูจน์. โดยทฤษฎีบทการคณูความน่าจะเป็นและบทนิยามเหตกุารณที์เป็นอิสระตอ่กนั
ตัวอย่าง . . ดงึไพ่ ใบจากสาํรบัซงึมี ใบ โดยดงึทีละใบ จงหาความนา่จะเป็นทีจะได้ A ทงั
ใบ เมือ
. ดงึแลว้ใสคื่นสาํรบัก่อนดงึไพใ่บตอ่ไป . ดงึแลว้ไมใ่สคื่นสาํรบัก่อนดงึไพใ่บตอ่ไป

แนวคาํตอบ E แทนเหตกุารณที์หยิบได้ A ทงั ใบ
และ Ei แทนเหตกุารณที์หยิบได้ A ในครงัที i เมือ i = 1, 2, 3

จะไดว้า่ E = E1 ∩ E2 ∩ E3 และ P (Ei) =
4

52



บทที . ความนา่จะเป็น

. ในกรณีแตเ่หตกุารณ์ Ei เป็นอิสระจากกนั ดงันนั
P (E) = P (E1 ∩ E2 ∩ E3) = P (E1)P (E2)P (E3) =

4

52
· 4

52
· 4

52
=

1

2197

. โดยใชท้ฤษฎีบทการคณูความน่าจะเป็น
P (E) = P ((E1 ∩ E2) ∩ E3)

= P (E1 ∩ E2)P (E3 | E1 ∩ E2)

= P (E1)P (E2 | E1)P (E3 | E1 ∩ E2)

=
4

52
· 3

51
· 2

50
=

1

5525

ตัวอย่าง . . ในการสอบถามวนัเกิดของนกัเรยีน คน จงหาความน่าจะเป็นทีจะเกิดวนัเดียวกนั
แนวคาํตอบ ให้ E เป็นหตกุารณที์นกัเรยีน คนเกิดวนัเดียวกนั

พิจารณากรณีทีเกิดวนัจนัทรเ์หมือนกนั เนืองจากเหตกุารณที์นกัเรยีนทงั จะเกิดเป็นอิสระจากกนั
ดงันนัความนา่จะเป็นทีนกัเรยีนทงั จะเกิดวนัจนัทรเ์ทา่กบั

1

7
· 1
7
=

1

49

เมือรวมทงั วนั จงึสรุปไดว้า่
P (E) = 7 · 1

49
=

1

7

นนัคือความนา่จะเป็นทีจะเกิดวนัเดียวกนัเทา่กบั 1

7

บทนิยาม . . จะเรยีก {B1, B2, ..., Bn} วา่เป็น ผลแบ่งกัน (partition) ของเซต S ก็ตอ่เมือ
.

n∪
i=1

Bi = B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bn = S

. Bi ∩Bj = ∅ ทกุ ๆ i ̸= j

ทฤษฎบีท . . ให้ {B1, B2, ..., Bn} เป็นเซตของเหตกุารณซ์งึเป็นผลแบง่กนัของปรภิมิูตวัอยา่ง
S และ P (Bi) ̸= 0 ทกุ ๆ คา่ของ i = 1, 2, ..., n ถา้ A เป็นเหตกุารณห์นงึ จะไดว้า่

P (A) =
n∑

i=1

P (Bi)P (A | Bi)

บทพิสูจน์. เนืองจาก A = (A ∩B1) ∪ (A ∩B2) ∪ ... ∪ (A ∩Bn)

และ (A ∩B1), (A ∩B2), ..., (A ∩Bn) เป็นเหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนัเป็นคู่ ๆ ดงันนั
P (A) = P (A ∩B1) + P (A ∩B2) + · · ·+ P (A ∩Bn)

= P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + · · ·+ P (Bn)P (A | Bn)

=
n∑

i=1

P (Bi)P (A | Bi)



. . ความนา่จะเป็นแบบมเีงอืนไข

จากทฤษฎีบท . . พิจารณากรณี n = 3 แสดงดว้ยแผนภาพเวนนไ์ดด้งันี
B1 B2 B3

A

S

หรอืแสดงดว้ยแผนภาพตน้ไมไ้ดเ้ป็น

B1

B2

B3

A

Ac

A

Ac

A

Ac

P (B1)

P (B2)

P (B3)

P (A | B1)

P (A | B2)

P (A | B3)

จะไดว้า่ P (A) = P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + P (B3)P (A | B3)

ข้อสังเกต B1 ∪B2 ∪B3 = S นนัคือ P (B1) + P (B2) + P (B3) = 1

ตัวอย่าง . . ในการสุม่หยิบสนิคา้มา ชิน เมือหยิบทีละชินโดยไม่ใส่คืน จากทงัหมด ชิน
ในจาํนวนนีมี ชินทีบกพรอ่ง ให้

A แทนเหตกุารณที์ของชินแรกมีขอ้บกพรอ่ง
B แทนเหตกุารณที์ของชินสองมีขอ้บกพรอ่ง

จงหา P (B) โดยใชท้ฤษฎีบท . .
แนวคาํตอบ เขียนแผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

A

Ac

B

Bc

B

Bc

/

/

/

/

ดงันนั
P (B) = P (A)P (B | A) + P (Ac)P (B | Ac)

=
20

100
· 19
99

+
80

100
· 20
99

=
1

5



บทที . ความนา่จะเป็น

ตัวอย่าง . . โรงงานแหง่หนงึมีเครอืงจกัร เครอืง A, B และ C ซงึสามารถผลติสนิคา้ได้ %,
% และ % ของปรมิาณสนิคา้ทงัหมดทีผลติจากโรงงานนี ตามลาํดบั เปอรเ์ซนตข์องสนิคา้ที

พบขอ้บกพรอ่งซงึผลติโดยเครอืงจกัรทงัสามคือ %, % และ % ตามลาํดบั ถา้เลือกสนิคา้มาชิน
หนงึโดยวิธีสุม่แลว้ตรวจสภาพ จงหาความน่าจะเป็นทีของชินนีจะมีขอ้บกพรอ่ง
แนวคาํตอบ A แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร A

B แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร B
C แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร C
D แทนเหตกุารณที์ตรวจพบสนิคา้บกพรอ่ง

เขียนแผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

A

B

C

D

Dc

D

Dc

D

Dc

.

.

.

.

.

.

จะไดว้า่
P (D) = P (A)P (D | A) + P (B)P (D | B) + P (C)P (D | C)

= 0.5(0.03) + 0.3(0.04) + 0.2(0.05)

= 0.037

ดงันนัความนา่จะเป็นทีของชินนีจะมีขอ้บกพรอ่งเทา่กบั .



. . ความนา่จะเป็นแบบมเีงอืนไข
แบบฝึกหดั .

. ครอบครวัสนัติสขุ มีบตุร คน จงหาความน่าจะเป็นที
. บตุรเป็นชายทงัหมด
. มีบตุรสาวอยา่งนอ้ยครงึหนงึ

. โยนเหรยีญบาท (เทียงตรง) หนงึเหรยีญจาํนวน ครงั ความนา่จะเป็นทีจะไดห้วัอยา่งนอ้ย
ครงัติดกนัเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. จากขอ้มลูของบรษัิทแหง่หนงึทีมีพนกังานจาํนวน คน ปรากฎดงันี
ระดบัการศกึษา ตาํกวา่ปรญิญาโท ปรญิญาโทหรอืสงูกวา่ รวม
ชาย
หญิง
รวม

ถา้สุม่เลือกพนงังานโรงงานแหง่นีมา คน
. พบวา่เป็นผูห้ญิง จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะมีระดบัการศกึษาตาํกวา่ปรญิญาโท
. พบวา่เป็นผูช้าย จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะมีระดบัการศกึษาตาํกวา่ปรญิญาโท
. พบวา่ระดบัการศกึษาปรญิญาโทหรอืสงูกวา่ จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะผูช้าย

. โรงงานแหง่หนงึมีเครอืงจกัร เครอืง A, B, C และ D ซงึสามารถผลติสนิคา้ได้ %, %,
% และ % ของปรมิาณสนิคา้ทงัหมดทีผลติจากโรงงานนี ตามลาํดบั เปอรเ์ซนต์ของ

สนิคา้ทีพบขอ้บกพรอ่งซงึผลติโดยเครอืงจกัรทงัสามคือ %, %, % และ % ตามลาํดบั
ถา้เลือกสนิคา้มาชินหนงึโดยวิธีสุม่แลว้ตรวจสภาพ จงหาความน่าจะเป็นทีของชินนีจะมีขอ้
บกพรอ่ง

. จาํนวน CD ทงัหมด แผน่ทีผลติมาจากสองเครอืง มี แผน่ทีไมมี่คณุภาพ แผน่ทีผลติ
ในเครอืงทีหนงึมี แผน่ทีไมมี่คณุภาพ โดยเครอืงทีหนงึผลติได้ เทา่ของเครอืงทีสอง ถา้สุม่
หยิบแผน่ CD มา จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดแ้ผน่ทีไมมี่คณุภาพ

. เหรยีญอนัหนงึถกูโยนจนกระทงัขนึหวั หรอืโดยจนครบสามครงั ถา้ในการโยนครงัแรกไม่ขนึ
หวั จงหาความน่าจะเป็นทีจะโยนครบสามครงั

. มหาวิทยาลยัแหง่หนงึ % ของนกัศกึษาชาย และ %ของนกัศกึษาหญิง สงูกวา่ เซนติเมตร
% ขอมหาวิทยาลยัแหง่นีเป็นผูห้ญิง ถา้สุม่นกัศกึษามาหนงึคนปรากฎวา่เป็นนกัศกึษาทีสงู

กวา่ เซนติเมตร จงหาความน่าจะเป็นทีนกัศกึษาคนนนัเป็นผูห้ญิง
. One box has red balls and white balls; a second box has red balls and white
balls. A pair of dice are tossed. If the sum of the dice are less than five, a ball is
selected from the first box, otherwise the ball is selected from the second box. Find
the probability of getting a red ball.



บทที . ความนา่จะเป็น

. กฎของเบย์
ทฤษฎบีท . . กฎของเบย์ (Bay's Rule)
ให้ {B1, B2, ..., Bn} เป็นเซตของเหตกุารณซ์งึเป็นผลแบง่กนัของปรภิมิูตวัอยา่ง S และ P (Bi) ̸= 0

ทกุ ๆ คา่ของ i = 1, 2, ..., n ถา้ A เป็นเหตกุารณห์นงึ เมือ P (A) ̸= 0 จะไดว้า่
P (Bk | A) =

P (Bk)P (A | Bk)
n∑

i=1

P (Bi)P (A | Bi)

โดยที k = 1, 2, ..., n

บทพิสูจน์. โดยใชท้ฤษฎีบทการคณูความน่าจะเป็น และทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
P (Bk | A) =

P (Bk ∩ A)

P (A)

=
P (Bk)P (A | Bk)
n∑

i=1

P (Bi)P (A | Bi)

ตัวอย่าง . . โรงงานแหง่หนงึมีเครอืงจกัร เครอืง A, B และ C ซงึสามารถผลติสนิคา้ได้ %,
% และ % ของปรมิาณสนิคา้ทงัหมดทีผลติจากโรงงานนี ตามลาํดบั เปอรเ์ซนตข์องสนิคา้ที

พบขอ้บกพรอ่งซงึผลติโดยเครอืงจกัรทงัสามคือ %, % และ % ตามลาํดบั ถา้เลือกสนิคา้มาชิน
หนงึโดยวิธีสุม่แลว้ตรวจสภาพ และพบวา่สนิคา้ชินนนัมีขอ้บกพรอ่ง จงหาความนา่จะเป็นทีของชิน
นนัผลติจากเครอืงจกัร A
แนวคาํตอบ A แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร A

B แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร B
C แทนเหตกุารณที์สนิคา้ผลติจากเครอืงจกัร C
D แทนเหตกุารณที์ตรวจพบสนิคา้บกพรอ่ง

เขียนแผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

A

B

C

D

Dc

D

Dc

D

Dc

.

.

.

.

.

.



. . กฎของเบย์

โดยกฎของเบยจ์ะไดว้า่
P (A | D) =

P (A)P (D | A)
P (A)P (D | A) + P (B)P (D | B) + P (C)P (D | C)

=
0.5(0.03)

0.5(0.03) + 0.3(0.04) + 0.2(0.05)

=
15

37
= 0.4054

ดงันนัถา้พบวา่สนิคา้ชินนนัมีขอ้บกพรอ่ง ความน่าจะเป็นทีของชินนนัผลติจากเครอืงจกัร A เทา่กบั
.
ตัวอย่าง . . ในเทศกาลปีใหม่รา้นคา้แหง่หนงึจดัผู้หอ่ของขวญัไว้ คน คือ สงิหา กนัยา และ
ตลุา สงิหาหอ่ของขวญั % ของของขวญัทงัหมด และลืมเอาปา้ยราคาออกก่อนหอ่ของ ใน
ครงั กนัยาหอ่ของขวญั % ของของขวญัทงัหมด และลืมเอาปา้ยราคาออกก่อนหอ่ของ ใน
ครงั ตลุาหอ่ของขวญัทีเหลือและลืมเอาปา้ยราคาออกก่อนหอ่ของ ใน ครงั สมมติมีลกูคา้คน
หนงึมาตอ่วา่รา้นไม่เอาปา้ยติดราคาออกก่อนหอ่ของขวญั จงหาความนา่จะเป็นทีของขวญัชินนนั
จะถกูหอ่โดยสงิหา
แนวคาํตอบ A แทนเหตกุารณที์ของขวญัถกูหอ่โดย สงิหา

S แทนเหตกุารณที์ของขวญัถกูหอ่โดย กนัยา
O แทนเหตกุารณที์ของขวญัถกูหอ่โดย ตลุา
N แทนเหตกุารณที์ลืมเอาปา้ยราคาออก

เขียนแผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

A

S

O

N

N c

N

N c

N

N c

.

.

.

/

/

/

โดยกฎของเบยจ์ะไดว้า่
P (A | N) =

P (A)P (N | A)
P (A)P (N | A) + P (S)P (N | S) + P (O)P (N | O)

=
0.4(1/50)

0.4(1/50) + 0.3(1/10) + 0.3(1/20)

=
8

53
= 0.1509
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ดงันนัถา้ลกูคา้คนหนงึมาตอ่วา่รา้นไม่เอาปา้ยติดราคาออกก่อนหอ่ของขวญั ความน่าจะเป็นทีของ
ขวญัชินนนัจะถกูหอ่โดยสงิหา เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . A basketball team is to play two games in a tournament. The probability
of winning the first game is . . If the first game is won, the probability of winning the
second game is . . If the first game is lost, the probability of winning the second game
is . . What is the probability the first game was won if the second game is lost ?
แนวคาํตอบ W1 แทนเหตกุารณที์ชนะเกมที

L1 แทนเหตกุารณที์แพเ้กมที
W2 แทนเหตกุารณที์ชนะเกมที
L2 แทนเหตกุารณที์แพเ้กมที

เขียนแผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

W1

L1

W2

L2

W2

L2

.

.

.

.

.

.

โดยกฎของเบยจ์ะไดว้า่

P (W1 | L2) =
P (W1)P (L2 | W1)

P (W1)P (L2 | W1) + P (L1)P (L2 | L1)

=
0.1(0.85)

0.1(0.85) + 0.90(0.75)

=
17

152
= 0.1118

ดงันนัความความนา่จะเป็นทีจะชนะเกมที ถา้แพเ้กมที เทา่กบั .
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แบบฝึกหดั .
. นกัเรยีนหอ้งที , , และ มีจาํนวน คน , คน , คน และ คนตามลาํดบัใน
แตล่ะหอ้งมีนกัเรยีนทีมีเกรดเฉลียเกิน . อยู่ % , % , % และ % ตามลาํดบั หาก
สุม่นกัเรยีนมา คน แลว้พบวา่นกัเรยีนคนนนัมีเกรดเฉลียเกิน . จงหา
. ความนา่จะเป็นทีจะเป็นนกัเรยีนจากหอ้งที
. ความนา่จะเป็นทีจะเป็นนกัเรยีนจากหอ้งที
. ความนา่จะเป็นทีจะเป็นนกัเรยีนจากหอ้งที
. ความนา่จะเป็นทีจะเป็นนกัเรยีนจากหอ้งที

. บรษัิทผลติขวดนาํสง่ออก มีเครอืงจกัร เครอืง โดยเครอืงที , , และ ผลติขวดนาํได้
% , % , % และ % ตามลาํดบั จากขอ้มลูการผลติพบวา่แตล่ะเครอืงจะมีขวดนาํที

ผลติไม่ไดค้ณุภาพ ซงึเครอืงที , , และ มีขวดนาํทีผลติแลว้ไม่ไดค้ณุภาพอยู่ %, %,
% และ % ตามลาํดบั หากสุม่หยิบขวดนาํมา ขวด พบวา่เป็นชินทีไดค้ณุภาพ จงหาความ
น่าจะเป็นทีขวดนาํดงักลา่วจะผลติดว้ยเครอืงที

. จากแผนภาพตน้ไมแ้สดงความน่าจะเป็นดงัตอ่ไปนี

B1

B2

B3

A

Ac

A

Ac

A

Ac

.

.

.

.

.

.

จงหา
. P (A)

. P (Ac)

. P (B1 | A)

. P (B2 | A)

. P (Ac | B3)

. P (B3 | Ac)

. P (A ∪B1)

. P (A ∩ (B1 ∪B2))

. P (B3 − A)

. โรงงานผลติชาเขียวพรอ้มดืมมีโรงงานผลติ โรงงาน โดยโรงงานที , และ ผลติสนิคา้ได้
%, % และ % ของปรมิาณการผลติทงัหมดของโรงงาน ในการผลติชาเขียวจะมีบาง

ขวดทีมีปรมิาตรบรรจุไม่เป็นไปตามทีตอ้งการ ซงึโรงงานที , และ มีจาํนวนชาเขียวทีมี
ปรมิาตรบรรจไุม่เป็นไปตามทีตอ้งการอยู่ % , % และ % ตามลาํดบั หากสนิคา้ทงัหมดที
ผลติไดถ้กูเก็บรวมไวใ้นโกดงัสนิคา้ ผูจ้ดัการทวัไปสุม่หยิบชาเขียวมา ขวดจากโกดงพบวา่
มีปรมิาตรบรรจุทีไม่เป็นไปตามทีตอ้งการ จงหาความน่าจะเป็นทีชาเขียวขวดนนัจะผลติจาก
โรงงานที



บทที . ความนา่จะเป็น

สรุป
ในบทนีจะกลา่วถงึความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ ซงึเรมิตน้ดว้ยปรภิมิูตวัอยา่ง ซงึหมายถงึเซต

ของผลลพัธ์ที เกิดขนึจากการทดลองโดยสมาชิกเรยีกวา่จดุตวัอยา่ง เซตยอ่ยของปรภิมิูตวัอยา่ง
เรยีกวา่เหตกุารณ์ จากนนักลา่วถงึการนบัจดุตวัอยา่งทีใช้หลกัการคณู และหลกัการบวก วิธีเรยีง
สบัเปลียนแบบเสน้ตรง และแบบวงกลม ในแบบทีซาํกนัและไม่ซาํกนั การจดัหมู่และการแบง่กลุม่
จากนนักลา่วถงึนิยามความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์คือผลรวมของนาํหนกัของจดุตวัอยา่ง ทาํให้
ไดว้า่ 0 ≤ P (E) ≤ 1 สดุทา้ยกลา่วถงึความนา่จะเป็นแบบมีเงือนไข นาํไปสู่การนิยามเหตกุารณ์
ทีอิสระตอ่กนั และกฎของเบยซ์งึเป็นผลทีเกิดจากทฤษฎีบทเกียวกบัความน่าจะเป็นแบบมีเงือนไข
โดยใชผ้ลแบง่กนั

แบบฝึกหดับทที
. มีกิงไม้ กิง มีนก ตวั จะมีวิธีเกาะกิงไมข้องนกทงัหมดกีวิธี
. มีหนงัสือ เลม่ทีแตกตา่งกนั นาํไปแจกใหเ้ดก็ คนไดกี้วิธี
. จาํนวนเตม็เตม็ทีอยูร่ะหวา่ง , – , และเลขในแตล่ะหลกัไมซ่าํกนั มีทงัหมดกีจาํนวน
. สรง้จาํนวนเตม็บวก หลกั จาก – โดยไมใ่ชห้ลกัซาํกนั และสลบัเลขคูก่บัเลขคีไดกี้จาํนวน
. จงหาจาํนวนวิธีทงัหมดในการจดัชาย คนและหญิง คน ซงึมีนาย ก. และนางสาว ข. รวม
อยู่ดว้ย ใหยื้นเป็นแถวตรง แถว ๆ ละ คน โดยที นาย ก. และนางสาว ข. ไม่ไดยื้นติดกนั
ในแถวเดียวกนั

. สรา้งเลข หลกัโดยใชเ้ลข – และผลรวมของตวัเลขแตล่ะหลกัมีคา่เทา่กบั จะมีวิธีการ
สรา้งเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี

. จงหาจาํนวนวิธีสลบัอกัษรในคาํวา่ HYPERBOLA โดยให้ขนึตน้ดว้ยสระและลงทา้ยดว้ย
พยญัชนะ

. มีตาํแหน่งวา่งอยู่ ตาํแหน่งตา่งกนั เป็นตาํแหน่งเฉพาะชาย ตาํแหน่ง และเป็นตาํแหน่ง
เฉพาะหญิง ตาํแหน่ง มีผูส้มคัรงาน คน เป็นชาย คน และหญิง คน จะมีกีวิธีในการ
เลือกคนเขา้ทาํงานทงั ตาํแหน่งนี

. สามีภรรยา คู่นงัชมภาพยนตบ์นเกา้อีแถวหนงึ ซงึมี ตวั โดยทีสามีภรรยาทกุคู่ตอ้งนงัติด
กนัเสมอทาํไดกี้วิธี

. ตอ้งการเรยีงเลข หลกัทีมีคา่มากกวา่ จากเลข , , , , , โดยตวัเลขเหลา่นนันาํ
มาใชไ้ดเ้พียงครงัเดียว มีกีจาํนวน

. มีชาย คน หญิง คน จงหาจาํนวนวิธีในการจดัแถวคนทงัหมดตามเงือนไขตอ่ไปนี
. หญิงทงั คนยืนติดกนั
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. หญิงทงั คนยืนแยกกนัหมดและผูที้ยืนในตาํแหน่งหวัและทา้ยเป็นผูช้าย
. ตอ้งการสลบัอกัษรคาํวา่ ENGINEER จะสลบัไดกี้วิธี ถา้

. ไมมี่เงือนไข

. สระอยูต่ิดกนัหมด

. พยญัชนะอยูแ่ยกกนัหมด

. ขนึตน้และลงทา้ยดว้ยอกัษรเดียวกนั
. ในการประชมุตวัแทนจากประเทศตา่งๆในเอเชียครงัหนงึมีตวัแทนจากประเทศไทย คน จาก
ประเทศมาเลเซีย คน จากประเทศฟิลปิปิน คน และจากอินโดนิเซีย คน จะจดัใหน้งัรอบ
โต๊ะกลมไดกี้วิธีโดยทีตวัแทนจากประเทศไทยตอ้งนงัแยกกนั

. จะจดัคน คนนงัรอบโต๊ะกลมไดกี้วิธี ถา้
. ไมมี่เงือนไข
. มีคน คนนงัติดกนัเสมอ
. มีคน คนนงัแยกกนัเสมอ
. มีคน คนนงัตอ้งขา้มกนัเสมอ

. จงัหวดัแหง่หนงึมีอาํเภอ อาํเภอแตล่ะอาํเภอสง่ผู้แทนอาํเภอละ คนเป็นชาย คนและ
เป็นหญิง คน ถา้ตอ้งการคดัเลือกกรรมการ คน เป็นชาย คนและหญิง คน จากตวัแทน
ทงั คน โดยในบรรดากรรมการ คนนีตอ้งเป็นชายและหญิงอยา่งนอ้ย คู่ มาจากอาํเภอ
เดียวกนัจะมีวิธีการคดัเลือกกีวิธี

. มีขอ้สอบปรนยั ขอ้ คะแนนเตม็ คะแนน โดยกาํหนดขอ้ – ขอ้ละ คะแนน และ
ขอ้ – ขอ้ละ คะแนน ถา้หากนกัเรยีนตอบขอ้ใดถกูตอ้งจะไดค้ะแนนเตม็ของขอ้นนั แต่
ถา้ตอบผิดหรอืไมต่อบจะไดค้ะแนนเป็น คะแนน จะมีกีวิธีทีนกัเรยีนคนหนงึจะทาํขอ้สอบได้
คะแนนรวม คะแนน

. มีคน คน มีนาย ก นาย ข และนาย ค รวมอยู่ดว้ย แบง่เขา้หอ้งพกั หอ้ง แตล่ะหอ้งพกัได้
, , ตามลาํดบั จะจดัไดกี้วิธี
. ไมมี่เงือนไข
. นาย ก ข ค พกัหอ้งเดียวกนั
. นาย ก ข ค พกัคนละหอ้ง
. นาย ก และนาย ข พกัหอ้งเดียวกนั แตไ่มพ่กัหอ้งเดียวกบั นาย ค

. แบง่ดินสอสี สีแตกตา่งกนั ออกเป็น กลุม่ กลุม่ละ แทง่ กลุม่ กลุม่ละ แทง่ กลุม่
จะแบง่ไดกี้วิธี

. จะจดัพนกังาน คนแบง่เป็น กลุม่ไปทาํงาน งานซงึแตกตา่งกนั โดยทกุงานตอ้งมีคน
ทาํงานอยา่งนอ้ย คน และพนกักงาน คน ตอ้งไมมี่ใครวา่งงาน
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. ในการสมัภาษณผ์ูส้มคัรเขา้ทาํงานในสาํนกังานแหง่หนงึมีผูส้มคัรชาย คน เป็นหญิง คน
ถา้ผูส้มัภาษณต์ดัสนิใจเรยีกผูส้มคัรมาสมัภาษณเ์พียง คน โดยเลือกชาย คนและหญิง
คน จากผูส้มคัรโดยการสุม่ การจดัลาํดบัเขา้สมัภาษณที์ละคนโดยใหเ้ป็นผูส้มคัรชายเขา้หอ้ง
สอบติดตอ่กนัจะมีจาํนวนวิธีเทา่ใด

. บนเสน้รอบวงของวงกลมหนงึมีจดุ จดุทีแตกตา่งกนั จงหาจาํนวนรูปสามเหลยีมทีมีจดุยอด
เกิดจากจดุดงักลา่ว

. วงกลม วง และเสน้ตรง เสน้ ตดักนัไดม้ากทีสดุกีจดุ

. ให้ r, n ∈ N โดยที r ≤ n จงพิสจูนเ์อกลกัษณต์อ่ไปนี
. nPr = n · n−1Pr−1

. nPr = (n− r + 1) · nPr−1

. n+1Pr =
nPr + r · nPr−1

.
(
n

r

)
=

n

r

(
n− 1

r − 1

)

.
(
n

r

)
=

n− r + 1

r

(
n

r − 1

)

. กลอ่งใบหนงึมีลกูแกว้ขนาดเดียวกนั ลกูเป็นสีแดง ลกู สีขาว ลกูและนอกนนัสีเหลือง
ถา้สุม่หยิบมา ลกูพรอ้มกนั จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดล้กูแกว้สีตา่งกนั

. มีหนงัสือทีแตกตา่งกนั เลม่คือ หนงัสือ ก หนงัสือ ข หนงัสือ ค หนงัสือ ง และหนงัสือ จ สุม่
เลือกหนงัสือเหลา่นีมาครงัละ เลม่ ความนา่จะเป็นทีจะไดห้นงัสือ ก หรอืหนงัสือ ข เทา่กบั
เทา่ใด

. ในการแขง่ขนัตอบปัญหารายการหนงึผู้เขา้แขง่ขนัแตล่ะคนตอ้งเลือกปัญหา ขอ้ในแตล่ะ
ครงั ถา้ในกลอ่งทีใส่ปัญหา มีปัญหาอยา่งยากให้เลือกอยู่ ขอ้และมีปัญหาอยา่งงา่ยมีให้
เลือกอยู่ ขอ้ ความน่าจะเป็นทีผูเ้ขา้แขง่ขนัจะเลือกไดปั้ญหาอยา่งยากและอยา่งงา่ยอยา่ง
ละ ขอ้เทา่กบัเทา่ใด

. ก, ข, ค ตกลงทาํธรุกิจกนัทงั คนชว่ยกนัหาสถานทีทีจะเปิดสาํนกังาน ก และ ข เสนอสถาน
ทีทีจะถกูเลือกเป็นสาํนกังานดว้ยความน่าจะเป็นเทา่กนั สว่น ค เสนอสถานทีทีคาดวา่จะถกู
เลือกดว้ยความน่าจะเป็น เทา่ของ ก ความน่าจะเป็นทีสถานที ค เสนอไม่ไดถ้กูเลือกเป็น
เทา่ใด

. กิตติและสมานกบัเพือนๆรวม คนไปเทียวตา่งจงัหวดัดว้ยกนัในการคา้งแรมทีมีบา้นพกั
หลงั หลงัแรกพกัได้ คน สว่นหลงัทีสองและสามพกัไดห้ลงัละ คน ซงึแตล่ะหลงัมีความ
แตกตา่งกนั พวกเขาจงึตกลง ทีจะจบัสลากวา่ใครจะไดพ้กับา้นหลงัใด ความน่าจะเป็นทีกิตติ
และสมานจะไดพ้กับา้นหลงัเดียวกนัในหลงัทีหนงึหรอืหลงัทีสามเทา่กบัเทา่ใด



. . กฎของเบย์

. ถงุใบหนงึบรรจุลกูกวาดรสสตรอเบอรี ลกู รสชอคโกเลต ลกู และรสกาแฟและรสมินท์
อยา่งละ ลกู หาสุม่หยิบลกูกวาดจากถงุนีมา ลกู ความนา่จะเป็นทีจะหยิบไดล้กูกวาดตา่ง
รสกนัทงัหมดเทา่กบัเทา่ใด

. ให้ S เป็นเซตของจดุ จดุบนวงกลมวงหนงึ ซงึมีสมบตัิดงันี เมือลากเสน้ตรงเชือมระหวา่ง
จดุ จดุใดๆใน S จะมีเพียง เสน้เทา่นนัทีผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลมนี ถา้สรา้งรูปสามเหลียม
โดยเลือกจดุ จดุใน S มาแป็นจดุยอดของสามเหลียม ความน่าจะเป็นทีจะไดรู้ปสามเหลียม
มมุฉาก เทา่กบัเทา่ใด

. ใหป้รภิมิูตวัอยา่งเป็นเซตจาํกดั ถา้ A1, A2, ..., An เป็นเหตกุารณที์ไม่เกิดรว่มกนัเป็นคู่ ๆ หรอื
Ai ∩ Aj ทกุ ๆ i ̸= j จงพิสจูนว์า่

P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An)

. จากขอ้มลูของโรงเรยีนแหง่หนงึมีครูจาํนวน คน ปรากฎดงันี

สาระวิชา คณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์ ภาษาไทย ภาษา สงัคม อืน ๆ รวม
ตา่งประเทศ

ชาย
หญิง
รวม

ถา้สุม่เลือกครูจากโรงงานแหง่นีมา คน
. พบวา่เป็นผูช้าย จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะครูสาระวิชาคณิตศาสตร์
. พบวา่เป็นผูห้ญิง จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะเป็นครูสาระภาษาตา่งประเทศ
. พบวา่เขาเป็นครูสาระสงัคม จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะผูช้าย
. พบวา่เขาเป็นครูสาระวิทยาศาสตร์ จงหาความนา่จะเป็นทีเขาจะผูห้ญิง

. รา้นอาหารวางแผนทีจะซือเตาอบ เตา จากผู้ผลติระบุวา่เตาอบเหลา่นีผา่นการ ตรวจ
สอบรายละเอียดเนืองจากคา่ใช้จา่ยในการตรวจสงู เตาอบ เตาถกูเลือกโดยการสุม่การ
ตรวจ เตาอบ เตาจะถกูซือถา้หนงึในหา้เตาทีเลือกไมบ่กพรอ่ง สมมติวา่มี เตาบกพรอ่ง
ในชดุ เตานี จงหาความน่าจะเป็นทีผูซื้อจะตดัสนิใจซือเตาอบทงัชดุดงักลา่ว

. ในการทดลองสุม่หยิบกลอ่ง กลอ่งและหยิบลกูบอลมา ลกู โดยที

กลอ่งใบที มีลกูบอลสีแดง ลกู สีดาํ ลกู และสีขาว ลกู
กลอ่งใบที มีลกูบอลสีแดง ลกู สีดาํ ลกู และสีขาว ลกู
กลอ่งใบที มีลกูบอลสีแดง ลกู สีดาํ ลกู และสีขาว ลกู
กลอ่งใบที มีลกูบอลสีแดง ลกู สีดาํ ลกู และสีขาว ลกู



บทที . ความนา่จะเป็น

หากพบวา่ไดล้กูบอลเป็นสีดาํ จงหาความน่าจะเป็นทีลกูบอลนนัจะมาจากกลอ่งใบที
. โรงงานผลติจอโทรทศัน์ มีเครอืงจกัรทีใชผ้ลติ เครอืง คือ เครอืงที , และ ซงึผลติจอได้
รอ้ยละ รอ้ยละ และรอ้ยละ ของกาํลงัผลติทงัหมด เครอืงที , และ มีจอทีผลติ
แลว้ไมผ่า่นมาตรฐานอยูร่อ้ยละ รอ้ยละ และรอ้ยละ ตามลาํดบั หากสุม่จอโทรทศันม์า
ชิน แลว้พบวา่ไมผ่า่นมาตรฐาน จงหาความน่าจะเป็นทีจอดงักลา่วจะผลติดว้ยเครอืงที

. Suppose we send % of our products to company A and % of our products to
company B. Company A reports that % of our products are defective and company
B reports that % of our products are defective.
. Find the probability that a product is sent to company A and it is defective.
. Find the probability that a product is sent to company A and it is not defective.
. Find the probability that a product is sent to company B and it is defective.
. Find the probability that a product is sent to company B and it is not defective.

. A small manufacturing company has rated % of its employees as satisfactory (S)
and % as unsatisfactory (S’). Personnel records show that % of the satisfactory
workers had previous work experience (E) in the job they are now doing, while % of
the unsatisfactory workers had no work experience (E’) in the job they are now doing.
If a person who has had previous work experience is hired, what is the approximate
empirical probability that this person will be an unsatisfactory employee ?

. To evaluate a new test for detecting Hansen’s disease, a group of people % of
which are known to have Hansen’s disease are tested. The test finds Hansen’s
disease among % of those with the disease and % of those who don’t. What
is the probability that someone testing positive for Hansen’s disease under this new
test actually has it ?

. One urn has red balls and white ball; a second urn has red balls and white
balls. A single card is randomly selected from a standard deck. If the card is less
than (aces count as ), a ball is drawn out of the first urn; otherwise a ball is drawn
out of the second urn. If the drawn ball is red, what is the probability that it came out
of the second urn ?



บทที
ตัวแปรสุ่ม

. นิยามของตัวแปรสุ่ม
การทดลองสุม่ (random trial) หมายถงึการกระทาํทีไม่สามารถทราบผลลพัธล์ว่งหนา้จนกวา่จะได้
ทาํเสรจ็สนิไปแลว้ เช่นการโยนเหรยีญเราทราบเพียงวา่เกิดขนึ แบบคือ หวั และกอ้ย แต่ก่อนโดย
ไมส่ามารถทราบแนช่ดัวา่จะเกิดอะไร สมมติวา่โยนเหรยีญ อนั ครงั จะไดป้รภิมิูตวัอยา่งคือ

S = {TT, TH, TH,HH}

ถา้เราสนใจจาํนวนหวัทีเกิดขนึในการทดลองครงันี นนัคือจาํนวนหวัเทา่กบั , หรอื ซงึเป็นผลที
เป็นไปไดท้งัหมดทีจะเกิดขนึ ถา้ให้X เป็นจาํนวนหวัทีเกิดขนึ เมือโยนเหรยีญ อนั ครงั คา่ของที
เป็นไปไดคื้อ , , และจะเรยีก X วา่ตวัแปรสุม่

• X มีคา่เทา่กบั ก็ตอ่เมือ ผลการทดลองเป็น TT

• X มีคา่เทา่กบั ก็ตอ่เมือ ผลการทดลองเป็น TH หรอื HT

• X มีคา่เทา่กบั ก็ตอ่เมือ ผลการทดลองเป็น HH

บทนิยาม . . ตัวแปรสุ่ม (random variable) คือฟังกช์นัทีมีคา่เป็นจาํนวนจรงิ ซงึกาํหนดโดย
แตล่ะสมาชิกในปรภิมิูตวัอยา่ง

เรามกันิยมใชต้วัแปร X, Y, Z แทนตวัแปรสุม่ และ x, y, z แทนคา่ของตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . หยิบลกูบอลอยา่งสุม่ทีละลกู ครงั โดยหยิบแลว้ไม่ใส่คืน จากกลอ่งทีลกูบอลสี
แดง ลกู (ตา่งกนั) สีขาว ลกู (ตา่งกนั) ให้ X เป็นจาํนวนลกูบอลสีแดงทีหยิบได้ จงแสดงวา่ X

เป็นตวัแปรสุม่

แนวคาํตอบ ให้Ri แทนลกูบอกสีแดงลกูที i เมือ i = 1, 2, 3

และ Wi แทนลกูบอกสีขาวลกูที i เมือ i = 1, 2

แสดงไดด้งัตาราง



บทที . ตวัแปรสุม่
X จดุตวัอยา่ง
0 W1W2,W2W1

1 R1W1, R1W2, R2W1, R2W2, R3W1, R3W2

W1R1,W1R2,W1R3,W2R1,W2R2,W2R3

2 R1R2, R1R3, R2R3, R2R1, R3R1, R3R2

เขียนไดว้า่ X(W1W2) = 0 และ X = 0 จะหมายถงึเหตกุารณ์W1W2 และW2W1

จากตวัอยา่ง . . จะเรยีกตวัแปรสุม่ลกัษณะนีวา่ ตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนือง (discrete random
variable) ซงึหมายถงึจาํนวนคา่ของตวัแปรสุม่มีจาํนวนจาํกดัหรอืนบัได้ปรภิมิูตวัอยา่งทีมีจดุตวัอยา่ง
เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองเรยีกวา่ ปริภมูติัวอย่างไม่ต่อเนือง (discrete sample space)

ตัวอย่าง . . จงแจกแจงคา่ตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง X ตอ่ไปนี
. ในการโยนเหรยีญ อนั
ให้X คือจาํนวนหวัทีเกิดขนึ
จะไดว้า่ X = 0, 1, 2, ..., 7

. ในการทอดลกูเตา๋ ลกู จนกระทงัเกิดแตม้ เป็นครงัแรก
ให้X คือจาํนวนครงัทีเกิดแตม้
จะไดว้า่ X = 0, 1

. ในการหยิบลกูบอล ลกูพรอ้มกนัจากกลอ่งทีมีลกูบอลสีแดง ลกู และสีเขียว ลกู
ให้X คือจาํนวนลกูบอลสีแดง
จะไดว้า่ X = 0, 1, 2, 3, 4, 5

ตัวแปรสุ่มต่อเนือง (continuous random variable) ซงึหมายถงึจาํนวนคา่ของตวัแปรสุม่มี
เป็นจาํนวนนบัไมไ่ด้ ปรภิมิูตวัอยา่งทีมีจดุตวัอยา่งเป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองเรยีกวา่ปริภมูติัวอย่าง
ต่อเนือง (continuous sample space)

ตัวอย่าง . . จงเขียนตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X ตอ่ไปนี
. ในการสุม่หยิบหลอดไฟ เพือตรวจสอบอายกุารใชง้าน หน่วยเป็นปี S = {t : t > 0}
ให้X คือเวลาทีหลอดไฟมีอายไุมเ่กิน ปี
จะไดว้า่ X = t เมือ t < 1

. ในการตรวจสอบนาํหนกัของเดก็แรกเกิด หน่วยเป็นกรมั S = {w : w > 0}
ให้X คือนาํหนกัของเดก็แรกเกิดอยา่งนอ้ย กรมั
จะไดว้า่ X = w เมือ w ≥ 3000



. . นยิามของตวัแปรสุม่

แบบฝึกหดั .
. จงจาํแนกตวัแปรสุม่ตอ่ไปนีวา่เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนืองหรอืไมต่อ่เนือง

. จาํนวนอบุตัิเหตทุางรถยนตใ์นกรุงเทพมหานครในรอบปี ๆ หนงึ

. ระยะเวลาทีใชเ้ลน่กอลฟ์ หลมุของชายคนหนงึ

. ปรมิาณนาํนมทีแมว่วัตวัหนงึใหไ้ดใ้นหนงึปี

. จาํนวนไขจ่ากแมไ่ก่หนงึตวัในแตล่ะเดือน

. จาํนวนอาคารทีไดร้บัอนญุาตใหส้รา้งของเมือง ๆ หนงึในแตล่ะเดือน

. นาํหนกัเป็นกิโลกรมัของพืชสวนทีผลติในเนือที ไร่

. ระยะเวลาทีพนกังานของบรษัิทหนงึมาทาํงานสายในแตล่ะวนั

. ระยะทางทีขบัไปสง่พนกังานของบรษัิทในแตล่ะวนั
. จงแจกแจงคา่ตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองตอ่ไปนี

. จาํนวนหวัทีเกิดขนึในการโยนเหรยีญ อนั

. จาํนวนครงัในการโยนเหรยีญ เหรยีญจนกวา่จะขนึหวั

. จาํนวนครงัในการโยนเหรยีญ เหรยีญจนกวา่จะขนึหวัเป็นครงั

. จาํนวนครงัทีเกิดแตม้ ในการทอดลกูเตา๋ ลกู จนกระทงัเกิดแตม้ เป็นครงัแรก

. จาํนวนลกูบอลสีแดง ในการหยิบลกูบอล ลกูพรอ้มกนัจากกลอ่งทีมีลกูบอลสีแดง
ลกู และสีเขียว ลกู

. จงเขียนตวัแปรสุม่ตอ่เนืองตอ่ไปนี
. นาํหนกัเป็นกิโลกรมัของขา้วทีผลติในเนือที ไร่
. ระยะเวลาในการทาํการบา้นของนกัเรยีนในแตล่ะวนั



บทที . ตวัแปรสุม่

. การแจกแจงความน่าจะเป็นไม่ต่อเนือง
บทนิยาม . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืองทีมีคา่เป็น x1, x2, ..., xn, ... ดว้ยความนา่จะเป็น
f(x1), f(x2), ..., f(xn), .... ตามลาํดบั ถา้เหตกุารณ์ A เป็นเซตยอ่ยของ {x1, x2, ..., xn, ...} จะได้
วา่ความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ A คือ

P (A) =
∑
x

f(x) ทกุคา่ x ของเหตกุารณ์ A

บทนิยาม . . ให้X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองใด ๆ กาํหนดให้
f(x) = P (X = x)

โดยที f(x) ≥ 0 และ∑
x

f(x) = 1 ทกุคา่ x ของ X
เรยีก f วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น (probability mass function) เขียนยอ่ p.m.f หรอืการแจกแจง
ความน่าจะเป็น (probability distribution) ของตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง X
ตัวอย่าง . . โยนเหรยีญเทียงตรง อนั ครงั ให้X แทนจาํนวนหวัทีเกิดขนึ
จงสรา้งตารางแจกแจงความนา่จะเป็นของตวัแปรสุม่ X

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ปรภิมิูตวัอยา่ง S มี n(S) = 23 = 8 และ X = 0, 1, 2, 3 แสดงตารางไดด้งันี
X

จดุตวัอยา่ง TTT HTT, THT, TTH HHT, HTH, THH HHH

P (X = x)
1

8

3

8

3

8

1

8

ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกนั ให้X แทนจาํนวนลกูเตา๋ทีขนึหนา้ หรอื
จงสรา้งตารางแจกแจงความนา่จะเป็นของตวัแปรสุม่ X

แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ปรภิมิูตวัอยา่ง S มี n(S) = 6 · 6 = 36 และ X = 0, 1, 2 แสดงตารางไดด้งันี
X

(x, y) (x, y) (x, y)

จดุตวัอยา่ง เมือ x, y ∈ {3, 4, 5, 6} x ∈ {1, 2} และ y ∈ {3, 4, 5, 6} x, y ∈ {1, 2}
หรอื

x ∈ {3, 4, 5, 6} และ y ∈ {1, 2}

P (X = x)
16

36

16

36

4

36



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง
บทนิยาม . . ฟังกชั์นความน่าจะเป็นสะสม (cumulative probability function: C.D.F.) ของ
ตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง ซงึมีฟังกช์นัความจะเป็น f คือ

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
t≤x

f(t)

เมือ x ∈ R และ P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a)

ข้อสังเกต P (X > a) = 1− P (X ≤ a) = 1− F (a) และ P (X = a) = P (a ≤ X ≤ a)

ตัวอย่าง . . โยนเหรยีญเทียงตรง อนั ครงั ให้X แทนจาํนวนหวัทีเกิดขนึ
จงหาการแจกแจงความนา่จะเป็นสะสมของตวัแปรสุม่ X พรอ้มวาดกราฟประกอบ
แนวคาํตอบ จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่

X

f(x)
1

8

3

8

3

8

1

8

F (x)
1

8
= 0.125

4

8
= 0.5

7

8
= 0.875 1

ให้ x ∈ R จะไดว้า่การแจกแจงความนา่จะเป็นสะสมของตวัแปรสุม่ X คือ

F (x) =



0 เมือ x < 0

0.125 เมือ 0 ≤ x < 1

0.5 เมือ 1 ≤ x < 2

0.875 เมือ 2 ≤ x < 3

1 เมือ x ≥ 3

แสดงกราฟไดด้งันี

X

F (x)

−2 −1 0 1 2 3 4 5

0.125

0.25

0.375

0.5

0.625

0.75

0.875

1



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . โยนเหรยีญเทียงตรง อนัพรอ้มกนั ครงั ให้X แทนจาํนวนหวัทีเกิดขนึ จงหา
. P (X = 0)

. P (1 < X ≤ 4)

. P (1 ≤ X < 3)

. P (X > 3)

. P (−1 < X < 2)

. P (X ≤ π)

แนวคาํตอบ แสดงตารางแจกแจงความน่าจะเป็นไดด้งันี
X

f(x) = P (X = x)
1

32

5

32

10

32

10

32

5

32

1

32

F (x)
1

32

6

32

16

32

26

32

31

32

. P (X = 0) =
1

32

. P (1 < X ≤ 4) = F (4)− F (1) =
31

32
− 6

32
=

25

32

. P (1 ≤ X < 3) = P (0 < X ≤ 2) = F (2)− F (0) =
16

32
− 1

32
=

15

32

. P (X > 3) = 1− P (X ≤ 3) = 1− F (3) = 1− 26

32
=

6

32

. P (−1 < X < 2) = P (−1 < X ≤ 1) = F (1)− F (−1) =
6

32
− 0 =

6

32

. P (X ≤ π) = P (X ≤ 3) = F (3) =
26

32

ตัวอย่าง . . ให้X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองทีมีคา่เป็น , , , , , , ,
และ f เป็นการแจกแจงความนา่จะเป็น แสดงไดด้งัตาราง

x

f(x) k 2k 3k 2k k k 3k 2k

. จงหาคา่ k

แนวคาํตอบ จะไดว้า่ ∑
f(x) = 1

k + 2k + 3k + 2k + k + k + 3k + 2k = 1

15k = 1

k =
1

15

. จงหา F (x)

แนวคาํตอบ



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง
x

f(x)
1

15

2

15

3

15

2

15

1

15

1

15

3

15

2

15

F (x)
1

15

3

15

6

15

8

15

9

15

10

15

13

15
1

. P (2 ≤ X ≤ 6)

แนวคาํตอบ

P (2 ≤ X ≤ 6) = P (1 < X ≤ 6)

= P (X ≤ 6)− P (X ≤ 1)

= F (6)− F (1)

=
10

15
− 1

15
=

3

5

. P (X < 3 หรอื X > 6)

แนวคาํตอบ

P (X < 3 หรอื X > 6) = P (X < 3) + P (X > 6)

= P (X ≤ 2) + 1− P (X ≤ 6)

= F (2) + 1− F (6)

=
3

15
+ 1− 10

15
=

8

15

. P (X ̸= 4)

แนวคาํตอบ

P (X ̸= 4) = 1− P (X = 4)

= 1− f(4)

= 1− 2

15
=

13

15



บทที . ตวัแปรสุม่
แบบฝึกหดั .

. ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกบัโยนเหรยีญ เหรยีญ ให้X แทนจาํนวนลกูเตา๋ทีขนึแตม้คู่
จงสรา้งตารางแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X และหาความนา่จะเป็นสะสมพรอ้ม
วาดกราฟประกอบ

. สมารท์ TV จาํนวน เครอืง มีเครอืงบกพรอ่ง เครอืง โรงแรมแหง่หนงึตอ้งการซือ เครอืง
ถา้ X เป็นจาํนวนเครอืงทีบกพรอ่งทีโรงแรมรบัมา จงแจกแจงความน่าจะเป็นพรอ้มแสดงเป็น
ตาราง และหา
. P (X = 1) . P (X > 1) . P (0 < X ≤ 2)

. กลอ่งใบหนงึบรรจลุกูบอลสีแดง ลกู สีนาํเงิน ลกู และสีเขียว ลกู หยิบลกูบอลครงัละ
ลกูอยา่งสุม่ ครงั โดยหยิบแลว้ใสก่ลอ่งกลบัคืนก่อนจะหยิบครงัตอ่ไป ให้ X คือจาํนวนครงั
ทีหยิบไดล้กูบอลสีเขียว จงหาสตูรของความน่าจะเป็น

. นาย ก ซือหลอดไฟมา หลอด เขานาํไปทดสอบทีละหลอด ถา้หลอดไฟทีเขาซือมานนัมี
หลอดเสียอยู่ หลอด ให้ X เป็นจาํนวนทีหลอดไฟทีตอ้งการทดสอบเพือหาหลอดเสีย
. จงสรา้งตารางแจกแจงความนา่จะเป็นของ X
. จงหาความนา่จะเป็นสะสมของ X

. กาํหนดคา่ของการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X ดงันี

x

f(x) a 2a 2a 3a a2 2a2 7a2 + a

จงหา
. คา่ของ a
. F (x)

. P (X ≥ 5)

. P (X < 3)

. P (−3 ≤ X ≤ 3)

. P (X ̸= 1)

. P (X < 4 หรอื X > 5)

. คา่ตาํสดุของ k ถา้ P (X ≤ k) =
1

2

. ให้ f เป็นฟังกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X ทีมีคา่เป็น , , ทีนิยามโดย

f(x) = Acos2
(π
x

)
เมือ x = 2, 3, 4

จงหา



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง
. คา่ของ A
. F (x) พรอ้มเขียนกราฟ
. P (1 < X ≤ 3)

. P (X ≥ 1)

. P (X ̸= 1)

. P (X > A)

. ให้ f เป็นฟังกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X ทีมีคา่เป็น , , , ทีนิยามโดย

f(x) =

(
3

x

)(
1

4

)x(
3

4

)3−x

เมือ x = 0, 1, 2, 3

จงหา
. P (X = 2)

. P (X < 1)

. P (X ≥ 2)

. P (X ≥ 1 และ X ̸= 2)

. P (X ≥ 1 และ X < 3)

.
3∑

x=1

f(x)

. P (X ̸= 1 หรอื X < 2)

. ให้ F ความนา่จะเป็นสะสมของตวัแปรสุม่ X ทีมีคา่เป็น , , , , ทีนิยามโดย

F (x) = kx2 เมือ x = 1, 2, 3, 4, 5

จงหา
. คา่ของ k
. f(x) เมือ x = 1, 2, 3, 4, 5

. P (X < 3)

. P (4 > X > 2)

. P (X ̸= 4)

. คา่ตาํสดุของ m ถา้ P (X > m) = 0.5



บทที . ตวัแปรสุม่

. การแจกแจงความน่าจะเป็นต่อเนือง
บทนิยาม . . เรยีก f วา่เป็น ฟังกชั์นความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density
function) เขียนยอ่วา่ p.d.f หรอืเรยีกสนั ๆ วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น ของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X
ก็ตอ่เมือ

. f(x) ≥ 0 ทกุ ๆ x ∈ R

.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

. P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x) dx

สาํหรบัตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X จะกาํหนดใหมี้เป็นจาํนวนจรงิทกุคา่ หรอืกลา่วไดว้า่มีคา่ใน R หรอื
ในชว่ง (−∞,∞) และจะเห็นวา่

P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X < b)

P (X = c) = P (c ≤ X ≤ c) =

∫ c

c

f(x) dx = 0

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ
f(x) =

1

π(1 + x2)
ทกุ ๆ x ∈ R

. จงแสดงวา่
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1 . จงหา P (−1 < X < 1)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ 0

−∞

1

π(1 + x2)
dx+

∫ ∞

0

1

π(1 + x2)
dx

= lim
t→−∞

∫ 0

t

1

π(1 + x2)
dx+ lim

s→∞

∫ s

0

1

π(1 + x2)
dx

= lim
t→−∞

[
1

π
arctanx

]0
t

+ lim
s→∞

∫ s

0

[
1

π
arctanx

]s
0

= lim
t→−∞

[
− 1

π
arctant

]
+ lim

s→∞

∫ s

0

[
1

π
arctans

]
= − 1

π

(
−π

2

)
+

1

π

(π
2

)
= 1

และ
P (−1 < X < 1) =

∫ 1

−1

1

π(1 + x2)
dx

=

[
1

π
arctanx

]1
−1

=
1

π
arctan(1)− 1

π
arctan(−1)

=
1

π

(π
4

)
− 1

π

(
−π

4

)
=

1

2



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =

k(3 + 2x) เมือ 2 < x < 4

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ
. จงหาคา่ k

แนวคาํตอบ
1 =

∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ 4

2

k(3 + 2k) dx = k
[
3x+ x2

]4
2
= k[(12 + 16)− (6 + 4)] = 18k

ดงันนั k =
1

18

. จงหา P (X > 3)

แนวคาํตอบ
P (X > 3) =

∫ ∞

3

f(x) dx =

∫ 4

3

k(3 + 2k) dx

=
1

18

[
3x+ x2

]4
3
=

1

18
[(12 + 16)− (9 + 9)] =

5

9

ตัวอย่าง . . ถา้เวลา (ชวัโมง) ทีคอมพิวเตอรเ์ครอืงหนงึทาํงานก่อนจะเสียเป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง
ทีมี p.d.f คือ

f(x) =

re−
x

100 เมือ x ≥ 0

0 เมือ x < 0

จงหาความนา่จะเป็นทีเครอืงคอมพิวเตอรเ์ครอืงหนงึจะทาํงานไดร้ะหวา่ง ถงึ ชวัโมงก่อนจะ
เสีย

แนวคาํตอบ หา r จากเงือนไขทีวา่
1 =

∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

t→∞

∫ t

0

re−
x

100 dx

= lim
t→∞

[
−100re−

x
100

]t
0

= lim
t→∞

[
−100re−

t
100 + 100r

]
= 100r

ดงันนั r =
1

100
จะไดว้า่

P (50 < X < 150) =

∫ 150

50

f(x) dx =

∫ 150

50

1

100
e−

x
100 dx

=
[
−e−

x
100

]150
50

= −e−1.5 + e−0.5

=
1√
e
− 1

e
√
e
=

e− 1

e
√
e

= 0.3834

ดงันนัความน่าจะเป็นทีเครอืงคอมพิวเตอรเ์ครอืงหนงึจะทาํงานไดร้ะหวา่ง ถงึ ชวัโมงก่อน
จะเสียเทา่กบั .



บทที . ตวัแปรสุม่

บทนิยาม . . การแจกแจงความนา่จะเป็นสะสมของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X ทีมี p.d.f เป็น f คือ

F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(t) dt

จากนิยามของการแจกแจงความนา่จะเป็นสะสม จะไดว้า่
. P (a < X < b) = F (b)− F (a)

. P (X > a) = 1− F (a)

. dF (x)

dx
= f(x)

. lim
x→−∞

F (x) = 0 และ lim
x→∞

F (x) = 1

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =
1

π(1 + x2)
ทกุ ๆ x ∈ R

จงหาการแจกแจงความนา่จะเป็นสะสม F (x) และใชห้าคา่ตอ่ไปนี
. P (X < 1) . P (X > −1) . P (−2 < X ≤ 10)

แนวคาํตอบ ให้ x ∈ R จะไดว้า่
F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt = lim

s→−∞

∫ x

s

1

π(1 + t2)
dx

= lim
s→−∞

[
1

π
arctant

]x
s

= lim
s→−∞

[
1

π
arctanx− 1

π
arctans

]
=

1

π
arctanx− 1

π

(
−π

2

)
=

1

π
arctanx+

1

2

ดงันนั
F (x) =

1

π
arctanx+

1

2
เมือ x ∈ R

. P (X < 1) = F (1) =
1

π
arctan1 + 1

2
=

1

π

(π
4

)
+

1

2
=

3

4

. P (X > −1) = 1− P (X < −1) = 1−
[
1

π
arctan(−1) +

1

2

]
= 1−

[
1

π

(
−π

4

)
+

1

2

]
=

3

4

. P (−2 < X ≤ 10) = F (10)− F (−2)

=

[
1

π
arctan(10) + 1

2

]
−
[
1

π
arctan(−2) +

1

2

]
=

1

π
arctan(10)− 1

π
arctan(−2)

= 0.8207



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =


1

18
(3 + 2x) เมือ 2 < x < 4

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

จงหาการแจกแจงความนา่จะเป็นสะสม F (x) พรอ้มเขียนกราฟ และใชห้าคา่ P (−3 < X < 3)

แนวคาํตอบ ให้ x ∈ R
กรณี x ≤ 2

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0

กรณี 2 < x < 4

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 2

−∞
f(t) dt+

∫ x

2

f(t) dt

=

∫ 2

−∞
0 dt+

∫ x

2

1

18
(3 + 2t) dt

= 0 +
1

18

[
3t+ t2

]x
2
=

1

18
[(3x+ x2)− (6 + 4)] =

1

18
(x2 + 3x− 10)

กรณี x ≥ 4

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 4

2

f(t) dt+

∫ x

2

f(t) dt = 1 +

∫ x

2

0 dt = 1 + 0 = 1

ดงันนั

F (x) =


0 เมือ x ≤ 2

1
18
(x2 + 3x− 10) เมือ 2 < x < 4

1 เมือ x ≥ 4

เขียนกราฟไดด้งันี

X

F (x)

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7

0.25

0.5

0.75

1

จะไดว้า่
P (−3 < X < 3) = F (3)− F (−3) =

1

18
(9 + 9− 10)− 0 =

4

9



บทที . ตวัแปรสุม่
แบบฝึกหดั .

. ตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X ซงึสมมติวา่มีคา่อยูร่ะหวา่ง x = 1 และ x = 3 มี p.d.f. เป็น f(x) =
1

2

. จงหา P (2 < X < 2.5) . จงหา P (X > 2)

. ตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X ซงึสมมติวา่มีคา่อยูร่ะหวา่ง x = 2 และ x = 5 มี p.d.f. เป็น
f(x) =

2

27
(1 + x)

. จงหา F (x)

. จงหา P (3 < X < 4)

. จงหา P (X < 4)

. จงหา P (X > 3)

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ f(x) =

e−x เมือ x > 0

0 เมือ x ≤ 0

. จงแสดงวา่
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

. จงหา P (0 < X < 3)

. จงหา P (X > 1)

. จงหา P (X ≤ ℓn2)

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ f(x) =


1

10
เมือ 0 < x < 10

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. จงหา F (x)

. จงหา P (X < 2)

. จงหา P (X > 1)

. จงหา P (−2 < X ≤ 5)

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ f(x) =


1

2
− ax เมือ 0 < x < 4

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. จงหา a

. จงหา F (x)

. จงหา P (1 < X < 2)

. จงหา P (X ≥ 2)

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ f(x) =


200

9
x เมือ 0 ≤ x ≤ 0.3

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. จงหา F (x) . จงหา P (0.1 < X ≤ 0.2)

. ใหก้ารแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X คือ

F (x) =


0 เมือ x < 0

x เมือ 0 ≤ x ≤ 1

1 เมือ x > 1

จงหาฟังกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นร่วมกนั

. การแจกแจงความน่าจะเป็นร่วมกัน
บทนิยาม . . ให้X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง กาํหนดให้

f(x, y) = P (X = x, Y = y)

โดยที f(x, y) ≥ 0 และ∑
x

∑
y

f(x, y) = 1 ทกุคา่ (x, y)

เรยีก f วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็นร่วมกัน (joint probability mass function) ของตวัแปรสุม่ไม่
ตอ่เนือง X และ Y ความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ A เขียนแทนดว้ย P [(x, y) ∈ A] นิยามโดย

P [(x, y) ∈ A] =
∑
(x,y)

∑
∈A

f(x, y)

ในกรณี A = {(x, y) : a < X < b และ c < Y < d} เขียน P [(x, y) ∈ A] แทนดว้ย
P (a < X < b, c < Y < d)

ตัวอย่าง . . กลอ่งใบหนงึมีลกูบอลสีดาํ ลกู สีแดง ลกู และสีเขียว ลกู หยิบลกูบอล ลกู
อยา่งสุม่ ให้ X เป็นจาํนวนลกูบอลสีดาํ และ Y เป็นจาํนวนลกูบอลสีแดงทีหยิบได้ จงสรา้งตารางของ
ฟังกช์นัความนา่จะเป็นรว่มกนัของ X และ Y
แนวคาํตอบ หยิบลกูบอล ลกู ไดล้กูบอลสีดาํ x เมือ x = 0, 1, 2

ไดล้กูบอลสีแดง y เมือ y = 0, 1, 2

ไดล้กูบอลสีเขียว 2− x− y เมือ 0 ≤ x+ y ≤ 2

จะไดว้า่

f(x, y) = P (X = x, Y = y) =

(
3

x

)(
2

y

)
(
8

2

) เมือ x, y = 0, 1, 2 และ 0 ≤ x+ y ≤ 2

แสดงคา่ดงัตารางตอ่ไปนี
x

0 1 2

0
3

28

9

28

3

28

y 1
6

28

6

28
−

2
1

28
− −



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . โยนลกูเตา๋ ลกู ครงั จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นรว่มของจาํนวนแตม้คีที
ไดจ้ากการโยนลกูเตา๋ ลกู กบั ผลบวกของแตม้ทีไดจ้ากการโยนลกูเตา๋ ลกู
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนแตม้คีทีไดจ้ากการโยนลกูเตา๋ ลกู

Y คือผลบวกของแตม้ทีไดจ้ากการโยนลกูเตา๋ ลกู
แสดงจดุตวัอยา่งคา่ดงัตาราง

จาํนวนแตม้คี
0 1 2

2 − − (1, 1)

3 − (1, 2), (2, 1) −
4 (2, 2) − (1, 3), (3, 1)

5 − (1, 4), (3, 1), (4, 1), (1, 4) −
6 (2, 4), (4, 2) − (1, 5), (5, 1), (3, 3)

ผลบวกแตม้ 7 − (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) −
8 (2, 6), (4, 4), (6, 2) − (1, 7), (7, 1)

9 − (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) −
10 (4, 6), (6, 4) − (5, 5)

11 − (5, 6), (6, 5) −
12 (6, 6) − −

การแจกแจงความนา่จะเป็นรว่มของ X และ Y แสดงไดด้งันี
x

0 1 2

2 − − 1
36

3 − 2
36

−
4 1

36
− 2

36

5 − 4
36

−
6 2

36
− 3

36

y 7 − 6
36

−
8 3

36
− 2

36

9 − 4
36

−
10 2

36
− 1

36

11 − 2
36

−
12 1

36
− −



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นร่วมกนั

บทนิยาม . . เรยีก f วา่เป็น ฟังกชั์นความหนาแน่นร่วมกัน (joint density function) ของ
ตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ Y ก็ตอ่เมือ

. f(x, y) ≥ 0 ทกุ ๆ (x, y)

.
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dxdy = 1

. P [(x, y) ∈ A] =

∫∫
A

f(x, y) dxdy

ตัวอย่าง . . ใหฟั้งกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ Y คือ

f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ

. จงแสดงวา่
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dxdy = 1

แนวคาํตอบ ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1

0

1 + 3y2

4

[
x2

2

]x=2

x=0

dy

=

∫ 1

0

1 + 3y2

2
dy

=

[
y

2
+

y3

2

]1
0

=

[
1

2
+

1

2

]
− 0 = 1

. จงหา P [(x, y) ∈ A] เมือ A = {(x, y) : 0 < x < 1 และ 1
4
< y < 1

2
}

แนวคาํตอบ

P [(x, y) ∈ A] =

∫∫
A

f(x, y) dxdy

=

∫ 1
2

1
4

∫ 1

0

f(x, y) dx dy

=

∫ 1
2

1
4

∫ 1

0

x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1
2

1
4

1 + 3y2

4

[
x2

2

]x=1

x=0

dy

=

∫ 1
2

1
4

1 + 3y2

8
dy

=

[
y

8
+

y3

8

] 1
2

1
4

=

[
1

16
+

1

64

]
−
[
1

32
+

1

512

]
=

23

512



บทที . ตวัแปรสุม่

. จงหา P [(x, y) ∈ A] เมือ A = {(x, y) : x < y}

แนวคาํตอบ พิจารณา A จากกราฟ

X

Y

0 1 2

1

0.5

1

y = x

A

นนัคือ A = {(x, y) : 0 < x < y และ 0 < y < 1} ดงันนั
P [(x, y) ∈ A] =

∫∫
A

f(x, y) dxdy

=

∫ 1

0

∫ y

0

f(x, y) dx dy

=

∫ 1

0

∫ y

0

x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1

0

1 + 3y2

4

[
x2

2

]x=y

x=0

dy =

∫ 1

0

1 + 3y2

4

[
y2

2

]
dy

=

∫ 1

0

y2 + 3y4

8
dy

=

[
y3

24
+

3y5

40

]1
0

=

[
1

24
+

1

40

]
− 0 =

1

15

ตัวอย่าง . . ใหฟั้งกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ Y คือ

f(x, y) =

kxy เมือ 0 < x < 3 และ 0 < y < 4

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา

. คา่ของ k
แนวคาํตอบ หา k จากเงือนไขทีวา่

1 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy =

∫ 4

0

∫ 3

0

kxy dx dy

=

∫ 4

0

[
kx2y

2

]x=3

x=0

dy =

∫ 4

0

9ky

2
dy

=

[
9ky2

4

]4
0

= 36k

ดงันนั k =
1

36



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นร่วมกนั

. P (0 < X < 1, 0 < Y < 1)

แนวคาํตอบ
P (0 < X < 1, 0 < Y < 1) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

36
xy dx dy

=

∫ 1

0

[
x2y

72

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

y

72
dy

=

[
y2

144

]1
0

=
1

144

. P (X > 1, Y < 1)

แนวคาํตอบ
P (X > 1, Y < 1) =

∫ ∞

1

∫ 1

−∞
f(x, y) dy dx =

∫ 3

1

∫ 1

0

1

36
xy dy dx

=

∫ 3

1

[
xy2

72

]y=1

y=0

dx =

∫ 3

1

x

72
dx

=

[
x2

144

]3
1

=
9

144
− 1

144
=

1

18

. P (X < 2)

แนวคาํตอบ
P (X < 2) =

∫ 2

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy dx =

∫ 2

0

∫ 4

0

1

36
xy dy dx

=

∫ 2

0

[
xy2

72

]y=4

y=0

dx =

∫ 2

0

2x

9
dx

=

[
x2

9

]2
0

=
4

9

. P (Y > 3)

แนวคาํตอบ
P (Y > 3) =

∫ ∞

3

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy =

∫ 4

3

∫ 3

0

1

36
xy dx dy

=

∫ 4

3

[
x2y

72

]x=3

x=0

dx =

∫ 4

3

y

8
dx

=

[
y2

16

]4
3

=
16

16
− 9

16
=

7

16

. P (X > 0, Y = 1)

แนวคาํตอบ
P (X > 0, Y = 1) = P (X > 0, 1 ≤ Y ≤ 1)

=

∫ ∞

0

∫ 1

1

f(x, y) dy dx =

∫ 3

0

0 dx = 0



บทที . ตวัแปรสุม่
บทนิยาม . . ฟังกช์นั fX เป็นการแจกแจงมารจ์นัิล (marginal distribution) ของ X
และ fY เป็นการแจกแจงมารจ์นัิลของ Y นิยามโดย

. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

fX(x) =
∑
y

f(x, y) และ fY (y) =
∑
x

f(x, y)

. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy และ fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx

ตัวอย่าง . . จงหาการแจกแจงมารจิ์นลัของ X และ Y ถา้มีการแจกแจงความนา่จะเป็นรว่มกนั
ดงัตาราง

x

0 1 2

0 0 0.3 0.1

y 1 0.1 0 0.2

2 0.1 0.2 0

แนวคาํตอบ โดยนิยามจะไดว้า่
fX(0) = f(0, 0) + f(0, 1) + f(0, 2) = 0 + 0.1 + 0.1 = 0.2

fX(1) = f(1, 0) + f(1, 1) + f(1, 2) = 0.3 + 0 + 0.2 = 0.5

fX(2) = f(2, 0) + f(2, 1) + f(2, 2) = 0.1 + 0.2 + 0 = 0.3

fY (0) = f(0, 0) + f(1, 0) + f(2, 0) = 0 + 0.3 + 0.1 = 0.4

fY (1) = f(0, 1) + f(1, 1) + f(2, 1) = 0.1 + 0 + 0.2 = 0.3

fY (2) = f(0, 2) + f(1, 2) + f(2, 2) = 0.1 + 0.2 + 0 = 0.3

หรอือาจแสดงคา่ฟังกช์นัมารจิ์นลัดงัตาราง
x

0 1 2 fY (y)

0 0 0.3 0.1 0.4

y 1 0.1 0 0.2 0.3

2 0.1 0.2 0 0.3

fX(x) 0.2 0.5 0.3 1



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นร่วมกนั

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ Y

คือ
f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา fX(x) และ fY (y)

แนวคาํตอบ

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy =

∫ 1

0

x(1 + 3y2)

4
dy = x

[
y + y3

4

]y=1

y=0

=
x

2

ดงันนั fX(x) =
x

2
เมือ 0 < x < 2

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx =

∫ 2

0

x(1 + 3y2)

4
dx =

1 + 3y2

4

[
x2

2

]x=2

x=0

=
1

2
(1 + 3y2)

ดงันนั fY (y) =
1

2
(1 + 3y2) เมือ 0 < y < 1

ถา้ให้ A เป็นเหตกุารณที์ตวัแปรสุม่ X = x และ B เป็นเหตกุารณที์ตวัแปรสุม่ Y = y ความน่า
จะเป็นแบบมีเงือนไขคือ

P (Y = y | X = x) =
P (X = x, Y = y)

P (X = x)

หรอืเขียนแทนดว้ย

fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
เมือ fX(x) > 0

ในทาํนองเดียวกนั
fX|Y (x | y) = f(x, y)

fY (y)
เมือ fY (y) > 0

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงหา

. fX|Y (x | y) และ fY |X(y | x) . P (X ̸= 1 | Y = 1)

แนวคาํตอบ จากตาราง
x

0 1 2 fY (y)

0 0 0.3 0.1 0.4

y 1 0.1 0 0.2 0.3

2 0.1 0.2 0 0.3

fX(x) 0.2 0.5 0.3 1



บทที . ตวัแปรสุม่

จากนิยาม fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
และ fX|Y (x | y) = f(x, y)

fY (y)
จะไดว้า่

x

fY |X(y | x) 0 1 2

0 0 3
5

1
3

y 1 1
2

0 2
3

2 1
2

2
5

0

x

fX|Y (x | y) 0 1 2

0 0 3
4

1
4

y 1 1
3

0 2
3

2 1
3

2
3

0

ดงันนั
P (X ̸= 1 | Y = 1) = P (X = 0 | Y = 1) + P (X = 2 | Y = 1)

= fX|Y (0 | 1) + fX|Y (2 | 1)

=
1

3
+

2

3
= 1

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ
Y คือ

f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา

. fX|Y (x | y) และ fY |X(y | x)

แนวคาํตอบ จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่

fX|Y (x | y) = f(x, y)

fY (y)
=

x(1+3y2)
4

(1+3y2)
2

=
x

2
เมือ 0 < x < 2

fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
=

x(1+3y2)
4
x
2

=
(1 + 3y2)

2
เมือ 0 < y < 1

. P (1
4
< X < 1

2
| Y = 1

3
)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่

P

(
1

4
< X <

1

2

∣∣∣∣Y =
1

3

)
=

∫ 1
2

1
4

fX|Y

(
x

∣∣∣∣13
)
dx

=

∫ 1
2

1
4

x

2
dx

=

[
x2

4

] 1
2

1
4

=
1

16
− 1

64
=

3

64



. . การแจกแจงความนา่จะเป็นร่วมกนั

บทนิยาม . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ซงึมีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ f จะกลา่ววา่
ตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นอสิระต่อกัน ก็ตอ่เมือ

f(x, y) = fX(x) · fY (y) สาํหรบัทกุคา่ x และ y

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงตรวจสอบวา่ตวัแปรสุม่ทงัคูเ่ป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่
แนวคาํตอบ จากตาราง

x

0 1 2 fY (y)

0 0 0.3 0.1 0.4

y 1 0.1 0 0.2 0.3

2 0.1 0.2 0 0.3

fX(x) 0.2 0.5 0.3 1

จะเห็นวา่ f(0, 0) = 0 ̸= 0.08 = 0.2(0.4) = fX(0)fY (0)

ดงันนัตวัแปรสุม่ X และ Y ไมเ่ป็นอิสระตอ่กนั
ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ
Y คือ

f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงตรวจสอบวา่ตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่
แนวคาํตอบ จากตวัอยา่ง . . สาํหรบั 0 < x < 2 และ 0 < y < 1 จะไดว้า่

f(x, y) =
x(1 + 3y2)

4
=

x

2
· 1 + 3y2

2
= fX(x) · fY (y)

ดงันนัตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นอิสระตอ่กนั



บทที . ตวัแปรสุม่
แบบฝึกหดั .

. สุม่เลือกผลไม้ ผล จากถงุใบหนงึทีบรรจุผลไม้ ชนิด สม้ ผล มะมว่ง ผล มงัคดุ ผล
จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นรว่มของจาํนวนสม้กบัจาํนวนมะมว่งทีหยิบได้

. ตวัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

4xy เมือ 0 < x < 1 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ

. จงหาความนา่จะเป็นที 0 ≤ X ≤ 3
4
และ 1

8
≤ X ≤ 1

2

. จงหาความนา่จะเป็นที X > Y

. ตวัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

k(x2 + y2) เมือ 0 < x < 2 และ 1 < y < 4

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
. จงหา k

. จงหา P (1 ≤ X ≤ 2)

. จงหา P (1 < X < 2, 2 < Y ≤ 3)

. จงหา P (X + Y > 4)

. ตวัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

x2 + 1
3
xy เมือ 0 < x < 1 และ 0 < y < 2

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
. จงหา P (X > 1

2
) . จงหา P (Y < X)

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ ทีมีการแจกแจงความนา่จะเป็นรว่มกนัดงัตาราง
x

2 4

0 0.10 0.15

y 1 0.20 0.30

2 0.10 0.15

จงหาการแจกแจงมารจิ์นลั และตรวจสอบวา่ X และ Y เป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่
. ตวัแปรสุม่ X, Y และ Z มีฟังกช์นัความนา่จะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y, z) =

4
9
xyz2 เมือ 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 3

0 เมือ x, y, z มีคา่อืน ๆ
. จงหามารจิ์นลัของ Y
. จงหา P (1

4
< X < 1

2
, Y > 1

3
, 1 < Z < 2)



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

. การคาดคะเนทางคณิตศาสตร์
บทนิยาม . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ทีมีฟังกช์นัความน่าจะเป็น f ค่าคาดคะเน (Expected value)
ของ X เขียนแทนดว้ย E(X) นิยามโดย

. E(X) =
∑
x

xf(x) เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

. E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

ในกรณี E(X) = 0 หมายถงึ เกมยุตธิรรม (fair game) หรอืไมไ่ดเ้ปรยีบและไมเ่สียเปรยีบ
ตัวอย่าง . . เลือกกรรมการ คนอยา่งสุม่จากผูส้มคัรทงัหมด คน ซงึเป็นครูคณิตศาสตร์ คน
และครูวิทยาศาสตร์ คน จงหาคา่คาดคะเนของจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็นกรรมการ
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็นกรรมการ มีคา่เป็น 0, 1, 2, 3 และ

x 0 1 2 3

f(x)
4C0 · 3C3

7C3

=
1

35

4C1 · 3C2

7C3

=
12

35

4C2 · 3C1

7C3

=
18

35

4C3 · 3C0

7C3

=
4

35

xf(x) 0
12

35

36

35

12

35

นนัคือ
E(X) = 0f(0) + 1f(1) + 2f(1) + 3f(3) = 0 +

12

35
+

36

35
+

12

35
=

60

35
= 1.7

ดงันนัคา่คาดคะเนของจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็นกรรมการ . คน
ตัวอย่าง . . เลน่เกมโยนเหรยีญ อนัครงัหนงึ ผูเ้ลน่จะไดร้บัเงิน บาท จากเจา้มือถา้ปรากฏ
วา่เหรยีญขนึหวัทงัหมดหรอืขนึกอ้ยทงัหมด ในกรณีอืน ๆ เขาจะตอ้งจา่ยใหเ้จา้มือ บาท จงหาคา่
คาดคะเนของเงินทีไดร้บั
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนเงินทีไดร้บัในการเลน่เกม มีคา่เป็น 5,−3 และ

x 5 −3

f(x)
1

4

3

4

xf(x)
5

4
−9

4

นนัคือ
E(X) = 5f(5)− 3f(−3) =

5

4
− 9

4
= −1

ดงันนัคา่คาดคะเนของเงินทีไดร้บัเทา่กบั - บาท หรอืเสีย บาทในการเลน่แตล่ะครงั



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . ในการโยนลกูเตา๋ ลกู จะได้รบัเงินเทา่กบัจาํนวนแตม้ทีขนึ (หนว่ยเป็นบาท) จง
หาเงินทีคาดวา่จะไดร้บั
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนเงินทีไดร้บัในการโยนลกูเตา๋ มีคา่เป็น 1, 2, 3, 4, 5, 6 โดยที

f(x) = P (X = x) =
1

6
เมือ x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

จะไดว้า่
E(X) =

1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

3
= 2.33

ดงันนัเงินทีคาดวา่จะไดร้บัเทา่กบั . บาท
ตัวอย่าง . . ถา้สลากชนิดหนงึแบง่ขายในราคา บาทตอ่ฉบบัเป็นจาํนวน , ฉบบั และมี
รางวลัเพียง รางวลัเป็นเงิน , บาท นายแดงซือสลากมา ฉบบั จงหาเงินทีคาดวา่นายแดง
จะไดร้บั
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนเงินทีนายแดงไดร้บัจากการซือสลาก

ถกูรางวลั X = 12000− 10 = 11990 บาท และ P (X = 11990) =
2

8000

ไมถ่กูรางวลั X = −10 บาท และ P (X = −10) =
7998

8000

จะไดว้า่
E(X) = 11990 · 2

8000
− 10 · 7998

8000
= −7

ดงันนัเงินทีคาดวา่นายแดงจะไดร้บั - บาท หรอืเสีย บาท
ตัวอย่าง . . บรษัิทประกนัชีวิตแหง่หนงึตอ้งการหาเบียประกนัชีวิตตอ่ปีทีจะเก็บลกูคา้ทีมีทนุ
ประกนั , บาท ของผูเ้อาประกนัชายทีมีอายุ ปี ถา้คุม้ครอง ปี จากตารางชีพพบวา่ชาย
อายุ ปี จาํนวน , คนจะตายก่อนครบอายุ ปี จาํนวน คน จงหาเบียประกนัชีวิตตอ่ปีที
จะเก็บจากชายอายุ ปี (โดยไมพิ่จารณาคา่บรหิารงานของบรษัิท)
แนวคาํตอบ ให้X คือกาํไรทีจะไดร้บัในการทาํประกนัภยัของชายอายุ ปีคมุครอง ปี
และ m คือเบียประกนัภยั

x m m− 100000

f(x) 0.9997 0.0003

นนัคือ
E(X) = m(0.9997) + (m− 100000)(0.0003)

0 = m− 30

m = 30

ดงันนัตอ้งเก็บเบียประกนัภยัอยา่งนอ้ย บาท



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =


2000

x3
เมือ x > 100

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ
จงหาคา่คาดคะเนของ X
แนวคาํตอบ

E(x) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

100

x · 2000
x3

dx

= lim
t→∞

∫ t

100

2000x−2 dx = lim
t→∞

[
−2000

x

]t
100

= lim
t→∞

[
−2000

t
+

2000

100

]
= 20

บทนิยาม . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ทีมีฟังกช์นัความน่าจะเป็น f และ u เป็นฟังกช์นัของ X คา่คาด
คะเนของ u(x) เขียนแทนดว้ย E[u(X)] นิยามโดย

. E[u(X)] =
∑
x

u(x)f(x) เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

. E[u(X)] =

∫ ∞

−∞
u(x)f(x) เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นจาํนวนหวัทีเกิดจากการโยนเหรยีญทีเทียงตรง อนั โดยที
u(X) = X2 + 1 และ v(X) = (X − 1)2

จงหา E[u(X)] และ E[v(X)]

แนวคาํตอบ จากตารางแจกแจงความน่าจะเป็น
X

f(x)
1

8

3

8

3

8

1

8

จะไดว้า่

E[u(X)] = E[X2 + 1] =
3∑

x=0

(x2 + 1)f(x)

= (02 + 1)f(0) + (12 + 1)f(1) + (22 + 1)f(2) + (32 + 1)f(3)

= 1 · 1
8
+ 2 · 3

8
+ 5 · 3

8
+ 10 · 1

8
= 4

E[v(X)] = E[(X − 1)2] =
3∑

x=0

(x− 1)2f(x)

= (0− 1)2f(0) + (1− 1)2f(1) + (2− 1)2f(2) + (3− 1)2f(3)

= 1 · 1
8
+ 0 · 3

8
+ 1 · 3

8
+ 4 · 1

8
= 1



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =


x2

3
เมือ − 1 < x < 2

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ
จงหาคา่คาดคะเน E(2X − 1)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
E(2X − 1) =

∫ ∞

−∞
(2x− 1)f(x) dx

=

∫ 2

−1

(2x− 1) · x
2

3
dx =

∫ 2

−1

2x3

3
− x2

3
dx

=

[
x4

6
− x3

9

]2
−1

=

[
16

6
− 8

9

]
−
[
1

6
+

1

9

]
=

3

2

ทฤษฎบีท . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ ถา้ a และ b เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
E(aX + b) = aE(X) + b

บทพิสูจน์. พิสจูนเ์ฉพาะกรณีตวัแปรสุม่ตอ่เนือง
E(aX + b) =

∫ ∞

−∞
(ax+ b)f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
axf(x) + bf(x) dx

= a

∫ ∞

−∞
xf(x) dx+ b

∫ ∞

−∞
f(x) dx

= aE(X) + b(1) = aE(X) + b

ทฤษฎบีท . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ โดยที u และ v เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่
E[u(X)± v(X)] = E[u(X)]± E[v(X)]

บทพิสูจน์. พิสจูนเ์ฉพาะกรณีตวัแปรสุม่ตอ่เนือง
E[u(X)± v(X)] =

∫ ∞

−∞
(u(x)± v(x))f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
u(x)f(x)± v(x)f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
u(x)f(x) dx±

∫ ∞

−∞
v(x)f(x) dx

= E[u(X)]± E[v(X)]



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

ตัวอย่าง . . ให้X เป็นตวัแปรสุม่ซงึ E(X) = 4 และ E(X2) = 19 จงหา
. E(2X + 1) . E[(X − 1)2] . E[(X − E(X))2]

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
E(2X + 1) = 2E(X) + 1 = 2(4) + 1 = 9

E[(X − 1)2] = E(X2 − 2X + 1) = E(X2)− 2E(X) + 1

= 19− 2(4) + 1 = 12

E[(X − E(X))2] = E[(X − 4)2] = E(X2 − 8X + 16)

= E(X2)− 8E(X) + 16

= 19− 8(4) + 16 = 3

บทนิยาม . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีมีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ f ค่าคาดคะเน
ของฟังกช์นั u(X,Y ) เขียนแทนดว้ย E[u(X, Y )] นิยามโดย

. E[u(X, Y )] =
∑
x

∑
y

u(x, y)f(x, y) เมือ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

. E[u(X, Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u(x, y)f(x, y) dxdy เมือ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . การแจกแจงความน่าจะเป็นรว่มกนัของ X และ Y ดงัตาราง
x

0 1 2

0 0 0.3 0.1

y 1 0.1 0 0.2

2 0.1 0.2 0

จงหา E(XY )

แนวคาํตอบ

E(XY ) =
∑
x

∑
y

(xy)f(x, y)

= (0 · 0)f(0, 0) + (0 · 1)f(0, 1) + (0 · 2)f(0, 2)+
(1 · 0)f(1, 0) + (1 · 1)f(1, 1) + (1 · 2)f(1, 2)+
(2 · 0)f(2, 0) + (2 · 1)f(2, 1) + (2 · 2)f(2, 2)

= 1 · 0 + 2 · 0.2 + 2 · 0.2 + 4 · 0 = 0.8



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ
Y คือ

f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา E

(
Y

X

)
แนวคาํตอบ

E

(
Y

X

)
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

y

x
f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

y

x
· x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1

0

∫ 2

0

(y + 3y3)

4
dx dy =

∫ 1

0

[
(y + 3y3)x

4

]x=2

x=0

dy

=

∫ 1

0

y + 3y3

2
dy =

[
y2

4
+

3y4

8

]1
0

=

[
1

4
+

3

8

]
− 0 =

5

8

กรณี u(X, Y ) = X จะไดว้า่
. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

E(X) =
∑
x

∑
y

xf(x, y) =
∑
x

xfX(x)

. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

E(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y) dxdy =

∫ ∞

−∞
xfX(x) dx

กรณี u(X, Y ) = Y จะไดว้า่
. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

E(Y ) =
∑
x

∑
y

yf(x, y) =
∑
y

yfY (y)

. สาํหรบั X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

E(Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y) dxdy =

∫ ∞

−∞
yfY (y) dy



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

ทฤษฎบีท . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ โดยที u และ v เป็นฟังกช์นัของ X และ Y จะไดว้า่
E[u(X, Y )± v(X, Y )] = E[u(X,Y )]± E[v(X, Y )]

บทพิสูจน์. พิสจูนเ์ฉพาะกรณีตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

E[u(X,Y )± v(X, Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(u(x, y)± v(x, y))f(x, y) dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u(x, y)f(x, y)± v(x, y)f(x, y) dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u(x, y)f(x, y) dxdy ±

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
v(x, y)f(x, y) dxdy

= E[u(X, Y )]± E[v(X,Y )]

ทฤษฎบีท . . ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนั จะไดว้า่
E(XY ) = E(X)E(Y )

บทพิสูจน์. พิสจูนเ์ฉพาะกรณีตวัแปรสุม่ตอ่เนือง สมมติ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนั
จะไดว้า่ f(x, y) = fX(x) · fY (y) ดงันนั

E(XY ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyf(x, y) dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyfX(x) · fY (y) dxdy

=

∫ ∞

−∞
yfY (y)

(∫ ∞

−∞
xfX(x) dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
yfY (y)E(X) dy

= E(X)

∫ ∞

−∞
yfY (y) dy

= E(X)E(Y )



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนั มีฟังกช์นั
ความหนาแนน่รว่มกนัคือ

f(x, y) =


x(1 + 3y2)

4
เมือ 0 < x < 2 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงแสดงวา่ E(XY ) = E(X)E(Y )

แนวคาํตอบ

E(XY ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyf(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

xy · x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1

0

∫ 2

0

x2(y + 3y3)

4
dx dy =

∫ 1

0

[
x3(y + 3y3)

12

]x=2

x=0

dy

=

∫ 1

0

2(y + 3y3)

3
dy =

[
y2

3
+

y4

2

]1
0

=

[
1

3
+

1

2

]
− 0 =

5

6

และ

E(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

x · x(1 + 3y2)

4
dx dy

=

∫ 1

0

∫ 2

0

x2(1 + 3y2)

4
dx dy =

∫ 1

0

[
x3(1 + 3y2)

12

]x=2

x=0

dy

=

∫ 1

0

2(1 + 3y2)

3
dy =

[
2y

3
+

2y3

3

]1
0

=

[
2

3
+

2

3

]
− 0 =

4

3

E(Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 2

0

y · x(1 + 3y3)

4
dx dy

=

∫ 1

0

∫ 2

0

x(y + 3y3)

4
dx dy =

∫ 1

0

[
x2(y + 3y3)

8

]x=2

x=0

dy

=

∫ 1

0

(y + 3y3)

2
dy =

[
y2

4
+

3y4

8

]1
0

=

[
1

4
+

3

8

]
− 0 =

5

8

จะไดว้า่
E(X)E(Y ) =

4

3
· 5
8
=

5

6
= E(XY )



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

ตัวอย่าง . . ถา้เก็บขอ้มลูครวัเรอืนตวัอยา่งในกรุงเทพฯมา ครอบครวั และถามถงึจาํนวน
บตุรทีมี (X) และจาํนวนบตุรชายทีมี (Y) ไดด้งัขอ้มลู

จาํนวนบตุรชาย จาํนวนบตุร (X) รวม
(Y)

รวม
. จงสรา้งตารางความน่าจะเป็นรว่มกนัของ X และ Y
แนวคาํตอบ

x

0 1 2 3 fY (y)

0 0.25 0.025 0.05 0.025 0.35

y 1 0 0.2 0.05 0 0.25

2 0 0 0.275 0.025 0.30

3 0 0 0 0.1 0.10

fX(x) 0.25 0.225 0.375 0.15 1

. จงหาโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุร คน
แนวคาํตอบ เนืองจาก

P (X = 2) =
3∑

y=0

f(2, y) = fX(2) = 0.375

ดงันนัโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุร คน เทา่กบั .
. จงหาโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุรชาย คน
แนวคาํตอบ เนืองจาก

P (Y = 1) =
3∑

x=0

f(x, 1) = fY (1) = 0.25

ดงันนัโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุรชาย คน เทา่กบั .
. จงหาโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุรชาย คน โดยกาํหนดวา่เขามีบตุร คน
แนวคาํตอบ เนืองจาก

P (Y = 2 | X = 3) =
f(3, 2)

fX(3)
=

0.025

0.15
=

1

6
= 0.1667

ดงันนัโอกาสทีครอบครวัหนงึจะมีบตุรชาย คน ถา้เขามีบตุร คน เทา่กบั .



บทที . ตวัแปรสุม่
. จงหาคา่คาดคะเนจาํนวนบตุรสาวของแตล่ะครอบครวั
แนวคาํตอบ จาํนวนบตุรสาวของแตล่ะครอบครวัเทา่กบั X − Y และ

E(X − Y ) = E(X)− E(Y )

=
3∑

x=0

xfX(x)−
3∑

y=0

yfY (y)

= 0(0.25) + 1(0.225) + 2(0.375) + 3(0.15)

− 0(0.35)− 1(0.25)− 2(0.30)− 3(0.10)

= 0.275

ดงันนัคา่คาดคะเนจาํนวนบตุรสาวของแตล่ะครอบครวั เทา่กบั .



. . การคาดคะเนทางคณติศาสตร์

แบบฝึกหดั .
. ในการลงทนุของชายคนหนงึปรากฎวา่ใน ปีเขามีกาํไร , บาท ดว้ยความน่าจะเป็น

. หรอืขาดทนุ , บาท ดว้ยความน่าจะเป็น . จงหาคา่คาดคะเนของการลงทนุนี
. การเลน่เกมพนนัเกมหนงึ ถา้ชายคนหนงึดงึไพอ่อกจากสาํรบัซงึมีไพ่ ใบ เป็น J หรอื Q เขา
จะไดร้บัเงิน บาท และถา้ดงึไพ่ออกมาเป็น K หรอื A เขาจะไดร้บัเงิน บาท แต่ถา้ดงึไพ่ใบ
อืน ๆ เขาจะไม่ไดร้บัเงินจากเจา้มือ อยากทราบวา่เขาควรจา่ยเงินคา่เกมนีเทา่ใดจงึจะทาํให้
เกมยตุิธรรม

. ถา้บรษัิทประกนัภยัแหง่หนงึเก็บเบียประกนัตอ่ปีเป็นเงิน , บาท สาํหรบัผู้เอาประกนั
ชีวิตทีมีเบียประกนัตลอดชีวิตทีมีทนุประกนั ลา้นบาท ถา้ตารางชีพแสดงโอกาสทีผู้เอา
ประกนัทีทาํประกนัขา้งตน้จะเสียชีวิตในปีหนา้เป็น . จงหากาํไรทีคาดวา่จะไดเ้งินจาก
กรมธรรมด์งักลา่ว

. ถา้นาํรถยนตร์าคา , บาทไปทาํประกนัภยัในกรณีรถหายกบับรษัิทประกนัภยัแหง่หนงึ
ซงึทนุประกนั , บาท โดยตอ้งจา่ยเบียประกนั D บาทตอ่ปี ถา้โอกาสทีรถจะถกูขโมย
ในปีทีทาํประกนัเป็น % ทางบรษัิทประกนัภยัควรคิดเบียประกนัเทา่ใด จงึจะไดก้าํไรเฉลีย
, บาทตอ่ปี

. ถา้ตวัแปรสุม่ X มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นคือ

f(x) =

(
3

x

)(
1

4

)x(
3

4

)3−x

เมือ x = 0, 1, 2, 3

จงหา E(X)

. จงหาคา่คาดคะเนของตวัแปรสุม่ X ซงึมี p.d.f. คือ f(x) =

2(1− x) เมือ 0 < x < 1

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. กาํหนดให้ X แทนแตม้ทีไดจ้ากการทอดลกูเตา๋ทีเทียงตรงหนงึลกู จงหา E(2X2 − 5)

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนัมีการแจกแจงมารจิ์นลัเป็น

fX(x) =
8

x3
เมือ x > 2 และ fY (y) = 2y เมือ 0 < y < 1

จงหาคา่คาดคะเนของ XY
. การแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X ดงัตาราง

x -
f(x) 1

4
1
3

1
6

1
4



บทที . ตวัแปรสุม่
. E(X)

. E(X2)

. E[(2X − 1)2]

. E[E(X)−X]

. ให้ X แทนแตม้ทีไดจ้ากการทอดลกูเตา๋สีแดง และ Y แทนแตม้ทีไดจ้ากการทอดลกูเตา๋สีเขียว
จงหา
. E(X + Y )

. E(X − Y )

. E(XY )

. E(X2 + Y 2)

. ให้X เป็นตวัแปรสุม่ซงึ E(X + 2) = 10 และ E[(X − 1)(X + 1)] = 49 จงหา
. E(X + 2)

. E(X2)

. E[(X + 1)2]

. E[(1−X)(2 +X)]

. ถา้เก็บขอ้มลูตวัอยา่งจากนกัศกึษาในมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ คน และถามถงึจาํนวนโทรศพัท์
ทีใชง้าน (X) และจาํนวนโทรศพัทยี์หอ้ iphone ทีมี (Y) ไดด้งัขอ้มลู

จาํนวนโทรศพัทยี์หอ้ iphone จาํนวนโทรศพัท์ (X) รวม
(Y)

รวม

. จงสรา้งตารางความนา่จะเป็นรว่มกนัของ X และ Y

. จงหาโอกาสทีนกัศกึษาจะมีโทรศพัท์ เครอืง

. จงหาโอกาสทีนกัศกึษาจะมีโทรศพัท์ iphone เครอืง ถา้มีโทรศพัท์ เครอืง

. จงหาคา่คาดคะเนของจาํนวนโทรศพัทที์ไมใ่ช่ iphone



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

. ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม
บทนิยาม . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ เรยีก E(X) วา่ ค่าเฉลีย (mean) ของตวัแปรสุม่ X เขียนแทน
ดว้ย µ นนัคือ

µ = E(X)

ความแปรปรวน (variance) ของตวัแปรสุม่ X เขียนแทนดว้ย σ2 หรอื σ2
X หรอื var(X) นิยามโดย

σ2 = E[(X − µ)2]

และเรยีก σ วา่ ส่วนเบยีงเบนมาตรฐาน (standard deviation) ของตวัแปรสุม่ X
ในกรณี X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

µ = E(X) =
∑
x

xf(x) และ σ2 = E[(X − µ)2] =
∑
x

(x− µ)2f(x)

ในกรณี X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง
µ = E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx และ σ2 = E[(X − µ)2] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x) dx

ทฤษฎบีท . . ถา้ X เป็นตวัแปรสุม่ จะไดว้า่ σ2 = E(X2)− µ2

บทพิสูจน์.
σ2 = E[(X − µ)2] = E[X2 − 2Xµ+ µ2]

= E(X2)− 2µE(X)− µ2

= E(X2)− 2µ2 − µ2 = E(X2)− µ2

ตัวอย่าง . . เลือกกรรมการ คนอยา่งสุม่จากผู้สมคัรทงัหมด คน ซงึเป็นครูคณิตศาสตร์
คน และครูวิทยาศาสตร์ คน จงหาคา่ความแปรปรวนของจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็น
กรรมการ
แนวคาํตอบ ให้X คือจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็นกรรมการ มีคา่เป็น 0, 1, 2 และ

x 0 1 2 รวม

f(x)
2C2 · 3C0

5C2

=
1

10

2C1 · 3C1

5C2

=
3

5

4C2 · 3C1

7C3

=
3

10
1

xf(x) 0
3

5

3

5

6

5

x2f(x) 0
3

5

6

5

9

5

นนัคือ
σ2 = E(X2)− µ2 =

9

5
−
(
3

5

)2

=
9

25
= 0.36

ดงันนัความแปรปรวนของจาํนวนครูคณิตศาสตรที์ไดร้บัเลือกเป็นกรรมการเทา่กบั .



บทที . ตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ

f(x) =

2(x− 1) เมือ 1 < x < 2

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ X
แนวคาํตอบ

µ = E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx

=

∫ 2

1

2x2 − 2x dx =

[
2x3

3
− x2

]2
1

=

[
16

3
− 4

]
−
[
2

3
− 1

]
=

5

3

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2f(x) dx

=

∫ 2

1

2x3 − 2x2 dx =

[
x4

2
− 2x3

3

]2
1

=

[
16

2
− 16

3

]
−
[
1

2
− 2

3

]
=

17

6

σ2 = E(X2)− µ2 =
17

6
−
(
5

3

)2

=
1

18

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ โดยที
E(X) = 5 และ E[(X + 3)2] = 75

จงหาความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ X

แนวคาํตอบ เนืองจาก µ = E(X) = 5 และ
75 = E[(X + 3)2]

= E[((X − 5) + 8)2]

= E[(X − 5)2 + 16(X − 5) + 64]

= E[(X − 5)2] + 16E(X − 5) + 64

= E[(X − 5)2] + 16(E(X)− 5) + 64

= E[(X − 5)2] + 16(5− 5) + 64

= E[(X − 5)2] + 64

จะไดว้า่ E[(X − 5)2] = 11 ดงันนัความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ X เทา่กบั



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

บทนิยาม . . ความแปรปรวนร่วม (covariance) ของตวัแปรสุม่ X และ Y เขียนแทนดว้ย σXY

หรอื cov(X, Y ) นิยามโดย
cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]

เมือ µX = E(X) และ µY = E(Y )

จากบทนิยามจะไดว้า่
cov(X, Y ) =

∑
x

∑
y

(x− µX)(y − µY )f(x, y) เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง

cov(X, Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µX)(y − µY )f(x, y) dxdy เมือ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง

ทฤษฎบีท . . ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ โดยที µX = E(X) และ µY = E(Y ) จะไดว้า่
cov(X, Y ) = E(XY )− µXµY

บทพิสูจน์.
cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]

= E[XY −XµY − Y µX + µXµY ]

= E(XY )− µYE(X)− µXE(Y ) + µXµY

= E(XY )− µY µX − µXµY + µXµY

= E(XY )− µXµY

ข้อสังเกต cov(X,X) = σXX = 0

บทแทรก . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ จะไดว้า่
X และ Y เป็นอิสระตอ่กนั ก็ตอ่เมือ cov(X, Y ) = 0

บทพิสูจน์. เห็นไดช้ดัจากทฤษฎีบท . . เนืองจาก E(XY ) = E(X)E(Y ) = µXµY สาํหรบั X
และ Y ทีเป็นอิสระตอ่กนั



บทที . ตวัแปรสุม่
ตัวอย่าง . . การแจกแจงความน่าจะเป็นรว่มกนัของ X และ Y แสดงดงัตาราง

x

0 1 2

0 0.1 0.2 0.1

y 1 0.1 0 0.2

2 0.1 0.2 0

จงหา cov(X, Y )

แนวคาํตอบ พิจารณาตารางตอ่ไปนี
x

0 1 2 fY (y)

0 0.1 0.2 0.1 0.4

y 1 0.1 0 0.2 0.3

2 0.1 0.2 0 0.3

fX(x) 0.3 0.4 0.3 1

จะไดว้า่
E(XY ) =

∑
x

∑
y

xyf(x, y)

= (1 · 1)f(1, 1) + (1 · 2)f(1, 2) + (2 · 1)f(2, 1) + (2 · 2)f(2, 2)
= 0 + 2 · 0.2 + 2 · 0.2 + 0 = 0.8

E(X) =
∑
x

xfX(x) = 1fX(1) + 2fX(2) = 1 · 0.4 + 2 · 0.3 = 1

E(Y ) =
∑
y

yfY (y) = 1fY (1) + 2fY (2) = 1 · 0.3 + 2 · 0.3 = 0.9

ดงันนั
cov(X, Y ) = 0.8− 1(0.9) = −0.1



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . ตวัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

2 เมือ 0 < x < y และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา σXY

แนวคาํตอบ พิจารณา

E(XY ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyf(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ y

0

2xy dxdy

=

∫ 1

0

[
x2y
]x=y

x=0
dy =

∫ 1

0

y3 dy =

[
y4

4

]1
0

=
1

4

E(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ y

0

2x dxdy

=

∫ 1

0

[
x2
]x=y

x=0
dy =

∫ 1

0

y2 dy =

[
y3

3

]1
0

=
1

3

E(Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ y

0

2y dxdy

=

∫ 1

0

[2xy]x=y
x=0 dy =

∫ 1

0

2y2 dy =

[
2y3

3

]1
0

=
2

3

ดงันนั
σXY =

1

4
− 1

3

(
2

3

)
=

1

36
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ให้ u(X) เป็นฟังกช์นัของตวัแปรสุม่ X นิยามคา่เฉลยีและความแปรปรวนของ u(X) คือ
µu(X) = E[u(X)] และ σ2

u(X) = E[(u(X)− µu(X))
2]

ในทาํนองเดียวกบัทฤษฎีบท . . จะไดว้า่
σ2
u(X) = E[u2(X)]− µ2

u(X)

ทฤษฎบีท . . ถา้ X เป็นตวัแปรสุม่ โดยที a, b เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
σ2
aX+b = a2σ2

X

โดยเฉพาะกรณีที a = 1 จะไดว้า่ σ2
X+b = σ2

X

บทพิสูจน์.
σ2
aX+b = E[(aX + b)2]− E2(aX + b)

= E[a2X2 + 2abX + b2]− (aE(X) + b)2

= a2E(X2) + 2abE(X) + b2 − (a2E2(X) + 2abE(X) + b2)

= a2(E(X2)− E2(X))

= a2σ2
X

ทฤษฎบีท . . ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ โดยที a, b เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
σ2
aX+bY = a2σ2

X + b2σ2
Y + 2abcov(X,Y )

บทพิสูจน์.
σ2
aX+bY = E[(aX + bY )2]− E2(aX + bY )

= E[a2X2 + 2abXY + b2Y 2]− (aE(X) + bE(Y ))2

= a2E(X2) + 2abE(XY ) + b2E(Y 2)− (a2E2(X) + 2abE(X)E(Y ) + b2E2(Y ))

= a2(E(X2)− E2(X)) + b2(E(Y 2)− E2(Y )) + 2ab(E(XY )− E(X)E(Y ))

= a2σ2
X + b2σ2

Y + 2abcov(X, Y )

บทแทรก . . ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนั โดยที a, b เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
σ2
aX+bY = a2σ2

X + b2σ2
Y

บทพิสูจน์. ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ทีเป็นอิสระตอ่กนั จะไดว้า่ σXY = 0

เห็นไดช้ดัจากทฤษฎีบท . .



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

ตัวอย่าง . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ ซงึมี σ2
X = 2, σ2

Y = 3 และ σXY = 0.5

จงหาความแปรปรวนของ Z เมือ
. Z = 2X + 5

. Z = X + Y

. Z = 3X + 2Y + 1

. Z = 2X − Y + 3

แนวคาํตอบ

σ2X+5 = 22σ2
X = 4(2) = 8

σX+Y = σ2
X + σ2

Y + 2σXY = 2 + 3 + 2(0.5) = 6

σ3X+2Y+1 = σ3X+2Y = 32σ2
X + 22σ2

Y + 2(3)(2)σXY = 9(2) + 4(3) + 12(0.5) = 36

σ2X−Y+3 = σ2X−Y = 22σ2
X + (−1)2σ2

Y + 2(2)(−1)σXY = 4(2) + 1(3)− 4(0.5) = 9

ตัวอย่าง . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ซงึเป็นอิสระตอ่กนั ซงึมี σ2
X = 0.1 และ σ2

Y = 0.3

จงหา
. σ2

2X+Y . σ2
5X−Y+1

แนวคาํตอบ

σ2X+Y = 22σ2
X + σ2

Y = 4(0.1) + 0.3 = 0.7

σ5X−Y+1 = σ5X−Y = 52σ2
X + (−1)2σ2

Y = 25(0.1) + 1(0.3) = 2.8

ทฤษฎบีท . . ถา้ X1, X2, ..., Xn เป็นตวัแปรสุม่ จะไดว้า่

var
(

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

var(Xi) +
∑
i̸=j

cov(Xi, Xj)

บทพิสูจน์. ทาํเป็นแบบฝึกหดั



บทที . ตวัแปรสุม่
แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ X เมือการแจกแจงความน่าจะเป็นคือ
x

f(x) 1
3

1
6

1
4

1
4

. ใหฟั้งกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X คือ

f(x) =

2x2 +
1

3
เมือ 0 < x < 1

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ X
. การแจกแจงความน่าจะเป็นรว่มกนัของ X และ Y ดงัตาราง

x

y -
f(x, y) . . . .

จงหา E(X), E(Y ), σ2
X , σ2

Y และ cov(X,Y )

. ตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ มีฟังกช์นัความหนาแนน่รว่มกนัคือ

f(x, y) =

x+ y เมือ 0 < x < 1 และ 0 < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหา σXY

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ซงึมี σX = 0.16, σY = 0.25 และ σXY = 0.01 จงหา σ2
Z เมือ

. Z = 2X + 3Y

. Z = X − 5Y + 2

. Z = X − 2Y

. Z = 2X − Y + 5

. ถา้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่โดยที a, b เป็นคา่คงตวั จงแสดงวา่ cov(aX, bY ) = abcov(X, Y )

. พนกังานขายคนหนงึได้เงินเดือน บาท และได้คา่คอมมิชชนัในการขายสนิคา้
บาทตอ่สนิคา้ ชิน โดยเฉลียแลว้พนกังานขายคนนีขายสนิคา้ได้ ชิน สว่นเบียงเบน
มาตรฐานเทา่กบั ชิน จงหารายไดที้คาดไวต้อ่เดือน และสว่นเบียงเบนมาตรฐานรายไดต้อ่
เดือนของพนกังานคนนี

. เลือกกรรมการ คนอยา่งสุม่จากผู้สมคัรทงัหมด คน ซงึเป็นนกัเรยีนชาย คน และ
นกัเรยีนหญิง คน จงหาคา่ความแปรปรวนของจาํนวนนกัเรยีนชายทีไดร้บัเลือกเป็นกรรมการ

. สลากจาํนวน ใบ มีรางวลั ใบ รางวลัละ บาท ผูอ้อกสลากขายใบละ บาท ถา้นาย
เอฟซือสลากมา ใบ จงหาความแปรปรวนของเงินรางวลัทีนายเอฟจะไดร้บั



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

. ถา้เก็บขอ้มลูตวัอยา่งจากนกัศกึษาในมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ คน และถามถงึจาํนวนโทรศพัท์
ทีใชง้าน (X) และจาํนวนโทรศพัทยี์หอ้ iphone ทีมี (Y) ไดด้งัขอ้มลู

จาํนวนโทรศพัทยี์หอ้ iphone จาํนวนโทรศพัท์ (X) รวม
(Y)

รวม

จงหาความแปรปรวนรว่มของตวัแปรสุม่ X และ Y
. ในการลงทนุในหุน้และพนัธบตัรมีขอ้มลูดงันี

หุน้
ผลตอบแทน (บาท) โอกาส

, .
, .

- , .
พนัธบตัร

ผลตอบแทน (บาท) โอกาส
, .
, .

. จงหาผลตอบแทนเฉลยีและความแปรปรวนของการลงทนุในหุน้

. จงหาผลตอบแทนเฉลยีและความแปรปรวนของการลงทนุในพนัธบตัร



บทที . ตวัแปรสุม่

สรุป
ในบทนีจะกลา่วถงึนิยามของตวัแปรสุม่ซงึ คือฟังกช์นัคา่จรงิซงึถกูกาํหนดคา่โดยสมาชิกใน

ปรภิมิูตวัอยา่ง โดยมีตวัแปรสุม่ ชนิดคือ ตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืองและตวัแปรสุม่ตอ่เนือง สาํหรบั
ตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง X จะมี f เป็นฟังกช์นัความนา่จะเป็น (p.m.f.) ซงึ f(x) ≥ 0 และ∑ f(x) = 1

ทกุคา่ใน X ถา้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง จะไดก้ารแจกแจงความน่าจะเป็นตอ่เนือง จะมี f เป็น
ฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็น (p.d.f.) ซงึ f(x) ≥ 0 และ ∫∞

−∞ f(x) = 1 ถดัไปกลา่วถงึ
ความน่าจะเป็นรว่มกนั คือการพิจารณาตวัแปรสุม่ ตวัแปรซงึจะนิยามคลา้ยคลงึกบัตวัแปรสุม่
ตวัเดียว จากนนักลา่วถงึตวัแปรสุม่ X และ Y ทีอิสระตอ่กนัเมือ f(x, y) = fX(x)fY (y) จากนนั
กลาวถงึการคาดคะเนทางคณิตศาสตรข์องตวัแปรสุม่ X คือ E(X) =

∑
xf(x) หรอื ∫∞

−∞ xf(x) dx

สดุทา้ยกลา่วถงึความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ σX = E[(X − µX)
2] และความแปรปรวนรว่ม

cov(X,Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]

แบบฝึกหดับทที
. จงหาสตูรความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X เมือ X คือจาํนวนแตม้ทีไดจ้ากการทอดลกูเตา๋ลกู
หนงึ ครงั

. ซือปากกามา ดา้มโดยหยิบจากกลอ่งซงึมีอยู่ ดา้ม ในจาํนวนนีมีปากกาทีบกพรอ่ง ดา้ม
ถา้ X คือจาํนวนจาํนวนปากกาทีบกพรอ่งทีซือมา จงหาสตูรความน่าจะเป็นพรอ้มแสดงเป็น
ตารางคา่ความน่าจะเป็น

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง ซงึมี p.d.f คือ f(x) =


200

9
x เมือ 0 ≤ x ≤ 0.3

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. จงหา F (x) . จงหา P (0.1 < X ≤ 0.2)

. ตวัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

x2 + 1
3
xy เมือ 0 < x < 1 และ 0 < y < 2

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
. จงหา P (X > 1

2
) . จงหา P (Y < X)

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ ทีมีการแจกแจงความนา่จะเป็นรว่มกนัดงัตาราง
x

1 2 3

1 0 1
6

1
12

y 2 1
5

1
9

0

3 2
15

1
4

1
18

จงหาการแจกแจงมารจิ์นลั และตรวจสอบวา่ X และ Y เป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่



. . ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่

. ให้X1 และ X2 เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนืองซงึเป็นอิสระตอ่กนั โดยทีแตล่ะ p.d.f คือ

f(x) =

e−x เมือ x > 0

0 เมือ x ≤ 0

จงหา P (X1 < 2, 1 < X2 < 3)

. ใหฟั้งกช์นัความหนาแน่นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X และ Y คือ

f(x, y) =


1

2
เมือ 0 ≤ x ≤ y และ 0 ≤ y ≤ 2

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
. จงหา P (X ≤ 1

2
| Y = 1

3
)

. จงตรวจสอบวา่ตวัแปรสุม่ X และ Y เป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนืองทีมีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

e−(x+y) เมือ x > 0 และ y > 0

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ

. จงหา fX(x) และ fY (y)

. จงหา fX|Y (x | y) และ fY |X(y | x)

. จงหา P (X = 1 | Y = y)

. X และ Y เป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่

. บรษัิทผู้ผลติสนิคา้ชนิดหนงึออกจาํหน่าย คาดวา่จะได้กาํไร , บาท ดว้ยความน่าจะ
เป็น . กาํไร , บาท และขาดทนุ , บาท ดว้ยความน่าจะเป็น . เทา่กนั ผูจ้ดัการ
บรษัิทคิดวา่ถา้กาํไรเฉลยีมากกวา่ , บาท จงึจะทาํการผลติผลติสนิคา้ออกจาํหนา่ย เขา
ควรตดัสนิใจอยา่งไร

. ในการแขง่ขนัครงัหนงึ นกัขบัรถแขง่จะประกนัรถของเขาเป็นจาํนวนเงิน , บาท บรษัิท
ประกนัประมาณวา่ ความน่าจะเป็นทีจะจา่ยเงินทงัหมดคือ . ความน่าจะเป็นทีจะจา่ย
เงิน % คือ . และความน่าจะเป็นทีจะจา่ยเงินเพียง % คือ . หากไม่คิดคา่ใช้
จ่ายปลีกยอ่ยอืน ๆ บรษัิทประกนัควรเก็บเบียประกนัจากผู้เอาประกนัจาํนวนเทา่ไรจงึจะได้
กาํไร , บาท

. จงหาคา่คาดคะเนของตวัแปรสุม่ X ซงึมี p.d.f. คือ f(x) =


4

π(x2 + 1)
เมือ 0 < x < 1

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

. ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่ซงึ E(X) = 10, E(Y ) = 15 และ E(XY ) = 49 จงหา
. E(X + Y )

. E[X − 5Y ]

. E[2X + 3Y ]

. E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

. ถา้ตวัแปรสุม่ X มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นคือ



บทที . ตวัแปรสุม่

f(x) =

(
3

x

)(
1

4

)x(
3

4

)3−x

เมือ x = 0, 1, 2, 3

จงหาความแปรปรวนของ X
. ในการทอดลกูเตา๋ ลกูพรอ้มกนั จงหาความแปรปรวนของผลรวมของแตม้ทีมากกวา่
. ในการโยนเหรยีญ เหรยีญ ถา้ขนึหนา้ชนิดเดียวกนัจะไดร้บัเงิน บาท แต่ถา้ขนึหนา้ชนิด
ตา่งกนัจะเสียเงิน บาท จงหาความแปรปรวนของเงินทีจะไดร้บัในการเลม่เกมนี

. ขอ้มลูผลตอบแทนของกองทนุ A และ B ในภาวะเศรษฐกิจตา่ง ๆ เป็นดงันี

สภาพเศรษฐกิจ โอกาส ผลตอบแทนของกองทนุ ผลตอบแทนของกองทนุ
ดีมาก . % %

ปานกลาง . % %
ถดถอย . % %

จงหาผลตอบแทนเฉลียรวมของกองทนุ A และ B



บทที
การแจกแจงความน่าจะเป็นไม่ต่อเนือง

. การแจกแจงยูนิฟอรม์
บทนิยาม . . การแจกแจงของตวัแปรสุม่ซงึคา่แตล่ะคา่ของตวัแปรสุม่ทีจะเกิดเทา่ ๆ กนัเรยีกวา่
การแจกแจงยูนิฟอรม์ (uniform distribution)

ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ทีมีคา่เป็น x1, x2, ..., xk ซงึตา่งมีความน่าจะเป็นเทา่ ๆ กนั ฟังกช์นัความน่า
จะเป็นคือ

f(x; k) =
1

k
เมือ x = x1, x2, ..., xk

หรอือาจแสดงไดด้งักราฟ

x

f(x)

x1 x2 x3
... xk

1
k

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นจาํนวนหวัทีไดจ้ากการโยนเหรยีญ อนั ครงั จงแสดงวา่ฟังกช์นัความ
นา่จะเป็นของตวัแปรสุม่ X เป็นการแจกแจงยนิูฟอรม์
แนวคาํตอบ เนืองจากโอกาสทีเกิดหวัหรอืกอ้ยเทา่ ๆ กนัคือ 1

2
และ

f(x; 2) =
1

2
เมือ x = 0, 1

ดงันนั X เป็นการแจกแจงยนิูฟอรม์
ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั ให้ X เป็นแตม้ทีได้ จงแสดงวา่ฟังกช์นัความน่าจะ
เป็นของตวัแปรสุม่ X เป็นการแจกแจงยนิูฟอรม์
แนวคาํตอบ เนืองจากโอกาสทีเกิดแตล่ะแตม้เทา่ ๆ กนัคือ 1

6
และ

f(x; 6) =
1

6
เมือ x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

ดงันนั X เป็นการแจกแจงยนิูฟอรม์



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของการแจกแจงยนิูฟอรม์ f(x; k) คือ

µ =
1

k

k∑
i=1

xi และ σ2 =
1

k

k∑
i=1

(xi − µ)2

บทพิสูจน์. จะไดว้า่

µ = E(X) =
k∑

i=1

xif(xi; k) =
k∑

i=1

xi ·
1

k
=

1

k

k∑
i=1

xi

σ2 = E[(X − µ)2] =
k∑

i=1

(xi − µ)f(xi; k) =
k∑

i=1

(xi − µ) · 1
k
=

1

k

k∑
i=1

(xi − µ)

ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั ให้ X เป็นแตม้ทีได้ จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวน
ของ X
แนวคาํตอบ จากตวัอยา่ง . . จะไดว้า่

µ =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
= 3.5

σ2 =
1

6

(
(1− 3.5)2 + (2− 3.5)2 + (3− 3.5)2 + (4− 3.5)2 + (5− 3.5)2 + (6− 3.5)2

)
=

35

12
= 2.92

ดงันนัคา่เฉลยีและความแปรปรวนของแตม้ทีไดจ้ากการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั เทา่กบั และ .
ตามลาํดบั .
ตัวอย่าง . . ในการเลือกกรรมการสมาคม คน จากผูส้มคัร คน โดยผูส้มคัรแตล่ะคนมีโอกาส
ถกูเลือกเทา่ ๆ กนั จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นของกรรมการแตล่ะชดุ พรอ้มทงัหาคา่เฉลยีและ
ความแปรปรวนของการแจกแจงดงักลา่ว
แนวคาํตอบ จาํนวนชดุของกรรมการทีเป็นไปไดท้งัหมดเทา่กบั 5C2 = 10 ชดุ
ให้ X เป็นเลขชดุของกรรมการ ซงึมีโอกาสถกูเลือกเทา่ ๆ กนั ดงันนั

f(x; 10) =
1

10
เมือ x = 1, 2, ..., 10

จะไดว้า่
µ =

1

10
(1 + 2 + 3 + · · ·+ 10) =

11

2
= 5.5

σ2 =
1

10

(
(1− 5.5)2 + (2− 5.5)2 + · · ·+ (10− 5.5)2

)
=

33

4
= 8.25

ดงันนัคา่เฉลยีและความแปรปรวนของเลขชดุกรรมการ เทา่กบั และ . ตามลาํดบั .



. . การแจกแจงแบรนู์ลลี

. การแจกแจงแบรนู์ลลี
การทดลอง ครงัทีมีผลการทดลองเป็นไดเ้พียงอยา่งใดอยา่งหนงึใน อยา่งนีคือ

ความสาํเร็จ (succees) และ ความไม่สาํเร็จ (failure)

โดยมีความน่าจะเป็นทีจะเกิดความสาํเรจ็เทา่กบั p และความน่าจะเป็นทีจะเกิดความไม่สาํเรจ็
เทา่กบั q ซงึ p+ q = 1

บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ทีแสดงจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดขนึจากการทดลอง ครงัเรยีก
วา่ ตัวแปรสุ่มแบรนู์ลลี (Bernoulli random variable) การแจกแจงความนา่จะเป็นของตวัแปรสุม่
ดงักลา่วเรยีกวา่ การแจกแจงแบรนู์ลลี (Bernoulli Distribution)

ให้ X เป็นตวัแปรสุม่แทนจาํนวนครงัทีเกิดความสาํเรจ็ในการทดลอง ครงั
ถา้การทดลองเกิดความสาํเรจ็แลว้ X = 1 และถา้การทดลองเกิดความไมส่าํเรจ็แลว้ X = 0

นนัคือ X มีคา่เป็น , แลว้ฟังกช์นัความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่แบรน์ลูลี X คือ
f(x) = P (X = x) = pxq1−x เมือ x = 0, 1

ตัวอย่าง . . ในการโยนเหรยีญเทียงตรง อนั ครงั จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นของการโยน
เหรยีญไดเ้หรยีญขนึหวั
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนครงัทีขนึหวั นนัคือโอกาสทีจะขนึหวั (สาํเรจ็) p = 1

2
และโอกาสทีขนึ

หวั (ไมส่าํเรจ็) q = 1
2
ดงันนั X เป็นตวัแปรสุม่แบรน์ลูลี โดยที

f(x) =

(
1

2

)x(
1

2

)1−x

เมือ x = 0, 1

จากตวัอยา่ง . . จะเห็นวา่ X มีการแจกแจงยนิูฟอรม์ นนัหมายความวา่ตวัแปรสุม่ชนิดหนงึอาจ
เป็นไดม้ากกวา่หนงึการแจกแจง
ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั จงหาแสดงวา่จาํนวนครงัทีลกูเตา๋ขนึแตม้ เป็นการ
แจกแจงแบรน์ลูลี
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนครงัทีลกูเตา๋ขนึแตม้ นนัคือโอกาสทีจะขนึแตม้ (สาํเรจ็) p = 1

6

และโอกาสทีไมข่นึแตม้ (ไมส่าํเรจ็) q = 5
6
ดงันนั X เป็นตวัแปรสุม่แบรน์ลูลี โดยที

f(x) =

(
1

5

)x(
5

6

)1−x

เมือ x = 0, 1



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของการแจกแจงแบรน์ลูลี คือ
µ = p และ σ2 = pq

บทพิสูจน์. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่แบรน์ลูลี โดยมีความน่าจะเป็นทีจะเกิดความสาํเรจ็เทา่กบั p และ
ความนา่จะเป็นทีจะเกิดความไมส่าํเรจ็เทา่กบั q ซงึ p+ q = 1 จะไดว้า่

µ = E(X) =
1∑

x=0

xf(x) =
1∑

x=0

xpxq1−x = 0 · p0q1−0 + 1 · p1q1−1 = p

σ2 = E(X2)− µ2 =
1∑

x=0

xf(x)− p2 =
1∑

x=0

xpxq1−x − p2

= 02 · p0q1−0 + 12 · p1q1−1 − p2 = p− p2 = p(1− p) = pq

ตัวอย่าง . . ในการโยนเหรยีญเทียงตรง อนั ครงั จงหาคา่เฉลียและความแปรปรวนทีจะ
เหรยีญจะขนึหวั
แนวคาํตอบ จากตวัอยา่ง . . จาํนวนครงัทีขนึหวัเป็นการแจกแจงแบรน์ลูลี โดยที p = 1

2
และ

q = 1
2
ดงันนั

µ = p =
1

2
= 0.5

σ2 = pq =
1

2
· 1
2
=

1

4
= 0.25

ดงันนัคา่เฉลยีและความแปรปรวนทีจะเหรยีญจะขนึหวัเทา่กบั . และ . ตามลาํดบั
ตัวอย่าง . . การแจกแจงแบรน์ลูลีทีมีความแปรปรวนเทา่กบั 2

9
จงหาความน่าจะเป็นทีเกิดความ

สาํเรจ็
แนวคาํตอบ จะเห็นวา่ σ2 =

2

9
ดงันนั

σ2 = pq = p(1− p)

2

9
= p− p2

2 = 9p− 9p2

9p2 − 9p+ 2 = 0

(3p− 2)(3p− 1) = 0

p =
1

3
,
2

3

ดงันนัความนา่จะเป็นทีเกิดความสาํเรจ็เทา่กบั 1

3
หรอื 2

3



. . การแจกแจงแบรนู์ลลี

แบบฝึกหดั . - .
. สุม่หมายเลขโทรศพัทจ์ากบญัชีหมายเลขโทรศพัท์ ให้ X แทนตวัเลขทา้ยของหมายเลขโทรศพัท์
จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดต้วัเลขทา้ย
. เป็น
. มากกวา่

. นอ้ยกวา่

. ระหวา่ง กบั

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ขอ้

. ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั จงหาความนา่จะเป็นที

. ขนึแตม้เป็นจาํนวนคู่ . ขนึแตม้มากกวา่

. สุม่หยิบสนิคา้มา ชินจากลอ่งทีมีสนิคา้ ชินซงึมีสนิคา้ชาํรุดปนอยู่ ชิน จงหาความน่า
จะเป็นทีไดส้นิคา้ชาํรุด และหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของการทดลองดงักลา่ว

. สุม่เลือกนกัเรยีนมา คน จากหอ้งเรยีนหนงึทีมี คน มีนกัเรยีนชาย และนกัเรยีนหญิง
คน จงหาความนา่จะเป็นทีได้นกัเรยีนชาย และหาคา่เฉลียและความแปรปรวนของการ

ทดลองดงักลา่ว
. บรษัิทแหง่หนงึมีพนกังาน คน มีคนทีมีเงินเดือนนอ้ยกวา่ , บาทตอ่เดือนอยู่ คน
เมือสุม่เลือกพนกังานมา คน ความน่าจะเป็นทีเขาจะมีเงินเดือนมากกวา่หรอืเทา่กบั ,
บาทตอ่เดือน พรอ้มเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นดงักลา่ว

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ขอ้

. โอกาสทีผูล้งทะเบียนจะไม่ผา่นวิชาแคลคลูสั เทา่กบั % สุม่นกัศกึษาทีลงทะเบียนวิชามา
คน จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของจาํนวนไมผ่า่นวิชานี

. การแจกแจงแบรน์ลูลีทีมีความแปรปรวนเทา่กบั . จงหาความนา่จะเป็นทีเกิดความไม่
สาํเรจ็

. การแจกแจงแบรน์ลูลีทีมีคา่เฉลยี . จงหาความน่าจะเป็นทีเกิดความไมส่าํเรจ็

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ยนิูฟอรม์ทีมีคา่เป็น x1, x2, ..., x10 ถา้คา่เฉลยีเทา่กบั และความแปรปรวน
เทา่กบั จงหา E(X2)

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ยนิูฟอรม์ทีมีคา่เป็น x1, x2, ..., xk ถา้

คา่เฉลยีเทา่กบั และ
k∑

i=1

(xi − 9)2 = 120k + 1

จงหาความแปรปรวนของ X



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

. การแจกแจงทวนิาม
การทดลองทวนิาม (binomial experiment) คือการทดลองแบบแบรน์ลูลีซาํ ๆ หลายครงั มีลกัษณะ
การทดลองดงันนั

. ทาํการทดลอง n ครงั

. ในการทดลองแตล่ะครงัมีผล อยา่งเกิดขนึคือ ความสาํเรจ็ และความไมส่าํเรจ็

. ความนา่จะเป็นทีจะเกิดความสาํเรจ็เทา่กบั p และความน่าจะเป็นทีจะเกิดความไม่สาํเรจ็
เทา่กบั q ซงึ p+ q = 1

. การทดลองแตล่ะครงัเป็นอิสระตอ่กนั
บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ X ทีแสดงจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดขนึจากการทดลอง n ครงั
ในการทดลองทวินามเรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มทวินาม (binomial random variable) เขียนแทนดว้ย
Bin(n, p) นนัคือ X เป็นตวัแปรสุม่ทวินาม หรอื

X ∼ Bin(n, p)
สาํหรบัการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X เรยีกวา่ การแจกแจงทวินาม (binomial distribution)
เขียนแทนดว้ย b(x;n, p) เมือ p คือความนา่จะเป็นของความสาํเรจ็ทีเกิดจากการทดลองแตล่ะครงั

ในการทดลองทวินาม ถา้ X คือจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดขนึจากการทดลอง n ครงั จะได้
วา่ X มีคา่เป็น 0, 1, 2, ..., n

สนใจความสาํเรจ็ x ครงั เกิดครงัทีเทา่ไรก็ไดแ้ตร่วมกนัแลว้เกิดความสาํเรจ็ x ครงั
ดงันนัจาํนวนครงัทีไมส่าํเรจ็เทา่กบั n− x ครงั
ให้ S แทนความสาํเรจ็ และ F แทนไมส่าํเรจ็ พิจารณาตวัอยา่งการเกิดกรณี

SSSSS...S︸ ︷︷ ︸
x ครงั

FFFFF...F︸ ︷︷ ︸
n−x ครงั

ความนา่จะเป็นทีเกิดกรณีนีเทา่กบั pxqn−x โดยการเรยีงสบัเปลยีของซาํจะไดค้รบทกุแบบคือ
n!

x!(n− x)!
· pxqn−x =

(
n

x

)
pxqn−x

สรุปไดว้า่

b(x;n, p) =

(
n

x

)
pxqn−x เมือ x = 0, 1, 2, ..., n

ให้ 0 ≤ r ≤ n จะไดว้า่

P (X ≤ r) =
r∑

x=0

b(x;n, p) =
r∑

x=0

(
n

x

)
pxqn−x

ข้อสังเกต การกระจายทวินามของ 1 = 1n = (p+ q)n =
n∑

x=0

(
n

x

)
pxqn−x



. . การแจกแจงทวนิาม

ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋คู่หนงึ ครงั ถา้ใหค้วามสาํเรจ็ของเหตกุารณที์ผลบวกของแตม้
บนลกูเตา๋ทงัสองเทา่กบั หรอื จงหา

. จงแสดงวา่จาํนวนครงัทีสาํเรจ็เป็นการแจกแจงทวินาม
และเขียนกราฟของการแจกแจงทวินาม

. ความน่าจะเป็นทีจะสาํเรจ็ ครงั

. ความน่าจะเป็นทีจะสาํเรจ็อยา่งมาก ครงั
แนวคาํตอบ ในการทดลอง ครงั คือ และมีผลทีเกิดขนึแตล่ะครงั อยา่งคือสาํเรจ็และไม่สาํเรจ็
การทอดลกูเตา๋แตล่ะครงัเป็นอิสระตอ่กนั ดงันนัถา้ X เป็นจาํนวนครงัทีสาํเรจ็ จะไดว้า่X ∼ Bin(n, p)
โดยที n = 5 และความสาํเรจ็ของผลบวกแตม้เป็น หรอื ประกอบดว้ยจดุตวัอยา่ง

(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) จาก จดุตวัอยา่ง
ดงันนั p = 9

36
= 1

4
และ q = 3

4
แสดงตารางการแจกแจง Bin(n = 5, p = 1

4
) ไดด้งันี

X

b(x; 5, 1
4
) 5C0(

3
4
)5 5C1(

1
4
)1(3

4
)5 5C2(

1
4
)2(3

4
)3 5C3(

1
4
)3(3

4
)2 5C4(

1
4
)4(3

4
)1 5C5(

1
4
)5

. . . . . .

เขียนกราฟไดด้งันี

x

b(x; 5, 1
4
)

0 1 2 3 4 5

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

จะไดว้า่
P (X = 3) = b

(
3; 5,

1

4

)
= 0.0879

P (X ≤ 2) =
2∑

x=0

b(

(
x; 5,

1

4

)
) = 0.2373 + 0.3955 + 0.2637 = 0.8965

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะสาํเรจ็ ครงัเทา่กบั . และความนา่จะเป็นทีจะสาํเรจ็อยา่งมาก
ครงัเทา่กบั .



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . ในการตรวจสอบคณุภาพสนิคา้ชนิดหนงึ โดยการสุม่สนิคา้มา ชินแบบใส่คืนถา้
ทราบวา่มีสนิคา้เสีย % จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นของจาํนวนสนิคา้ตวัอยา่งทีเสีย ตาราง
การแจกแจงความนา่จะเป็น พรอ้มแสดงกราฟการแจกแจง
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนสนิคา้ตวัอยา่งทีเสีย จะไดว้า่ X ∼ Bin(n = 4, p = 0.1) แสดงตาราง
การแจกแจงความนา่จะเป็นไดด้งันี

X

b(x; 4, 0.1) 4C0(0.9)
5 4C1(0.1)

1(0.9)5 4C2(0.1)
2(0.9)3 4C3(0.1)

3(0.9)2 4C4(0.1)
4

. . . . .
เขียนกราฟไดด้งันี

x

b(x; 4, 0.1)

0 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

ตัวอย่าง . . โอกาสทีนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตรจ์ะไม่ผา่นวิชาแคลคลูสั ๒ % จงหาความ
นา่จะเป็นทีนกัศกึษา คนทีลงทะเบียนเรยีนวิชาแคลคลูสั ๒ จะไมผ่า่นวิชานีไมเ่กิน คน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนคนทีไม่ผา่นวิชาแคลคลูสั ๒ จะไดว้า่ X ∼ Bin(n = 15, p = 0.05)

จะไดว้า่
P (X ≤ 1) = P (X = 0) + P (X = 1) = b(0; 15, 0.05) + b(1; 15, 0.15)

=

(
84

0

)
0.050(0.9584) +

(
84

1

)
0.051(0.9583) = 0.0135 + 0.0595 = 0.0730

ดงันนัความน่าจะเป็นทีนกัศกึษา คนทีลงทะเบียนเรยีนวิชาแคลคลูสั ๒ จะไมผ่า่นวิชานีไมเ่กิน
คน เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ในการรกัษาโรคชนิดหนงึของโรงพยาบาลแหง่หนงึ โอกาสทีคนไขจ้ะหายมี % จง
หาความน่าจะเป็นทีคนไข้ คน ทีไดร้บัการรกัษาจากโรงพยาบาลแหง่นี จะหายจากโรคนีอยา่ง
นอ้ย คน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนคนไขที้หายป่วย จะไดว้า่ X ∼ Bin(n = 10, p = 0.8) จะไดว้า่

P (X ≥ 9) = P (X = 9) + P (X = 10) = b(9; 10, 0.8) + b(10; 10, 0.8)

=

(
10

9

)
0.89(0.21) +

(
10

10

)
0.810(0.20) = 0.2684 + 0.1074 = 0.3758

ดงันนัความนา่จะเป็นทีคนไข้ คน ทีไดร้บัการรกัษาจากโรงพยาบาลแหง่นี จะหายจากโรคนีอยา่ง
นอ้ย คน เทา่กบั .
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การแจกแจงทวินามมกัถกูใช้อยา่งกวา้งขวาง เราอาจหาคา่ได้จากหลากหลายเครอืงมือ เช่น
ตารางทวินาม เครอืงคาํนวณ และแอพปลเิคชนั

ตารางทวนิาม (Binomial Table)
ตารางแสดงคา่ความนา่จะเป็นสะสม

r∑
x=0

b(x;n, p) ถา้ X ∼ Bin(n, p)

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางทวินามเมือ n = 5
p

n r 0.10 0.25 0.50 0.75 0.80

5 0 0.5905 0.2373 0.0312 0.0010 0.0003

1 0.9185 0.6328 0.1875 0.0156 0.0067

2 0.9914 0.8965 0.5000 0.1035 0.0579

3 0.9995 0.9844 0.8125 0.3672 0.2627

4 1.0000 0.9990 0.9688 0.7627 0.6723

5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

จากตวัอยา่ง . . โดยใชต้ารางทวินามไดด้งันี
P (X = 3) = b(3; 5, 0.25) =

3∑
x=0

b(x; 5, 0.25)−
2∑

x=0

b(x; 5, 0.25) = 0.9844− 0.8965 = 0.0879

P (X ≤ 2) =
2∑

x=0

b(x; 5, 0.25) = 0.8965

ตัวอย่าง . . ให้X ∼ Bin(n = 5, p = 0.75) จงใชต้ารางทวินามเพือหาคา่ตอ่ไปนี
. P (X < 4)

. P (X = 4)

. P (X > 2)

. P (1 ≤ X < 3)

. P (X ≥ 3)

. P (X ̸= 2)

แนวคาํตอบ จากตารางทวินามจะไดว้า่
P (X < 4) = P (X ≤ 3) =

3∑
x=0

b(x; 5, 0.75) = 0.3672

P (X = 4) =
4∑

x=0

b(x; 5, 0.75)−
3∑

x=0

b(x; 5, 0.75) = 0.7627− 0.3672 = 0.3955

P (X > 2) = 1− P (X ≤ 2) = 1−
2∑

x=0

b(x; 5, 0.75) = 1− 0.1035 = 0.8965

P (1 ≤ X < 3) = P (1 ≤ X ≤ 2) =
2∑

x=0

b(x; 5, 0.75)−
0∑

x=0

b(x; 5, 0.75)

= 0.1035− 0.0010 = 0.1025

P (X ≥ 3) = P (X > 2) = 0.8965

P (X ̸= 2) = 1− P (X = 2) = 1−

(
2∑

x=0

b(x; 5, 0.75)−
1∑

x=0

b(x; 5, 0.75)

)
= 1− (0.1035− 0.0156) = 0.9121
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เครืองคาํนวณ (Calculator)
เครอืงคาํนวณมีมากมายหลายแบบทีมีฟังกช์นัการแจกแจงความน่าจะเป็น ในทีนีขอยกตวัอยา่ง
การเครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX โดยทาํไดเ้บืองตน้ดงันี

MENU→ Distribution→ Binomial PD / Binomial CD→ List / Variable
ซงึหาคา่ความนา่จะเป็นได้ รูปแบบ คือ

. หาทีละคา่ b(x;N, p) Binomial PD→ Variable

. หา b(x;N, p) หลายคา่พรอ้มกนั Binomial PD→ List

. หาทีละคา่
r∑

x=0

b(x;N, p) Binomial CD→ Variable

. หา
r∑

x=0

b(x;N, p) หลายคา่พรอ้มกนั Binomial CD→ List

จากตวัอยา่ง . . สรา้งตารางการแจกแจงทวินามไดโ้ดย
Binomial PD / Binomial CD→ List→ x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 → N = 5 และ p = 0.25

รูปที . : ผลลพัธจ์ากเครอืงคาํนวณของ Bin(n = 5, p = 0.25)

x P Binomal PD
1 0 0.2373

2 1 0.3955

3 2 0.2637

4 3 0.0878

5 4 0.0146

6 5 0.0010

x P Binomal CD
1 0 0.2373

2 1 0.6328

3 2 0.8965

4 3 0.9844

5 4 0.9990

6 5 1.0000

ตัวอย่าง . . จงใชเ้ครอืงคาํนวนในการหาคา่ตอ่ไปนี
. ถา้ X ∼ Bin(n = 10, p = 0.65) จงหาคา่ของ P (X > 5)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
P (X > 5) = 1− P (X ≤ 5) = 1− Binomial CD (x = 5, N = 10, p = 0.65)

= 1− 0.2485 = 0.7515

. ถา้ X ∼ Bin(n = 15, p = 0.45) จงหาคา่ของ P (X < 10)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
P (X < 10) = P (X ≤ 9) = Binomial CD (x = 9, N = 15, p = 0.45) = 0.9231

. ถา้ X ∼ Bin(n = 20, p = 0.80) จงหาคา่ของ P (X ̸= 13)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
P (X ̸= 13) = 1− P (X = 13) = 1− Binomial PD (x = 13, N = 20, p = 0.80)

= 1− 0.0545 = 0.9455
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แอปพลิเคชัน (Applications)
ปัจจบุนัมีแอปพลเิคชนัมีบทมากในการศกึษาดา้นสถิติมากขนึ มีการใชง้านอยา่งกวา้งขวางเนืองจาก
การใชง้านทีงา่ย สวยงาม แสดงผลไดร้วดเรว็ มีทงัแบบฟรีและมีคา่ใชจ้า่ย ในเลม่นีผูเ้ขียนจะขอยก
ตวัอยา่งการแอปพลเิคชนัแบบไมมี่คา่ใชจ้า่ยทีชือ Probability Distribution

รูปที . : แอปพลเิคชนั Probability Distribution

ตัวอย่าง . . จงใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution หาคา่ตอ่ไปนี
. ถา้ X ∼ Bin(n = 10, p = 0.65)

จงหาคา่ของ P (X > 5)

แนวคาํตอบ

P (X > 5) = P (X ≥ 6) = 0.7515

. ถา้ X ∼ Bin(n = 15, p = 0.45)

จงหาคา่ของ P (X < 10)

แนวคาํตอบ

P (X < 10) = P (X ≤ 9) = 0.9231
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ตัวอย่าง . . โรงเรยีนแหง่หนงึกลา่วอา้งวา่มีนกัเรยีนสอบผา่นเกณฑ์วิชาคณิตศาสตร์พืนฐาน
จาํนวน % ถา้สุม่เลือกนกัเรยีนมา คน เพือสอบถามผลการสอบวา่ผา่นเกณฑห์รอืไม่ จงหา

. ความน่าจะเป็นทีสอบผา่นเกณฑจ์าํนวน คน

. ความน่าจะเป็นทีสอบผา่นเกณฑต์งัแต่ ถงึ คน

. ความน่าจะเป็นทีสอบผา่นเกณฑอ์ยา่งนอ้ย % ของจาํนวนทีเลือกมา
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีสอบผา่นเกณฑ์ ดงันนัX ∼ Bin(n = 20, p = 0.9) คาํนวณ
คา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะไดว้า่

P (X = 15) = b(15; 20, 0.9) = 0.0319

ดงันนัความนา่จะเป็นทีสอบผา่นเกณฑจ์าํนวน คน เทา่กบั .
P (15 ≤ X ≤ 18) = P (X ≤ 18)− P (X ≤ 14) = 0.6083− 0.0113 = 0.5970

ดงันนัความนา่จะเป็นทีสอบผา่นเกณฑต์งัแต่ ถงึ คน เทา่กบั .
P (x ≥ 0.9(20)) = P (X ≥ 18) = 0.6769

ดงันนัความนา่จะเป็นทีสอบผา่นเกณฑอ์ยา่งนอ้ย % ของจาํนวนทีเลือกมา เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ถา้โอกาสทีนาย ก จะยิงปืนแลว้ถกูเปา้ทีตงัไวเ้ป็น % ถา้นาย ก ยิงปืน ครงั
จงหา

. ความน่าจะเป็นทีถกูเปา้ ครงั

. ความน่าจะเป็นทีถกูเปา้อยา่งนอ้ย ครงั
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนครงัทีนาย ก ยิงเขา้เปา้ทีตงัไว้ ดงันนั X ∼ Bin(n = 5, p = 0.7)

คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะไดว้า่
P (X = 1) = b(1; 5, 0.7) = 0.0283

ดงันนั ความน่าจะเป็นทีถกูเปา้ ครงั เทา่กบั .
P (X ≥ 1) = 0.9976

ดงันนัความนา่จะเป็นทีถกูเปา้อยา่งนอ้ย ครงั เทา่กบั .



. . การแจกแจงทวนิาม

ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของตวัแปรสุม่ทวินาม Bin(n, p) คือ
µ = np และ σ2 = npq

บทพิสูจน์. ให้X ∼ Bin(n, p) แลว้

µ = E(X) =
n∑

x=0

xb(x;n, p) =
n∑

x=0

x

(
n

x

)
pxqn−x =

n∑
x=1

x

(
n

x

)
pxqn−x

=
n∑

x=1

x · n!

(n− x)!x!
· pxqn−x =

n∑
x=1

x · n(n− 1)!

(n− x)!(x− 1)!
· p · px−1qn−x

= np

n∑
x=1

(n− 1)!

((n− 1)− (x− 1))!(x− 1)!
· px−1q(n−1)−(x−1)

= np
n∑

x=1

(
n− 1

x− 1

)
px−1qn−x

= np

(
n−1∑
x=1

(
n− 1

x− 1

)
px−1qn−x + pn−1

)
= np(p+ q)n−1 = np(1) = np

และ
E(X2) =

n∑
x=0

x2b(x;n, p) =
n∑

x=0

x2

(
n

x

)
pxqn−x =

n∑
x=1

x2

(
n

x

)
pxqn−x

=
n∑

x=1

[(x(x− 1) + x)] · n!

(n− x)!x!
· pxqn−x

=
n∑

x=1

x(x− 1) · n!

(n− x)!x!
· pxqn−x +

n∑
x=1

x · n!

(n− x)!x!
· pxqn−x

=
n∑

x=1

(x− 1) · n!

(n− x)!(x− 1)!
· pxqn−x + µ

=
n∑

x=2

(x− 1) · n!

(n− x)!(x− 1)!
· pxqn−x + µ

=
n∑

x=2

n!

(n− x)!(x− 2)!
· pxqn−x + µ

=
n∑

x=2

n(n− 1)(n− 2)!

(n− x)!(x− 2)!
p2 · px−2qn−x + µ

= n(n− 1)p2
n∑

x=2

(n− 2)!

(n− x)!(x− 2)!
· px−2qn−x + µ

= n(n− 1)p2(p+ q)n−2 + µ = n(n− 1)p2(1) + µ = n(n− 1)p2 + µ

ดงันนั
σ2 = E(X2)− µ2 = n(n− 1)p2 + np− n2p2 = np(1− p) = npq



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

ตัวอย่าง . . โอกาสทีนกัศกึษาของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึทีจบสาขาวิชาคณิตศาสตร์คณะครุศาสตร์
จะสอบบรรจุผา่นคิดเป็นรอ้ยละ % จงหาคา่เฉลียและความแปรปรวนของคนทีสอบบรรจุผา่น
เมือสุม่เลือกมาจาํนวน คน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัศกึษาทีสอบบรรจุผา่น ดงันนั X ∼ Bin(n = 15, p = 0.95)

คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะไดว้า่
µ = np = 15(0.95) = 14.25

σ2 = npq = 15(0.95)(0.05) = 0.7125

ดงันนัคา่เฉลยีและความแปรปรวนของคนทีสอบบรรจุผา่น เมือสุม่เลือกมาจาํนวน คน เทา่กบั
. และ . ตามลาํดบั

ตัวอย่าง . . โอกาสทีผู้ป่วยโควิด- ทีได้รบั ยาฟาวิพิราเวียร์ (Favipiravir) ตงัแต่เรมิตรวจ
พบจะหายรอ้ยละ % ถา้สุม่ผูป่้วยโควิดทีเพิงตรวจพบมาจาํนวน คน จงหาความน่าจะเป็นที
จาํนวนผูป่้วยจะสงูกวา่คา่เฉลยีของจาํนวนผูป่้วยทีจะหายจากโรค
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนผูป่้วยทีจะหายจากโรค ดงันนั X ∼ Bin(n = 20, p = 0.98) จะไดว้า่

P (X > µ) = P (X > np) = P (X > 20(0.98))

= P (X > 19.6) = P (X = 20) = 0.6676

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจาํนวนผูป่้วยจะสงูกวา่คา่เฉลียของจาํนวนผูป่้วยทีจะหายจากโรค เทา่กบั
.
ตัวอย่าง . . เนืองจากมีผูต้ิดเชือโควิด- ลดลงในแตล่ะวนัในชว่งปลายปี ทาํใหร้ฐับาล
มีนโยบายเปิดประเทศ ทาํให้สถานศกึษาตา่ง ๆ เรมิเปิดเรยีนตามปกติ โดยให้นกัเรยีนมาเรยีนใน
หอ้งเรยีน แตต่อ้งทาํการตรวจคดักรองโรคดว้ย ATK โรงเรยีนแหง่หนงึไดซื้อชดุตรวจ ATK ของบรษัิท
แหง่หนงึซงึระบวุา่มีความเมน่ยาํ % ถา้วนันีสุม่ตรวจนกัเรยีนจาํนวน คน

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของจาํนวนนกัเรยีนทีผลถกูตอ้ง

. จงหาความน่าจะเป็นทีผลไมถ่กูตอ้งจาํนวน คน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีผลตรวจถกูตอ้ง ดงันนั X ∼ Bin(n = 50, p = 0.97)

คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะไดว้า่
µ = np = 50(0.97) = 48.5

σ2 = npq = 50(0.97)(0.03) = 1.455

ดงันนัคา่เฉลียและความแปรปรวนของจาํนวนนกัเรยีนทีผลถกูตอ้ง เทา่กบั . และ . ตาม
ลาํดบั ความน่าจะเป็นทีผลไม่ถกูตอ้งจาํนวน คน หมายถงึความน่าจะเป็นทีผลถกูตอ้งจาํนวน
คน นนัคือ

P (X = 49) = 0.3372

ดงันนัความนา่จะเป็นทีผลไมถ่กูตอ้งจาํนวน คน เทา่กบั .



. . การแจกแจงเรขาคณติ

. การแจกแจงเรขาคณิต
การทดลองทีคลา้ยกบัการทดลองทวินาม แตส่นใจการทดลองซาํ ๆ จนพบความสาํเรจ็ครงัแรก เรยีก
วา่ การทดลองเรขาคณิต (geometric experiment) เชน่การโยนเหรยีญ อนัจนกวา่จะเกิดหวัจงึ
จะหยดุ
บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ X ทีแสดงจาํนวนครงัของการทดลองทีลงทา้ยดว้ยความสาํเรจ็เป็นครงั
แรกในการทดลองเรขาคณิตเรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มเรขาคณิต (geometric random variable) เขียน
แทนดว้ย Geo(p) นนัคือ X เป็นตวัแปรสุม่เรขาคณิต หรอื

X ∼ Geo(p)
สาํหรบัการแจกแจงความนา่จะเป็นของ X เรยีกวา่การแจกแจงเรขาคณิต (geometric distribution)
เขียนแทนดว้ย g(x; p) เมือ p คือความน่าจะเป็นของความสาํเรจ็ทีเกิดจากการทดลองแตล่ะครงั

ถา้ให้ X เป็นจาํนวนของการทดลองทีลงทา้ยดว้ยความสาํเรจ็เป็นครงัแรก ให้ S แทนความสาํเรจ็
ซงึเกิดขนึไดด้ว้ยความน่าจะเป็น และ F แทนความไม่สาํเรจ็ซงึเกิดขนึไดด้ว้ยความน่าจะเป็น ลาํดบั
เหตกุารณเ์ป็นไดเ้พียงแบบเดียวคือ

FFF...F︸ ︷︷ ︸
x−1

S

เนืองจากการทดลองแตล่ะครงัเป็นอิสระตอ่กนัดงันนั
g(x; p) = pqx−1 เมือ x = 1, 2, 3, ...

ตัวอย่าง . . นกัวิทยาศาสตรค์นหนงึตอ้งการจะเพาะเชือในตวัหนูซงึมีจาํนวนหลายตวั เขาจะ
ฉีดเชือเขา้ไปตวัละครงั แตล่ะครงัทีฉีดก็จะตรวจดวูา่หนทีูถกูฉีดเชือเขา้ไปนนัติดเชือหรอืไม่ ถา้หาก
ไมพ่บวา่มนัติดเชือ เขาก็จะเลกิฉีดตวัตอ่ไป ถา้ความน่าจะเป็นทีหนแูตล่ะตวัจะติดเชือชนิดนีเทา่กบั
. จงหาความน่าจะเป็นทีนกัวิทยาศาสตรค์นนีใชห้นเูพียง ตวัสาํหรบัการทดลอง
แนวคาํตอบ X เป็นจาํนวนหนทีูถกูฉีดเชือเขา้ไปในตวัแลว้ติดเชือเป็นตวัแรก ดงันนั X ∼ Geo(p =

0.8) จะไดว้า่
P (X = 6) = g(6; 0.8) = 0.8(0.2)5 = 0.0003

ดงันนัความนา่จะเป็นทีนกัวิทยาศาสตรค์นนีใชห้นเูพียง ตวัสาํหรบัการทดลองเทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ศกึษานิเทศตอ้งการจะตรวจสอบการอา่นออกเสียง ร ของนกัเรยีนระดบัประถม
ศกึษาของโรงเรยีนแหง่หนงึ โดยให้นกัเรยีนอา่นออกเสียงคาํทีกาํหนดให้ทีละคน จะหยดุทดสอบ
ถา้นกัเรยีนอา่นออกเสียง ร ไม่ถกูตอ้ง ถา้ความนา่จะเป็นทีนกัเรยีนแตล่ะคนจะออกเสียง ร ถกูตอ้ง
เทา่กบั . จงหาความน่าจะเป็นทีศกึษานิเทศจะทดสอบนกัเรยีนเพียง คน
แนวคาํตอบ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีอา่นออกเสียง ร ไม่ถกูตอ้งเป็นคนแรก ดงันนั X ∼ Geo(p =

0.3) จะไดว้า่
P (X = 10) = g(10; 0.3) = 0.3(0.7)9 = 0.0121

ดงันนัความนา่จะเป็นทีศกึษานิเทศจะทดสอบนกัเรยีนเพียง คนเทา่กบั .



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นไม่ตอ่เนอืง

ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของตวัแปรสุม่เรขาคณิต Geo(p) คือ
µ =

1

p
และ σ2 =

q

p2

บทพิสูจน์. ให้X ∼ Geo(p) จะไดว้า่

E(X) =
∞∑
x=1

xg(x; p) =
∞∑
x=1

xpqx−1

E(X2) =
∞∑
x=1

x2g(x; p) =
∞∑
x=1

x2pqx−1

พิจารณาอนกุรมเรขาคณิตอนนัต์
p

1− q
=

∞∑
x=1

pqx−1 =
∞∑
x=1

[x− (x− 1)]pqx−1 =
∞∑
x=1

xpqx−1 −
∞∑
x=1

(x− 1)pqx−1

1 = E(X)−
∞∑
x=2

(x− 1)pqx−1 = E(X)−
∞∑
x=1

xpqx

1 = E(X)− q
∞∑
x=1

xpqx−1 = E(X)− qE(X)

µ = E(X) =
1

1− q
=

1

p

และ
1

p
=

∞∑
x=1

xpqx−1 =
∞∑
x=1

[(x− 1)2 − x2 + 3x− 1]pqx−1

=
∞∑
x=1

(x− 1)2pqx−1 −
∞∑
x=1

x2pqx−1 + 3
∞∑
x=1

xpqx−1 −
∞∑
x=1

pqx−1

=
∞∑
x=2

(x− 1)2pqx−1 − E(X2) + 3E(X)− 1

=
∞∑
x=1

x2pqx − E(X2) +
3

p
− 1

= q

∞∑
x=1

x2pqx−1 − E(X2) +
3

p
− 1

= (q − 1)E(X2) +
3

p
− 1

E(X2) =
2

p2
− 1

p

ดงันนั
σ2 = E(X2)− µ2 =

2

p2
− 1

p
− 1

p2
=

1− p

p2
=

q

p2



. . การแจกแจงเรขาคณติ

แบบฝึกหดั . - .
. ในการโยนเหรยีญ อนั ครงั ให้ X เป็นจาํนวนหวัทีเกิดขนึ

. X เป็นตวัแปรสุม่ทวินามหรอืไม่ จงใหเ้หตผุลประกอบ

. จงหาความนา่จะเป็นทีจะขนึหวัอยา่งนอ้ยครงึหนงึ

. จงหาความนา่จะเป็นทีจะขนึหวัไมเ่กิน ครงั
. สุม่หยิบสนิคา้มา ชินจากลอ่งทีมีสนิคา้ ชินซงึมีสนิคา้ชาํรุดปนอยู่ ชิน โดยหยิบทีละ
ชินมาตรวจสอบแลว้ใส่สนิคา้ลง่ในกลอ่งก่อนหยิบชินตอ่ไป จงหาความน่าจะเป็นทีไดส้นิคา้
ชาํรุด

. ชิน

. ไมไ่ดส้นิคา้ชาํรุด
. มากกวา่ ชิน
. ชาํรุดทกุชิน

. บรษัิทผลติยาสีฟัน A ไดโ้ฆษณาวา่ขณะนีคนไทยใชย้าสีฟัน A ถงึ %บรษัิทคูแ่ขง่จงึตอ้งการ
ตรวจสอบโดยการสุม่คนไทยมา คน เพือสอบถามถงึยีหอ้ยาสีฟันทีใช้ จงหา
. ความนา่จะเป็นทีจะมีคนไทยตวัอยา่งใชย้าสีฟัน A จาํนวน คน
. ความนา่จะเป็นทีจะมีคนไทยตวัอยา่งใชย้าสีฟัน A ไมเ่กิน คน
. ความนา่จะเป็นทีจะมีคนไทยตวัอยา่งใชย้าสีฟัน A ตงัแต่ ถงึ คน

. ถา้ทราบวา่สนิคา้ทีบรรจุในกลอ่งใหญ่ใบหนงึบรรจุสนิคา้เป็นจาํนวนมาก ซงึมีสนิคา้ชาํรุดอยู่
% ถา้สุม่หยิบตวัอยา่งสนิคา้จากหลอ่งนีมา ชิน แลว้พบวา่มีสนิคา้ชาํรุดตงัแต่ ชินขนึไป
จะไมย่อมรบัสนิคา้นนัทงักลอ่ง จงหา
. ความนา่จะเป็นทียอมรบัสนิคา้นนัทงักลอ่ง
. ความนา่จะเป็นททีไมย่อมรบัสนิคา้นนัทงักลอ่ง
. จาํนวนสนิคา้ชดุรุดทีคาดไว้

. จากการสาํรวจครวัเรอืนในชมุชนแหง่หนงึพบวา่ % ใชส้มารท์ทีวี เมือสุม่มา ครวัเรอืน จง
หาความน่าจะเป็นทีมากกวา่ ครวัเรอืนใชส้มารที์วี

. ถา้ขอ้มลูจากกรมประกนัภยัระบุวา่ % ของรถยนตใ์นกรุงเทพฯทาํประกนัภยัประเภท ไว้
ถา้สุม่รถยนตใ์นกรุงเทพฯมา คนั จงหาความนา่จะเป็นทีรถยนตอ์ยา่งนอ้ย คนัทาํประกนั
ภยัประเภท

. ถา้ทราบวา่นกัเรยีนหอ้งหนงึสอบคณิตศาสตรไ์ม่ผา่นเกณฑจ์าํนวน % ถา้สุม่เลือกมา คน
จงหาความน่าจะเป็นทีจะสอบผา่นเกณฑอ์ยา่งนอ้ย คน

. จงหาความนา่จะเป็นในการทอดลกูเตา๋เทียงตรง ลกูไปเรอืย ๆ จนกวา่จะขนึแตม้ ในครงั
ที จงึหยดุ
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. ถา้ทราบวา่หลอดไฟยีหอ้ A มีหลอดชาํรุดปนอยู่ % ถา้สม่หลอดไฟยีหอ้ A มาตรวจสอบ
. จงหาความน่าจะเป็นทีจะตรวจพบหลอดชาํรุดหลอดแรกในการตรวจสอบหลอดไฟ

หลอดที หรอืหลงัจากนนั
. คาดวา่ผูต้รวจจะตอ้งตรวจหลอดไฟกีหลอดจงึจะพบหลอดชาํรุดหลอดแรก

. ถา้ทราบจากลกูคา้ คนทีเขา้ในรา้นขายเฟอรนิ์วเจอรแ์หง่หนงึจะมีคา้ทีซือ คน จงหาความ
น่าจะเป็นทีลกูคา้เขา้มาคนที ในวนันีจะเป็นผูซื้อเป็นคนแรก

. จากสถิติคนทีเกินผา่นรา้น LUX Bergery จาํนวน คนจะเขา้มาในรา้น คน ถา้ช่วงเวลา
หนงึมีคนเดินผา่น คน จงหาความน่าจะเป็นทีจะมีคนเขา้มาในรา้น คน

. จงสรา้งตารางแจกแจงความน่าจะเป็น และเขียนกราฟของตวัแปรสุม่ทวินาม X ตอ่ไปนี
. X ∼ Bin(n = 5, p = 0.15) . X ∼ Bin(n = 6, p = 0.6)

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ตอ่ไปนี
. Bin(n = 13, p = 0.3)

. Bin(n = 60, p = 0.26)

. Bin(n = 100, p = 0.05)

. Geo(p = 0.15)

. Geo(p = 0.33)

. Geo(p = 0.65)

. จงเติมตารางใหส้มบรูณ์ เมือ X ∼ Bin(n, p)

n p คา่เฉลยี ความแปรปรวน สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
50 0.5

20 5

0.4 100

0.2 8

. ตวัแปรสุม่ X ∼ Geo(p) มีคา่เฉลยีเทา่กบั จงหา p และความแปรปรวนของ X

. ในการโยนเหรยีญ อนั n ครงั ถา้ความน่าจะเป็นทีจะขนึหวัไม่เกิน % ของจาํนวนครงัใน
การโยนเทา่กบั . จงหา n
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. การแจกแจงทวนิามลบ
การทดลองทีคลา้ยกบัการทดลองทวินาม แต่สนใจการทดลองซาํ ๆ จนกระทงัจาํนวนครงัของความ
สาํเรจ็ครบตามทีตงัใจไว้ ดงันนัแทนทีความสาํเรจ็ครงัแรก ความนา่จะเป็นของการไดค้วามสาํเรจ็
เป็นครงัที r (จงึหยดุ) ในการทดลองครงัที x เรยีกวา่ การทดลองทวินามลบ (negative binomial
experiment)

บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ X ทีแสดงจาํนวนครงัของการทดลอง เพือใหไ้ดค้วามสาํเรจ็เป็นครงัที r

ในการทดลองทิวนามลบ เรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มทวินามลบ (negative binomial random variable)
เขียนแทนดว้ย NB(r, p) นนัคือ X เป็นตวัแปรสุม่ทวินามลบ หรอื

X ∼ NB(r, p)
สาํหรบัการแจกแจงความน่าจะเป็นของ X เรยีกวา่ การแจกแจงทวินามลบ (negative binomial
distribution) หรอื การแจกแจงปาสคาล (Pascal distribution) เขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นดว้ย
b∗(x; r, p) เมือ p คือความน่าจะเป็นของความสาํเรจ็ทีเกิดจากการทดลองแตล่ะครงั

ในการใช้ยาชนิดหนงึซงึทราบไดว้า่ผล % จากการใช้ยานีถือวา่เกิดความสาํเรจ็ถา้ยาทาํให้
คนไขบ้รรเทาจากอาการป่วย เราตอ้งการหาความน่าจะเป็นในการทีคนไขบ้รรเทาจากอาการป่วย
คนที เป็นคนไขค้นที ทีไดร้บัยานี
ให้ X เป็นจาํนวนผูป่้วยทีไดร้บัยา แลว้บรรเทาอาการป่วยเป็นคนที โดย p = 0.6

พิจารณากรณีหนงึทีเกิดขนึ ของคนไขบ้รรเทาจากอาการป่วยคนที เป็นคนไขค้นที ทีไดร้บัยา

S S S F S F S

↑
1 2 3 4 5 6 7

ความนา่จะเป็นทีเกิดกรณีนีเทา่กบั p5q2 โดยการเรยีงสบัเปลยีของซาํจะไดค้รบทกุแบบคือ
6!

4!2!
· p5q2 =

(
6

4

)
p5q2 =

(
7− 1

5− 1

)
0.65(0.4)7−5 = 0.1866

ขยายแนวคิดไปยงักรณีทวัไปไดด้งันี ถา้ X เป็นตวัแปรสมุทีแสดงจาํนวนครงัของการทดลอง เพือให้
ไดค้วามสาํเรจ็เป็นครงัที r มีฟังกช์นัการแจกแจงความน่าจะเป็นคือ

b∗(x; r, p) =

(
x− 1

r − 1

)
prqx−r เมือ x = r, r + 1, r + 2, ...
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ตัวอย่าง . . โยนเหรยีญ อนั จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นทีเหรยีญขนึหวัทงัคู่เป็นครงัที
ในการโยน , , ,... ครงั และหาความน่าจะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวัทงัคู่เป็นครงัที ในการโยน
ครงั
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนครงัในการโยนเหรยีญ อนั แลว้ขนึหวัทงัคูเ่ป็นครงัที ซงึมี p = 1

4

ดงันนั X ∼ NB(r = 3, p = 0.25) และ

b∗(x; 3, 0.25) =

(
x− 1

2

)
0.253(0.75)x−3 เมือ x = 3, 4, 5, ...

จะเห็นวา่
P (X = 12) = b∗(12; 3, 0.25) =

(
11

2

)
0.253(0.75)9 = 0.0645

ดงันนัความนา่จะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวัทงัคูเ่ป็นครงัที ในการโยน ครงัเทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ถา้ทราบวา่สนิคา้ชนิดหนงึมีสนิคา้ชาํรุดปนอยู่ % จงึสุม่สนิคา้มาตรวจทีละชิน

. จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้ชินที
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนสนิคา้ทีตรวจ แลว้พบสนิคา้ชาํรุดชินที
แลว้ X ∼ NB(r = 4, p = 0.05) จะไดว้า่

P (X = 10) = b∗(10; 4, 0.05) =

(
9

3

)
0.054(0.95)6 = 0.0004

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้ชินที เทา่กบั .
. จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้ไมเ่กิน ชิน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนสนิคา้ทีตรวจ แลว้พบสนิคา้ชาํรุดชินที
แลว้ X ∼ NB(r = 5, p = 0.05) คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะ
ไดว้า่

P (X ≤ 15) =
15∑
x=5

b∗(x; 5, 0.05) = 0.0006

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้ไมเ่กิน เทา่กบั .
. จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้มากกวา่ ชิน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนสนิคา้ทีตรวจ แลว้พบสนิคา้ชาํรุดชินที
แลว้ X ∼ NB(r = 6, p = 0.05) คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะ
ไดว้า่

P (X > 20) = P (X ≥ 21) =
∞∑

x=21

b∗(x; 6, 0.05) = 0.9997

ดงันนัความนา่จะเป็นทีจะพบสนิคา้ชาํรุดเป็นชินที เมือตรวจสนิคา้ชินมากกวา่ เทา่กบั
.
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ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของการตวัแปรสุม่ทวินามลบ NB(r, p) คือ
µ =

r

p
และ σ2 =

rq

p2

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั (ใชแ้นวคิดเช่นเดียวกบัการแจกแจงทวินาม)

ตัวอย่าง . . ถา้ทราบวา่มีนกัเรยีนชนั ม. โรงเรยีนแหง่หนงึสอบวิชาคณิตศาสตรไ์ม่ผา่นเกณฑ์
% จงึสุม่ถามนกัเรยีนทีละคน
. จงหาความน่าจะเป็นทีนกัเรยีนสอบไมผ่า่นเกณฑเ์ป็นคนที เมือสอบถามคนที
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีสอบถาม แลว้พบนกัเรยีนทีสอบไม่ผา่นเกณฑค์นที

แลว้ X ∼ NB(r = 3, p = 0.04) คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution จะ
ไดว้า่

P (X = 15) = b∗(5; 3, 0.04) = 0.0003

ดงันนัความน่าจะเป็นทีนกัเรยีนสอบไม่ผา่นเกณฑ์เป็นคนที เมือสอบถามคนที เทา่กบั
.

. จงหาจาํนวนนกัเรยีนทีตอ้งสอบถามโดยเฉลยีจนพบนกัเรยีนทีไมผ่า่นเกณฑเ์ป็นคนที
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีสอบถาม แลว้พบนกัเรยีนทีสอบไม่ผา่นเกณฑค์นที

แลว้ X ∼ NB(r = 10, p = 0.04) จะไดว้า่

µ =
r

p
=

10

0.04
= 250

ดงันนัตอ้งตรวจสอบนกัเรยีนโดยเฉลยี คน จงึจะพบนกัเรยีนทีไมผ่า่นเกณฑเ์ป็นคนที
. จงหาความแปรปรวนของจาํนวนนกัเรยีนทีตอ้งสอบถามจนพบนกัเรยีนทีไม่ผา่นเกณฑ์เป็น
คนที
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีสอบถาม แลว้พบนกัเรยีนทีสอบไม่ผา่นเกณฑค์นที

แลว้ X ∼ NB(r = 20, p = 0.04) จะไดว้า่

σ2 =
rq

p2
=

20(0.96)

0.042
= 12000

ดงันนัความแปรปรวนของจาํนวนนกัเรยีนทีตอ้งตรวจสอบจนพบนกัเรยีนทีไม่ผา่นเกณฑเ์ป็น
คนที เทา่กบั
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. การแจกแจงพหุนาม

การทดลองพหุนามจะกลายเป็น การทดลองพหุนาม (multinomial experiment) ถา้การทดลอง
แตล่ะครงัมีผลจาํแนกไดม้ากกวา่ อยา่ง ใหผ้ลการทดลองแตล่ะครงัมีได้ k อยา่งคือ E1, E2, ..., Ek

ดว้ยความนา่จะเป็น p1, p2, ..., pk ตามลาํดบั การแจกแจงพหุนาม (multinomial distribution) จะ
ใหค้วามนา่จะเป็นของผลการทดลอง n ครงั ทีมี

E1 เกิดขนึ x1 ครงั E2 เกิดขนึ x2 ครงั .... Ek เกิดขนึ xk ครงั

โดยที
k∑

i=1

xi = n และ
k∑

i=1

pi = 1 การแจกแจงพหนุามเขียนแทนดว้ย f(x1, x2, ..., xk; p1, p2, ..., pk)

ในการทดลองพหุนาม ความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ X1, X2, ..., Xk ซงึแทนจาํนวนครงัทีได้
E1, E2, ..., Ek ในการทดลอง n ครงัทีเป็นอิสระตอ่กนั ให้ Si แทนความสาํเรจ็ของเหตกุารณ์ Ei

พิจารณาตวัอยา่งการเกิดกรณี
S1S1S1...S1︸ ︷︷ ︸

x1 ครงั

S2S2S2...S2︸ ︷︷ ︸
x2 ครงั

... SkSkSk...Sk︸ ︷︷ ︸
xk ครงั

ความนา่จะเป็นทีเกิดกรณีนีเทา่กบั px1
1 px1

1 · · · pxk
k โดยการเรยีงสบัเปลยีของซาํจะไดค้รบทกุแบบคือ

n!

x1!x2! · · · xk!
· px1

1 px1
1 · · · pxk

k

สรุปไดว้า่

f(x1, x2, ..., xk; p1, p2, ..., pk) =
n!

x1!x2! · · · xk!
px1
1 px2

2 · · · pxk
k

ตัวอย่าง . . ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั จงหาความน่าจะเป็นของเหตกุารณที์ไดผ้ลบวกของ
แตม้ทงัคู่เป็น จาํนวน ครงั ผลบวกของแตม้ทงัคู่เป็น จาํนวน ครงั ทงัคู่ขนึหนา้เดียวกนั
จาํนวน ครงั และมีอยู่ ครงัทีออกมานอกเหนือจากทีกลา่วมา
แนวคาํตอบ ให้

E1 เป็นเหตกุารณที์ไดผ้ลบวกแตม้เป็น เกิด ครงั จะได้ p1 =
6
36

= 1
6

E2 เป็นเหตกุารณที์ไดผ้ลบวกแตม้เป็น เกิด ครงั จะได้ p2 =
2
36

= 1
18

E3 เป็นเหตกุารณที์ขนึแตม้เดียวกนั เกิด ครงั จะได้ p3 =
6
36

= 1
6

E4 เป็นเหตกุารณน์อกเหนือจากทีกลา่วมา เกิด ครงั จะได้ p4 =
22
36

= 11
18

ทาํใหไ้ดว้า่
f

(
3, 1, 2, 1;

1

6
,
1

18
,
1

6
,
11

18

)
=

7!

3!1!2!1!

(
1

6

)3(
1

18

)(
1

6

)2(
11

18

)
=

385

209952
= 0.0018

ดงันนัความนา่จะเป็นดงักลา่วเทา่กบั .
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แบบฝึกหดั . - .
. โยนเหรยีญ อนั จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นทีเหรยีญขนึหนา้ตา่งกนัเป็นครงัที ในการ
โยน , , ,... ครงั และหาความน่าจะเป็นทีเหรยีญจะขนึหนา้ตา่งกนัเป็นครงัที ในการโยน

ครงั
. จากการตรวจสอบของภาคชีววิทยาพบวา่ / ของแมลงจะมีตาสีขาว อีก / จะมีตาสีแดง
จงหา
. ความนา่จะเป็นทีจะพบแมลงตาสีขาวเป็นตวัที เมือตรวจสอบแมลงตวัที
. จาํนวนแมลงทีตอ้งตรวจสอบโดยเฉลยีจนพบแมลงทีมีตาสีขาวเป็นตวัที
. สว่นเบียงเบนมาตรฐานทีตอ้งตรวจสอบจนพบแมลงทีมีตาสีขาวเป็นตวัที

. ในการทอดลกูเตา๋ ลกู ครงั จงหาคามนา่จะเป็นทีจะขนึแตม้ ครงัที ในการทอดลกูเตา๋
ครงัที

. ฝ่ายการตลาดของบรษัิทผูผ้ลติ smart TV แหง่หนงึคาดวา่มีลกูคา้ % ทีซือ smart TV จาก
หา้งสรรพสนิคา้ จงึสุม่ลกูคา้มา คน สอบถามวา่ซือ smart TV มาจากทีใด จงหาความนา่
จะเป็นทีจะซือ smart TV จากรา้นคา้ทวั ๆ ไปเป็นคนที จากลกูคา้ คน

. ถา้โยนลกูเตา๋เทียงตรง ลกู ครงั จงหาความนา่จะเป็นทีจะไดแ้ตล่ะแตม้ ครงั

. กลอ่งใบหนงึหยิบมีลกูบอลสีแดง ลกู สีขาว ลกู และสีเขียว ลกู หยิบลกูบอลจากกลอ่ง
ใบนีมา ลกู โดยการหยิบทีละลกูแบบไม่ใส่คืน จงหาความนา่จะเป็นทีหยิบไดล้กูบอลสีแดง
ลกู สีขาว ลกู และสีเขียว ลกู

. จากการเก็บขอ้มลูพบวา่ลกูคา้ทีเขา้มาในรา้นสมารท์ไฟนจะซือสนิคา้ ใน คน จงหาความ
น่าจะเป็นทีลกูคา้จะซือสนิคา้เป็นคนที เมือเขา้มาในรา้นเป็นลาํดบัที

. ถา้นกัศกึษาลงทะเบียนเรยีนวิชาแคลคลูสั จาํนวน คน ประกอบดว้ยชนัปีที จาํนวน
คน ชนัปีที จาํนวน คน ชนัปีที จาํนวน คน ถา้เลือกนกัศกึษามา คน จงหาความน่า
จะเป็นทีจะเป็นนกัศกึษาชนัปีที จาํนวน และชนัปีที และ อยา่งละคน

. ในการดงึไพ่จากสาํหรบัหนงึ ครงัโดยไม่ใส่คืน จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดโ้พดาํ ใบ โพ
แดง ขา้วเหลามตดั และดอกจิก

. ถา้ทราบวา่มีนกัศกึษาสอบวดัระดบัภาษาองักฤษไม่ผา่นเกณฑ์มีมากถงึ % จงึสุม่ถาม
นกัศกึษาทีละคน
. จงหาความนา่จะเป็นทีนกัศกึษาจะสอบไมผ่า่นเกณฑเ์ป็นคนที เมือสอบถามคนที
. จงหาจาํนวนนกัศกึษาทีตอ้งสอบถามโดยเฉลียจนพบนกัเรยีนทีไม่ผา่นเกณฑเ์ป็นคนที

. จงหาความแปรปรวนของจาํนวนนกัศกึษาทีตอ้งสอบถามจนพบคนทีไม่ผา่นเกณฑเ์ป็น
คนที
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. การแจกแจงไฮเพอรจ์อีอเมตริก
การทดลองไฮเพอรจ์อีอเมตริก (hypergeometric experiment) มีลกัษณะดงัตอ่ไปนี

. สุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรทีมีขนาด N

. ใน N รายการ มีอยู่M รายการทีจาํแนกไวใ้นพวกทีเรยีกวา่ความสาํเรจ็ และ N −M รายการ
ทีเหลือจาํแนกอยูใ่นพวกความไมส่าํเรจ็

บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ X ทีแสดงจาํนวนรายการทีเป็นความสาํเรจ็ทีสุม่ไดใ้นการทดลอง
ไฮเพอรจี์ออเมตรกิ เรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มไฮเพอรจ์อีอเมตริก (hypergeometric random variable)
เขียนแทนดว้ย HG(n,N,M) นนัคือ X เป็นตวัแปรสุม่ไฮเพอรจี์ออเมตรกิ หรอื

X ∼ HG(n,N,M)

สาํหรบัการแจกแจงความนา่จะเป็น X เรยีกวา่การแจกแจงไฮเพอรจ์อีอเมตริก (hypergeometric
distribution) เขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นดว้ย h(x;N,n, k) คือความนา่จะเป็นขนึกบัรายการความ
สาํเรจ็ x ทีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรขนาด N ซงึมี รายการทีเป็นความสาํเรจ็M

ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ไฮเพอรจี์ออเมตรกิของจาํนวนรายการทีเป็นความสาํเรจ็ทีได้จากการสุม่
ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรขนาด N ซงึมีรายการทีเป็นความสาํเรจ็ M และ ความไม่สาํเรจ็
N −M รายการ

M

N −M

N

การแจกแจงตวัแปรสุม่ X คือ

h(x;n,N,M) =

M
x


N −M

n− x


N
n


เมือ x = 0, 1, 2, ...,min{n,M}
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ตัวอย่าง . . คณะกรรมการชดุหหนงึประกอบดว้ยสมาชิก คน ซงึเลือกมาอยา่งสุม่จากชาย
คน หญิง คน จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของจาํนวนชายทีไดร้บัคดัเลือกเขา้เป็นกรรมการ
พรอ้มเขียนกราฟ
แนวคาํตอบ ตอ้งการคณะกรรมการ คน จากชาย คน และหญิง คน ให้ n = 5, N = 9 และ
M = 3

ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนชายทีไดร้บัคดัเลือก จะไดว้า่ X ∼ HG(n = 5, N = 9,M = 3) ดงันนั

h(x; 5, 9, 3) =

3
x


 6

5− x


9
5


เมือ x = 0, 1, 2, 3

แสดงตารางแจกแจงความนา่จะเป็นไดด้งันี (คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั)
X

. . . .

เขียนกราฟไดด้งันี

x

h(x; 5, 9, 3)

0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ตัวอย่าง . . จากการสุม่นกัเรยีน คนจากนกัเรยีน คนมาสอบถามคะแนน ONET วิชา
คณิตศาสตร์ถา้ทราบมีนกัเรยีนไมผ่า่นเกณฑ์ % จาํนวน คน จงหาความน่าจะเป็นทีพบนกัเรยีน
ไมผ่า่นเกณฑอ์ยา่งนอ้ย คน
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ n = 3, N = 20 และM = 5

ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนชายทีไมผ่า่นเกณฑ์ จะไดว้า่ X ∼ HG(n = 3, N = 20,M = 5) และ

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1− h(0; 3, 20, 5) = 1−

(
15

3

)
(
20

3

) =
127

228
= 0.6009

ดงันนัความนา่จะเป็นทีพบนกัเรยีนไมผ่า่นเกณฑอ์ยา่งนอ้ย คน เทา่กบั .
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ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของตวัแปรสุม่ไฮเพอรจี์ออเมตรกิ HG(n,N,M)

คือ
µ =

nM

N
และ σ2 =

N − n

N − 1
· nM
N

(
1− M

N

)
บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั

ตัวอย่าง . . ถา้เครอืงเลน่เกม Play Station ทีผลติในเดือนนี เครอืง มี เครอืงทีมีคณุภาพ
ดี ถา้ซือมา เครอืง

. จงหาโอกาสทีจะไดเ้ครอืงคณุภาพดีอยา่งนอ้ย เครอืง

. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของจาํนวนสนิคา้คณุภาพดีทีซือมา
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ n = 5, N = 50 และM = 40

ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนชายทีไมผ่า่นเกณฑ์ จะไดว้า่ X ∼ HG(n = 5, N = 50,M = 40) คาํนวณ
คา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั จะไดว้า่

P (X ≥ 4) =
5∑

x=4

h(x; 5, 50, 40) = 0.7419

ดงันนัโอกาสทีจะไดเ้ครอืงคณุภาพดีอยา่งนอ้ย เครอืง เทา่กบั .

µ =
5(40)

50
= 4

σ2 =
50− 5

50− 1
· 5(40)

50

(
1− 40

50

)
=

36

49
= 0.7347

ดงันนัคา่เฉลียและความแปรปรวนของจาํนวนสนิคา้คณุภาพดีทีซือมา เทา่กบั และ . ตาม
ลาํดบั

ในกรณีที n < M และ n มีค่าน้อยมากเมือเทียบกบั N นนัคือ
N − n

N − 1
≈ 1

จะเห็นวา่ความนา่จะเป็นทีจะสาํเรจ็คือ p =
M

N
จะไดว้า่

µ =
nM

N
= np และ σ2 =

nk

N

(
1− M

N

)
= npq

คา่เฉลียและความแปรปรวนดงักลา่วเทา่กบัการปจกแจงทวินาม นนัคือเราจะแทนการแจกแจงไฮ
เพอรจี์ออเมตรกิดว้ยการแจกแจงทวินาม หรอื

HG(n,N,M) ∼ Bin
(
n,

M

N

)
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ตัวอย่าง . . เลือกนกัศกึษาอยา่งสุม่ คน จากมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ ซงึมีนกัศกึษาชาย
คน และนกัศกึษาหญิง คน เพือสาํรวจความคิดเห็นอยา่งหนงึ จงหาความน่าจะเป็นทีจะสุม่
ไดน้กัศกึษาชาย คน โดย

. ใชก้ารแจกแจงแจกแจงไฮเพอรจี์ออเมตรกิ

. การประมาณคา่โดยใชก้ารแจกแจงทวินาม
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ n = 20, N = 7000 และM = 4900

ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนชายทีสุม่ได้ จะไดว้า่ X ∼ HG(n = 20, N = 7000,M = 4900) คาํนวณ
คา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั จะไดว้า่

P (X = 12) = h(12; 20, 7000, 4900) = 0.114436

ถา้ HG(n = 20, N = 7000,M = 4900) ∼ Bin(20, 0.7) จะไดว้า่
P (X = 12) = h(12; 20, 7000, 4900) ≈ b(12; 20, 0.7) = 0.114397

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะสุม่ไดน้กัศกึษาชาย คนจากการประมาณถกูตอ้งทศนิยม ตาํแหนง่
เนืองจากคา่ n มีคา่นอ้ยมากเมือเทียบกบั N หรอื

N − n

N − 1
=

7000− 20

7000− 1
= 0.9972853 ≈ 1

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงใชก้ารประมาณคา่ของโอกาสทีจะไดเ้ครอืงคณุภาพดีอยา่ง
นอ้ย เครอืง พรอ้มเปรยีบเทียบทงั วิธี
แนวคาํตอบ ถา้ HG(n = 5, N = 50,M = 40) ∼ Bin(5, 0.8) จะไดว้า่

P (X ≥ 4) =
5∑

x=4

h(x; 5, 50, 40) ≈
5∑

x=4

b(x; 5, 0.8) = 0.7373

แต่คา่จรงิ . ทศนิยมถกูตอ้งเพียง ตาํแหนง่เทา่นนั วิธีการประมาณนีอาจไม่เหมาะสมหาก
ตอ้งการความถกูตอ้งมากกวา่นี ก่อนตดัสนิใจประมาณคา่เราอาจตรวจสอบอตัราสว่น

N − n

N − 1
=

50− 5

50− 1
= 0.9183673

วา่มีคา่ใกล้ มากเพียงใด อาจทาํใหก้ารตดัสนิใจประมาณคา่ผิดพลาดนอ้ยลงได้
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. การแจกแจงปัวสซ์ง
การทดลองทีมีคา่ของตวัแปรสุม่ซงึแสดงจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ในชว่งเวลาทีกาํหนดให้ หรอื
ภายในอาณาบรเิวณหนงึโดยเฉพาะ การดลองนีเรยีกวา่การทดลองปัวสซ์ง (Poisson experiment)
ซงึมีลกัษณะดงัตอ่ไปนี

. จาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดขนึในชว่งเวลาใดเวลาหนงึ หรอือาณาบรเิวณใดบรเิวณหนงึ
เป็นอิสระกบัจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดในช่วงเวลาอืน หรอือาณาบรเิวณอืน

. ความน่าจะเป็นของการไดค้วามสาํเรจ็หนงึครงัในช่วงเวลาสนัมากช่วงหนงึ หรอือาณาบรเิวณ
ทีเลก็มากบรเิวณหนงึ แปรผนัตรงกบัชว่งเวลาหรอือาณาบรเิวณนนั และไม่ขนึกบัจาํนวนครงั
ความสาํเรจ็ทีเกิดขนึนอกเวลาหรอืนอกอาณาบรเิวณดงักลา่ว

. ความนา่จะเป็นของการได้ความสาํเรจ็ทีเกิดขนึมากกวา่หนงึครงัในช่วงเวลาทีสนัมาก หรอื
ภายในอาณาบรเิวณทีเลก็มาก มีคา่นอ้ยมากจนสามารถตดัทิงได้

การทดลองปัวสซ์งอาจกลา่วไดว้า่คือการทดลองทวินามของตวัแปรสุม่ Bin(n, p) โดยทีตวัอยา่งที
เลือกมามีคา่ไมจ่าํกดั หรอื n → ∞ จะทาํให้ p → 0 โดยทีคา่เฉลยีเทา่กบั np เป็นคา่คงตวั
บทนิยาม . . ตวัแปรสุม่ X ทีแสดงจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีไดจ้ากการทดลองปัวสซ์ง เรยีก
วา่ ตัวแปรสุ่มปัวสซ์ง (Poisson random variable) เขียนแทนดว้ย Pois(λ) หรอื

X ∼ Pois(λ)
สาํหรบัการแจกแจงความนา่จะเป็น X เรยีกวา่ การแจกแจงปัวสซ์ง (Poisson distribution) โดยที
λ คือคา่เฉลียของจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ที เกิดขนึในชว่งเวลาหนงึหรอือาณาบรเิวณหนงึที
กลา่วถงึ
ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X ∼ Pois(λ) คือฟังกช์นั p ทีนิยามโดย

p(x;λ) =
e−λλx

x!
เมือ x = 0, 1, 2, ...

เมือ λ คือคา่เฉลียของจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ทีเกิดขนึในชว่งเวลาหนงึหรอือาณาบรเิวณหนงึที
กลา่วถงึ
บทพิสูจน์. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ปัวสซ์ง จะไดว้า่ X ∼ Bin(n, p) เมือ n → ∞ ให้ λ = np นนัคือ

p(x;λ) = lim
n→∞

b(x;n, p) = lim
n→∞

(
n

x

)
pxqn−x = lim

n→∞

n!

(n− x)!x!
· px(1− p)n−x

= lim
n→∞

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− x+ 1)

x!
·
(
λ

n

)x(
1− λ

n

)n−x

= lim
n→∞

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− x+ 1)

nx
· λ

x

x!

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−x

= lim
n→∞

1 ·
(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
· · · ·

(
1− x− 1

n

)
· λ

x

x!

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−x

= lim
n→∞

1 · λ
x

x!

(
1− λ

n

)n

· 1
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จาก lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex ทาํใหไ้ดว้า่

lim
n→∞

(
1− λ

n

)n

= e−λ

ดงันนั
p(x;λ) =

e−λλx

x!
เมือ x = 0, 1, 2, ...

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจอบุตัิเหตุทีเกิดขนึบนถนนสายหนงึพบวา่ จะมีอบุตัิเหตุเกิดขนึโดย
เฉลยี ครงัในหนงึสปัดาห์ จงหาความน่าจะเป็นทีจะเกิดอบุตัิเหตุบนถนนสายนี ครงั ในหนงึ
สปัดาห์
แนวคาํตอบ ให้ X จาํนวนอบุตัิเหตทีุเกิดขนึบนถนนสายนีแตล่ะสปัดาห์ โดยมีอบุตัิเหตเุกิดขนึโดย
เฉลยี ครงัตอ่สปัดาห์ ดงันนั X ∼ Pois(λ = 4) จะไดว้า่

P (X = 6) = p(6; 4) =
e−446

6!
= 0.1042

ดงันนัความนา่จะเป็นทีจะเกิดอบุตัิเหตบุนถนนสายนี ครงั ในหนงึสปัดาห์ เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ในการเขา้เรยีนวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึ พบวา่โดยเฉลียมีนกัเรยีนเขา้
เรยีนสายจาํนวน คนตอ่สปัดาห์ จงหาความนา่จะเป็นทีสปัดาหถ์ดัไปทีนกัเรยีนหอ้งนีจะเขา้เรยีน
วิชาคณิตศาสตรส์ายจาํนวน คน
แนวคาํตอบ ให้ X จาํนวนนกัเรยีนทีเขา้เรยีนวิชาคณิตศาสตรส์ายแตล่ะสปัดาห์ โดยเฉลียมีนกัเรยีน
เขา้เรยีนสายจาํนวน คนตอ่สปัดาห์ ดงันนั X ∼ Pois(λ = 3) จะไดว้า่

P (X = 5) = p(5; 3) =
e−335

5!
= 0.1008

ดงันนัความน่าจะเป็นทีสปัดาหถ์ดัไปทีนกัเรยีนหอ้งนีจะเขา้เรยีนวิชาคณิตศาสตรส์ายจาํนวน คน
เทา่กบั .
ตารางปัวสซ์ง (Poisson Table)
ตารางแสดงคา่ความนา่จะเป็นสะสม

r∑
x=0

p(x;λ) ถา้ X ∼ Pois(λ)

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางปัวสซ์ง
λ

r 0.5 1 3 5 10

0 0.6065 0.3679 0.0498 0.0067 0.0000

1 0.9098 0.7358 0.1991 0.0404 0.0005

2 0.9982 0.9197 0.4232 0.1247 0.0028

3 0.9998 0.9810 0.6472 0.2560 0.0103

4 1.0000 0.9963 0.8153 0.4405 0.0293

5 1.0000 0.9994 0.9161 0.6160 0.0671
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จากตวัอยา่ง . . โดยใชต้ารางปัวสซ์งไดด้งันี

P (X = 5) = p(5; 3) =
5∑

x=0

p(x; 3)−
4∑

x=0

p(x; 3) = 0.9161− 0.8153 = 0.1008

ตัวอย่าง . . ให้X ∼ Pois(λ = 5) จงใชต้ารางปัวสซ์งเพือหาคา่ตอ่ไปนี

. P (X < 4) . P (X = 2) . P (X > 2)

แนวคาํตอบ จากตารางทวินามจะไดว้า่

P (X < 4) = P (X ≤ 3) =
3∑

x=0

p(x; 5) = 0.2560

P (X = 2) =
2∑

x=0

p(x; 5)−
1∑

x=0

p(x; 5) = 0.1247− 0.0404 = 0.0843

P (X > 2) = 1− P (X ≤ 2) = 1−
2∑

x=0

p(x; 5) = 1− 0.1247 = 0.8753

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจพบวา่อตัราเฉลียทีเครอืงบินจะลงสู่สนามบินแหง่หนงึเทา่กบั ลาํ
ตอ่ชวัโมง จงหาความน่าจะเป็นทีภายในหนงึโมงจะมีเครอืงบินลงสูส่นามบินนีมากกวา่ ลาํ
แนวคาํตอบ ให้ X จาํนวนเครอืงบินทีลงสู่สนามบินแหง่นีในหนงึชวัโมง อตัราเฉลยีทีเครอืงบินจะ
ลงสูส่นามบินแหง่นีเทา่กบั ลาํตอ่ชวัโมง ดงันนั X ∼ Pois(λ = 5) จะไดว้า่

P (X > 10) = 1− P (X ≤ 10) = 1−
10∑
x=0

p(x; 5) = 1− 0.9863 = 0.0137

ดงันนัความนา่จะเป็นทีภายในหนงึโมงจะมีเครอืงบินลงสูส่นามบินนีมากกวา่ ลาํ เทา่กบั .

ตัวอย่าง . . จากสถิติของโรงพยาบาลประจาํจงัหวดัแหง่หนงึพบวา่โดยเฉลยีจะมีคนไข้ คนเขา้
มารกัษาทีหอ้งฉกุเฉินในเวลา . - . น.

. จงหาความน่าจะเป็นทีจะมีคนไขม้ารบัการรกัษาทีหอ้งฉกุเฉินไมเ่กิน คนในชว่งเวลา . -
. น.

. จงหาความน่าจะเป็นทีจะมีคนไข้มารบัการรกัษาทีหอ้งฉกุเฉินมากกวา่ คนในชว่งเวลา
. - . น. ในวนัพรุง่นี

แนวคาํตอบ ให้ X จาํนวนคนไขที้เขา้มาทีหอ้งฉกุเฉินในเวลา . - . น. โดยเฉลียจะมีคนไข้
คนเขา้มารกัษาทีหอ้งฉกุเฉินในเวลา . - . น. ดงันนั X ∼ Pois(λ = 5) คาํนวณคา่โดยใช้

แอปพลเิคชนั Probability Distribution จะไดว้า่
P (X ≤ 2) = 0.1247
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ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะมีคนไข้มารบัการรกัษาทีหอ้งฉกุเฉินไม่เกิน คนในชว่งเวลา . -
. น. เทา่กบั . และ

P (X > 6) = P (X ≥ 7) = 0.2378

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะมีคนไข้มารบัการรกัษาทีหอ้งฉกุเฉินมากกวา่ คนในช่วงเวลา . -
. น. ในวนัพรุง่นี เทา่กบั .

ทฤษฎบีท . . คา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 ของตวัแปรสุม่ปัวสซ์อง Pois(λ) คือ
µ = λ และ σ2 = λ

บทพิสูจน์. จากทฤษฎีบท . . จะไดว้า่ λ = np เป็นคา่คงตวั ดงันนั
µ = lim

n→∞
np = λ

σ2 = lim
n→∞

npq = lim
n→∞

λ (1− p) = lim
n→∞

λ

(
1− λ

n

)
= λ

ตัวอย่าง . . ใหต้วัแปรสุม่ X ∼ Pois(λ) โดยมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั จงหา
. P (X = λ) . P (|X − λ| < 5)

แนวคาํตอบ จะได้วา่ λ = σ2 = 52 = 25 คาํนวณคา่โดยใช้แอปพลิ เคชนั Probability
Distribution

P (X = λ) = P (X = 25) = 0.5266

P (|X − λ| < 5) = P (|X − 25| < 5) = P (−5 < X − 25 < 5)

= P (20 < X < 30) = P (X ≤ 29)− P (X ≤ 20)

= 0.8179− 0.1855 = 0.6324

จากทฤษฎีบท . . เราอาจประมาณค่าการแจกแจงทวนิามด้วยปัวสซ์งไดเ้มือ
n มีคา่มาก ๆ และ λ = np

ตัวอย่าง . . โรงงานผลติหลอดไฟแหง่หนงึ ได้ทาํการทดสอบหลอดไฟทีได้ผลติขนึในวนัหนงึ
พบวา่มีหลอดเสีย % สุม่ตรวจหลอดไฟ หลอดทีผลติได้ จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดห้ลอด
เสีย หลอด จงหาคา่โดยใชก้ารแจกแจงทวินาม และประมาณคา่โดยใชก้ารแจกแจงปัวสซ์งพรอ้ม
ทงัเปรยีบเทียบคา่ทีได้
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนหลอดไฟทีเสียจากการสุม่ตรวจ จาก หลอด
นนัคือ X ∼ Bin(n = 100, p = 0.03) คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลิเคชนั Probability Distribution จะ
ไดว้า่

P (X = 5) = b(5; 100, 0.03) = 0.1013

P (X = 5) ≈ p(5; 100(0.03)) = p(5, 3) = 0.1008

จะเห็นวา่คา่ประมาณทีไดถ้กูตอ้งทศนิยมตาํแหนง่ทีสอง
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แบบฝึกหดั . - .

. จากการสุม่สนิคา้ ชินจากกลอ่งทีมีสนิคา้ ชินมาตรวจสอบ ถา้พบวา่มีสนิคา้ชาํรุดตงัแต่
ชินขนึไปจะไมย่อมรบัสนิคา้ทงักลอ่ง ถา้กลอ่งใบนีมีสนิคา้ชาํรุด ชิน จงหาความน่าจะเป็น

ทีจะยอมรบัสนิคา้ทงักลอ่ง
. ในการคดัเลือกพนกังานตาํแหน่งตา่ง ๆ ตาํแหน่งจากผูส้มคัร คน ทีมีคณุสมบตัิเหมือน
กนัโดยผูส้มคัร คนนีเป็นเพศชาย คน และเพศหญิง คน

. ความนา่จะเป็นทีผูส้มคัรหญิงจะถกูเลือก คน

. ความนา่จะเป็นทีผูส้มคัรหญิงไมถ่กูเลือก

. คา่เฉลยีและคา่เบียงเบนมาตรฐานของจาํนวนสมคัรผูช้ายทีถกูเลือก

. แม่บา้นผู้หนงึตอ้งการจะปลกูตน้ไม้หนา้สนามหนา้บา้น จงึไปเลือกซือตน้ไม้จากรา้นขาย
ตน้ไม้แหง่หนงึซงึมีกหุลาบ ตน้ มะมว่ง ตน้ ฝรงั ตน้ ถา้แม่บา้นผู้นีตอ้งการซือตน้ไม้
ตน้ จงหาความน่าจะเป็นทีแมบ่า้นจะซือกหุลาบ ตน้ และมะมว่งและฝรงัอยา่งละ ตน้

. เลือกนกัศกึษาอยา่งสุม่ คน จากมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ ซงึมีนกัศกึษาชาย คน และ
นกัศกึษาหญิง คน เพือสาํรวจความคิดเห็นอยา่งหนงึ จงหาความน่าจะเป็นทีจะสุม่ได้
นกัศกึษาหญิง คน

. สุม่สนิคา้มาจากกลอ่ง ชินทีมีสนิคา้ ชิน ถา้ทราบวา่ในกลอ่งนีมีสนิคา้ชาํรุดปนอยู่
ชิน จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดส้นิคา้ชาํรุด ชิน
. สุม่หยิบแบบไมใ่สคื่น
. สุม่หยิบแบบใสคื่น

. ในการนบัแบคทีเเรยีโดยใชก้ลอ้งจลุทศันพ์บวา่ จาํนวนเฉลียของแบคทีเรยีทีปรากฎบนหนา้
กลอ้งเทา่กบั ตวั จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบแบคทีเรยี ตวับนหนา้กลอ้ง

. โดยเฉลียแลว้เรอืบรรทกุสนิคา้จะเขา้จอดทีทา่เรอืทกุ ๆ วนั จงหาความนา่จะเป็นทีจะมีเรอื
บรรทกุสนิคา้ตงัแต่ ลาํขนึไปมาจอดทีทา่เรอืนีในวนัพรุง่นี

. ถา้ทราบวา่โดยเฉลียแลว้จะมีลกูคา้เขา้รา้นขายของเก่าแหง่หนงึวนัละ คน จงหาความนา่
จะเป็นทีจะมีลกูคา้เขา้มารา้นนีตงัแต่ คนขนึไปในวนัพรุง่นี

. จากการสาํรวจลกูคา้รอแถวจา่ยเงินใน supper market แหง่หนงึหลงั . น. พบวา่โดย
เฉลียจะมีลกูคา้รอคิว คน

. จงหาโอกาสทีไมมี่ลกูคา้รอคิวในวนัพรุง่นีหลงั . น.

. จงหาโอกาสทีลกูคา้รอคิวมากกวา่ คนในวนัพรุง่นีหลงั . น.
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สรุป
ในบทนีกลา่วถงึการแจกแจงความนา่จะเป็นไมต่อ่เนืองแบบตา่ง ๆ ประกอบดว้ย . การแจกแจง

ยนิูฟอรม์คือการแจกแจงตวัแปรสุม่ทีจะเกิดขนึเทา่ ๆ กนั . การแจกแจงแบรน์ลูลีคือการแจกแจง
ของจาํนวนครงัทีสาํเรจ็จากการทดลอง ครงั . การแจกแจงทวินามคือการทดลองแบรน์ลูลีซาํ ๆ
หลายครงั นนัคือการทดลอง n ครงัโดยแตล่ะครงัอิสระตอ่กนั และสนใจจาํนวนความสาํเรจ็ . การ
แจกแจงเรขาคณิตคือการแจกแจงของจาํนวนครงัของการทดลองทีลงทา้ยดว้ยความสาํเรจ็เป็นครงั
แรก . การแจกแจงทวินามลบคือการแจกแจงจาํนวนครงัของการทดลองเพือใหไ้ดค้วามสาํเรจ็ครงั
ที r .การแจกแจงพหุนามคือการแจกแจงจาํนวนครงัทีผลการจาํแนกไดม้ากกวา่ อยา่งขนึไป .
การแจกแจงไฮเพอรจี์ออเมตรกิคือการแจกแจงทีแสดงถงึรายการความสาํเรจ็ทีสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากร N โดยมีรายการความสาํเรจ็M รายการ และ . การแจกแจงปัวสซ์งคือการแจกแจง
ไดจ้ากการทดลองทวินามโดยเลือกตวัอยา่งทีมีคา่ไมจ่าํกดั

แบบฝึกหดับทที
. โรงงานผลติ smart phone ยีหอ้หนงึ พบวา่ smart phone ใชง้านไดจ้รงิ . % ถา้ทางโรงงาน
สง่ smart phone ไป เครอืงให้กบับรษัิทแม่ จงหาความน่าจะเป็นทีจะไม่พบ smart
phone เสียเลยใน เครอืงขา้งตน้

. หยิบไพ่ ใบ จากไพ่สาํรบัหนงึซงึมี ใบ จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นของหนา้ไพ่ทีหยิบ
ได้

. ถา้ฝ่ายบญัชีของสหกรณ์ออมทรพัย์แหง่หนงึเชือวา่มีความผิดพลาดในการเขียนใบเสรจ็รบั
เงินของ สหกรณเ์ป็น % จงึสุม่ตวัอยา่งใบเสรจ็มา ใบ จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบวา่มี
ใบเสรจ็ที เขียนผิดอยา่งนอ้ย ใบ

. ถา้โรงพยาบาลแหง่หนงึใชร้ถฉกุเฉินโดยเฉลีย ครงัตอ่วนั จงหาความน่าจะเป็น

. โรงพยาบาลใชร้ถฉกุเฉิน ครงัในวนัพรุง่นี

. โรงพยาบาลไมใ่ชร้ถฉกุเฉินเลยในวนัพรุง่นี

. โรงพยาบาลใชร้ถฉกุเฉินมากกวา่ ครงัในวนัพรุง่นี

. จากการสาํรวจลา่สดุของจงัหวดัหนงึพบวา่ % ของครวัเรอืนติดเคเบิลทีวี ถา้สุม่ตวัอยา่ง
ครวัเรอืนมา ครวัเรอืน จงหาโอกาสที
. ทงั ครวัเรอืนจะติดเคเบิลทีวี
. อยา่งนอ้ย ครวัเรอืนจะติดเคเบิลทีวี

. ถา้การไฟฟา้คาดวา่จะมีผู้จา่ยคา่ไฟฟา้ทีธนาคาร % ถา้สุม่ผู้ใช้ไฟฟา้มา ราย จงหา
โอกาสทีอยา่งนอ้ย รายจา่ยคา่ไฟฟา้ทีธนาคาร
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. ในการเรยีนวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึ พบวา่โดยเฉลียมีนกัเรยีนไม่สง่การบา้น
คนตอ่ครงั จงหาความน่าจะเป็นทีนกัเรยีนหอ้งนีจะไมส่ง่การบา้นไมเ่กิน คนตอ่ครงั

. การฉีดวคัซีนปอ้งกนัโรค covid- ใหค้นจาํนวนมาก พบวา่ 48
50
ของคนทีไดร้บัการฉีดวคัซีน

แลว้มีภมิูคมุกนัโรค จงหา
. ความนา่จะเป็นทีคนที เป็นคนทีมีภมิูคมุกนัโรค covid- เป็นคนทีสอง
. ความนา่จะเป็นทีคนที เป็นคนทีมีภมิูคมุกนัโรค covid- เป็นคนทีแรก

. สนิคา้ทีผลติจากโรงงานหนงึบกพรอ่งประมาณ % ผูต้รวจคณุภาพจะตรวจสนิคา้ทีละชิน ถา้
การตรวจสอบเป็นไปอยา่งอิสระ จงหาความน่าจะเป็นทีตอ้งตรวจสนิคา้อยา่งนอ้ยทีสดุ
ชิน จงึจะพบสนิคา้บกพรอ่ง ชิน

. ความน่าจะเป็นทีคนจะตาบอดสีเทา่กบั . ถา้จกัษุแพทยต์รวจคน คน จงหาความ
น่าจะเป็นทีจะมีคนตาบอดสี หรอื คน

. นกัศกึษาทีเรยีนวิชาแคลคลูสั ๒ เป็นนกัศกึษาปีทีสาม คน ปีทีสอง คน และปีทีหนงึ คน
ถา้อาจารยผ์ูส้อนเลือกนกัศกึษามาเป็น คน จงหาความนา่จะเป็นทีจะไดน้กัศกึษาปีทีสอง
คน และนกัศกึษาปีทีหนงึ คน นกัศกึษาทีเรยีนวิชาสถิติวิเคราะหเ์ป็นนกัศกึษาปีทีสี คน

ปีที คน ปีที คน และปีที คน ถา้อาจารยผ์ูส้อนเลือกนกัศกึษามาเป็น คน จง
หาความน่าจะเป็นทีจะไดน้กัศกึษาปีทีสอง คน และนกัศกึษาปีทีหนงึ คน

. สมมติวา่โดยเฉลีย ใน คน ทียืนใบประเมินภาษีรายได้บคุคลธรรมดา คาํนวณผิด
พลาดและไดร้บัใบประเมินภาษีกลบัคืน ถา้สุม่ใบประเมินภาษีมา ราย และตรวจสอบ
จงหาความน่าจะเป็นทีจะพบวา่มี , แหรอื ราย ทีคาํนวณผิดพลาด

. กรรมการนกัเรยีนชดุหนงึมี คน โดยเลือกจากมธัยมศกึษาปีที จาํนวน คน และมธัยมศกึษา
ปีที จาํนวน คน จงเขียนสตูรการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสม่ X ซงึแทนจาํนวน
มธัยมศกึษาปีที

. โยนเหรยีญเทียงตรง เหรยีญพรอ้มกนั ครงั จงหาความน่าจะเป็นทีเหรยีญจะขนึหวั
มากกวา่ เหรยีญ เป็นจาํนวนอยา่งนอ้ย ครงั

. ถา้จาํนวนเดก็ในภาคใตที้ถกูจบัเรยีกคา่ไถ่ในรอบ ปีทีผา่นมาโดยเฉลยีเป็น คน จงหา
เปอรเ์ซน็ตที์ดก็ในภาคใตจ้ะถกูเรยีกคา่ไถ่ คน

. บรษัิทแหง่หนงึจะมีผู้โทรศพัทเ์ขา้มาเฉลยี ครงัตอ่นาที จงสรา้งตารางแจกแจงความ น่า
จะเป็น ทีจะมีผูใ้ชโทรศพัทเ์ขา้มาในชว่งระยะเวลา . - . น. โดยแสดงอยา่งนอ้ย คา่
พรอ้มเขียนกราฟ

. บรษัิทสงัผลติแบตเตอรีจากโรงงานทีหนงึ ชิน และสงัผลติแบตเตอรีจากโรงงานที
ชิน หากสุม่แบตเตอรีมา ชินโดยไม่ใส่กลบัคืน จงหาความน่าจะเป็นทีทงั ชินจะมาจาก
โรงงานที และความน่าจะเป็นทีมีอยางนอ้ย ชินทีมาจากโรงงานที
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การแจกแจงความน่าจะเป็นต่อเนือง

. การแจกแจงยูนิฟอรม์
ตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X ซงึมีคา่ได้ทกุคา่จรงิในชว่ง (a, b) ดว้ยความน่าจะเป็นเทา่ ๆ กนั เรยีกวา่
ตัวแปรสุ่มยูนิฟอรม์ (uniform random variable) เขียนแทนดว้ย Unif(a, b) จะมีฟังกช์นัความ
นา่จะเป็นดงันี

f(x) =


1

b− a
เมือ a < x < b

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ
เขียนกราฟไดด้งันี

x

f(x)

a b

1
b−a

โดยมีคา่เฉลยีและความแปรปรวนคือ
µ =

a+ b

2
และ σ2 =

(b− a)2

12

บทพิสูจน์. จะไดว้า่

µ = E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ b

a

x

b− a
x dx =

[
x2

2(b− a)

]b
a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

(b− a)(b+ a)

2(b− a)
=

a+ b

2

และ
E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2f(x) dx =

∫ b

a

x2

b− a
x dx =

[
x3

3(b− a)

]b
a

=
b3 − a3

3(b− a)

=
(b− a)(b2 + ab+ b2)

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3
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ดงันนั

σ2
X = E(X2)− µ2

X =
a2 + ab+ b2

3
−
(
a+ b

2

)2

=
4(a2 + ab+ b2)− 3(a+ b)2

12

=
a2 + 2ab+ b2

12
=

(b− a)2

12

ตัวอย่าง . . เมือคณุเขา้ไปยงัอาคารแหง่หนงึ และรอลิพอยูช่นัลา่ง โดยชว่งเวลาในการรอลพิคือ
ถงึ วินาที สมมติวา่เวลาทีลพิมาถงึเป็นการแจกแจงยนิูฟอรม์ระหวา่ง ถงึ วินาที หลงัจาก

กดลพิทีชนัลา่ง
. จงเขียนฟังกช์นัความน่าจะเป็นพรอ้มเขียนกราฟ
. จงหาความน่าจะเป็นทีรอลพิไมเ่กิน วินาที
. จงหาคา่เฉลยีและความแปรปรวนของเวลาในการรอลพิ

แนวคาํตอบ ให้ X คือเวลาในการรอลพิในชว่ง ถงึ วินาที จะไดว้า่ X ∼ Unif(a = 0, b = 40)

ดงันนั
f(x) =


1

40
เมือ 0 < x < 40

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ
เขียนกราฟไดด้งันี

x

f(x)

1
40

จะเห็นวา่

P (X < 20) =

∫ 20

−∞
f(x) dx =

∫ 20

0

1

40
dx =

[
1

40
x

]20
0

=
1

40
[20− 0] =

1

2
= 0.5

ดงันนัจงหาความนา่จะเป็นทีรอลพิไมเ่กิน วินาที เทา่กบั .
µ =

0 + 40

2
= 20

σ2 =
(40− 0)2

12
=

400

3
= 133.33

ดงันนัคา่เฉลยีและความแปรปรวนของเวลาในการรอลพิเทา่กบั และ . ตามลาํดบั



. . การแจกแจงปกติ

. การแจกแจงปกติ
การแจกแจงปกติ (normal distribution)หรอืเรยีกอีกอยา่งวา่การแจกแจงแบบเกาส์ (Gaussian
distribution) คือการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ทีสว่นมากจะมีคา่ใกลเ้คียงคา่เฉลียของ
ตวัแปรเหลา่นนั จะมีคา่ของตวัแปรทีมากกวา่หรอืนอ้ยกวา่คา่เฉลียอยา่งมากเป็นสว่นนอ้ย ตวัแปร
สุม่ทีได้จากการแจกแจงนีเรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มปกติ (normal random variable) เขียนแทนดว้ย
N(µ, σ2) ถา้ให้คา่เฉลยีและสว่นเบียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุม่ปกติคือ µ และ σ ตามลาํดบั
ฟังกช์นัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X ∼ N(µ, σ2) เขียนแทนดว้ย n(x;µ, σ2) และ

n(x;µ, σ2) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2 เมือ x ∈ R

µ

สาํหรบัการแจกแจกปกติจะไดว้า่
คา่เฉลยี E(X) = µ และ ความแปรปรวน var(X) = σ2

บทพิสูจน์. ใชค้า่ปรพินัธไ์มต่รงแบบ ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

ให้ z =
x− µ

σ
จะไดว้า่ x = σz + µ และ dx = σdz ฉะนนั

E(X) =

∫ ∞

−∞
xn(x;µ, σ2) dx =

∫ ∞

−∞
x · 1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

dx

=

∫ ∞

−∞
(σz + µ) · 1

σ
√
2π

e−
1
2
z2 σdz

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
(σz + µ)e−

1
2
z2 dz

=
1√
2π

(
σ

∫ ∞

−∞
ze−

1
2
z2 dz + µ

∫ ∞

−∞
e−

1
2
z2 dz

)
=

1√
2π

(
σ · 0 +

√
2µ

∫ ∞

−∞
e
−( z√

2
)2
d

(
1√
2
z

))
=

1√
2π

(√
2µ ·

√
π
)
= µ

แสดงไดโ้ดยงา่ย
∫ ∞

−∞
ze−

1
2
z2 dz = 0 (ทาํเป็นแบบฝึกหดั)

และความแปรปรวน var(X) = σ2 ทาํเป็นแบบฝึกหดั
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ให้X ∼ N(µ, σ2) และให้ Z =
X − µ

σ
จะไดว้า่

E(Z) = E

(
X − µ

σ

)
=

1

σ
(E(X)− µ) =

1

σ
(µ− µ) = 0

var(Z) = var
(
X − µ

σ

)
=

1

σ2
var(X) =

1

σ2
· σ2 = 1

ดงันนั
E(Z) = 0 และ var(Z) = 1

และพิสจูนไ์ดว้า่ Z เป็นตวัแปรสุม่ปกติ นนัคือ Z ∼ N(0, 1)
เรยีกการแจกแจง n(z; 0, 1) วา่ การแจกแจงปกตมิาตรฐาน (standard normal distribution)
ดงันนัตวัแปรสุม่ X สมัพนัธก์บั Z ตวัอยา่งเชน่

P (x1 < X < x2) = P

(
x1 − µ

σ
<

X − µ

σ
<

x2 − µ

σ

)
= P (z1 < Z < z2)

= P (Z < z2)− P (Z < z1)

ดงันนัเราอาจคาํนวนคา่ความน่าจะเป็นของการแจกแจงปกติ อาศยัการคาํนวณจากการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน Z ซงึทาํไดโ้ดยการเปิดคา่จากตาราง Z ซงึบอกคา่พืนทีทีหมายถงึ P (Z < z) เช่น

ตารางที . : ตวัอยา่งตาราง z

z

. . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ปกติ โดยที µ = 10 และ σ = 2 จงหาความน่าจะเป็นตอ่ไปนี
. P (X < 12) . P (12 < X < 12.3)

แนวคาํตอบ

P (X < 12) = P

(
X − µ

σ
<

12− 10

2

)
= P (Z < 1) = 0.8413

P (12 < X < 12.3) = P

(
12− 10

2
<

X − µ

σ
<

12.3− 12

2

)
= P (1 < Z < 1.15)

= P (Z < 1.15)− P (Z < 1) = 0.8745− 0.8413 = 0.0332
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ตัวอย่าง . . ถา้ X ∼ N(µ = 50, σ2 = 100) จงหาความน่าจะเป็นที X มีคา่ระหวา่ง และ
แนวคาํตอบ จะไดว้า่ µ = 50 และ σ = 10 หาคา่โดยใชต้าราง z

P (45 < X < 62) = P

(
45− 50

10
<

X − µ

σ
<

62− 50

10

)
= P (−0.5 < Z < 1.2)

= P (Z < 1.5)− P (Z < −0.5) = 0.8849− 0.3085 = 0.5764

ดงันนัความนา่จะเป็นที X มีคา่ระหวา่ง และ เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . แบตเตอรีชนิดหนงึมีอายุการใชง้านเฉลีย ปี และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . ปี
สมมติวา่อายกุารใชง้านของแบตเตอรชีนิดนีมีการแจกแจงปกติ จงหาความน่าจะเป็นทีแบตเตอรจีะ
มีอายนุอ้ยกวา่ ปี
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นอายขุองแบตเตอรี จะไดว้า่ X ∼ N(µ = 3, σ2 = 0.52) หาคา่โดยใชต้าราง z

P (X < 2) = P

(
X − µ

σ
<

2− 3

0.5

)
= P (Z < −2) = 0.0228

ดงันนัความนา่จะเป็นทีแบตเตอรจีะมีอายนุอ้ยกวา่ ปี เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . อายุของหลอดไฟชนิดหนงึมีการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลีย ชวัโมง และสว่น
เบียงเบนมาตรฐาน ชวัโมง จงหาความน่าจะเป็นทีหลอดไฟชนิดนีจะมีอายุการใช้งานระหวา่ง

และ ชวัโมง
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นอายุการใชง้านของหลอดไฟ จะไดว้า่ X ∼ N(µ = 800, σ2 = 402) หาคา่
โดยใชต้าราง z

P (778 < X < 834) = P

(
778− 800

40
<

X − µ

σ
<

834− 800

40

)
= P (−0.55 < Z < 0.85)

= P (Z < 0.85)− P (Z < −0.55) = 0.8023− 0.2912 = 0.5111

ดงันนัความน่าจะเป็นทีหลอดไฟชนิดนีจะมีอายุการใช้งานระหวา่ง และ ชวัโมง เทา่กบั
.
สาํหรบัตวัอยา่งนีเราสามารถใชค้รอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX ทาํไดเ้บืองตน้ดงันี

MENU→ Distribution→ Normal CD
Normal CD
Lower :
Upper :

σ :
µ :
P = .

ดงันนั P (778 < X < 834) = 0.5111
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ตัวอย่าง . . คะแนนเฉลยีของวิชาคณิตศาสตร์ ONET ระดบัประถมศกึษาปีที ของโรงเรยีน
แหง่หนงึเทา่กบั คะแนน และมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน สมมติวา่คะแนนมี
การแจกแจงปกติ ถา้นกัเรยีนทีเขา้สอบมีจาํนวน คน มีนกัเรยีนประมาณกีคนทีสอบไดค้ะแนน
มากกวา่ คะแนน
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีเขา้สอบ จะไดว้า่ X ∼ N(µ = 40, σ2 = 102)

หาคา่โดยใชต้าราง z
P (X > 55) = P

(
X − µ

σ
>

55− 40

10

)
= P (Z > 1.5)

= 1− P (Z < 1.5) = 1− 0.9332 = 0.0668

จะเห็นวา่จาํนวนนกัเรยีนเทา่กบั 500× 0.0688 = 33.4

ดงันนัมีนกัเรยีนประมาณกีคนทีสอบไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน จาํนวน คน
สาํหรบัตวัอยา่งนีเราสามารถใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distributions

ดงันนั P (X > 55) = 0.0668

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบของวิชาแคลคลูสัทีมีการแจกแจงปกติ มีคะแนนเฉลียเทา่กบั คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน ถา้ผูส้อนจะใหเ้กรด A แก่นกัศกึษาทีสอบไดค้ะแนน
สงูสดุ % ของหอ้ง อยากทราบวา่นกัศกึษาจะตอ้งไดค้ะแนนอยา่งนอ้ยเทา่ใดจงึจะไดเ้กรด A
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนนกัเรยีนทีเขา้สอบวิชาแคลคลูสั จะไดว้า่ X ∼ N(µ = 60, σ2 = 152)

ให้ M คือคะแนนตาํสดุของ % สงูสดุ นนัคือ
P (X > M) = 0.05

ในตวัอยา่งนีเราจะนาํเสนอวิธีหา M ทาํได้ แบบคือใชเ้ครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX และ
แอปพลเิคชนั Probability Distributions
ใชเ้ครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX ทาํไดเ้บืองตน้ดงันี

MENU→ Distribution→ Inverse Normal



. . การแจกแจงปกติ

โดยคา่ Area = P (X < xlnv) จะเห็นวา่ P (X < M) = 0.95

Inverse Normal
Area : .

σ :
µ :

xInv = .
ดงันนัM = 84.67

ใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distributions

ดงันนัM = 84.67

สรุปไดว้า่นกัศกึษาจะตอ้งไดค้ะแนนอยา่งนอ้ย . จงึจะไดเ้กรด A
ทฤษฎบีท . . การแจกแจงทวนิามประมาณโดยการแจกแจงปกติ
ถา้ X เป็นตวัแปรสุม่ทวินามทีมีคา่เฉลีย µ = np และความแปรปรวน σ2 = npq เมือ n มีคา่มากพอ
การแจกแจงของ

Z =
X − np
√
npq

จะเป็น N(0, 1)

บทพิสูจน์. ขอละไวใ้นวิชานี
ถา้ X ∼ Bin(n, p) ซงึเป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนือง แต่เมือ n มีคา่มากพอ จะมีการแจกแจงของ

ตวัแปรสุม่ N(0, 1) ซงึเป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง แสดงกราฟตวัอยา่งเชน่
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การนาํทฤษฎีบท . . ไปใชใ้นการประมาณคา่การแจกแจงทวินาม เมือ n มีคา่มากพอ
Bin(n, p) N(µ = np, σ2 = npq)

P (a < X < b) P (a− 0.5 < X < b+ 0.5)

P (X > a) P (X > a+ 0.5)

P (X < a) P (X < a− 0.5)

ตัวอย่าง . . ให้X ∼ Bin(n = 150, p = 0.2) จงหาคา่ P (X < 30) และ
. จงประมาณคา่ของ P (X < 30) โดยใชก้ารแจกแจงปกติ
. จงประมาณคา่ของ P (X < 30) โดยใชก้ารแจกแจงปัวสซ์ง

แนวคาํตอบ คาํนวณคา่โดยใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution

P (X < 30) = P (X ≤ 29) =
29∑
x=0

b(x; 150, 0.2) = 0.467457

ประมาณโดยใช้ N(µ = np = 30, σ2 = npq = 24) จะไดว้า่

P (X < 30) ≈ P (X < 29.5) = P

(
X − µ

σ
<

29.5− 30√
24

)
= P (Z < −0.1021) = 0.459338

ประมาณโดยใช้ Pois(λ = np = 30) จะไดว้า่

P (X < 30) = P (X ≤ 29) =
29∑
x=0

p(x; 30) = 0.475717

ตัวอย่าง . . ขอ้สอบแบบ ตวัเลือกซงึมีคาํตอบทีถกูตอ้งรวมอยู่ ขอ้ จาํนวน ขอ้ ถา้มี
ขอ้สอบ ขอ้ ทีคาดวา่นกัเรยีนไมมี่ความรูที้จะตอบได้ จงหาโอกาสทีนกัเรยีนจะตอบถกูโดยการ
เดาไดต้งัแต่ ถงึ ขอ้
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนขอ้สอบทีตอบถกู นนัคือ p = 1

4
จะไดว้า่X ∼ Bin(n = 80, p = 0.25)

P (25 ≤ X ≤ 30) = P (X ≤ 30)− P (X ≤ 24) = 0.9954− 0.8761 = 0.1193

เนืองจาก n มีคา่มาก เราจะประมาณคา่ดว้ยการแจกแจงปกติ N(µ = np = 20, σ2 = npq = 15)

P (25 ≤ X ≤ 30) ≈ P (24.5 ≤ X ≤ 30.5)

= P

(
24.5− 20√

15
<

X − µ

σ
<

30.5− 20√
15

)
= P (1.162 < Z < 2.711)

= 0.119263701

ดงันนัโอกาสทีนกัเรยีนจะตอบถกูโดยการเดาไดต้งัแต่ ถงึ ขอ้ เทา่กบั .
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แบบฝึกหดั . - .
. ให้X ∼ Unif(a = 1, b = 9) จงหาความนา่จะเป็นที X จะมีคา่มากกวา่

. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ยนิูฟอรม์บนชว่ง (a, 5) ถา้คา่เฉลยีของ µ = 3 เทา่กบั

. จงหาความนา่จะเป็นที X จะมีคา่นอ้ยกวา่

. จงหา P (1 < X < 3)

. จงหาความแปรปรวนของ X
. หา้งสรรพสนิคา้แหง่หนงึซงึมีความสงู ชนั เวลาทีลกูคา้คนหนงึ ๆ ตอ้งรอลฟิอยูที่ชนั มีการ
แจกแจงแบบยนิูฟอรม์ จาก ถงึ นาที

. จงหาคา่เวลาเฉลยีและคา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของเวลาทีลกูคา้ตอ้งรอลฟิอยูที่ชนั

. ถา้ลฟิใชเ้วลา นาทีในการเคลอืนทีจากชนัหนงึไปอีกชนัหนงึ จงหาความน่าจะเป็นที
ลกูคา้คนหนงึซงึอยูที่ชนั จะถงึชนั ในเวลา . นาที

. จาก N(µ = 40, σ2 = 36) จงหา
. P (X < 32)

. P (X > 27)

. a ซงึ P (X > a) = 0.1539

. a ซงึ P (X < a) = 0.2578

. คะแนนสอบของนกัเรยีนจาํนวน 1000 คน มีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลยีเลขคณิต 150 คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 20 คะแนน

. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนมากกวา่

. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนอยูร่ะหวา่ง และ

. คนทีไดค้ะแนน คะแนน อยูเ่ปอรเ์ซนตที์เทา่ใด

. มีคนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน อยูกี่คน

. คนทีคะแนนตาํสดุของ % สงูสดุ

. ในการผลติสนิคา้ชนิดหนงึทราบวา่มีทีชาํรุด % ถา้สุม่เลือกผลติภณัฑเ์หลา่นีมา ชิน
จงหาความน่าจะเป็นทีจะไดส้นิคา้ชาํรุดมากกวา่ ชิน

. ถา้คะแนนสอบวิชาสถิติมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลยีเลขคณิต สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
เทา่กบั .
. ถา้นกัศกึษาสอบได้ F คิดเป็น % จากทงัหมด คะแนนตาํสดุของนกัศกึษาทีไม่ได้ F

เทา่กบัเทา่ใด
. คะแนนสงูสดุสาํหรบัเกรด B ถา้นกัศกึษาทีสอบไดค้ะแนนรวม % ไดเ้กรด A
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. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึมีการแจกแจงปกติ นาย ก และ นาย ข เป็น
นกัเรยีนในหอ้งนี ถา้มีนกัเรยีนในหอ้งนีรอ้ยละ 9.48 สอบไดค้ะแนนมากกวา่คะแนนสอบของ
นาย ก มีนกัเรยีนรอ้ยละ 10.64 สอบได้คะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ข และนาย ข
สอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ก อยู่ 51 คะแนน แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ของคะแนนครงันีเทา่กบัเทา่ใด

. นาํหนกัและสว่นสงูของนกัเรยีนหอ้งหนงึตา่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีนาํหนกัเฉลยี 40 กิโลกรมั
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน 2 กิโลกรมั สว่นสงูเฉลีย 150 เซนติเมตร สว่นเบียงเบนมาตรฐาน 4

เซนติเมตร ถา้มีนกัเรยีน a เปอรเ์ซน็ตที์สงูไมต่าํกวา่ 125 เซนติเมตร และไมเ่กิน 155 เซนติเมตร
คือกลุม่นกัเรยีนทีมีนาํหนกัไมต่าํกวา่ 36 กิโลกรมัและไมเ่กิน b กิโลกรมั จงหาคา่ของ a และ b

. ในการสอบวิชาแคลคลูสัครงัหนงึให้คะแนนไว้เป็นจาํนวนเตม็ คะแนนเหลา่นีมีการแจกแจง
ปกติโดยประมาณ คา่เฉลียเลขคณิต สว่นเบียงเบนมาตรฐาน นกัศกึษา คน สอบได้
คะแนนตงัแต่ ถงึ ไดเ้กรด B จงหาจาํนวนนกัศกึษาทีเขา้สอบวิชานี

. ผลผลติของขา้วโพดทีดินทงัหมด ไร่ มีการแจกแจงปกติ คา่เฉลยีเลขคณิต . ถงัตอ่
ไร่ จากการสาํรวจพบวา่มีอยู่ ไร่ ทีใหผ้ลผลติไม่มากกวา่ . ถงัตอ่ไร่ จงหาสว่นเบียง
เบนมาตรฐานของขา้วโพดเหลา่นี

. ไอคิวของผู้สมคัรเขา้เรยีนของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึมีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลียเลขคณิต
สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั ถา้มหาวิทยาลยัทีตอ้งการผูมี้ไอคิวอยา่งตาํทีสดุ

จะมีผูส้มคัรจาํนวนเทา่ใดทีไมไ่ดเ้ขา้ไปเนืองจากเหตนีุและไมพิ่จารณาคณุสมบตัิอืน
. ในการโยนเหรยีญ ๆ หนงึ ครงั จงใชโ้คง้ปกติประมาณความนา่จะเป็นทีจะไดห้วั

. ตงัแต่ ถงึ ครงั

. ครงั

. นอ้ยกวา่ หรอืมากกวา่ ครงั
. ในการตรวจสอบคณุภาพสนิคา้โดยการสุม่สนิคา้มาตรวจสอบ ชิน ถา้ทราบวา่มีสนิคา้
เสียปนอยู่ % จงหาความน่าจะเป็นที
. ไดส้นิคา้เสียมากกวา่ ชิน
. ไดส้นิคา้นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั ชิน

. บรษัิทผู้ผลติสนิคา้ชนิดหนงึ ได้จา้งบรษัิทโฆษณาสนิคา้ของเขา โดยบรษัิทอา้งวา่จะมีคน
คุน้เคยกบัสนิคา้หลงัโฆษณา % เพือทดสอบคาํอา้งของบรษัิทจงึสุม่คนมา คน จง
หาความน่าจะเป็นทีคนอยา่งนอ้ย คนทีรูจ้กัสนิคา้
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. การแจกแจงไคสแควร์
ถา้ X เป็นตวัแปรสุม่ปกติทีมีคา่เฉลยี µ และความแปรปรวน σ2 จะไดว้า่ Z = X−µ

σ
เป็นการแจกแจง

ปกติมาตรฐาน จะเรยีก
Z2 =

(X − µ)2

σ2

วา่ตัวแปรสุ่มไคสแควร์ (Chi-square random varibale) ทีมี องศาเสรี (degree of freedom)
เทา่กบั เขียนแทนดว้ย df หรอื ν เขียนแทนดว้ย χ2(ν)

ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n โดย X1, X2, ..., Xn เป็นตวัแปรสุม่ปกติ และ 1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 เป็นการ

แจกแจงไคสแควรที์มีองศาเสรี n เขียนแทนดว้ย χ2(ν) นนัคือ

χ2(ν) =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2

มีฟังกช์นัความนา่จะเป็นคือ

f(x) =


1

2
n
2Γ
(
n
2

)e−x
2x

n
2
−1 เมือ x > 0

0 เมือ x มีคา่อืน ๆ

เมือ Γ คือฟังกชั์นแกมมา (gamma function) นิยามโดย Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt เมือ x > 0

จะไดว้า่คา่เฉลยี µ = n และคา่ความแปรปรวน σ2 = 2n

รูปที . : กราฟการแจกแจงไคสแควร์ เมือ ν = 2, 10, 20

จากฟังกช์นัความนา่จะเป็นของไคสแคววรมี์ความยุง่ยากในการหาความนา่เป็น เราอาจหาคา่
โดยวิธีอืน ๆ เช่น ใชต้ารางไคสแควร์ และ ใชแ้อปพลเิคชนั เป็นตน้
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การใช้ตารางไคสแควร์
ตางรางไคสแควรจ์ะแสดงพืนทีดา้นขวามือ นนัคือ P (χ2 > a) ซงึมกัเขียนแทนดว้ย

χ2
α,ν หรอื χ2

α เป็นคา่ทีทาํให้ P (χ2 > χ2
α) = α

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางไคสแควร์
α

ν . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .

ตัวอย่าง . . จากตาราง . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. χ2

0.05,3

เนืองจาก P (χ2 > χ2
0.05,3) = P (χ2 > 7.815) = 0.05 ดงันนั χ2

0.05,3 = 7.815

. P (χ2 > χ2
0.01,2)

จะไดว้า่ P (χ2 > χ2
0.01,2) = 0.01

. P (χ2 < χ2
0.975,5) จะไดว้า่ P (χ2 < χ2

0.975,5) = 1− P (χ2 > χ2
0.975,5) = 1− 0.975 = 0.025

. P (χ2 > 4.605) เมือ ν = 2

จะไดว้า่ P (χ2 > 4.605) = P (χ2 > χ2
0.1,2) = 0.1

. P (χ2 < 0.115) เมือ ν = 3

จะไดว้า่ P (χ2 < 0.115) = 1− P (χ2 > 0.115) = 1− P (χ2 > χ2
0.99,3) = 1− 0.99 = 0.01

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ไคสแควรที์มีองศาเสรีเทา่กบั จงหาคา่ของ a และ b ทีทาํให้
P (X < a) = 0.05 และ P (a < X < b) = 0.9

แนวคาํตอบ เนืองจาก
P (X > a) = 1− P (X < a) = 1− 0.05 = 0.95 = P (χ2 > 1.145)

ดงันนั a = 1.145 และ
P (a < X < b) = P (X > a)− P (X > b) = P (X > 1.145)− P (X > b)

0.9 = 0.95− P (X > b)

P (X > b) = 0.05 = P (χ2 > 11.070)

ดงันนั b = 11.070
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การใช้แอปพลิเคชัน
สาํหรบั X ∼ χ2(ν) ขอยกตวัอยา่งการใชแ้อปพลิเคชนั Probability Distribution ทาํได้ ลกัษณะ
คือการหาพืนทีใตก้ราฟเมือกาํหนดคา่ x และหาคา่ x เมือกาํหนดพืนทีใตก้ราฟมาให้
เชน่ถา้ X ∼ χ2(10) จงหาคา่ P (X > 13) และ a เมือ P (X < a) = 0.65

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ในการแจกแจงไคสแควร์

จะไดว้า่ P (X > 13) = 0.223672 และ a = 11.097142

อาจเลือกใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ทาํไดโ้ดยกด ≡ จากนนั
View→ Probability Calculator→ Distribution→ Chi-Squared

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงไคสแควร์



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

. การแจกแจงที
ให้ Z เป็นตวัแปรสุม่มีการแจกแจงปกติมาตรฐาน และ V เป็นตวัแปรสุม่ไคสแควรที์มีองศาเสรเีป็น ν

ถา้ Z และ V เป็นอิสระตอ่กนั การแจกแจงของตวัแปรสุม่ T =
Z√
V
ν

เขียนแทนดว้ย t(ν)

โดยมีฟังกช์นัความนา่จะเป็นคือ

h(t) =
Γ
(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2

)√
πν

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2 เมือ t ∈ R

เรยีกวา่ การแจกแจงสติวเดนทท์ี (Student's t-distribution) เรยีกยอ่ ๆ วา่ การแจกแจงที ตาม
ชือผู้คิดคน้คือ วิลเลียม กอสเสต (William Sealey Gosset, - ) โดยใช้ชือในการตีพิมพ์
วา่ Student เนืองจากขณะนนัเขาทาํงานในโรงงานตม้กลนัของพวกไอรชิ ซงึหา้มเจา้หนา้ทีโรงงาน
พิมพเ์ผยแพรผ่ลงานวิจยั

รูปที . : กราฟการแจกแจงที เมือ ν = 2, 5, 10

จะไดว้า่คา่เฉลยี µ = 0 และคา่ความแปรปรวน σ2 =
ν

ν − 2
เมือ ν ≥ 3

จะเห็นไดว้า่การแจกแจงทีคลา้ยกบัการแจกแจงปกติ โดยเมือ n มีคา่มากพอการแจกแจงทีจะ
เป็นการแจกแจงปกติ พิจารณาจากกราฟจะเห็นวา่เป็นแบบสมมาตร ถา้ a > 0 จะไดว้า่

−a a

P (T > a) = P (T < −a)

P (|T | < a) = 1− 2P (T > a) = 1− 2P (T < −a)

P (|T | > a) = 2P (T > a)

จากฟังกช์นัความน่าจะเป็นของทีมีความยุง่ยากในการหาความน่าเป็น เราอาจหาคา่โดยวิธีอืน
เชน่ ใชต้ารางที และ ใชแ้อปพลเิคชนั เป็นตน้



. . การแจกแจงที

การใช้ตารางที
ตางรางทีจะแสดงพืนทีดา้นขวามือ นนัคือ P (T > a) ซงึมกัเขียนแทนดว้ย

tα,ν หรอื tα เป็นคา่ทีทาํให้ P (T > tα) = α

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางที
α

ν . . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .

ตัวอย่าง . . จากตาราง . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. t0.05,4
เนืองจาก P (T > t0.05,4) = P (T > 2.132) = 0.05 ดงันนั t0.05,4 = 2.132

. P (T > t0.01,3)

จะไดว้า่ P (T > t0.01,3) = 0.01

. P (T < t0.95,5) จะไดว้า่ P (T > t0.95,5) = 1− P (T > t0.95,5) = 1− 0.95 = 0.05

. P (T > 1.533) เมือ ν = 4

จะไดว้า่ P (T > 1.533) = P (T > t0.1,4) = 0.1

. P (|T | < 4.541) เมือ ν = 3

จะไดว้า่ P (|T | < 4.541) = 1− 2P (T > 4.541) = 1− 2(0.01) = 0.98

ตัวอย่าง . . จากตาราง . ในการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรเีทา่กบั จงหาคา่ a ทีทาํให้
P (|T | < a) = 0.90

แนวคาํตอบ เนืองจาก
0.90 = P (|T | < a) = 1− 2P (T > a)

P (T > a) = 0.05 = P (T > 2.015)

ดงันนั a = 2.015



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง
การใช้แอปพลิเคชัน
สาํหรบั X ∼ t(ν) ขอยกตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ทาํได้ ลกัษณะคือ
การหาพืนทีใตก้ราฟเมือกาํหนดคา่ tα และหาคา่ tα เมือกาํหนดพืนทีใตก้ราฟมาให้
เชน่ถา้ X ∼ t(15) จงหาคา่ P (X > 1) และ a เมือ P (X < a) = 0.72

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ในการแจกแจงที

จะไดว้า่ P (X > 1) = 0.166585 และ a = 0.596059

อาจเลือกใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ทาํไดโ้ดยกด ≡ จากนนั
View→ Probability Calculator→ Distribution→ Student

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงที



. . การแจกแจงที

ในการสุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรทีมีการแจกแจงปกติ n(x;µ, σ2) ดว้ยคา่เฉลยี µ

เมือไม่ทราบความแปรปรวน σ2 เราจะประมาณคา่ความแปรปรวนตวัอยา่ง S2 จะได้
T =

X − µ

S
มีการแจกแจงแบบที ทีองศาเสรี n− 1

ตัวอย่าง . . ถา้ทราบนาํหนกัของลาํไยกระป๋องยีหอ้หนงึมีการแจกแจงแบบปกติ ที มีนาํหนกั
เฉลยี กรมั ถา้สุม่ลาํไยกระป๋องยีหอ้นีมา กระป๋อง แลว้ชงันาํหนกัแตล่ะกระป๋อง คาํนวณหา
คา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของลาํไยกระป๋องตวัอยา่ง กรมั ถา้เลือกลาํไยกระป๋องมา กระป๋อง
จากกลุม่ตวัอยา่ง กระป๋องขา้งตน้ จงหาความน่าจะเป็นทีลาํไยกระป๋องนนัจะมีนาํหนกัมากกวา่

กรมั
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นนาํหนกัของลาํไยกระป๋องยีหอ้หนงึ ซงึมีการแจกแจงปกติ X ∼ N(µ =

135, σ2) แตเ่นืองจากไมท่ราบ จะประมาณตวัแปรสุม่ดว้ยที t(12−1) โดยใชค้วามแปรปรวน S = 10

และองศาเสรี ν = 12− 1 = 11 จะไดว้า่

P (X > 149) ≈ P

(
X − µ

S
>

149− 135

10

)
= P (T > 1.4) = 0.0957

ดงันนัความนา่จะเป็นทีลาํไยกระป๋องนนัจะมีนาํหนกัมากกวา่ กรมั เทา่กบั .



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

. การแจกแจงเอฟ
ตัวแปรสุ่มเอฟ (F random variable) คืออตัราสว่นระหวา่งตวัแปรสุม่ไคสแควร์ คา่ทีเป็นอิสระ
ตอ่กนัและตา่งหารดว้ยองศาเสรี เขียนแทนดว้ย F (ν1, ν2) นนัคือ

F =
U
ν1
V
ν2

ฟังกช์นัความนา่จะเป็นคือ

f(x) =
Γ
(
ν1+ν2

2

)
·
(

ν1
ν2

) ν1
2
x

ν1
2
−1

Γ
(
ν1
2

)
Γ
(
ν2
2

) (
1 + ν1

ν2
x
) ν1+ν2

2

เมือ x > 0

เรยีกวา่ การแจกแจงเอฟ (F-distribution) ทีมีองศาเสรี ν1 และ ν2

รูปที . : กราฟการแจกแจง F (ν1 = 5, ν2 = 4) และ F (ν1 = 6, ν2 = 10)

จะไดว้า่คา่เฉลยี µ =
ν2

ν2 − 2
เมือ ν2 ≥ 2 และคา่ความแปรปรวน σ2 =

2ν2
2(ν1 + ν2 − 2)

(ν2 − 4)ν1(ν2 − 2)2

เมือ ν2 > 4

จากฟังกช์นัความน่าจะเป็นของเอฟมีความยุง่ยากในการหาความน่าเป็น เราอาจหาคา่โดยวิธี
อืน เช่น ใชต้ารางที และ ใชแ้อปพลเิคชนั เป็นตน้
การใช้ตารางเอฟ
ตางรางทีจะแสดงพืนทีดา้นขวามือ นนัคือ P (F > a) ซงึมกัเขียนแทนดว้ย

fα,(ν1,ν2) หรอื fα เป็นคา่ทีทาํให้ P (F > fα) = α

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางเอฟ α = 0.05

ν1

ν2

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .



. . การแจกแจงเอฟ

ตัวอย่าง . . จากตาราง . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. f0.05,(5,4)
เนืองจาก P (F > f0.05,(5,4)) = P (t > 6.26) = 0.05 ดงันนั f0.05,(5,4) = 6.26

. f0.05,(4,5)
เนืองจาก P (F > f0.05,(4,5)) = P (t > 5.19) = 0.05 ดงันนั f0.05,(4,5) = 5.19

. P (F < f0.05,(3,7)) จะไดว้า่ P (F < f0.05,(3,7)) = 1− P (F > f0.05,(3,7)) = 1− 0.05 = 0.95

ทฤษฎบีท . . ถา้ fα,(ν1,ν2) คือคา่ของ fα ซงึมีองศาเสรคืีอ ν1 และ ν2 จะไดว้า่

f1−α,(ν1,ν2) =
1

fα,(ν2,ν1)

บทพิสูจน์. ขอละไวใ้นวิชานี

ตัวอย่าง . . จากตาราง . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. f0.95,(3,4)
จะไดว้า่ f0.95,(3,4) =

1
f0.05,(4,3)

= 1
9.12

= 0.1096

. f0.95,(4,5)
จะไดว้า่ f0.95,(4,5) =

1
f0.05,(5,4)

= 1
6.26

= 0.1597

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ F เป็นตวัแปรสุม่แอฟทีมีองศาเสรีเทา่กบั และ ตามลาํดบั จงหาคา่
ตอ่ไปนีโดยใชต้าราง

. P (0 < F < 6.68)

แนวคาํตอบ จะไดว้า่
P (0 < F < 6.68) = 1− P (F > 6.68) = 1− P (F > f0.025,(9,5)) = 1− 0.025 = 0.975

. คา่ k ทีทาํให้ P (F > k) = 0.01

แนวคาํตอบ เนืองจาก
P (F > k) = 0.01 = P (F > f0.01,(9,5)) = P (F > 10.16)

ดงันนั k = 10.16



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง
การใช้แอปพลิเคชัน
สาํหรบัX ∼ F (ν1, ν2) ขอยกตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนัProbability Distributionทาํได้ ลกัษณะ
คือการหาพืนทีใตก้ราฟเมือกาํหนดคา่ fα และหาคา่ fα เมือกาํหนดพืนทีใตก้ราฟมาให้
เชน่ถา้ X ∼ F (ν1 = 12, ν2 = 15) จงหาคา่ P (X > 1) และ a เมือ P (X < a) = 0.64

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ในการแจกแจงเอฟ

จะไดว้า่ P (X > 1) = 0.491826 และ a = 1.206920

อาจเลือกใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ทาํไดโ้ดยกด ≡ จากนนั
View→ Probability Calculator→ Distribution→ F-distribution

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงเอฟ



. . การแจกแจงเอฟ

แบบฝึกหดั . - .
. ให้X ∼ χ2(20) จงหาคา่

. χ2
0.975

. a และ b ทีทาํให้ P (X < a) = 0.075 และ P (a < X < b) = 0.90

. จงหาคา่ตอ่ไปนี โดยใชต้ารางแจกแจงที
. t0.95,9

. t0.05,12

. จงหา a ทีทาํให้ P (|T | < a) = 0.95 ถา้องศาเสรเีทา่กบั
. จงหาคา่ตอ่ไปนี โดยใชต้ารางแจกแจงเอฟ

. f0.99,(9,15)

. t0.01,(14,20)

. จงหา a และ b ทีทาํให้ P (a < F < b) = 0.90 และ P (F < a) = 0.05 ถา้องศาเสรี
เทา่กบั และ ตามลาํดบั

. จงใชต้ารางหาคา่ตอ่ไปนี
. χ2

0.99,23

. χ2
0.90,38

. t0.975,17

. t0.01,10

. f0.95,(10,9)

. f0.01,(20,7)

. ในการแจกแจงไคสแควร์ จงหาคา่ a ทีทาํให้ P (χ2 < a) = 0.05 ทีองศาเสรี

. ในการแจกแจงที จงหาคา่ k ทีทาํให้ P (|T | < k) = 0.9 ทีองศาเสรี

. ถา้ทราบวา่นาํหนกัของคนไทยทีอายุ ปี มีการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลีย กิโลกรมั ถา้
สุม่ตวัอยา่งคนไทยทีมีอายุ ปีมา คน แลว้ชงันาํหนกัและคาํนวณคา่สว่นเบียงเบน
มาตรฐานได้ . กิโลกรมั ถา้สม่คนไทยมา คนจากกลุม่นี จงหาความน่าจะเป็นทีคนที
สุม่ไดจ้ะมีนาํหนกัมากกวา่ กิโลกรมั



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

สรุป
การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนืองทีใชก้นัอยา่งแพรห่ลายประกอบดว้ย การแจกแจงยนิูฟอรม์

คือการแจกแจงของตวัแปรสุม่ทีทกุคา่ในช่วง (a, b) มีความน่าจะเป็นเทา่ ๆ กนั จากนนักลา่วถงึ
การแจกแบบเกาส์หรอืทีรูจ้กักนัดีในชือ การแจกแจงปกติ X ∼ N(µ, σ2) ซงึมีความนา่จะเป็น
ของตวัแปรสุุม่ทีสว่นมากมีคา่ใกลเ้คียงคา่เฉลีย ซงึสามารถแปลงเป็น การแจกแจงปกติมาตรฐาน
Z ∼ N(0, 1) ดว้ย Z = X−µ

σ
แลว้นาํไปใชใ้นการอธิบายความเป็นไปไดข้องเหตกุารณต์า่ง ๆ ทีสนใจ

โดยอา่นคา่จากตาราง หรอืแอปพลเิคชนั สาํหรบัการแจกแจงทวินาม Bin(n, p) ที n มีคา่มาก ๆ อาจ
ประมาณดว้ยการแจกแจงปกติไดโ้ดย µ = np และ σ2 = np(1− p) จากนนักลา่วถงึการแจกแจงไค
สแควร์ ทีเกิดจากผลรวมของกาํลงัสองของการแจกแจงปกติมาตรฐาน n ชดุ โดยเรยีกคา่นีวา่องศา
เสรี ถดัมากลา่วถงึการแจกแจงทีซงึเกิดจากของตวัแปรสุม่ปกติและไคสแควรซ์งึมีกราฟลกัษณะ
เดียวกบัการแจกแจงปกติ แต่จะเปลยีนไปตามองศาเสรี และสดุทา้ยกลา่วถงึการแจกแจงเอฟคือ
อตัราสว่นระหวา่งตวัแปรสุม่ไคสแควร์ คา่ทีเป็นอิสระตอ่กนัและตา่งหารดว้ยองศาเสรี

แบบฝึกหดับทที
. จงหาฟังกช์นัการแจกแจงความน่าจะเป็นสะสมของ X ∼ Unif(a, b)
. ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ยนิูฟอรม์บนชว่ง (2, 7) จงหาความนา่จะเป็นที X จะมีคา่นอ้ยกวา่

. ถา้อายุการใชง้านของเครอืงซกัผา้ยีหอ้ A มีการแจกแจงแบบปกติดว้ยคา่เฉลยี . ปี และ
สว่นเบียงเบนมาตรฐานเป็น . ปี ถา้เครอืงซกัผา้ยีหอ้ A รบัประกนัไว้ ปี จงหาโอกาสที
เครอืงซกัผา้ยีหอ้ A จะเสียในชว่งเวลาทีรบัประกนั

. ถา้เวลาทีใช้รอลพิของอาคารแหง่หนงึมีการแจกแจงยนิูฟอรม์ระหวา่ง ถงึ วินาที จง
หาความแปรปรวนของเวลาทีใชร้อลพิ

. ให้X เป็นตวัสุม่ตอ่เนืองแบบยนิูฟอรม์บนช่วง (1, b) ถา้ E(X) = 3 จงหา b

เมือ x ∈ R แลว้ σ2
2X+1 มีคา่เทา่ใด

. ถา้ f ฟังกช์นัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X และ f(x) =
1

5
√
2π

e−
1
2(

x−20
5 )

2 เมือ x ∈ R แลว้
P (X > 25) มีคา่เทา่ใด

. ถา้เชือกนัวา่อตัราผลตอบแทนของการลงทนุมีการแจกแจงปกติซงึมีคา่เฉลีย % คา่สว่น
เบียงเบนมาตรฐาน % จงหาความน่าจะเป็นทีอตัราผลตอบแทนจะ
. มากกวา่ % หรอืนอ้ยกวา่ %
. อยา่งนอ้ย %
. มากกวา่ . %



. . การแจกแจงเอฟ

. บรษัิทผลติหลอดไฟตอ้งการรบัประกนัคณุภาพผลติภณัฑข์องบรษัิท โดยจะเปลยีนหลอดไฟ
ใหมถ่า้หลอดเดิมชาํรุดบรษัิทจะรบัประกนัไมเ่กิน . % ของจาํนวนทีผลติ หลอดไฟมีอายกุาร
ใชง้านเฉลยี ชวัโมง มีสมัประสทิธิของความแปรผนัเทา่กบั . ถา้คาดวา่ตามปกติคน
จะใชห้ลอดไฟวนัละ ชวัโมง บรษัิทนีควรกาํหนดเวลาประกนัมากทีสดุกีวนั

. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนงึมีการแจกแจงปกติ ถา้หยิบขอ้มลู x และ y จากขอ้มลูชดุนีมาพิจารณา
พบวา่ . % ของขอ้มลูมีคา่มากกวา่ x และ x มากกวา่ y อยู่ % ของสว่นเบียงเบน
มาตรฐาน แลว้จาํนวนขอ้มลู (คิดเป็นเปอรเ์ซน็ต)์ ทีมีคา่นอ้ยกวา่ y เทา่กบัเทา่ใด

. ในการตรวจสอบคณุภาพสนิคา้โดยการสุม่สนิคา้มาตรวจสอบ ชิน ถา้ทราบวา่มีสนิคา้
เสียปนอยู่ % จงหาความน่าจะเป็นที

. ไดส้นิคา้เสียมากกวา่ ชิน

. ไดส้นิคา้นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั ชิน
. เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในวงแหวนมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลียเลขคณิต . นิว สว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั . นิว

. จงหาสดัสว่นของวงแหวนทีมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในมากกวา่ . นิว

. จงหาความน่าจะเป็นวงแหวนเหลา่นีมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในอยู่ระหวา่ง . และ
. นิว

. เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในทีมีวงแหวนอยู่ % ตาํกวา่คา่ใด

. ในการเขา้ศกึษาตอ่หลกัสตูรนานาชาติทงัในประเทศและตา่งประเทศ มกัใช้ผลสอบ SAT
Math ประกอบการพิจารณาเพือเขา้ศกึษา ซงึในปี - (ในประเทศไทย) รายงาน
คะแนนดงัตอ่ไปนี

ปี
คะแนนสงูสดุ
คะแนนตาํสดุ
คะแนนเฉลยี

สมมติวา่คะแนนในแตล่ะปีมีการแจกแจงปกติ ในปี พบวา่มีนกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนน
มากกวา่ คะแนนอยู่ %
. จงหาความแปรปรวนของคะแนนสอบในปี
. อยากทราบวา่มีนกัเรยีนอยู่กีเปอรเ์ซน็ตที์ได้คะแนนมากกวา่คะแนนตาํสดุ คะแนน

ขนึไป ในปี
. ในปี ถา้มีนกัเรยีนเขา้สอบทงัหมด คน มีนกัเรยีนประมาณกีคนทีไดค้ะแนน

มากกวา่คะแนนตาํสดุ คะแนน แตน่อ้ยกวา่คะแนนสงูสดุ คะแนน



บทที . การแจกแจงความนา่จะเป็นตอ่เนอืง

. ระดบัคะแนน (GPAX) ของนกัศกึษาคณะครุศาสตร์ ประจาํปีการศกึษาหนงึมีการแจกแจง
ปกติ โดยทีระดบัคะแนนเฉลยีเทา่กบั . และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั . จงหา

. จาํนวนคนทีมีระดบัคะแนนมากกวา่ . คิดเป็นกีเปอรเ์ซน็ต์

. ถา้คนทีมีระดบัคะแนนอยูร่ะหวา่ง . ถงึ . มีจาํนวน คน จงหาจาํนวนนกัศกึษา
ทงัหมด

. คะแนนสอบของนกัเรยีนจาํนวน 1000 คน มีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลียเลขคณิต 45 คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 10 คะแนน จงหา
. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนนอ้ยกวา่
. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนอยูร่ะหวา่ง และ
. คนทีคะแนนตาํสดุของ % สงูสดุ

. บรษัิทผลติหลอดไฟตอ้งการรบัประกนัคณุภาพผลติภณัฑข์องบรษัิท โดยจะเปลยีนหลอดไฟ
ใหมถ่า้หลอดเดิมชาํรุดบรษัิทจะรบัประกนัไมเ่กิน . % ของจาํนวนทีผลติ หลอดไฟมีอายกุาร
ใชง้านเฉลยี ชวัโมง มีสมัประสทิธิของความแปรผนัเทา่กบั . ถา้คาดวา่ตามปกติคน
จะใชห้ลอดไฟวนัละ ชวัโมง บรษัิทนีควรกาํหนดเวลาประกนัมากทีสดุกีวนั

. นายเดชาทราบวา่เวลาทีเขาเดินทางจากบา้นมายงัมหาวิทยาลยัมีการแจกแจงปกติทีมีคา่
เฉลีย นาที สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั นาที นายเดชาควรออกจากบา้นกีโมงใน
ตอนเชา้ ทีจะทาํใหเ้ขามนัใจ % วา่จะมาถงึมหาวิทยาลยัในเวลา โมงเชา้

. ขอ้สอบแบบ ตวัเลือกซงึมีคาํตอบทีถกูตอ้งรวมอยู่ ขอ้ จาํนวน ขอ้ ถา้มีขอ้สอบ ขอ้
ทีคาดวา่นกัเรยีนไมมี่ความรูที้จะตอบไดจ้รงิ ๆ จงหาโอกาสทีนกัเรยีนจะตอบถกูโดยการเดา
ไดต้งัแต่ ถงึ ขอ้ (ทาํโดยใช้ การแจกแจงทวินามและประมาณดว้ยการแจกแจงปกติ)

. คะแนนสอบของวิชาคณิตศาสตร์ONET ระดบัประถมศกึษาปีที ของโรงเรยีนแหง่หนงึมีการ
แจกแจงปกติ โดยมีคะแนนเฉลียเทา่กบั คะแนน ถา้สุม่นกัเรยีนทีสอบมา คน คาํนวณ
สว่นเบียงเบนมาตรฐานได้ คะแนน จงหาความน่าจะเป็นทีนกัเรยีนทีเขา้สอบมีคะแนนไม่
นอ้ยกวา่ คะแนน แตไ่มเ่กิน คะแนน

. ให้ t เป็นการแจกแจงที และ χ2 เป็นการแจกแจงไคสแควร์ มีองศาเสรเีทา่กนัคือ ν = 10 ถา้ a

และ b เป็นคา่คงทีซงึทาํให้ P (|t| < a− b) = 0.99 และ P (χ2 < a+ b) = 0.10 จงหา a และ b

. ในการแจกแจง F (ν1, ν2) กาํหนดให้ f0.94,(ν1,ν2) = 0.37 จงหาคา่ของ f0.06,(ν2,ν1)

. ในการแจกแจงไคสแควรจ์งหา a และ b ทีทาํให้ P (χ2 < a) = 0.025 และ P (a < χ2 < b) =

0.97 ถา้องศาเสรเีทา่กบั
. ในการแจกแจงเอฟ จงหา a และ b ทีทาํให้ P (a < F < b) = 0.90 และ P (F < a) = 0.05 ถา้
องศาเสรเีทา่กบั และ ตามลาํดบั



บทที
การสุ่มตัวอย่าง

เมือเราตอ้งการทราบขอ้มลูทางสถิติบางอยา่ง เช่น รายได้ของคนไทย สงิแรกทีตอ้งทาํคือการ
สาํรวจหรอืเก็บขอ้มลูของรายไดข้องคนไทย เราจะเรยีกคนไทยทกุคนวา่ ประชากร (Population)
ของการสาํรวจในครงันี ถา้เราสนใจนาํหนกัของนกัเรยีนในกรุงเทพมหานคร ประชากรคือ นกัเรยีน
ทกุคนในกรุงเทพมหานคร ดงันนัประชากรในทางสถิติจงึมีความหมายกวา้งกวา่ความคาํวา่ประชากร
โดยทวัไป

จาํนวนของคา่สงัเกตทงัหมดของประชากร คือตวัเลขทีบอกขนาดของประชากร เชน่สาํรวจคะแนน
สอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนชนั ม. ของโรงเรยีนแหง่หนงึทีมีจาํนวนทงัหมด คน จะได้
วา่ขนาดของประชากรในการสาํรวจครงันีคือ ประชากรอาจแบง่ตามขนาดได้ ชนิดคือ

. ประชากรทมีีจาํนวนแน่นอน (Finite population) เช่น จาํนวนรถโดยสารประจาํทางในกรุง
เกพมหานคร จาํนวนนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏั
สวนสนุนัทา เป็นตน้

. ประชากรทมีีจาํนวนอนันต์ (Infinite population) เชน่ จาํนวนขา้วทีเก็บเกียวไดใ้นปีหนงึ ๆ
และจาํนวนครงัทีทอดลกูเตา๋จนไดแ้ตม้ เป็นตน้

จะห็นวา่การเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุหน่วยในประชากรทีมีขนาดใหญ่ อาจเกิดความยุง่ยาก ใชเ้วลา
มากและคา่ใชจ้่ายสงู ผูว้ิจยัอาจเก็บขอ้มลูบางสว่นของประชากร ซงึจะเรยีกวา่ ตัวอย่าง (Sample)
เชน่ ตอ้งการหาอายเุฉลยีของประชากรไทย ประชากรคือคนไทยทกุคน ตวัอยา่งคือคนไทยบางสว่น
ทีถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง ตวัอยา่งจะเป็นตวัแทนทีดีของประชากรหรอืไม่นนั ก็อยู่ทีวา่ลกัษณะของ
ตวัอยา่งเหมือนกบัประชากรมากนอ้ยเพียงใด และผลสรุปจะถกูตอ้งเพียงใด ผลสรุปจะถกูตอ้งเพียง
ใดขนึอยูก่บั วิธีการเลือกตวัอยา่ง และวิธีกการประมาณคา่ตา่ง ๆ ทางสถิติ

การสุม่ตวัอยา่งทีมกันิยมใชมี้ แบบ คือ
. การสุ่มตัวอย่างแบบธรรมดา (sample random sampling) หมายถงึการเลือกตวัอยา่งโดย
ไมเ่จาะจงจากประชากรทงัหมด ซงึอาาจทาํไดโ้ดยใชต้ารางเลขสุม่ หรอืการจบัฉลาก

. การสุ่มตัวอย่างแบบแบ่งพวก (stratified random sampling) ทาํไดโ้ดยการแบง่ประชากร
ออกเป็นพวก (stratum) ตามลกัษณะของของประชากร เชน่แบง่นกัศกึษาคณะครุศาสตร์ออก
เป็นสาขาวิชา เป็นตน้ แลว้สุม่ตวัอยา่งแบบธรรมดา



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง
. การสุ่มตัวอย่างมีระบบ (systematic random sampling) ทาํไดโ้ดยการกาํหนดหมายเลข
ใหแ้ก่ประชากรเสียก่อน จากนนัเลือกสมาชิกตวัแรกดว้ยวิธีสุม่ (random start) จากหมายเลข
ถงึ k ตอ่จากนนัเลือกทกุ ๆ หน่วยที k เมือ k =

N

n
เมือ N คือขนาดประชากร และ n ขนาดของ

ตวัอยา่ง เชน่ k = 7 สุม่ตวัแรกไดเ้ลข ตวัเลขทีตอ้งการประกอบดว้ยคา่สงัเกตของสมาชิก
หมายเลข , , , , ...

. การสุ่มตัวอย่างแบบแบ่งกลุ่ม (cluster random sampling) เรมิดว้ยการแบง่ประชากรออก
เป็นกลุม่ ๆ เสียก่อนแลว้เลือกเอาเพียงบางกลุม่เป็นตวัอยา่ง โดยอาจจะใชป้ระชากรทงัหมด
ในกลุม่นนั หรอืเลือกแตเ่พียงบางสว่นของประชากรในกลุม่ทีถกูเลือกมาเป็นตวัอยา่ง

. ทฤษฎกีารสุ่มตัวอย่าง
จดุประสงคข์องการสุม่ตวัอยา่งคือการประมาณคา่ พารามิเตอร์ (parameter) ซงึเป็นคา่คาํนวณ
ของประชากร และคา่ทีคาํนวณไดจ้ากตวัอยา่งเรยีกวา่ สถติิ (statistics) เนืองจากตวัอยา่งทีสุม่จาก
ประชากรมีไดห้ลายชดุตา่ง ๆ กนั คา่สถิติจงึเปลยีนไปตามตวัอยา่ง
สญัลกัษณที์ใชแ้ทนคา่สถิติและพารามิเตอรที์มกัพบบอ่ยครงั

สถิติ (θ̂) พารามิเตอร์ (θ)
คา่เฉลยีเลขคณิต (Arithematic Mean) X̄ µ

คา่ความแปรปรวน (Varian) S2 σ2

คา่สดัสว่น (Proprotion) P̂ p

บทนิยาม . . ถา้ X1, X2, ..., Xn แทนตวัอยา่งสุม่ขนาด n แลว้
ค่าเฉลยีเลขคณิตของตัวอย่าง (samaple mean) คือสถิติ

X̄ =

n∑
i=1

Xi

n

ความแปรปรวนของตัวอย่าง (sample varian) คือสถิติ

S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

n− 1

และเรยีก S วา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของตวัอยา่ง
และสัดส่วนของตัวอย่าง (sample proprotion) คือสถิติ

P̂ =
X

n

เมือ X จาํนวนทีสนใจในการสาํรวจทีไดจ้ากตวัอยา่ง



. . ทฤษฎกีารสุม่ตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . คะแนน Quiz วิชาแคลคลูลสั ๒ ของนกัศกึษา คน ประกอบดว้ย
, , , ,

จงหา คา่เฉลยี ความแปรปรวน และสดัสว่นของคนทีไดค้ะแนนมากกวา่ ของตวัอยา่งทกุชดุ ทีเกิด
ขนึจากการสุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรดงักลา่ว พรอ้มหาคา่ทงั ของประชากร
แนวคาํตอบ ตวัอยา่งขนาด n = 3 แสดงดงัตาราง

ชดุที ตวัอยา่ง คา่เฉลยี : X̄ ความแปรปรวน : S2 สดัสว่น : P̂

1 5, 6, 8 6.33 2.33 0

2 5, 6, 9 6.67 4.33 1/3

3 5, 6, 10 7.00 7.00 1/3

4 5, 8, 9 7.33 4.33 1/3

5 5, 9, 10 8.00 7.00 2/3

6 5, 8, 10 7.67 6.33 1/3

7 6, 8, 9 7.67 2.33 1/3

8 6, 8, 10 8.00 4.00 1/3

9 6, 9, 10 8.33 4.33 2/3

10 8, 9, 10 9.00 1.00 2/3

สาํหรบัคา่ทงั จากประชากร , , , , คือ
คา่เฉลยี µ = 7.6 ความแปรปรวน σ2 = 3.44 และสดัสว่น p = 2

3

ทฤษฎบีท . . ถา้ S2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่ง X1, X2, ..., Xn จะไดว้า่

S2 =

n
n∑

i=1

X2
i −

(
n∑

i=1

Xi

)2

n(n− 1)

บทพิสูจน์. จะไดว้า่

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
X2

i − 2X̄Xi + X̄2
)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − 2X̄

n∑
i=1

Xi +
n∑

i=1

X̄2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − 2X̄(nX̄) + nX̄2

)
=

1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)

=
1

n− 1


n∑

i=1

X2
i − n


n∑

i=1

Xi

n


2

=
1

n− 1

 n∑
i=1

X2
i −

1

n

(
n∑

i=1

Xi

)2
 =

n
n∑

i=1

X2
i −

(
n∑

i=1

Xi

)2

n(n− 1)



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง

. การแจกแจงของค่าเฉลยีเลขคณิตของตัวอย่าง
การสุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรขนาด N โดยการทาํการทดลองทงัหมด m ครงั นนัคือ

NCn = m

เมือคาํนวณคา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่งทีสุม่ไดแ้ตล่ะครงั
x̄1, x̄2, x̄3, ..., x̄m

คา่ทีไดอ้าจแตกตา่งกนัไป นนัหมายถงึคา่เฉลยีเลขคณิตมีการกระจายทีแตกตา่งกนั สงิทีสนใจใน
หวัขอ้นีคือ การแจกแจงของคา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่ง
บทนิยาม . . สว่นเบียงเบนมาตรฐานของการแจกแจงความนา่จะเป็นของสถิติ θ̂ เรยีกวา่

ความคลาดเคลอืนมาตรฐาน (standard error) หรอื ส่วนเบยีงเบนมาตรฐาน

ของสถิติ θ̂ นนั เขียนแทนดว้ย σθ̂

ตวัแปร θ̂ ในบทนิยามนีหมายถงึ X̄, S2 และ P̂ เป็นตน้
กาํหนดประชากรทงัหมดคือ x1, x2, ..., xN มีคา่เฉลยีเลขคณิตของประชากรเทา่กบั µ และความ

แปรปรวนของประชากรเทา่กบั σ2 ดงันนั

µ =
1

N

N∑
i=1

xi และ σ2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − µ)2 =
1

N

N∑
i=1

x2
i − µ2

ให้ X1, X2, ..., Xn เป็นตวัอยา่งขนาด n ซงึสุม่แบบธรรมดาจากประชากร นนัคือ สาํหรบัแตล่ะคา่
ของ i = 1, 2, ..., n

P (Xi = xj) =
1

N
สาํหรบัแตล่ะคา่ของ j = 1, 2, ..., N

จะไดว้า่

E(Xi) =
N∑
j=1

xjP (Xi = xj) =
N∑
j=1

xj ·
1

N
=

1

N

N∑
j=1

xj = µ

var(Xi) = E(X2
i )− E2(Xi) =

N∑
j=1

x2
jP (Xi = xj)− µ2

=
N∑
j=1

x2
j ·

1

N
− µ2 =

1

N

N∑
j=1

x2
j − µ2 = σ2

ให้ i, j = 1, 2, ..., n พิจารณาความแปรปรวนรว่มของแตล่ะคู่ จะไดว้า่

P (Xi = xr, Xj = xs) =
1

N(N − 1)
สาํหรบัแตล่ะคา่ของ r, s = 1, 2, ..., N ซงึ r ̸= s



. . การแจกแจงของคา่เฉลยีเลขคณติของตวัอยา่ง
คือ

cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj)

=
∑
r ̸=s

xrxsP (Xi = xr, Xj = xs)− µ2

=
∑
r ̸=s

xrxs ·
1

N(N − 1)
− µ2

=
1

N(N − 1)
·
∑
r ̸=s

xrxs − µ2

พิจารณา∑
r ̸=s

xrxs = x1(x1 + x2 + · · ·+ xN)− x2
1

+ x2(x1 + x2 + · · ·+ xN)− x2
2

+ x3(x1 + x2 + · · ·+ xN)− x2
3

...
+ xN(x1 + x2 + · · ·+ xN)− x2

N

= (x1 + x2 + · · ·+ xN)(x1 + x2 + · · ·+ xN)− (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N)

= (x1 + x2 + · · ·+ xN)
2 − (x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N)

=

(
N∑
j=1

xj

)2

−
N∑
j=1

x2
j

= (Nµ)2 − (σ2 + µ2)N

= N(Nµ2 − µ2 − σ2)

ทาํใหไ้ดว้า่
cov(Xi, Xj) =

1

N(N − 1)
·N(Nµ2 − µ2 − σ2)− µ2

=
1

N − 1
· (Nµ2 − µ2 − σ2 − (N − 1)µ2)

= − 1

N − 1
σ2

ดงันนัสาํหรบั i, j = 1, 2, ..., n เมือ i ̸= j จะไดว้า่
. E(Xi) = µ

. var(Xi) = σ2

. cov(Xi, Xj) = − 1

N − 1
σ2



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง

ทฤษฎบีท . . สุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรขนาดN คา่เฉลยีเลขคณิตและความแปรปรวน
ของ X̄ คือ µX̄ และ σ2

X̄
ตามลาํดบัคาํนวณไดจ้าก

µX̄ = µ และ σ2
X̄
=

N − n

N − 1
· σ

2

n

บทพิสูจน์. ให้X1, X2, ..., Xn เป็นตวัอยา่งขนาด n ซงึสุม่แบบธรรมดาจากประชากรขนาด N

µX̄ = E(X̄) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

µ = µ

และ
σ2
X̄ = var(X̄) = var

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2
var
(

n∑
i=1

Xi

)

=
1

n2

[
n∑

i=1

var(Xi)−
∑
i ̸=j

cov(Xi, Xj)

]

=
1

n2

[
n∑

i=1

σ2 +
∑
i̸=j

1

N − 1
σ2

]
=

1

n2

[
nσ2 +

1

N − 1
σ2 · n(n− 1)

]
=

N − n

N − 1
· σ

2

n

เมือขนาดประชากร N มีคา่มาก หรอืการสุม่ตวัอยา่งโดยการกระทาํโดยหยิบแลว้ใส่คืนกลบัที
เดิม จะไดค้า่เฉลยีของคา่เฉลยี และความแปรปรวนของคา่เฉลยีเทา่กบั

µX̄ = µ และ σ2
X̄
=

σ2

n

ในทางปฏิบตัิเราจะไม่คาํนงึถงึตวัคณู N − n

N − 1
เมือคา่ของ n

N
มีคา่ไม่เกิน % ถา้สงูเกินไปอาจมีผล

ตอ่การคาํนวนคา่ประมาณ σ2
X̄
ผิดไป แต่ถา้ประชากรนนัมีการแจกแจงปกติ ไม่วา่จะเลือกตวัอยา่ง

อยา่งไรก็ตามถา้ขนาดตวัอยา่งมีคา่มาก การแจกแจงของคา่เฉลยีของตวัอยา่งประมาณไดด้ว้ยการ
แจกแจงปกติทีมีคา่เฉลยีเทา่กบั µ และความแปรปรวนเทา่กบั σ2

n

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทลิมิตสู่ส่วนกลาง (the Central Limit Theorem)
ถา้ X̄ เป็นคา่เฉลยีของตวัอยา่งสุม่ขนาด n จากประชากรซงึมีคา่เฉลยีเทา่กบั µ และความแปรปรวน
เทา่กบั σ2 แลว้การแจกแจงตวัแปรสุม่

Z =
X̄ − µ

σ√
n

เมือ n → ∞จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติมาตรฐาน n(z; 0, 1)

บทพิสูจน์. ขอละไวใ้นวิชานี
ถา้ n < 30 จะประมาณไดผ้ลดีก็ตอ่เมือประชากรมีการแจกแจงใกลเ้คียงการแจกแจงปกติ แต่

ถา้ประชากรแจกแจงปกติอยูแ่ลว้ การแจกแจงคา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่งจะมีกาารแจกแจงปกติ
โดยไมส่นใจขนาดของตวัอยา่ง



. . การแจกแจงของคา่เฉลยีเลขคณติของตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . โรงงานผลติหลอดไฟแหง่หนงึ ผลติหลอดไฟซงึอายุการใช้งานมีการแจกแจงปกติ
ทีมีคา่เฉลียเลขคณิต ชวัโมง สว่นเบียงเบนมาตรฐาน ชวัโมง สุม่ตวัอยา่งของหลอดไฟ
หลอด จงหา

. ความน่าจะเป็นทีหลอดไฟจะมีอายเุฉลยีนอ้ยกวา่ ชวัโมง

. ความน่าจะเป็นทีหลอดไฟจะมีอายเุฉลยีอยา่งนอ้ย ชวัโมง
แนวคาํตอบ อายหุลอดไฟมีการแจกแจงปกติ โดยที µ = 800 และ σ = 40

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 16 เนืองจากอายกุารใชง้านของหลอดไฟมีการแจกแจงปกติ จะไดว้า่

P (X̄ < 775) = P

X̄ − µ
σ√
n

<
775− 800

40√
16

 = P (Z < −2.5) = 0.0062

ดงันนัความนา่จะเป็นทีหลอดไฟจะมีอายเุฉลยีนอ้ยกวา่ ชวัโมง เทา่กบั .

P (X̄ ≥ 810) = P

X̄ − µ
σ√
n

≥ 810− 800
40√
16

 = P (Z ≥ 1) = 0.1587

ดงันนัความนา่จะเป็นทีหลอดไฟจะมีอายเุฉลยีอยา่งนอ้ย ชวัโมง เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจสว่นสงูของนกัศกึษาชายชนัปีที ของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ มีสว่น
สงูเฉลีย เซนติเมตร และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน เซนติเมตร ถา้สว่นสงูของนกัศกึษาชาย
กลุม่นีมีการแจกแจงปกติ สุม่ตวัอยา่งนกัศกึษาชายชนัปีที มา คน จงหาความน่าจะเป็นทีจะ
ไดส้ว่นสงูเฉลยีของนกัศกึษาชาย คนนี มีคา่มากกวา่ เซนติเมตร
แนวคาํตอบ สว่นสงูของนกัศกึษาชายปี มีการแจกแจงปกติ โดยที µ = 168 และ σ = 10

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 50 เนืองจากสว่นสงูของนกัศกึษาชายกลุม่นีมีการแจกแจงปกติจะไดว้า่

P (X̄ > 170) = P

X̄ − µ
σ√
n

<
170− 168

10√
50

 = P (Z > 1.41) = 0.0793

ดงันนัความน่าจะเป็นทีจะไดส้ว่นสงูเฉลียของนกัศกึษาชาย คนนี มีคา่มากกวา่ เซนติเมตร
เทา่กบั .



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง

ทฤษฎบีท . . การแจกแจงของผลต่างของค่าเฉลียของตัวอย่าง
ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n1 และ n2 โดยอิสระตอ่กนัจากประชากรสองชดุชนิดตอ่เนืองหรอืไม่ตอ่เนือง
ก็ตาม ซงึมีคา่เฉลีย µ1 และ µ2 ความแปรปรวน σ2

1 และ σ2
2 ตามลาํดบั แลว้การแจกแจงของผลตา่ง

ของคา่เฉลยีของตวัอยา่ง X̄1 และ X̄2 มีการแจกแจงโดยประมาณเป็นการแจกแจงปกติโดยมี
คา่เฉลยีเลขคณิต µX̄1−X̄2

= µ1 − µ2 และความแปรปรวน σ2
X̄1−X̄2

=
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

และตวัแปรสุม่ Z คือ
Z =

(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

เมือ n1 และ n2 มีคา่มากพอ (มากกวา่หรอืเทา่กบั ) จะมีการแจกแจงประมาณเป็นการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน n(z; 0, 1)

บทพิสูจน์. จะไดว้า่
µX̄1−X̄2

= E(X̄1 − X̄2) = E(X̄1)− E(X̄2) = µ1 − µ2

σ2
X̄1−X̄2

= var(X̄1 − X̄2) = var(X̄1) + var(X̄2) =
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

โดยทฤษฎีบทลมิิตสูส่ว่นกลางจะไดผ้ลตามทฤษฎีบทนี
ตัวอย่าง . . โรงงานที ผลติหลอดไฟ LED ทีมีอายเุฉลยี . ปี สว่นเบียงเบนมาตรฐาน . ปี
โรงงานที ผลติหลอดไฟ LED ทีมีอายเุฉลยี . ปี สว่นเบียงเบนมาตรฐาน . ปี จงหาความน่าจะ
เป็นทีตวัอยา่งสุม่ขนาด ซงึผลติโดยโรงงานที จะมีอายเุฉลยีมากกวา่ อายเุฉลยีของหลอด LED

หลอดซงึผลติโดยโรงงานที อยา่งนอ้ย ปี
แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู

โรงงานที โรงงานที
คา่เฉลยี µ1 = 6.5 µ2 = 6.0

สว่นเบียงเบนมาตรฐาน σ1 = 0.9 σ2 = 0.8

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 36 n2 = 49

เนืองจากขนาดของตวัอยา่งมากกวา่ จะไดว้า่ผลตา่งของคา่เฉลยีอายทุงั โรงงานมีการแจกแจง
ประมาณเป็นการแจกแจงปกติมาตรฐาน

P (X̄1 − X̄2 > 1) = P

(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

>
1− (6.5− 6.0)√

0.92

36
+

0.82

49


= P (Z > 2.65) = 1− P (Z < 2.65) = 1− 0.9960 = 0.0040

ดงันนัความน่าจะเป็นทีตวัอยา่งสุม่ขนาด ซงึผลติโดยโรงงานที จะมีอายุเฉลยีมากกวา่ อายุ
เฉลยีของหลอด LED หลอดซงึผลติโดยโรงงานที อยา่งนอ้ย ปี เทา่กบั .



. . การแจกแจงสดัสว่นของตวัอยา่ง

. การแจกแจงสัดส่วนของตัวอย่าง
จากการทดลองทวินามซงึมีความน่าจะเป็นของความสาํเรจ็ในการทดลองแตล่ะครงัเทา่กบั p เลือก
ตวัอยา่งสุม่ขนาด n ให้ X เป็นจาํนวนผลสาํเรจ็ทีไดจ้ากการทดลอง x จะไดก้ารแจกแจงของตวัแปร
สุม่ X ซงึเป็นจาํนวนครงัของความสาํเรจ็ของตวัอยา่งขนาด n นนั ตวัแปรสุม่ X ประมาณไดก้บัการ
แจกแจงปกติทีมีคา่เฉลยี µ = np และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σ =

√
npq จากทฤษฎีบท . . เมือ

n มีคา่มากพอ จะไดว้า่ผลดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . ถา้เลือกตวัอยา่งขนาด n จากประชากรทวินามซงึมีคา่เฉลยี µ = np และความ
แปรปรวน σ2 = npq การแจกแจงของสัดส่วน (proportion distribution) ของความสาํเรจ็ P̂ จะ
ประมาณดว้ยการแจกแจงปกติทีมี

คา่เฉลยีเลขคณิต µP̂ = p และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σP̂ =

√
pq

n

และ P̂ =
X

n
โดยทีตวัแปรสุม่ Z คือ

Z =
P̂ − p√

pq

n

เมือ n มีคา่มากพอ (ในทางปฏิบตัิมากกวา่หรอืเทา่กบั ) จะมีการแจกแจงประมาณเป็นการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน n(z; 0, 1)

บทพิสูจน์. ให้ X ∼ Bin(n, p) โดยทฤษฎีบท . . ให้ X มีคา่มากพอจะประมาณตวัแปรสุม่ เป็น
N(µ = np, σ2 = npq) ให้ P̂ =

X

n
จะไดว้า่

µP̂ = E(P̂ ) = E

(
X

n

)
=

1

n
E(X) =

1

n
· np = p

σ2
P̂
= var(P̂ ) = var

(
X

n

)
=

1

n2
var(X) =

1

n2
· npq = pq

n

เนืองจากการแจกแจงสดัสว่นมาจากการแจกแจงทวินามซงึเป็นการแจกแจงของตวัแปรสุม่ไม่
ตอ่เนือง ถา้ X ∼ Bin(n, p) ซงึเป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนือง แต่เมือ n มีคา่มากพอ จะมีการแจกแจง
ของตวัแปรสุม่ N(0, 1) ซงึเป็นตวัแปรสุม่ตอ่เนือง โดยนาํทฤษฎีบท . . ไปใชใ้นการประมาณคา่
การแจกแจงทวินาม เมือ n มีคา่มากพอ กาํหนดให้ p̂1 = x1

n
และ p̂2 =

x2

n
จะไดว้า่

Bin(n, p) N(µ = np, σ2 = npq)

P (x1 < X < x2) P (x1 − 0.5 < X < x2 + 0.5) P (p̂1 − 0.5
n

< P̂ < p̂2 +
0.5
n
)

P (X > x1) P (X > x1 + 0.5) P (P̂ > p̂1 +
0.5
n
)

P (X < x1) P (X < x1 − 0.5) P (P̂ < p̂1 − 0.5
n
)

ถา้ n มีคา่มากพอ p → 1
2
ทาํใหเ้ขา้ใกลก้ารแจกแจงปกติ ถงึแต่แม้ p จะไม่เขา้ใกล้ 1

2
การประมาณ

คา่จะไดผ้ลดีเชน่กนัเมือ n > 30 และ np > 5 และ nq > 5



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง

ตัวอย่าง . . ถา้สุม่เดก็เกิดใหม่ คน จงหาความน่าจะเป็นทีเกิดใหม่จะเป็นชายตงัแต่ %
ถงึ % ถา้ความน่าจะเป็นทีเดก็เป็นเพศชายหรอืเพศหญิงเทา่ ๆ กนั
แนวคาํตอบ ให้ X เป็นจาํนวนเดก็ชายทีเกิดใหม่ ซงึมี p = 1

2
= 0.5 นนัคือ X ∼ Bin(n = 100, p =

0.5) จะเห็นวา่ n > 30, np = nq = 15 > 5 ดงันนัการประมาณคา่การแจกแจงสดัสว่นดว้ยการ
แจกแจงปกติ จะไดว้า่

P (0.53 < P̂ < 0.62) ≈ P

(
0.53− 0.5

100
< P̂ < 0.62 +

0.5

100

)
= P (0.525 < P̂ < 0.625)

= P

0.525− 0.5√
0.5(0.5)

100

<
P̂ − p√

pq

n

<
0.625 + 0.5√

0.5(0.5)

100


= P (0.5 < Z < 2.5) = 0.3023

ดงันนัความนา่จะเป็นทีเกิดใหมจ่ะเป็นชายตงัแต่ % ถงึ % เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . บรษัิทแหง่หนงึผลติแบตเตอรโีดยใชเ้ครอืงจกัร โดยแบตเตอรทีีผลติโดยเครอืงจกัรนี
ชาํรุด % ถา้สุม่ตวัอยา่งแบตเตอรีของบรษัิทแหง่นีมา อนั จงประมาณคา่ความน่าจะเป็นที
สดัสว่นของแบตเตอรตีวัอยา่งจะชาํรุดมากกวา่ %
แนวคาํตอบ ความน่าจะเป็นทีแบตเตอรีทีจะชาํรุดคือ p = 0.1 จะเห็นวา่ n > 30, np = 50 > 5

และ nq = 450 > 5 ดงันนัการประมาณคา่การแจกแจงสดัสว่นดว้ยการแจกแจงปกติ จะไดว้า่

P (P̂ > 0.11) ≈ P

(
P̂ > 0.11 +

0.5

500

)
= P (P̂ > 0.111)

= P

 P̂ − p√
pq

n

>
0.111− 0.1√

0.1(0.9)

500


= P (Z > 0.82) = 0.2061

ดงันนัความนา่จะเป็นทีสดัสว่นของแบตเตอรตีวัอยา่งจะชาํรุดมากกวา่ % เทา่กบั .
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ทฤษฎบีท . . ถา้เลือกตวัอยา่ง ชดุขนาด n1 และ n2 โดยอิสระตอ่กนัจากประชากรทวินามซงึ
มีคา่เฉลยี µ1 = n1p1 และ µ2 = n2p2 และความแปรปรวน σ2

1 = n1p1q1 และ σ2
2 = n2p2q2

การแจกแจงของผลต่างสัดส่วน (different proportion distribution) ของความสาํเรจ็ P̂1− P̂2 จะ
ประมาณดว้ยการแจกแจงปกติทีมี
คา่เฉลยีเลขคณิต µP̂1−P̂2

= p1 − p2 และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σP̂1−P̂2
=

√
p1q1
n1

+
p2q2
n2

และตวัแปรสุม่ Z คือ
Z =

(P̂1 − P̂2)− (p1 − p2)√
p1q1
n1

+
p2q2
n2

เมือ n1 และ n2 มีคา่มากพอ (ในทางปฏิบตัิมากกวา่หรอืเทา่กบั ) จะมีการแจกแจงประมาณ
เป็นการแจกแจงปกติมาตรฐาน n(z; 0, 1)

บทพิสูจน์. เป็นแบบฝึกหดั

ตัวอย่าง . . สุม่ตวัอยา่งมา ชดุ จากผู้มีสทิธิเลือกตงัในเขตหนงึ ชดุละ คน จงหาความ
นา่จะเป็นทีผลตา่งของสดัสว่นทีออกเสียงคนหนงึมากกวา่ % ถา้ผลจากการลงคะแนนในเขตนนั
ปรากฎวา่ผูส้มคัรคนนีไดค้ะแนนเสียง %
แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู

ตวัอยา่งที ตวัอยา่งที
สดัสว่น p1 = 0.65 p2 = 0.65

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 200 n2 = 200

เนืองจากขนาดของตวัอยา่งมากกวา่ จะได้วา่ผลตา่งของสดัสว่นของ กลุม่ตวัอยา่งเป็นการ
แจกแจงปกติมาตรฐาน จะไดว้า่
P (|P̂1 − P̂2| > 0.1) = 1− P (|P̂1 − P̂2| < 0.1)

= 1− P (−0.1 < P̂1 − P̂2 < 0.1)

= 1− P

 −0.1− (0.65− 0.65)√
0.65(0.35)

200
+

0.65(0.35)

200

< Z <
0.1− (0.65− 0.65)√
0.65(0.35)

200
+

0.65(0.35)

200


= 1− P (−2.10 < Z < 2.10)

= 1− 0.9643

= 0.0357

ดงันนัความนา่จะเป็นทีผลตา่งของสดัสว่นทีออกเสียงคนหนงึมากกวา่ % เทา่กบั .



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง
แบบฝึกหดั . - .

. สว่นสงูของนกัศกึษา คน ประกอบดว้ย , , , , จงหา คา่เฉลีย ความ
แปรปรวน และสดัสว่นของคนทีมีสว่นสงูมากกวา่ ของตวัอยา่งทกุชดุ ทีเกิดขนึจากการ
สุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรดงักลา่ว พรอ้มหาคา่ทงั ของประชากร

. จงหาคา่เฉลยีและสว่นเบียงเบนมาตรฐานของตวัอยา่งตอ่ไปนี , , , , , ,

. ประชากรทีมีจาํนวนแน่นอนคือ , , , , เลือกตวัอยา่งขนาด มาได้ทงัหมดกีแบบ
ประกอบชดุใดบา้ง พรอ้มทงัหาคา่เฉลยีเลขคณิตและความแปรปรวนของทกุชดุ

. จงแสดงวา่คา่ความแปรปรวนของตวัอยา่งไม่ เปลียนแปลง ถา้นาํคา่คงทีไปบวกทกุ ๆ คา่
สงัเกตในตวัอยา่ง

. ลกูปืน ลกู มีนาํหนกัเฉลยี . ออนซ์ และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . ออนซ์ จง
หาความน่าจะเป็นทีจะสุม่ตวัอยา่งลกูปืน ลกู ไดน้าํหนกัรวมกนั
. ระหวา่ง ถงึ ออนซ์ . นอ้ยกวา่ ออนซ์

. สม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรปกติ จงหาความน่าจะเป็นที |X̄ − µ| > σ

2

. สุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรชดุทีหนงึซงึมีสว่นเบียงเบนมารฐาน . สุม่ตวัอยา่งขนาด
จากประชากรชดุทีสองซงึมีสว่นเบียงเบนมารฐาน . จากการคาํนวณพบวา่ % ของ

คา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่งชดุทีหนงึ มีคา่มากกวา่คา่เฉลียเลขคณิตของตวัอยา่งชดุทีสอง
อยา่งนอ้ย . จงหาความแตกตา่งของคา่เฉลยีเลขคณิตของประชากรชดุทีหนงึและสอง

. ถา้ขนาดตวัอยา่ง จะไดค้า่ความคลาดเคลือนมาตรฐานของคา่เฉลยีตวัอยา่งเป็น อยาก
ทราบวา่จะตอ้งใชต้วัอยา่งขนาดเทา่ใดเพือทีจะทาํใหค้า่ความคลาดเคลอืนมาตรฐานของคา่
เฉลียตวัอยา่ง ลดลงเป็น .

. ตวัอยา่งขนาด สุม่จากประชากรปกติอีกพวกหนงึซงึมีคา่เฉลียเลขคณิต และสว่นเบียง
เบนมาตรฐาน ตวัอยา่งอีกชดุหนงึขนาด สุม่จากประชากรปกติอีกพวกหนงึซงึมีคา่เฉลยี
เลขคณิต และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน จงหาความน่าจะเป็นทีคา่เฉลียเลขคณิตของ
ตวัอยา่งขนาด จะมากกวา่คา่เฉลยีของตวัอยา่งขนาด อยูอ่ยา่งนอ้ย . แตไ่มเ่กิน .

. ในการสอบ ONET วิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนชนั ม. ปีการศกึษาหนงึ มีสว่นเบียงเบน
มาตรฐานเทา่กบั คะแนน ถา้สุม่ตวัอยา่งนกัเรยีนมา คน จงหาโอกาสทีคะแนนเฉลยี
ของตวัอยา่งจะตา่งจากคะเฉลยีประชากรมากกวา่ คะแนน

. จงหาความน่าจะเป็นในการโยนเหรยีญเทีตรง ครงั แลว้ไดห้วั
. ตงัแต่ % ถงึ %
. มากกวา่หรอืเทา่กบั ใน ของจาํนวนครงัทีโยน
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. จากการตรวจสอบผลติภณัฑ์ชนิดหนงึปรากฎวา่มีทีบกพรอ่ง % จงหาความนา่จะเป็นที
ผลติภณัฑนี์ ชิน จะมีสว่นบกพรอ่ง
. % หรอืมากกวา่
. % หรอืนอ้ยกวา่

. จากผลการเลือกตงัคณะกรรมการนกัเรยีน นาย ก เป็นผูร้บัสมคัรไดค้ะแนน % สุม่ตวัอยา่ง
จากนกัเรยีนทีไปเลือกตงั
. จากตวัอยา่งขนาด คน จงหาความน่าจะเป็นทีนาย ก ไดร้บัคะแนนเกินครงึ
. จากตวัอยา่งขนาด คน จงหาความน่าจะเป็นทีนาย ก ไดร้บัคะแนนเกินครงึ

. รา้นสะดวกซือประมาณการวา่ลกูคา้ที เขา้มาในรา้นจะซือสนิคา้ประมาณ รอ้ยละ สุม่
ลกูคา้มา คน จงหาความน่าจะเป็นทีลกูคา้ซือสนิคา้ไมน่อ้ยกวา่รอ้ยละ

. จากผลการเลือกตงัสมาชิกสภาผูแ้ทนราษฎรเขตหนงึ สมมติวา่เปอรเ์ซนตข์องชายและหญิงที
ชอบพรรค A เป็น % และ % ตามลาํดบั ถา้สมัภาษณช์าย คน และหญิง คน ที
สุม่ตวัอยา่งมา จงหาความน่าจะเป็นทีชายจะชอบพรรค A มากกวา่หญิง %

. ระบบสายสง่ไฟฟา้ประกอบดว้ยจดุบาํรุงรกัษา จดุ แตล่ะจดุมีคา่ใชจ้่ายดา้นการ บาํรุง
รกัษาเฉลียทังัระบบเทา่กบั บาท และมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานของคา่ใชจ้า่ยดา้นการ
บาํรุงรกษัาเทา่กบั บาท หากสุม่เลือกจดุบาํรุงรกัษามา จดุ จงหาความน่าจะเป็นทีคา่
บาํรุงรกัษาเฉลยีของทงั จดุ จะมีคา่ระหวา่ง บาท ถงึ บาท

. มหาวิทยาลยแัหง่หนงึทาํการสาํรวจพบวา่สดัสว่นของบณัฑิตรุน่ทีหนงึทีได้ทาํงานตรงสาย
วิชาชีพเทา่กบั . สดัสว่นของบณัฑิตรุน่ทีสองไดท้าํงานตรงสายวิชาชีพเทา่กบั . หาก
สุม่ตวัอยา่งชือบณัฑิตมา รุน่ละ คน จงหาความน่าจะเป็นทีสดัสว่นของตวัอยา่งของ
บณัฑิตรุน่ทีหนงึไดท้าํงานตรงสายวิชาชีพ นอ้ยกวา่ตวัอยา่งของบณัฑิตรุน่ทีสองมากกวา่หรอื
เทา่กบั %

. ฝรงั กรมั เทียบเทา่วิตามินซี กรมั ถา้ผู้ทีรบัประทานฝรงั กรมั เป็นประจาํ มี
ความน่าจะเป็นทีจะเป็นหวดั . สว่นกลุม่ทีไม่รบัประทานฝรงัวนัละ กรมั เป็น ประจาํ
มีโอกาสเป็นหวดั . ถา้เลือกตวัอยา่งสุม่มากลุม่ละ คน จงหาความน่าจะเป็นของความ
แตกตา่งของสดัสว่นตวัอยา่งของผูที้เป็นหวดัทงัสองกลุม่วา่จะแตกตา่งกนัไมเ่กิน .
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. การแจกแจงค่าสถติอินื ๆ
ในกรณีทีไม่ทราบความแปรปรวนของประชากร เราจะประมาณความแปรปรวนของประชากร
ดว้ยความแปรปรวนของตวัอยา่ง

. ถา้ n ≥ 30 จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติซงึ Z =
X̄ − µ

S√
n

. ถา้ n < 30 จะประมาณดว้ยการแจกทีซงึ T =
X̄ − µ

S√
n

และมีองศาเสรี ν = n− 1

ตัวอย่าง . . โรงงานผลติหลอดไฟแหง่หนงึผลติหลอดไฟซงึอายุการใช้งานมีการแจกแจงปกติ
โดยกลา่วอา้งวา่หลอดไฟทีผลติใชไ้ดน้านโดยเฉลีย ชวัโมง เพือรกัษาคา่เฉลียไวต้ามทีกลา่ว
อา้งจงึสุม่ตวัอยา่งหลอดไฟมาทดสอบจากตวัอยา่งสุม่ หลอด ได้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ชวัโมง จงหา k ทีทาํให้ P (|X̄ − µ| < k) = 0.95 เมือ µ เป็นคา่เฉลียของหลอดไฟทงัหมด และ X̄

เป็นคา่เฉลยีของหลอดไฟตวัอยา่ง
แนวคาํตอบประชาการมีการแจกแจงปกติไมท่ราบคา่ σ2 และตวัอยา่งมีขนาดเลก็ n = 16ประมาณ
ตวัอยา่งดว้ยการแจกแจงที ซงึมี ν = 16− 1 = 15 โดยมี µ = 10000 และ S = 400 จะไดว้า่

0.95 = P (|X̄ − µ| < k) = P

(∣∣∣∣∣X̄ − µ
S√
n

∣∣∣∣∣ < k
400√
16

)

0.95 = P

(
|T | < k

100

)
= 1− P

(
|T | > k

100

)
0.95 = 1− 2P

(
T >

k

100

)
P

(
T >

k

100

)
= 0.025

จากตารางทีจะไดว้า่ P (T > 2.131) = 0.025 ฉะนนั
k

100
= 2.131

k = 213.1

ดงันนั k = 213.1 ชวัโมง



. . การแจกแจงคา่สถติอินื ๆ

สุม่ตวัอยา่ง ชดุขนาด n1 และ n2 ซงึอิสระตอ่กนั เมือไม่ทราบค่าของ σ2
1 และ σ2

2

. กรณี n1 และ n2 มากกวา่หรอืเทา่กบั
จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติ และประมาณคา่ σ2

1 และ σ2
2 ดว้ย S2

1 และ S2
2 ตามลาํดบั

โดยที
Z =

(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√
S2
1

n1

+
S2
2

n2

. กรณี n1 หรอื n2 นอ้ยกวา่
• สาํหรบั σ2

1 = σ2
2 จะประมาณดว้ยการแจกแจงที โดยที

T =
(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√

S2
p

(
1

n1

+
1

n2

)
เมือ

S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2

และองศาเสรคืีอ ν = n1 + n2 − 2

• สาํหรบั σ2
1 ̸= σ2

2 จะประมาณดว้ยการแจกแจงที โดยที

T =
(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√

S2
1

n1

+
S2
2

n2

เมือองศาเสรคืีอ

ν =

(
S2
1

n1

+
S2
2

n2

)2

(
S2
1

n1

)2
1

n1 − 1
+

(
S2
2

n2

)2
1

n2 − 1

ตัวอย่าง . . โรงงานผลติหลอดไฟ ชนิด หลอดไฟชนิดที มีอายเุฉลยี ชวัโมง หลอดไฟที
มีอายเุฉลยี ชวัโมง ทกุ ๆ เดือนโรงงานจะสุม่ตวัอยา่งหลอดไฟชนิดที จาํนวน หลอด ซงึ

มีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั ชวัโมง และสุม่ตวัอยา่งหลอดไฟชนิดที จาํนวน หลอด ซงึมี
สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั ชวัโมง จงหาความน่าจะเป็นทีคา่เฉลยีของตวัอยา่งจากหลอดไฟ
ชนิดที มากกวา่คา่เฉลยีของตวัอยา่งจากหลอดไฟชนิดที อยา่งนอ้ย ชวัโมง

. กรณีความแปรปรวนของหลอดไฟทงั ชนิดมีคา่เทา่กนั

. กรณีความแปรปรวนของหลอดไฟทงั ชนิดมีคา่ไมเ่ทา่กนั
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แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู

หลอดไฟชนิดที หลอดไฟชนิดที
คา่เฉลยี µ1 = 520 µ2 = 420

สว่นเบียงเบนมาตรฐาน(ตวัอยา่ง) S1 = 40 S2 = 35

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 16 n2 = 9

. กรณีความแปรปรวนของหลอดไฟทงั ชนิดมีคา่เทา่กนั
เนืองจาก σ2

1 = σ2
2 จะไดว้า่

S2
p =

(16− 1)402 + (9− 1)352

16 + 9− 2
= 1469.56

และองศาเสรคืีอ ν = 16 + 9− 2 = 23 ฉะนนั

P (X̄1 − X̄2 ≥ 133) = P

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)√
S2
p

(
1
n1

+ 1
n2

) ≥ 133− (520− 420)√
1469.56

(
1
16

+ 1
9

)


= P (T ≥ 2.07) = 0.0249 ( อา่นคา่จากแอฟพลเิคชนั )

ดงันนัความนา่จะเป็นทีคา่เฉลียของตวัอยา่งจากหลอดไฟชนิดที มากกวา่คา่เฉลียของ
ตวัอยา่งจากหลอดไฟชนิดที อยา่งนอ้ย ชวัโมง เทา่กบั .

. กรณีความแปรปรวนของหลอดไฟทงั ชนิดมีคา่ไมเ่ทา่กนั
เนืองจาก σ2

1 ̸= σ2
2 มีองศาเสรคืีอ

ν =

(
402

16
+ 352

9

)2
(
402

16

)2 · 1
16−1

+
(
352

9

)2 · 1
9−1

= 18.69 ≈ 19

จะไดว้า่

P (X̄1 − X̄2 ≥ 133) = P

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

≥ 133− (520− 420)√
402

16
+ 352

9


= P (T ≥ 2.15) = 0.0224 ( อา่นคา่จากแอฟพลเิคชนั )

ดงันนัความนา่จะเป็นทีคา่เฉลียของตวัอยา่งจากหลอดไฟชนิดที มากกวา่คา่เฉลียของ
ตวัอยา่งจากหลอดไฟชนิดที อยา่งนอ้ย ชวัโมง เทา่กบั .



. . การแจกแจงคา่สถติอินื ๆ

การทาํงานทางสถิติเกียวกบัขอ้มลูประชากรปกติ ชดุทีเปรยีเทียบกนัได้ (ไมอิ่สระตอ่กนั) สามารถ
เก็บขอ้มลูเป็นคู่ ๆ

ลาํดบัที ประชากรชดุที ประชากรชดุที ผลตา่งของประชากรสองชดุ
x1 y1 d1

x1 y1 d2

x1 y1 d3... ... ... ...
n xn yn dn

ให้ µD คือคา่เฉลยีเลขคณิตของผลตา่ง และ σ2
D คือคา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของผลตา่ง

เมือขนาดตวัอยา่ง n มีขนาดไม่มาก และไม่ทราบความแปรปรวนประชากร σ2
D อาจประมาณ

ดว้ยความแปรปรวนตวัอยา่ง S2
d และจะประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึ

T =
D̄ − µD

Sd√
n

โดยมีองศาอิสระคือ ν = n− 1

ตัวอย่าง . . ในการทดสอบความรวดเรว็ในการใหบ้รกิารแก่ผูม้าติดตอ่ฝ่ายประชาสมัพนัธ์ของ
มหาวิทยาลยั โดยให้อาสาสมคัร คน ไปติดตอ่สอบถามเรอืงเดียวกนัทีฝ่ายประชาสมัพนัธ์ทงั
แหง่แลว้บนัทกึเวลาทีใชบ้รกิารพบวา่มีความแปรปรวน นาที2 สมมติวา่ขอ้มลูประชากรมีการ

แจกแจงปกติ จงหาความน่าจะเป็นทีคา่เฉลียของผลตา่งของเวลาจากตวัอยา่งคนทีใชบ้รกิารจาก
แหลง่เกิน นาที
แนวคาํตอบ ตวัอยา่งเป็นขอ้มลูเป็นคู่ ๆ จากประชากรปกติ โดยที n = 7 และ S2

d = 25

ประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรี ν = 7− 1 = 6 โดยที µD = 0 จะไดว้า่

P (|D̄| > 3) = P

(∣∣∣∣∣D̄ − µD

Sd√
n

∣∣∣∣∣ > 3− 0
5√
7

)
= P (|T | > 1.59)

= 2P (T > 1.59)

= 2(0.0815) ( อา่นคา่จากแอฟพลเิคชนั )

= 0.1630

ดงันนัความน่าจะเป็นทีผลตา่งของเวลาจากตวัอยา่งคนทีใชบ้รกิารจาก แหลง่เกิน นาที เทา่กบั
.
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ทฤษฎบีท . . ถา้ S2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่งสุม่ขนาด n จากประชากรปกติทีมีความ
แปรปรวน σ2 จะไดต้วัแปรสุม่

χ2 =
(n− 1)S2

σ2

มีการแจกแจงไคสแควรมี์องศาเสรี ν = n− 1

บทพิสูจน์. ใหป้ระชากรมีการแจกแจงปกติโดยมีคา่เฉลยีเลขคณิต µ และความแปรปรวน σ2

สุม่ตวัอยา่งขนาด n ประกอบดว้ย X1, X2, ..., Xn ไดค้วามแปรปรวน S2 พิจารณา
n∑

i=1

(Xi − µ)2 =
n∑

i=1

[(Xi − X̄) + (X̄ − µ)]2

=
n∑

i=1

[(Xi − X̄)2 + 2(Xi − X̄)(X̄ − µ) + (X̄ − µ)2]

=
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 + 2(X̄ − µ)
n∑

i=1

(Xi − X̄) +
n∑

i=1

(X̄ − µ)2

= (n− 1)S2 + 2(X̄ − µ) · 0 + n(X̄ − µ)2

= (n− 1)S2 + n(X̄ − µ)2

ดงันนั
(n− 1)S2

σ2
=

1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − (X̄ − µ)2

σ2

n

เป็นการแจกแจงไคสแควรที์มีองศาเสรี ν = n− 1

ตัวอย่าง . . ตวัอยา่งสุม่ขนาด จากประชากรปกติ ซงึมีความแปรปรวนของประชากรเทา่กบั
จงหาความน่าจะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีคา่มากกวา่ .

แนวคาํตอบ สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 25 จากประชากรปกติ และ σ2 = 6 เมือ ν = 25 − 1 = 24 จะ
ไดว้า่

P (S2 > 9.104) = P

(
(n− 1)S2

σ2
>

(25− 1)9.104

6

)
= P (χ2 > 36.416) = 0.05 (อา่นคา่จากตารางไคสแควร)์

ดงันนัความนา่จะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีคา่มากกวา่ . เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . สุม่นกัศกึษาชนัปี จาํนวน เพือสอบถามคะแนน GPA ในเทอมนี ถา้ประชากร
มีการแจกแจงปกติ ซงึมีความแปรปรวนของประชากรเทา่กบั . จงหาความน่าจะเป็นทีความ
แปรปรวนของตวัอยา่งจะอยูร่ะหวา่ง . ถงึ .
แนวคาํตอบ สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 15 จากประชากรปกติ และ σ2 = 16 เมือ ν = 15− 1 = 14 จะ
ไดว้า่

P (0.09 < S2 < 0.25) = P

(
(15− 1)0.09

0.16
<

(n− 1)S2

σ2
<

(15− 1)0.25

0.16

)
= P (7.875 < χ2 < 21.875)

= P (χ2 > 7.875)− P (χ2 > 21.875)

= 0.8957− 0.0812 = 0.8145 (อา่นคา่จากแอฟพลเิคชนั)
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ดงันนัความนา่จะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งจะอยูร่ะหวา่ง . ถงึ . เทา่กบั .
ทฤษฎบีท . . ถา้ S2

1 และ S2
2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่งสุม่ขนาด n1 และ n2 จากประชากร

ปกติทีมีความแปรปรวน σ2
1 และ σ2

2 ตามลาํดบั จะไดต้วัแปรสุม่
F =

S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

มีการแจกแจงเอฟ ทีมีองศาเสรี ν1 = n1 − 1 และ ν2 = n2 − 1

บทพิสูจน์. สมมติสุม่ตวัอยา่ง ชดุโดยอิสระจากกนั ขนาด n1 และ n2 จากประชากรปกติทีมี σ2
1

และ σ2
2 ตามลาํดบั จะไดต้วัแปรสุม่ไคสแควร์ ชดุทีอิสระตอ่กนัคือ

χ2
1 =

(n1 − 1)S2
1

σ2
1

และ χ2
2 =

(n2 − 1)S2
2

σ2
2

โดยมีองศาเสรคืีอ ν1 = n1 − 1 และ ν2 = n2 − 1 ดงันนั
F =

χ2
1/ν1

χ2
2/ν2

=
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

โดยมีองศาเสรี ν1 = n1 − 1 และ ν2 = n2 − 1

ตัวอย่าง . . ให้ S2
1 และ S2

2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่งสุม่ขนาด และ โดยสุม่อยา่ง
อิสระตอ่กนัจากประชากรปกติ ทีมีความแปรปรวนเป็น σ2

1 = 10 และ σ2
2 = 15 จงหาคา่ของ

P

(
S2
1

S2
2

> 1.26

)
แนวคาํตอบ สุม่ตวัอยา่งขนาด n1 = 25, n2 = 31 จากประชากรปกติ และ σ2

1 = 10, σ2
2 = 15 เมือ

ν1 = 25− 1 = 24 และ ν2 = 31− 1 = 30 จะไดว้า่
P

(
S2
1

S2
2

> 1.26

)
= P

(
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

> 1.26 · 15
10

)
= P (F > 1.89) = 0.05 (อา่นคา่จากตารางเอฟ)

ตัวอย่าง . . จงหาความน่าจะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งนาํหนกัแรกเกิดเพศชายนอ้ย
กวา่เพศหญิง เมือสุม่ตวัอยา่งเดก็ชาย คน และเดก็หญิง สมมติประชากรทงัสองมีการแจกแจง
ปกติและมีความแปรปรวน และ กรมั2 ตามลาํดบั
แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู

เดก็แรกเกิดเพศชาย เดก็แรกเกิดเพศหญิง
ความแปรปรวน σ2

1 = 2500 σ2
2 = 1600

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 10 n2 = 12

องศาเสรี ν1 = 9 ν2 = 11

P (S2
1 < S2

2) = P

(
S2
1

S2
2

< 1

)
= P

(
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

> ·1600
2500

)
= P (F < 0.64) = 0.2560

ดงันนัความนา่จะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งนาํหนกัแรกเกิดเพศชายนอ้ยกวา่เพศหญิง
เทา่กบั .



บทที . การสุม่ตวัอยา่ง
แบบฝึกหดั .

. นาํหนกัของกาแฟยีหอ้ ก มีการแจกแจงปกติดว้ยคา่เฉลีย กรมัตอ่ขวด ถา้สุม่ตวัอยา่ง
มาก ขวด มีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน กรมัตอ่ขวด จงหาความน่าจะเป็นทีนาํหนกัเฉลยี
ของตวัอยา่งจากกมากวา่ กรมัตอ่ขวด

. ผู้จดัการโรงงานซงึผลติสนิคา้ แบบ ตอ้งการเปรยีบเทียบประสทิธิภาพของคนงานทีผลติ
สนิคา้ทงั แบบ จงึสุม่ตวัอยา่งคนงานทีผลติสนิคา้ชนิดที มา คน และ คนงานทีผลติ
สนิคา้ชนิดที มา คน แลว้บนัทกึเวลาทาํงานในหน่วยนาทีแลว้คาํนวณคา่ความแปรปรวน
ได้เป็น . นาที และ . นาทีตามลาํดบั สมมติวา่เวลาทีผลติสนิคา้ทงั แบบ มีการ
แจกแจงปกติโดยคา่เฉลียเทา่กนั จงหาโอกาสทีคนงานตวัอยา่งซงึผลติสนิคา้ชนิดที จากใช้
เวลามากกวา่ชนิดที อยา่งนอ้ย นาที
. เมือความแปรปรวนของประชากรทงัสองเทา่กนั
. เมือความแปรปรวนของประชากรทงัสองไมเ่ทา่กนั

. บรษัิทผลติทเุรยีนทอดบรรจุกระป๋องแหง่หนงึ พบวา่นาํหนกัสทุธิของทเุรยีนมีการ แจกแจง
ปกติ มีความแปรปรวน กรมั2 ถา้สุม่ทเุรยีนทอดมา กระป๋อง จงหาความน่าจะเป็นที
ความแปรปรวนของทเุรยีนมากกวา่ กรมั2

. ตวัอยา่งสุม่ขนาด จากประชากรปกติ ซงึมีความแปรปรวนของประชากรเทา่กบั จงหาความ
น่าจะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีคา่
. นอ้ยกวา่ .
. ระหวา่ง และ

. ให้ S2
1 และ S2

2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่งสุม่ขนาด และ โดยสุม่อยา่งอิสระตอ่กนั
จากประชากรปกติ ทีมีความแปรปรวนเทา่กนั จงหาคา่ของ
. P

(
S2
1

S2
2
< 5
)

. P
(

S2
2

S2
1
< 5
)

. P (S2
1 > 4S2

2)

. P (S2
2 > 5S2

1)

. k ซงึ P
(

S2
1

S2
2
< k
)
= 0.95

. จงหาความน่าจะเป็นทีความแปรปรวนของตวัอยา่งของสว่นสงูคณะ ก มากกวา่ เทา่ของ
คณะ ข เมือสุม่ตวัอยา่งคณะ ก มา คน และคณะ ข มา สมมติประชากรทงัสองมีการ
แจกแจงปกติและมีความแปรปรวน และ เซนติเมตร2 ตามลาํดบั



. . การแจกแจงคา่สถติอินื ๆ

สรุป
ในบทนีจะกลา่วถงึการสุม่ตวัอยา่งแต่จะไม่ลงรายเอียดเรอืงวิธีการสุม่ แต่จะเนน้ทฤษฎีการสุม่

ตวัอยา่ง เรมิดว้ยการแจกแจงของคา่เฉลียเลขคณิตของตวัอยา่งขนาด n ซงึได้คา่ µX̄ = µ และ
σ2
X̄

= σ2

n
เมือ n มีคา่มาก การแจกแจงดงักลา่วจะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติ จากนนักลา่วถงึ

การแจกแจงสดัสว่นของตวัอยา่งคือการพิจารณาจากการแจกแจงทวินาม Bin(n, p) ที n มีคา่มาก
ๆ อาจประมาณดว้ยการแจกแจงปกติไดโ้ดย µ = np และ σ2 = np(1 − p) ถดัมาการแจกแจงของ
คา่เฉลียเลขคณิตของตวัอยา่งขนาด n ซงึมานอ้ยกวา่ อาจใชก้ารแจกทีชว่ยในการประมาณคา่
เมือไม่ทราบความแปรปรวนของประชากร จากนนักลา่วถงึการใชก้ารแจกแจงไคสแควรแ์ละเอฟที
เกิดจากความแปรปรวนของตวัอยา่ง

แบบฝึกหดับทที

. ถา้ X1, X2, ..., X10 แทนตวัอยา่งสุม่ขนาด 10 ถา้
10∑
i=1

Xi = 60 และ
10∑
i=1

X2
i = 500 จงหาคา่

เฉลียและความแปรปรวนของตวัอยา่งดงักลา่ว
. ถา้ X1, X2, ..., X6 และ Y1, Y2, ..., Y5 เป็นตวัอยา่งสุม่จากประชากรปกติ พวกซงึเป็นอิสระ
ตอ่กนัและมีความแปรปรวนเทา่กนั จากคาํนวณเบืองตน้ X̄ = 8.5,

6∑
i=1

(Xi − X̄)2 = 0.34

และ Ȳ = 8.2,
5∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 = 0.1 จงหาความน่าจะเป็นทีคา่เฉลียของประชากรกลุม่ X
มากกวา่กลุม่ Y นอ้ยกวา่ .

. สมมติวา่นาํหนกันกัเรยีนหญิงของโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน คน มีการแจกแจงปกติ มีคา่
เฉลีย กิโลกรมั และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน กิโลกรมั เลือกตวัอยา่งมา ชดุ ประกอบ
ดว้ยชดุละ คน จะมีตวัอยา่งกีชดุทีมีนาํหนกัเฉลยี
. ระหวา่ง ถงึ กิโลกรมั . มากกวา่

. หลอดไฟทีผลติโดยโรงงานที ทีมีอายุเฉลีย ชวัโมง และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ชวัโมง หลอดไฟทีผลติโดยโรงงานที ทีมีอายเุฉลยี ชวัโมง และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน

ชวัโมง สุม่ตวัอยา่งหลอดไฟแตล่ะโรงงานมา หลอด และทดลองใช้ จงหาความน่า
จะเป็นทีอายกุารใชง้านเฉลยีของหลอดไฟทีผลติจากโรงงานที จะมากกวา่โรงงานที อยา่ง
นอ้ย ชวัโมง

. บรษัิทผลตินาํดืมบรรจขุวดแหง่หนงึบรรจนุาํในขวดทีมีฉลากปิดบอกปรมิาตรสทุธิ มิลลลิติร
ถา้ปรมิาตรสทุธิของนาํดืมมีการแจกแจงแบบปกติ โดยมีคา่เฉลยีเป็น มิลลลิติรและ ความ
แปรปรวน . มิลลลิติร2 ในการบรรจุนาํดืมลงในแตล่ะขวดจะตอ้งใหป้รมิาตรสทุธิใกลเ้คียง
กบัทีบอกไว้บนฉลากมากทีสดุ แต่ปรมิาตรจรงิทียอมรบัได้เป็น ถงึ มิลลลิติร ถา้
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บรษัิทชกั ตวัอยา่งนาํดืมขนาด ขวด จงหาความน่าจะเป็นทีคา่เฉลยีของปรมิาตรสทุธิอยู่
ในเกณฑที์ยอมรบัได้

. ถา้ % ของผูด้ทีูวีชอบดชูอ่งหมายเลข มากกวา่ช่องอืน ๆ ถา้สุม่ตวัอยา่งมา คน จง
หาความน่าจะเป็นทีสดัสว่นตวัอยา่งของผูที้ชอบดชู่องหมายเลข จะตาํกวา่ %

. สดัสว่นของผูช้ายทีเห็นดว้ยกบัการทาํแทง้เทา่กบั . และสดัสว่นของผูห้ญิงทีเห็นดว้ยกบั
การทาํแทง้เทา่กบั . ถา้สุม่ตวัอยา่งผูช้ายและผูห้ญิงมากลุม่ละ คน จงหาความน่าจะ
เป็นทีสดัสว่นตวัอยา่งทีเห็นดว้ยกบัการทาํแทง้ของผูช้ายสงูกวา่ผูห้ญิงมากกวา่ .

. ในการสุม่ตวัอยา่งจากนกัเรยีนทีเขา้สอบONET วิชาคณิตศาสตร์และวิชาวิทยาศาสตร์ ระดบั
ประถมศกึษาปีที จาํนวน คน และ คน ตามลาํดบั แลว้คาํนวนสว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ไดเ้ป็น และ คะแนน ตามลาํดบั จงหาความนา่จะเป็นทีคะแนนเฉลียของตวัอยา่งวิชา
คณิตศาสตรจ์ะสงูกวา่วิชาวิทยาศาสตรม์ากกวา่ คะแนน

. ในการสุม่ตวัอยา่งลกูคา้ คน ทีเขา้คอรส์ลดนาํหนกักบัสถาบนัเสรมิความงามแหง่หนงึ เป็น
ระยะเวลา เดือน ปรากฏวา่มีความแปรปรวนของผลตา่งของนาํหนกั กิโลกรมั2 ถา้ขอ้มลู
มีการแจกแจกปกติ โดยสถาบนัเสรมิความงามอา้งวา่หลงัจบคอรส์นาํหนกัจะลดลงโดยเฉลีย
กิโลกรมั จงหาความน่าจะเป็นทีนาํหนกัหลงัจบคอรส์ของตวัอยา่งจะลดลงโดยเฉลียนอ้ย

กวา่ กิโลกรมัเมือเทียบกบันาํหนกัก่อนเขา้คอรส์
. เวลาทีครูสอนคณิตศาสตร์ ทา่นจะปลอ่ยชา้ (นาที) มีการแจกแจงปกติ ถา้สม่คาบเรยีนแรก
ทีสอนของแตล่ะวนัทีครูทงั มีสอนจาํนวน สปัดาห์ โดยไม่ตรงวนัหยดุราชการและครูทงั
มีสอนทกุวนั พบวา่ความแปรปรวนของผลเวลาทีปลอ่ยชา้เทา่กบั นาที2 จงหาความน่าจะ
เป็นของผลตา่งของเวลาทีครูทงั ปลอ่ยชา้ไมเ่กิน นาที จากการสุม่ดงักลา่ว

. สุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรทีมีการแจกแจงแบบปกติทีมีความแปรปรวนของประชากร
เทา่กบั จงประมาณความน่าจะเป็นทีสว่นเบียงเบนมาตรฐานของตวัอยา่งมากกวา่ แต่
ไมเ่กิน

. ตวัอยา่งสุม่ขนาด จากประชากรปกติ ซงึมีความแปรปรวนของประชากรเทา่กบั
จงหาความน่าจะเป็นที
. ความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีคา่มากกวา่
. ความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีคา่นอ้ยกวา่
. ความแปรปรวนของตวัอยา่งจะมีอยูร่ะหวา่ง ถงึ



บทที
การประมาณค่า
หลกัการสาํคญัอยา่งหนงึในทางสถิติคือการประมาณคา่พารามิเตอรท์าํได้ แบบคือ การประมาณ
คา่แบบจดุ และการประมาณคา่แบบช่วง

. ชนิดของการประมาณค่า
การประมาณคา่พารามิเตอรข์องประชากรโดยใชค้า่สถิติตวัอยา่งเชน่

. ประมาณคา่เฉลยีของประชากร µ โดยใชค้า่เฉลยีของตวัอยา่ง X̄

. ประมาณคา่ความแปรปรวนของประชากร σ2 โดยใชค้า่ความแปรปรวนของตวัอยา่ง S2

เรยีกวา่ การประมาณค่าแบบจุด (point estimation) การประมาณคา่ดงักลา่วเราไม่ไดค้าดหวงั
วา่คา่ของตวัอยา่งจะเทา่กบัประชากร แตต่อ้งการความผิดพลาดไมม่ากนกั เราจงึตดัสนิใจลว่งหนา้
วา่จะใชต้วัประมาณตวัใดในการประมาณคา่พารามิเตอร์ โดยพิจารณาจากความไมล่าํเอียง
บทนิยาม . . สถิติ θ̂ เป็น ตัวประมาณค่าไม่ลาํเอยีง (unbiased estimator) ของพารามิเตอร์
θ ถา้

E(θ̂) = θ

โดยทฤษฎีบท . . E(X̄) = µ ดงันนั X̄ เป็นตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียงของ µ
ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ S2 เป็นตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียงของ σ2

บทพิสูจน์. ใหป้ระชากรมีคา่เฉลยีเลขคณิต µ และความแปรปรวน σ2 สุม่ตวัอยา่งขนาด nประกอบ
ดว้ย X1, X2, ..., Xn ไดค้วามแปรปรวน S2 พิจารณา

E(S2) = E

(
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

)
=

1

n− 1
E

(
n∑

i=1

[(Xi − µ)− (X̄ − µ)]2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

[(Xi − µ)2 − 2(Xi − µ)(X̄ − µ) + (X̄ − µ)2]

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2(X̄ − µ)
n∑

i=1

(Xi − µ) +
n∑

i=1

(X̄ − µ)2

)



บทที . การประมาณคา่

เนืองจาก
n∑

i=1

(Xi − µ) =
n∑

i=1

Xi −
n∑

i=1

µ = nX̄ − nµ = n(X̄ − µ) จะไดว้า่

E(S2) =
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 − 2(X̄ − µ)n(X̄ − µ) + n(X̄ − µ)2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄ − µ)2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

E(Xi − µ)2 − nE(X̄ − µ)2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

σ2
Xi

− nσ2
X̄

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

σ2 − n · σ
2

n

)
=

1

n− 1

(
nσ2 − σ2

)
=

1

n− 1
· (n− 1)σ2 = σ2

ดงันนั E(S2) = σ2 หรอืกลา่วไดว้า่ S2 เป็นตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียงของ σ2

บทนิยาม . . ในบรรดาตวัประมาณคา่ไม่ลาํเอียงทงัหลายของพารามิเตอร์ θ ตวัประมาณคา่ซงึ
มีความแปรปรวนน้อยทสุีดคือตวัประมาณคา่ทีมีประสิทธิภาพมากทสุีด

การประมาณค่าแบบช่วง (interval estimation) คือการประมาณคา่พารามิเตอรม์กัอยูใ่นรูป
a < θ < b

ซงึ a และ b ขนึอยูก่บัตวัประมาณคา่สถิติ θ̂ ของพารามิเตอร์ θ และการแจกแจงความน่าจะเป็นของ
θ̂ เมือสุม่ตวัอยา่งมาชดุหนงึแลว้คาํนวนคา่ไดเ้ป็น

P (a < θ < b) = 1− α

• เรยีก (a, b) วา่ช่วงความเชือมัน (1− α)100% (confidence interval)

• เรยีก a และ b วา่ ลิมติความเชือมัน (confidence limits) หรอื ลิมิตความไว้วางใจ (fiducial
limits)

• เรยีก 1− α วา่สัมประสิทธิความเชือมัน (confidence coeffient)
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. การประมาณค่าเฉลยีประชากร
การประมาณคา่แบบจดุของคา่เฉลียประชากร µ คือ X̄ การแจกแจงความนา่จะเป็นของ X̄ ใกล้
เคียงกบัการแจกแจงปกติซงึมีคา่เฉลยี µX̄ = µ และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σX̄ =

σ√
n

รูปที . : กราฟการแจกแจงปกติแสดงพืนที 1− α

−zα
2

zα
2

1− α

กาํหนดสญัลกัษณ์ zA ซงึเป็นจาํนวนบวก หมายถงึคา่ทีทาํให้ P (Z > zA) = P (Z < −zA) = A

เราสนใจ P
(
−zα

2
< Z < zα

2

)
= 1− α พิจารณา −zα

2
< Z < zα

2
จะไดว้า่

−zα
2
<

X̄ − µ
σ√
n

< zα
2

−zα
2
· σ√

n
< X̄ − µ < zα

2
· σ√

n

X̄ − zα
2
· σ√

n
< µ < X̄ + zα

2
· σ√

n

ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n ทีมีคา่เฉลยี X̄ จากประชากรซงึมีความแปรปรวน σ2 ดงันนัช่วงความเชือมนั
(1− α)100% ของ µ คือ X̄ ± zα

2
· σ√

n
หรอื

X̄ − zα
2
· σ√

n
< µ < X̄ + zα

2
· σ√

n

คา่ z ทีมกัพบในการคาํนวณ
. ช่วงความเชือมนั % หรอื α = 0.01 จะมี zα

2
= z0.005 = 2.58

. ช่วงความเชือมนั % หรอื α = 0.05 จะมี zα
2
= z0.025 = 1.96

. ช่วงความเชือมนั % หรอื α = 0.06 จะมี zα
2
= z0.03 = 1.88

. ช่วงความเชือมนั % หรอื α = 0.10 จะมี zα
2
= z0.05 = 1.65
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ตัวอย่าง . . ในการสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ ของนกัเรยีนชนัประถมศกึษาปีที ของปีการ
ศกึษา มีคนเขา้สอบจากทวัประเทศจาํนวน , คน มีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั
. (ขอ้มลูจาก สทศ.) โดยคะแนนสอบมีการแจกแจงปกติ สุม่ตวัอยา่ง คนปรากฏคะแนน

ดงันี

จงหาชว่งความเชือมนั % ของคา่เฉลยีคะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องการสอบในครงันี
แนวคาํตอบ ประชาการมีการแจกแจงปกติซงึ σ = 16.44 จากขอ้มลูตวัอยา่งมีขนาด n = 20

คาํนวณคา่ X̄ = 41.75 (โดยเครอืงคิดเลข)
ชว่งความเชือมนั % มี α = 0.5 เพราะฉะนนั α

2
= 0.025 และ z0.025 = 1.96 จะไดว้า่

X̄ ± z0.025 ·
σ√
n
= 41.75± 1.96 · 16.44√

20
= 41.75± 7.21

ฉะนนั
41.75− 7.21 < µ < 41.75 + 4.21

34.54 < µ < 48.96

ดงันนัชว่งความเชือมนั %ของคา่เฉลยีคะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องการสอบในครงันีคือ (34.54, 48.96)
ตัวอย่าง . . ในการสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ ของนกัเรยีนชนัประถมศกึษาปีที ของปีการ
ศกึษา มีคนเขา้สอบจากทวัประเทศจาํนวน , คน (ขอ้มลูจาก สทศ.) โดยคะแนนสอบ
มีการแจกแจงปกติ สุม่ตวัอยา่ง คนปรากฏคะแนนดงันี

จงหาชว่งความเชือมนั % ของคา่เฉลยีคะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องการสอบในครงันี
แนวคาํตอบ ประชาการมีการแจกแจงปกติไมท่ราบคา่ σ2

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 36 > 30 คาํนวณคา่ X̄ = 38.94 และ S = 19.78 (โดยเครอืงคิดเลข)
ประมาณ σ ดว้ย S ช่วงความเชือมนั % นนัคือ α = 0.01 ฉะนนั α

2
= 0.005 และ z0.005 = 2.58

จะไดว้า่
X̄ ± z0.05 ·

S√
n
= 38.94± 2.58 · 19.78√

36
= 38.94± 8.50

ฉะนนั
38.94− 8.50 < µ < 38.94 + 8.50

30.44 < µ < 47.44

ดงันนัชว่งความเชือมนั %ของคา่เฉลยีคะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องการสอบในครงันี (30.44, 47.44)
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การประมาคา่ µ ดว้ย X̄ เราหวงัวา่จะมีคา่ไม่หา่งกนัมากนกั คา่ความแตกตา่งของทงัสอง เรยีก
วา่ ค่าความคลาดเคลอืน (error) เขียนแทนดว้ย ε นนัคือ

|X̄ − µ| = ε

ทฤษฎบีท . . การประมาคา่ µ ดว้ย X̄ เราสามารถเชือมนั (1− α)100% วา่
ความคลาดเคลือนจะนอ้ยกวา่ zα

2
· σ√

n

บทพิสูจน์. ให้ ε เป็นความคลาดเคลือนของ µ กบั X̄ จะไดว้า่

1− α = P (|X̄ − µ| < ε) = P

(∣∣∣∣∣X̄ − µ
σ√
n

∣∣∣∣∣ < ε
σ√
n

)

= P

(
|Z| < ε ·

√
n

σ

)
= P

(
−ε ·

√
n

σ
< Z < ε ·

√
n

σ

)

นนัคือ zα
2
= ε ·

√
n

σ
ดงันนั

ε = zα
2
· σ√

n

บทแทรก . . การประมาคา่ µ ดว้ย X̄ เราสามารถเชือมนั (1−α)100% วา่ความคลาดเคลอืนจะ
นอ้ยกวา่ ε

เมือขนาดตวัอยา่งเทา่กบั
(zα

2
· σ
ε

)2
บทพิสูจน์. เป็นผลโดยตรงจากทฤษฎีบท . .

ตัวอย่าง . . ในการสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ ของนกัเรยีนชนัประถมศกึษาปีที ของปีการ
ศกึษา มีคนเขา้สอบจากทวัประเทศจาํนวน , คน มีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั
. (ขอ้มลูจาก สทศ.) โดยคะแนนสอบมีการแจกแจงปกติ ตอ้งสุม่นกัเรยีนทีเขา้สอบมาจาํนวน

กีคน จงึจะทาํใหค้ะแนนเฉลียของตวัอยา่ง ( X̄ ) ของการสอบครงันีคลาดเคลอืนจาก µ ไม่เกิน
คะแนน โดยมีความเชือมนั %
แนวคาํตอบ ความคลาดเคลือนของ X̄ จาก µ ไมเ่กิน คะแนน นนัคือ ε = 5

ประชากรมี σ2 = 18.78 ชว่งความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 ฉะนนั α
2
= 0.025 และ z0.025 = 1.96

จะไดว้า่
n =

(
1.96(18.78)

5

)2

= 61.46

ดงันนัตอ้งสุม่นกัเรยีนทีเขา้สอบมาจาํนวน คน
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ในการประมาณคา่พารามิเตอรต์า่ง ๆ บอ่ยครงัทีเราไมท่ราบคา่ความแปรปรวน และขนาดตวัอยา่ง
นอ้ยกวา่ แต่ทราบวา่การแจกแจงของประชากรใกล้เคียงการแจกแจงปกติ เราอาจจะใช้การ
แจกแจงที และประมาณคา่ความแปรปรวนประชากรดว้ยคา่ความแปรปรวนตวัอยา่งซงึ

T =
X̄ − µ

S√
n

และมีองศาเสรี ν = n− 1

รูปที . : กราฟการแจกแจงทีแสดงพืนที 1− α

−tα
2

tα
2

1− α

กาํหนดสญัลกัษณ์ tA ซงึเป็นจาํนวนบวก หมายถงึคา่ทีทาํให้ P (T > tA) = P (T < −tA) = A

เราสนใจ P
(
−tα

2
< T < tα

2

)
= 1− α พิจารณา −tα

2
< T < tα

2
จะไดว้า่

−tα
2
<

X̄ − µ
S√
n

< tα
2

X̄ − tα
2
· S√

n
< µ < X̄ + tα

2
· S√

n

ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n ทีมีคา่เฉลยี X̄ และความแปรปรวนเทา่กบั S2

ดงันนัชว่งความเชือมนั (1− α)100 % ของ µ คือ X̄ ± tα
2
· S√

n
หรอื

X̄ − tα
2
· S√

n
< µ < X̄ + tα

2
· S√

n

ตัวอย่าง . . นาํหนกัของมะมว่งสกุพนัธ์ุอกรอ่งตอ่ลกู (หน่วยเป็นกรมั) จากสวนแหง่หนงึจาํนวน
ลกู ดงันี

จงหาชว่งความเชือมนั % ของคา่นาํหนกัเฉลยีของมะมว่งสกุในสวนแหง่นี สมมติประชากรปกติ
แนวคาํตอบ ประชาการมีการแจกแจงปกติไมท่ราบคา่ σ2 จากขอ้มลูตวัอยา่งมีขนาด n = 10 < 30

จงึประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรี ν = 9 − 1 = 8 คาํนวณคา่ X̄ = 31.6 และ S = 4.03

ประมาณ σ ดว้ย S ช่วงความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 ฉะนนั α
2
= 0.025 และ t0.025 = 2.262

จะไดว้า่
X̄ ± t0.025 ·

S√
n
= 31.6± 2.262 · 4.03√

10
= 31.36± 2.88

ฉะนนั
31.6− 2.88 < µ < 31.6 + 2.88

28.72 < µ < 34.48

ดงันนัชว่งความเชือมนั % ของคา่นาํหนกัเฉลยีของมะมว่งสกุในสวนแหง่นี (28.72, 34.48)
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ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n1 และ n2 โดยอิสระตอ่กนัจากประชากรสองชดุ ซงึมีคา่เฉลีย µ1 และ µ2

ชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ µ1 − µ2 พิจารณาไดด้งัตอ่ไปนี
ทราบค่าของ σ2

1 และ σ2
2

การแจกแจงของผลตา่งของคา่เฉลยีของตวัอยา่ง X̄1 และ X̄2 มีการแจกแจงโดยประมาณเป็นการ
แจกแจงปกติโดยมีตวัแปรสุม่ Z คือ

Z =
(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

ชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ µ1 − µ2 คือ

(X̄1 − X̄2)± zα
2
·
√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

ไม่ทราบค่าของ σ2
1 และ σ2

2

. กรณี n1 และ n2 มากกวา่หรอืเทา่กบั
จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติ และประมาณคา่ σ2

1 และ σ2
2 ดว้ย S2

1 และ S2
2 ตามลาํดบั

โดยที
Z =

(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√
S2
1

n1

+
S2
2

n2

ช่วงความเชือมนั (1− α)100% ของ µ1 − µ2 คือ

(X̄1 − X̄2)± zα
2
·
√

S2
1

n1

+
S2
2

n2

. กรณี n1 หรอื n2 นอ้ยกวา่

• สาํหรบั σ2
1 = σ2

2 จะประมาณดว้ยการแจกแจงที โดยที

T =
(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√

S2
p

(
1

n1

+
1

n2

)

เมือ
S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2

และองศาเสรคืีอ ν = n1 + n2 − 2 ช่วงความเชือมนั (1− α)100% ของ µ1 − µ2 คือ

(X̄1 − X̄2)± tα
2
·

√
S2
p

(
1

n1
+

1

n2

)
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• สาํหรบั σ2
1 ̸= σ2

2 จะประมาณดว้ยการแจกแจงที โดยที

T =
(X̄1 − X̄2)− (µ1 − µ2)√

S2
1

n1

+
S2
2

n2

เมือองศาเสรคืีอ

ν =

(
S2
1

n1

+
S2
2

n2

)2

(
S2
1

n1

)2
1

n1 − 1
+

(
S2
2

n2

)2
1

n2 − 1

ชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ µ1 − µ2 คือ

(X̄1 − X̄2)± tα
2
·
√

S2
1

n1

+
S2
2

n2

ตัวอย่าง . . สุม่ตวัอยา่งยาสีฟันสตูร A จาํนวน หลอดเพือชงันาํหนกั จากประชากรปกติซงึมี
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณคา่เฉลยีนาํหนกัของตวัอยา่งได้ กรมั และสุม่ตวัอยา่งยาสีฟัน
สตูร B จาํนวน หลอดเพือชงันาํหนกั จากประชากรปกติซงึมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณ
คา่เฉลียนาํหนกัของตวัอยา่งได้ กรมั จงหาคา่ช่วงความเชือมนั % สาํหรบัผลตา่งคา่เฉลียนาํ
หนกัของประชากรยาสีฟันสตูร A และยาสีฟันสตูร B
แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู

ยาสีฟันสตูร A ยาสีฟันสตูร B
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (ประชากร) σA = 5 σB = 3

ขนาดตวัอยา่ง nA = 25 nB = 36

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄A = 150 X̄B = 145

ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนัซงึทราบความแปรปรวน สาํหรบัชว่งความเชือมนั % มี α = 0.5

ฉะนนั α
2
= 0.025 และ z0.025 = 1.96 จะไดว้า่

(X̄A − X̄B)± z0.025 ·

√
σ2
A

nA

+
σ2
B

nB

= (150− 145)± 1.96 ·
√

52

25
+

32

36

= 5± 2.19

ฉะนนั
5− 2.19 < µA − µB < 5 + 2.19

2.81 < µA − µB < 7.19

ดงันนัชว่งความเชือมนั %สาํหรบัผลตา่งคา่เฉลยีนาํหนกัของประชากรยาสีฟันสตูร A และยาสีฟัน
สตูร B คือ (2.81, 7.19)
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ตัวอย่าง . . เมือสอบถามคะแนนวิชาแคลคลูสั ปรากฎวา่มีนกัศกึชาย คน คาํนวนคา่เฉลีย
ได้ คะแนน และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน มีนกัศกึษาหญิงจาํนวน คน คาํ
นวนคา่เฉลยีได้ คะแนน และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน จงหาคา่ชว่งความเชือมนั
% สาํหรบัผลตา่งคา่เฉลยีคะแนนของประชากรนกัศกึษาชายและนกัศกึษาหญิง

แนวคาํตอบ พิจารณาขอ้มลู
นกัศกึษาชาย นกัศกึษาหญิง

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 75 n2 = 50

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄1 = 82 X̄2 = 76

สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (ตวัอยา่ง) S1 = 8 S2 = 6

ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุไม่ทราบความแปรปรวน และตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ เราจะ
ประมาณดว้ยการแจกแจงปกติ โดยประมาณคา่ σ1, σ2 ดว้ย S1, S2 ตามลาํดบั สาํหรบัชว่งความ
เชือมนั % นนัคือ α = 0.06 เพราะฉะนนั α

2
= 0.03 และ z0.03 = 1.88 จะไดว้า่

(X̄1 − X̄2)± z0.03 ·

√
S2
1

n1

+
S2
2

n2

= (82− 76)± 1.88 ·
√

82

75
+

62

50

= 6± 2.36

ฉะนนั
6− 2.36 < µ1 − µ2 < 6 + 2.36

3.64 < µ1 − µ2 < 8.36

ดงันนัชว่งความเชือมนั %สาํหรบัผลตา่งคา่เฉลยีคะแนนของประชากรนกัศกึษาชายและนกัศกึษา
หญิง คือ (3.64, 8.36)

ตัวอย่าง . . จากประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุ มีความแปรปรวนเทา่กนั กาํหนดให้
ตวัอยา่งชดุที มีขนาด สุม่มาจากประชากรชดุที คือ

ตวัอยา่งชดุที มีขนาด สุม่มาจากประชากรชดุที คือ

จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % สาํหรบั µ1 − µ2 เมือ µ1 และ µ2 คือคา่เฉลียของประชากรชดุที
และ ตามลาํดบั
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

ประชากรชดุที ประชากรชดุที
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 9 n2 = 16

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄1 = 29 X̄2 = 34.5

ความแปรปรวน (ตวัอยา่ง) S2
1 = 45 S2

2 = 87.2
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ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุไม่ทราบความแปรปรวนแต่ทราบวา่เทา่กนั ตวัอยา่งมีขนาด
เลก็ เราจะประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรี ν = 9 + 10− 2 = 23 และ

S2
p =

(9− 1)45 + (16− 1)87.2

9 + 16− 2
= 72.52

สาํหรบัชว่งความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 เพราะฉะนนั α
2
= 0.025 และ t0.025 = 2.096

จะไดว้า่

(X̄1 − X̄2)± t0.025 ·

√
S2
p

(
1

n1

+
1

n2

)
= (29− 34.5)± 2.096 ·

√
72.52

(
1

9
+

1

16

)
= −5.5± 7.44

ฉะนนั
−5.5− 7.44 < µ1 − µ2 < −5.5 + 7.44

−12.94 < µ1 − µ2 < 1.94

ดงันนัชว่งความเชือมนั % ของ µ1 − µ2 คือ (−12.94, 1.94)

ตัวอย่าง . . จากการบนัทกึ ปี ทีผา่นมาได้แสดงวา่ปรมิาณนาํฝนในเดือนพฤษภาคม ณ
ตาํบลทีหนงึไดข้อ้มลูดงันี (หน่วยเป็นนิว)

. . . . .

. . . . .

. . . . .
ขอ้มลูตาํบลทีสองบนัทกึ ปี ไดข้อ้มลูดงันี (หน่วยเป็นนิว)

. . . . .

. . . . .
จงหาคา่ชว่งความเชือมนั %สาํหรบัความแตกตา่งของคา่เฉลยีทีแทจ้รงิของปรมิาณนาํฝน สมมติ
วา่ขอ้มลูเหลา่นีมาจากประชากรทีคา่ความแปรปรวนแตกตา่งกนั
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

ตาํบลทีหนงึ ตาํบลทีสอง
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 15 n2 = 10

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄1 = 1.94 X̄2 = 1.04

ความแปรปรวน (ตวัอยา่ง) S2
1 = 0.20 S2

2 = 0.07

ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุไม่ทราบความแปรปรวนและทราบวา่ไม่เทา่กนั ตวัอยา่งมี
ขนาดเลก็ เราจะประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรี

ν =

(
0.20

15
+

0.07

10

)2

(
0.20

15

)2
1

15− 1
+

(
0.07

10

)2
1

10− 1

= 22.78 ≈ 23
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สาํหรบัชว่งความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 เพราะฉะนนั α
2
= 0.025 และ t0.025 = 2.096

จะไดว้า่

(X̄1 − X̄2)± t0.025 ·

√
S2
1

n1

+
S2
2

n2

= (1.94− 1.04)± 2.069 ·
√

0.20

15
+

0.07

10

= 0.9± 0.29

ฉะนนั
0.9− 0.29 < µ1 − µ2 < 0.9 + 0.29

0.61 < µ1 − µ2 < 1.19

ดงันนัคา่ชว่งความเชือมนั %สาํหรบัความแตกตา่งของคา่เฉลยีทีแทจ้รงิของปรมิาณนาํฝน สมมติ
วา่ขอ้มลูเหลา่นีมาจากประชากรทีคา่ความแปรปรวนแตกตา่งกนัคือ (0.61, 1.19)

การทาํงานทางสถิติเกียวกบัขอ้มลูประชากรปกติ ชดุทีเปรยีเทียบกนัได้ (ไมอิ่สระตอ่กนั) สามารถ
เก็บขอ้มลูเป็นคู่ ๆ

ลาํดบัที ประชากรชดุที ประชากรชดุที ผลตา่งของประชากรสองชดุ
x1 y1 d1

x1 y1 d2

x1 y1 d3... ... ... ...
n xn yn dn

ให้ µD คือคา่เฉลยีเลขคณิตของผลตา่ง และ σ2
D คือคา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของผลตา่ง

เมือขนาดตวัอยา่ง n มีขนาดไม่มาก และไม่ทราบความแปรปรวนประชากร σ2
D อาจประมาณ

ดว้ยความแปรปรวนตวัอยา่ง S2
d และจะประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึ

T =
D̄ − µD

Sd√
n

โดยมีองศาอิสระคือ ν = n− 1

เราสนใจ P
(
−tα

2
< T < tα

2

)
= 1− α พิจารณา −tα

2
< T < tα

2
จะไดว้า่

−tα
2
<

D̄ − µD

Sd√
n

< tα
2

D̄ − tα
2
· Sd√

n
< µD < D̄ + tα

2
· Sd√

n

ถา้สุม่ตวัอยา่งเป็นคู่ ๆ ขนาด n ทีมีผลตา่งคา่เฉลยี D̄ และความแปรปรวนเทา่กบั S2
d

ดงันนัชว่งความเชือมนั (1− α)100 % ของ µD คือ D̄ ± tα
2
· Sd√

n
หรอื

D̄ − tα
2
· Sd√

n
< µ < D̄ + tα

2
· Sd√

n
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ตัวอย่าง . . ในการสุม่ตวัอยา่งนกัเรยีน คน ระดบัชนัประถมศกึษาปีที เพือสอบถามคะแนน
สอบก่อนเรยีนและหลงัเรยีนวิชาภาษาไทยของโรงเรยีนแหง่หนงึ ปรากฎดงันี

นกัเรยีนคนที คะแนนสอบก่อนเรยีน คะแนนสอบหลงัเรยีน

จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % สาํหรบัคา่เฉลยีของผลตา่งจรงิในการทดสอบครงันี สมมติประชากร
มีการแจกแจงปกติ
แนวคาํตอบ พิจารณาผลตา่งโดยใชค้ะแนนหลงัเรยีน - คะแนนก่อนเรยีน นนัคือ

นกัเรยีนคนที คะแนนสอบก่อนเรยีน (xi) คะแนนสอบหลงัเรยีน (yi) di = yi − xi

-

สุม่ตวัอยา่งเป็นคู่ ๆ ขนาด n = 5 จากประชากรปกติ เราประมาณดว้ยการแจกแจงทีซงึมีองศาเสรี
ν = 5 − 1 = 4 คาํนวณคา่ D̄ = 4 และ Sd = 3.81 สาํหรบัช่วงความเชือมนั % นนัคือ α = 0.02

เพราะฉะนนั α
2
= 0.01 และ t0.01 = 3.75 จะไดว้า่

D̄ ± t0.01 ·
Sd√
n
= 4± 3.75 · 3.81√

5
= 4± 6.39

ฉะนนั
4− 6.39 < µ < 4 + 6.39

−2.39 < µ < 10.39

ดงันนัชว่งความเชือมนั % สาํหรบัคา่เฉลยีของผลตา่งจรงิในการทดสอบครงันีคือ (−2.39, 10.39)



. . การประมาณคา่เฉลยีประชากร
แบบฝึกหดั . - .

. จงแสดงวา่ P̂ เป็นตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียงของ p

. จงแสดงวา่ X̄ เป็นตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียงของ µ ทีมีประสทิธิภาพมากทีสดุ

. ในการสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ ของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที ของปีการศกึษา
มีคนเขา้สอบจากทวัประเทศจาํนวน , คน มีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั .
(ขอ้มลูจาก สทศ.) โดยคะแนนสอบมีการแจกแจงปกติ สุม่ตวัอยา่ง คนปรากฏคะแนน
ดงันี

จงหาช่วงความเชือมนั % ของคา่เฉลยีคะแนนวิชาคณิตศาสตรข์องการสอบในครงันี
. อายหุลอดไฟฟา้ของบรษัิทอปุกรณไ์ฟฟา้แหง่หนงึมีการแจกแจงปกติซงึมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน

ชวัโมง ถา้ตอ้งการความเชือมนั % เพือประมาณคา่เฉลีย µ จะผิดพลาดไดไ้ม่เกิน
ชวัโมง ตอ้งใชข้นาดตวัอยา่งเทา่ใด

. ในการสุม่นกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์เพือสอบถามเกรดเฉลยี จาํนวน คน คาํนวณ
สว่นเบียงเบนมาตรฐานได้ . ถา้ตอ้งการความเชือมนั % เพือประมาณคา่เฉลยี µ จะผิด
พลาดไดไ้มเ่กินทา่ใด

. ถา้สายการบินแหง่หนงึมกัจะมีจาํนวนทีนงัวา่งแตล่ะเทียว และทราบวา่คา่สว่นเบียงเบน
มาตรฐานของจาํนวนทีนงัวา่งเป็น . ทีนงั จงึสุม่ตวัอยา่งเทียวบินทีเคยบินในปีทีแลว้จาํนวน

เทียวบิน คาํนวณหาจาํนวนเฉลยีทีนงัทีวา่งได้ . ทีนงัตอ่เทียวบิน จงประมาณจาํนวน
ทีนงัตอ่เครอืงบินทีวา่งโดยเฉลยีตอ่เทียวบิน เทียว ทีระดบัความเชือมนั %

. นาํหนกัของทเุรยีนตอ่ลกู (หน่วยเป็นกิโลกรมั) จากสวนแหง่หนงึก่อนสง่ไปยงัตลาดผลไม้
จาํนวน ลกู ดงันี

. . . . . . . . .

จงหาชว่งความเชือมนั % ของคา่นาํหนกัเฉลียของทเุรยีนจากสวนแหง่ดงักลา่ว สมมติวา่มี
การแจกแจงปกติ

. สุม่เลือกตวัอยา่งโลหะรูปทรงกระบอก อนั วดัเสน้ผา่นศนูยก์ลางดงันี

. . . . . . .

จงหาช่วงความเชือมนั % ของเสน้ผา่นศนูยก์ลางเฉลยีของโลหะรูปทรงกระบอกเหลา่นี
. ระดบัความพงึพอใจในการเรยีนวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนงึ โดยใชม้าตร
วดัของลเิคิรท์ (Likert Scale) ซงึใชเ้กณฑ์ ระดบัคือ
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นอ้ยทีสดุ นอ้ย ปานกลาง มาก มากทีสดุ

เมือสุม่นกัเรยีนมา คน เพือสอบถามความพงึพอใจปรากฎคะแนนดงันี

ถา้ระดบัความพงึพอใจของนกัเรยีนทงัหมดมีการแจกแจงปกติ จงหาช่วงความเชือมนั %
ของระดบัความพงึพอใจของนกัเรยีนในโรงเรยีนนี พรอ้มบอกแปลความหมายทีชว่งทีได้

. เมือสอบถามคะแนนวิชาสถิติ ปรากฎวา่มีนกัเรยีนชาย คน คาํนวนคา่เฉลียได้ คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน มีนกัเรยีนหญิงจาํนวน คน คาํนวนคา่เฉลีย
ได้ คะแนน และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน จงหาช่วงความเชือมนั %
สาํหรบัผลตา่งคา่เฉลยีคะแนนของประชากรนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิง

. จงประมาณคา่แตกตา่งระหวา่งระยะทางเฉลียตอ่นาํมนั ลติร ของรถยนต์ยีหอ้ A และ B
โดยรถยนตข์นาดเดียวกนั ทีระดบัความเชือมนั % สุม่ตวัอยา่งรถยนตยี์หอ้ A มา คนั เก็บ
ขอ้มลูระยะทาง (กิโลเมตร) ทีวิงไดต้อ่นาํมนั ลติร ไดด้งันี

. . . . . . .

สุม่ตวัอยา่งรถยนตยี์หอ้ B มา คนั เก็บขอ้มลูระยะทาง (กิโลเมตร) ทีวิงไดต้อ่นาํมนั ลติร
ไดด้งันี

. . . . . . . .

สมมติวา่ความแปรปรวนของระยางเฉลยีของทงัสองยีหอ้แตกตา่งกนั
. ในการสุม่ตวัอยา่งลกูคา้ คน ทีเขา้คอรส์ลดนาํหนกักบัสถาบนัเสรมิความงามแหง่หนงึ เป็น
ระยะเวลา เดือน ปรากฎดงันี

นกัเรยีนคนที นาํหนกัก่อนเขา้คอรส์ (กก.) นาํหนกัหลงัจบคอรส์ (กก.)

จงหาคา่ช่วงความเชือมนั % สาํหรบัคา่เฉลยีของผลตา่งจรงิของนาํหนกัในการเขา้คอรส์
ครงันี



. . การประมาณคา่สดัสว่นประชากร

. การประมาณค่าสัดส่วนประชากร
ตวัประมาณแบบจดุของสดัสว่น p ในการทดลองทวินามคือ P̂ =

X

n
สาํหรบัการประมาณแบบชว่ง

พิจารณา P̂ ถา้ใกลเ้คียงดว้ยการแจกแจงปกติ โดยที
คา่เฉลยี µP̂ = p และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σP̂ =

√
pq

n

โดยทีตวัแปรสุม่ Z คือ

Z =
P̂ − p√

pq

n

ในทางปฏิบตัิเราตอ้งการหา p จงึไมท่ราบคา่ดงักลา่วเนืองจากตวัแปรสุม่นีประมาณดว้ยการแจกแจง
ปกติ เมือไมท่ราบ σP̂ อาจประมาณดว้ย

√
P̂ (1− P̂ )

n
เราสนใจ P

(
−zα

2
< Z < zα

2

)
= 1− α พิจารณา −zα

2
< Z < zα

2
จะไดว้า่

−zα
2
<

P̂ − p√
P̂ (1− P̂ )

n

< zα
2

P̂ − zα
2
·

√
P̂ (1− P̂ )

n
< p < P̂ + zα

2
·

√
P̂ (1− P̂ )

n

ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n ทีมีคา่สดัสว่น P̂ ช่วงความเชือมนั (1− α)100% ของ p คือ

P̂ ± zα
2
·

√
P̂ (1− P̂ )

n

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่งสุม่ของครอบครวัในเมืองหลวงแหง่หนงึจาํนวน ครอบครวั พบวา่มี
ครอบครวัอาศยัอยูใ่นหอ้งชดุ (Condominium) จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % สาํหรบัสดัสว่น

ทีแทจ้รงิของครอบครวัในเมืองหลวงทีอาศยัในหอ้งชดุ
แนวคาํตอบ จากการสุม่ตวัอยา่งขนาด n = 500 สดัสว่นครอบครวัอาศยัอยู่ในหอ้งชดุคือ P̂ =

160
500

= 0.32 สาํหรบัชว่งความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 ฉะนนั α
2
= 0.025 และ z0.025 = 1.96

จะไดว้า่

P̂ ± z0.025 ·

√
P̂ (1− P̂ )

n
= 0.32± 1.96 ·

√
0.32(0.68)

500
= 0.32± 0.0409

ฉะนนั
0.32− 0.0409 < p < 0.3 + 0.0409

0.2791 < p < 0.3609

สดัสว่นทีแทจ้รงิของครอบครวัในเมืองหลวงทีอาศยัในหอ้งชดุอยูใ่นชว่ง . % ถงึ . %
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การประมาคา่ p ดว้ย P̂ เราหวงัวา่จะมีคา่ไม่หา่งกนัมากนกั คา่ความแตกตา่งของทงัสอง เรยีก
วา่ ค่าความคลาดเคลือน (error) เขียนแทนดว้ย ε นนัคือ |P̂ − p| = ε

ทฤษฎบีท . . การประมาคา่ p ดว้ย P̂ เราสามารถเชือมนั (1− α)100% วา่

ความคลาดเคลอืนจะนอ้ยกวา่ zα
2
·
√

P̂ (1− P̂ )

n

บทพิสูจน์. ให้ ε เป็นความคลาดเคลือนของ µ กบั X̄ จะไดว้า่

1− α = P (|P̂ − µ| < ε) = P

∣∣∣∣∣∣ P̂ − µ√
P̂ (1−P̂ )

n

∣∣∣∣∣∣ < ε√
P̂ (1−P̂ )

n

 = P

|Z| < ε√
P̂ (1−P̂ )

n


= P

− ε√
P̂ (1−P̂ )

n

< Z <
ε√

P̂ (1−P̂ )
n


นนัคือ zα

2
= ε√

P̂ (1−P̂ )
n

ดงันนั

ε = zα
2
·

√
P̂ (1− P̂ )

n

บทแทรก . . การประมาคา่ p ดว้ย P̂ เราสามารถเชือมนั (1− α)100% วา่ความคลาดเคลอืนจะ
นอ้ยกวา่ ε

เมือขนาดตวัอยา่งเทา่กบั
zα

2
·
√

P̂ (1− P̂ )

ε

2

บทพิสูจน์. เป็นผลโดยตรงจากทฤษฎีบท . .
ทฤษฎบีท . . การประมาคา่ p ดว้ย P̂ เราสามารถเชือมนั (1−α)100% วา่ความคลาดเคลอืนจะ
นอ้ยกวา่ ε

เมือขนาดตวัอยา่งเทา่กบั
(zα

2

2ε

)2
บทพิสูจน์. พิจารณา

P̂ (1− P̂ ) = P̂ − P̂ 2 =
1

4
−
(
1

2
− P̂

)2

≤ 1

4

จะไดว้า่
√

P̂ (1−P̂ )
n

≤
√

1
4n

= 1
2
√
n
จากบทพิสจูนท์ฤษฎีบท . .

P

(
− ε

1
2
√
n

< Z <
ε
1

2
√
n

)
≤ P

− ε√
P̂ (1−P̂ )

n

< Z <
ε√

P̂ (1−P̂ )
n


นนัคือ zα

2
= 2ε

√
n ดงันนั n =

(zα
2

2ε

)2
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ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจความชอบวิชาคณิตศาสตร์ของโรงเรยีนแหง่หนงึในปีทีแลว้พบวา่
ชอบ % ในปีนีผู้สาํรวจคาดวา่ผลทีไดค้งไม่ตา่งกนัมาก ถา้ตอ้งการชว่งความเชือมนั % ของ
นกัเรยีนทีชอบวิชาคณิตศาสตรจ์รงิ ๆ ตอ้งสุม่ตวัอยา่งนกัเรยีนจาํนวนเทา่ใดจงึจะมีความผิดพลาด
ไมเ่กิน %
แนวคาํตอบ สดัสว่นตวัอยา่ง P̂ = 0.35 สาํหรบัช่วงความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 ฉะนนั
α
2
= 0.025 และ z0.025 = 1.96 โดยมีความผิดพลาดของ P̂ กบั p ไมเ่กิน ε = 0.10 จะไดว้า่

n =

(
1.96 ·

√
0.35(0.65)

0.10

)2

= 87.40

ดงันนัตอ้งสุม่ตวัอยา่งนกัเรยีนจาํนวน คน จงึจะมีความผิดพลาดไมเ่กิน %
ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . ถา้ไมท่ราบขอ้มลูปีทีแลว้ ถา้ตอ้งการชว่งความเชือมนั % ของ
นกัเรยีนทีชอบวิชาคณิตศาสตรจ์รงิ ๆ ตอ้งสุม่ตวัอยา่งนกัเรยีนจาํนวนเทา่ใดจงึจะมีความผิดพลาด
ไมเ่กิน %
แนวคาํตอบ จะไดว้า่

n =

(
1.96

2(0.10)

)2

= 96.04

ดงันนัตอ้งสุม่ตวัอยา่งนกัเรยีนจาํนวน คน จงึจะมีความผิดพลาดไมเ่กิน %
ถา้เลือกตวัอยา่ง ชดุขนาด n1 และ n2 โดยอิสระตอ่กนัจากประชากรทวินามซงึมี
คา่เฉลยี µ1 = n1p1 และ µ2 = n2p2 และความแปรปรวน σ2

1 = n1p1q1 และ σ2
2 = n2p2q2

การแจกแจงของสดัสว่นของความสาํเรจ็ P̂1 − P̂2 จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติทีมี
คา่เฉลยี µP̂1−P̂2

= p1 − p2 และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน σP̂1−P̂2
=

√
p1q1
n1

+
p2q2
n2

และตวัแปรสุม่ Z คือ
Z =

(P̂1 − P̂2)− (p1 − p2)√
p1q1
n1

+
p2q2
n2

ถา้ n1 และ n2 มีขนาดใหญ่เราอาจประมาณคา่ p1 และ p2 ดว้ย P̂1 และ P̂2 ตามลาํดบั

ชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ p1 − p2 คือ

(P̂1 − P̂2)± zα
2

√
P̂1(1− P̂1)

n1

+
P̂2(1− P̂2)

n2
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ตัวอย่าง . . เครอืงจกัร ชนิดทีใชผ้ลติหนงัสือ โดยสุม่ตวัอยา่งจากการผลติเครอืงจกัรชนิดที
จาํนวน เลม่ มีเลม่ทีบกพรอ่งจากการพิมพ์ เลม่ และสุม่ตวัอยา่งจากการผลติเครอืงจกัร
ชนิดที จาํนวน เลม่ มีเลม่ทีบกพรอ่งจากการพิมพ์ เลม่ จงหาคา่ชว่งความเชือมนั %
สาํหรบัผลตา่งทีแทจ้รงิในสดัสว่นของความบกพรอ่งระหวา่งเครอืงจกัรชนิดที และ
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

เครอืงจกัรชนิดที เครอืงจกัรชนิดที
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 1500 n2 = 2000

หนงัสือบกพรอ่ง X1 = 90 X2 = 80

สดัสว่นหนงัสือบกพรอ่ง P̂1 = 0.06 P̂2 = 0.04

ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุและตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ เราจะประมาณดว้ยการแจกแจง
ปกติ สาํหรบัช่วงความเชือมนั % นนัคือ α = 0.10 เพราะฉะนนั α

2
= 0.05 และ z0.05 = 1.65

จะไดว้า่

(P̂1 − P̂2)± z0.05

√
P̂1(1− P̂1)

n1

+
P̂2(1− P̂2)

n2

(0.06− 0.04)± 1.65

√
0.06(0.94)

1500
+

0.04(0.96)

2000

0.02± 0.0124

ฉะนนั
0.02− 0.0124 < p1 − p2 < 0.02 + 0.0124

0.0076 < p1 − p2 < 0.0324

ดงันนัชว่งความเชือมนั %สาํหรบัผลตา่งทีแทจ้รงิในสดัสว่นของความบกพรอ่งระหวา่งเครอืงจกัร
ชนิดที และ คือ . % ถงึ . %
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แบบฝึกหดั .
. โยนเหรยีญ อนั ครงั ขนึหวั ครงั จงหาชว่งความเชือมนั % ของอตัราสว่นทีจะขนึ
หวั เมือโยนเหรยีญไปเรอืย ๆ ไมส่นิสดุ

. บรษัิทผูผ้ลติยางรถยนตแ์หง่หนงึตอ้งการประมาณสดัสว่นยางรถยนตที์ชาํรุดระดบัความเชือ
มนั % จงึสุม่ตวัอยา่งยางรถยนตที์ผลติไดม้า อนัตรวจพบวา่ชาํรุด เสน้

. จากการสอบถามแม่บา้น คน เกียวกบัการใชน้าํยาลา้งจานยีหอ้ A และ B พบวา่แม่บา้น
ใชน้าํยาลา้งจานยีหอ้ A จาํนวน คน จงประมาณสดัสว่นแบบชว่งของแม่บา้นที ใชน้าํยา
ลา้งจานยีหอ้ A ทีระดบัความเชือมนั %

. สุม่ตวัอยา่งผูส้บูบหุรี คน คนชอบสบูบหุรไีฟฟา้
. จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % ของอตัราสว่นของผูช้อบสบูบหุรไีฟฟา้
. หาคา่ความผิดพลาดถา้ประมาณของอตัราสว่นนีเป็น . ดว้ยความเชือมนั %
. จงหาขนาดตวัอยา่ง ถา้คา่ความผิดพลาดไมเ่กิน . ทีระดบัความเชือมนั %

. จากตวัอยา่งสุม่นกัศกึษาจาํนวน คน พบวา่มี คน จงหาคา่ชว่งความเชือมนั %
สาํหรบัสดัสว่นทีแทจ้รงิของครอบครวัในเมืองหลวงทีอาศยัในหอ้งชดุ

. ตอ้งใชข้นาดตวัอยา่งขนาดเทา่ใด เพือประมาณอตัราสว่นนกัเรยีนทีชอบวิชาคณิตศาสตรใ์ห้
มีความเชือมนัอยา่งนอ้ย % ทีคา่ประมาณนนัผิดจากอตัราสว่นจรงิไมเ่กิน %

. จงหาช่วงความเชือมนั %ของอตัราสว่นจาํนวนนกัเรยีนทีสอบไมผ่า่นเกณฑวิ์ชาคณิตศาสตร์
ถา้สุม่ตวัอยา่งมา คน พบวา่ไมผ่า่นเกณฑ์ คน

. เพือตรวจสอบการบวกเลขของนกัเรยีนระดบัประถมศกึษาปีที ของเขตการศกึษาแหง่หนงึ
จะตอ้งใชต้วัอยา่งขนาดเทา่ใดทีจะมีความเชือมนัอยา่งนอ้ย % ทีมีคา่ความผิดพลาดจาก
อตัราสว่นทีจรงิไมเ่กิน %

. จากการสอบถามนกัศกึษาชายและหญิงทีจบในระดบั ปวส. วา่ตอ้งการศกึษาตอ่ใน ระดบั
ปรญิญาตรีหรอืไม่ โดยสอบถามนกัศกึษาชายจ านวน คน และนกัศกึษาหญิง คน
พบวา่ นกัศกึษาชายเรยีนตอ่จาํนวน คน นกัศกึษาหญิงเรยีนตอ่ คน จงประมาณคา่ผล
ตา่ง สดัสว่นของนกัศกึษาชายและหญิงทีเรยีนเขา้ศกึษาตอ่ในระดบัปรญิญาตรี ทีระดบัความ
เชือมนั %

. โรงเรยีนแหง่หนงึตอ้งการจดัครูไปศกึษาดูงานในภาคเรยีนฤดูรอ้น จงึสาํรวจความตอ้งการ
ของครู ทงัหมด คน พบวา่มีครูสนใจไปศกึษาดูงานจาํนวน คน จงประมาณคา่
สดัสว่นแบบจดุ และแบบชว่งของครูทีสนใจไปศกึษาดงูาน ทีระดบัความเชือมนั %
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. การประมาณค่าความแปรปรวนประชากร
ตวัประมาณคา่ของ σ2 คือ S2 ถา้สุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรปกติทีมีความแปรปรวน σ2

จะไดมี้การแจกแจงไคสแควร์
χ2 =

(n− 1)S2

σ2

และมีองศาเสรี ν = n− 1 การประมาณคา่ความแปรปรวณแบบช่วงทาํไดด้งันี

รูปที . : กราฟการแจกแจงไคสแควรแ์สดงพืนที 1− α

χ2
1−α

2
χ2

α
2

1− α

กาํหนดให้ χ2
A หมายถงึคา่ทีทาํให้ P (χ2 > χ2

A) = A

เราสนใจ P
(
χ2
1−α

2
< χ2 < χ2

α
2

)
= 1− α พิจารณา χ2

1−α
2
< χ2 < χ2

α
2
จะไดว้า่

χ2
1−α

2
<

(n− 1)S2

σ2
< χ2

α
2

ดงันนัชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ σ2 คือ
(n− 1)S2

χ2
α
2

< σ2 <
(n− 1)S2

χ2
1−α

2

ตัวอย่าง . . สุม่ตวัอยา่งคะแนนสอบยอ่ยครงัหนงึของวิชาสถิติของนกัศกึษามาจาํนวน คน
แสดงไดด้งันี

จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัความแปรปรวนทีแทจ้รงิของคะแนนสอบยอ่ยวิชาสถิติในครงันี
แนวคาํตอบ ประชากรมีการแจกแจงปกติ โดยที n = 10 และ S2 = 5.57 (โดยเครอืงคิดเลข) และ
องศาเสรคืีอ ν = 10− 1 = 9

ชว่งความเชือมนั % นนัคือ α = 0.05 เพราะฉะนนั α
2
= 0.025 จะไดว้า่

χ2
0.025 = 19.023 และ χ2

0.975 = 2.7 (เปิดตาราง)
ชว่งความเชือมนัของ σ2 คือ

(n− 1)S2

χ2
0.025

< σ2 <
(n− 1)S2

χ2
0.975

(10− 1)5.57

19.023
< σ2 <

(10− 1)5.57

2.7

2.63 < σ2 < 18.56
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ตวัประมาณคา่อตัราสว่นของความแปรปรวนสองประชากร σ2
1

σ2
2

คืออตัราสว่นความแปรปรวน
จากตวัอยา่ง S

2
1

S2
2

เมือ S2
1 และ S2

2 เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่งสุม่ขนาด n1 และ n2 จากประชากร
ปกติทีมีความแปรปรวน σ2

1 และ σ2
2 ตามลาํดบั จะได้ F =

S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

ทีมีองศาเสรี ν1 = n1 − 1 และ
ν2 = n2 − 1 โดยใหค้วามแปรปรวนทีมากกวา่เป็น S2

1

กาํหนดให้ fA หมายถงึคา่ทีทาํให้ P (F > fA) = A

เราสนใจ P
(
f1−α

2
< F < fα

2

)
= 1− α พิจารณา f1−α

2
< F < fα

2
จะไดว้า่

f1−α
2
<

S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

< fα
2

1

fα
2

· S
2
1

S2
2

<
σ2
1

σ2
2

<
1

f1−α
2

· S
2
1

S2
2

ดงันนัชว่งความเชือมนั (1− α)100% ของ σ2
1

σ2
2

คือ
1

fα
2

· S
2
1

S2
2

<
σ2
1

σ2
2

<
1

f1−α
2

· S
2
1

S2
2

ตัวอย่าง . . สุม่ตวัอยา่งคะแนนวิชาแคลคลูสั ของนกัศกึษาชายจาํนวน คน คือ

และนกัศกึษาหญิงจาํนวน คน คือ

จงหาชว่งความเชือมนั % ของ สาํหรบัอตัราสว่นของความแปรปรวนทีแท้จรงิของประชากรทงั
สองชดุ

แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้
นกัศกึษาชาย นกัศกึษาหญิง

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 24 n2 = 10

ความแปรปรวน (ตวัอยา่ง) S2
1 = 162.03 S2

2 = 100.67

จะเห็นวา่ประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุ และ ν1 = 24 − 1 = 23, ν2 = 10 − 1 = 9 ช่วง
ความเชือมนั % นนัคือ α = 0.02 เพราะฉะนนั α

2
= 0.01 ช่วงความเชือมนัของ σ2

1

σ2
2

คือ
1

f0.01
· S

2
1

S2
2

<
σ2
1

σ2
2

<
1

f0.99
· S

2
1

S2
2

1

4.75
· 162.03
100.67

<
σ2
1

σ2
2

<
1

0.303
· 162.03
100.67

0.34 <
σ2
1

σ2
2

< 5.31
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แบบฝึกหดั .

. สุม่ตวัอยา่งคะแนนสอบยอ่ยครงัหนงึของวิชาแคลคลูสั ของนกัศกึษามาจาํนวน คน
แสดงไดด้งันี , , , , , , , , , จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัความแปรปรวน
ทีแทจ้รงิของคะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ในครงันี

. สุม่ตวัอยา่งนกัศกึษาจาํนวน คน ทีเขา้เรยีน . เพือสอบถามเวลาเขา้เรยีนแสดงไดดงันี
, , , - , - , , - , - , - คา่ทีเป็นบวกหมายถงึเวลาทีเขา้เรยีนสาย ศนูยห์มายถงึทนั
เวลา . พอดี และถา้คา่เป็นลบหมายถงึเขา้เรยีนก่อนเวลา จงหาช่วงความเชือมนั %
สาํหรบัความแปรปรวนทีแทจ้รงิของเวลาในการเขา้เรยีนในครงันี

. สุม่ตวัอยา่งนาํหนกัของประชาชนทีมาอายุมากกวา่ ปี ในจงัหวดัหนงึจาํนวน คน
คาํนวนความแปรปรวนได้เทา่กบั กิโลกรมั2 จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัความ
แปรปรวนทีแทจ้รงิของนาํหนกัของประชาชนทีมาอายมุากกวา่ ปี ในจงัหวดันี

. จากผลผลติ (หน่วยถงัตอ่ไร)่ ของขา้ว พนัธุ์ ทดลองปลกูพนัธุที์ ใน แปลง และปลกูพนัธุ์
ที ใน แปลง ไดผ้ลดงันี

พนัธุที์
พนัธุที์

จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัอตัราสว่นของความแปรปรวนทีแทจ้รงิของประชากรทงั
สองชดุ

. ในการสุม่ตวัอยา่งคะแนนสอบONET ของระดบัชนัมธัยมศกึษาปีที วิชาคณิตศาสตรจ์าํนวน
คน และวิทยาศาสตรจ์าํนวน คน คาํนวนความแปรปรวนไดเ้ป็น และ ตามลาํดบั

จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัอตัราสว่นของความแปรปรวนทีแทจ้รงิของประชากรทงั
สองชดุ

. อายุการใชง้าน (หน่วยเป็นชวัโมง) ของหลอดไฟ ชนิด เปรยีบเทียบโดยการเปิดตลอดเวลา
หมดอายกุารใชง้าน หลอดไฟชนิดที นาํมาทดลอง หลอด ไดอ้ายกุารใชง้านดงันี

หลอดไฟชนิดที นาํมาทดลอง หลอด ไดอ้ายกุารใชง้านดงันี

จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบัอตัราสว่นของความแปรปรวนทีแทจ้รงิของประชากรทงั
สองชดุ



. . การประมาณคา่ความแปรปรวนประชากร

สรุป
ในบทนีกลา่วถงึการประมาณพารามิเตอรซ์กึทาํได้ แบบ . การประมาณคา่แบบจดุ คือการ

ประมาณคา่พารามอเตอรด์ว้ยคา่สถิติ . การประมาณคา่แบบช่วงคือการประมาณคา่พารามิเตอร์
ในรูปชว่ง (a, b) ซงึเรยีกวา่ชว่งความเชือมนั (1−α)100%ประกอบดว้ยการประมาณคา่เฉลยีประชากร
คือชว่ง X̄±zα

2

σ√
n
เมือทราบความแปรปรวนประชากร ถา้ nนอ้ยกวา่ และไมท่ราบความแปรปรวน

ประชากร จะไดก้ารแจกแจงทีแทน z จากนนัประมาณคา่สดัสว่นประชากร โดยการประมาณการ
แจกแจงทวินามดว้ยแจกแจงปกติและหาชว่งเชน่เดิม และสดุทา้ยการประมาณคา่ความแปรปรวน
ประชากรดว้ยการแจกแจงไคสแควรแ์ละเอฟ สาํหรบัประชากรกกลุม่เดียวและสองกลุม่ตามลาํดบั

แบบฝึกหดับทที
. อายหุลอดไฟฟา้ของบรษัิทอปุกรณไ์ฟฟา้แหง่หนงึมีการแจกแจงปกติซงึมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน

ชวัโมง ถา้เลือกสุม่มา หลอด คาํนวณคา่เฉลยีไดเ้ป็น ชวัโมง จงหาชว่งความเชือ
มนั % ของคา่เฉลยี ( µ ) ของอายหุลอดไฟจากบรษัิทนี

. ในการสุม่นกัศกึษาของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึเพือสอบถามสว่นสงู จาํนวน คน คาํนวน
สว่นเบียงเบนมาตรฐานได้ เซนติเมตร ถา้ตอ้งการความเชือมนั % วา่คา่เฉลีย µ จะผิด
พลาดไดไ้มเ่กิน เซนติเมตร ตอ้งใชข้นาดตวัอยา่งอา่งนอ้ยเทา่ใด

. จากการสาํรวจราคาหอ้งชดุ (คอนโดมิเนียม) ทีมีขนาดหอ้ง - ตารางเมตร ตามแนวรถไฟฟา้
ปรากฎดงันี (หน่วยเป็นลา้นบาท)

. . . . . . . . . . . .

จงหาช่วงความเชือมนั % ของราคาเฉลียของหอ้งชดุ สมมติวา่ประชากรมีการแจกแจงปกติ
. จากประชากรปกติซงึเป็นอิสระตอ่กนั ชดุ มีความแปรปรวนเทา่กนั กาํหนดให้
ตวัอยา่งชดุที มีขนาด สุม่มาจากประชากรชดุที คือ

ตวัอยา่งชดุที มีขนาด สุม่มาจากประชากรชดุที คือ

จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % สาํหรบั µ1 − µ2 เมือ µ1 และ µ2 คือคา่เฉลียของประชากรชดุ
ที และ ตามลาํดบั

. ในการสุม่ตวัอยา่งนกัศกึษา คน ชนัปีที เพือสอบถามคะแนนสอบ Quiz วิชาแคลคลูสั ๑
และแคลคลูสั ๒ ปรากฎดงันี
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นกัเรยีนคนที คะแนนสอบวิชาแคลคลูสั ๑ คะแนนสอบวิชาแคลคลูสั ๒

จงหาคา่ชว่งความเชือมนั % สาํหรบัคา่เฉลียของผลตา่งจรงิในการสอบ Quiz ครงันี
สมมติประชากรปกติ

. จากตวัอยา่งของผูมี้สทิธิออกเสียง คน สุม่เลือกมาจากผูมี้สทิธิออกเสียงทงัหมดในตาํบล
แหง่หนงึปรากฎวา่ % ลงคะแนนใหผู้ส้มคัรรบัเลือกตงัคนหนงึ จงหาคา่ช่วงความเชือมนั
% ของอตัราสว่นของคนทงัหมดในตาํบลนี ทีจะลงคะแนนเสียงให้กบัผู้สมคัรรบัเลือกตงั

คนนี
. สุม่ชาวนาในจงัหวดัแหง่หนงึมา คน พบวา่เป็นหนีธนาคาร ธกส. จาํนวน คน จง
ประมาณช่วงความเชือมนั % ของสดัสว่นชาวนาในจงัหวดันีทีเป็นหนีธนาคาร

. สุม่ตวัอยา่งลกูคา้ของรา้นเบอเกอรีจาํนวน คน คน ซือแซนวิช ภายหลงัจากการทาํ
โปรโมชนัซือแซนวิช ชินแถมอีก ชิน ได้สุม่ตวัอยา่ง คน คน ซือแซนวิช อยาก
ทราบวา่การทาํโปรโมชนัมีผลหรอืไม่ โดยพิจารณาชว่งตวามเชือมนั % ของความแตกตา่ง
ระหวา่งอตัราสว่นของผูซื้อแซนวิช ก่อนและหลงัโฆษณา

. โรงพยาบาลแหง่หนงึตรวจสขุภาพผูส้งูวยัทีมีอายุ ปี ขนึไป เพือหาปรมิาณนาํตาลในเลือด
พบวา่ เพศหญิงจาํนวน คน มีปรมิาณนาํตาลในเลือดเกินเกณฑที์กาํหนดจาํนวน คน
และ เพศชายจาํนวน คน มีปรมิาณนาํตาลในเลือดเกินเกณฑที์กาํหนดจาํนวน คน จง
ประมาณ ผลตา่งสดัสว่นของคนทีมีนาํตาลในเลือดเกินเกณฑที์กาํหนด ทีระดบัความเชือมนั
%



บทที
การทดสอบสมมตฐิาน

. สมมตฐิานสถติิ ความผิดพลาด และการทดสอบ
สมมตฐิานสถติิ (Statistical hypothesis) คือขอ้สมมติฐานหรอืขอ้ความทีเกียวขอ้งกบัประชากร
ชดุเดียวหรอืมากกวา่ ซงึอาจเป็นจรงิหรอืไมก็่ได้

เพือตรวจสอบวา่เหรยีญเทียงตรงหรอืไม่ โดยการทดลองโยนเหรยีญนนั ครงั แลว้จดบนัทกึ
จาํนวนหวัทีเกิดขนึ สมมติวา่ผูท้ดลองยอมรบัวา่เทียงตรงถา้จาํนวนหวัอยูร่ะหวา่ง ถงึ ครงั ถา้
ทดลองแลว้หวัเกิดจาํนวน ครงั จะสรุปวา่เหรยีญเทียงตรง แตถ่า้ทดลองแลว้เกิดหวัจาํนวน ก็
ไม่ยอมรบัวา่เหรยีญนีเทียงตรง ประโยคทีวา่เหรยีญเทียงตรงหรอืไม่ คือการตงัสมมตฐิาน แลว้เรา
จะทราบไดอ้ยา่งไรวา่กระบวนการดงักลา่วสรุปไดถ้กูตอ้งมากนอ้ยเพียงใด ในบทนีเราจจงึทาํการ
ศกึษาเพือหาเหตผุลทีถกูตอ้งเหมาะสมเพือนาํไปสรุปผลเกียวกบัการยอมรบัหรอืปฏิเสธสมมติฐาน

การปฏิเสธสมมติฐานหมายถงึสมมติฐานนนัผิด แต่ถา้ยอมรบัสมมติฐานก็แสดงวา่ไมมี่หลกั
ฐานเพียงพอทีจะเชือเป็นอยา่งอืน ผูท้าํการทดลองมกัจะหวงัทีจะปฏิเสธสมมติฐาน เช่น

. ถา้ผลติวคัซีนชนิดใหม่ สมมติฐานคือประสทิธิภาพวคัซีนเก่าและใหม่ไม่แตกตา่งกนั ซงึผู้
ทดลองมกัคาดหวงัทีจะปฏิเสธสมมติฐาน

. การเปรยีบเทียบวิธีการสอน แบบ สมมติฐานคือการสอนทงั แบบใหผ้ลสมัฤทธิทางการไม่
แตกตา่งกนั ซงึผูท้าํวิจยัมกัคาดหวงัทีจะปฏิเสธสมมติฐาน

สมมติฐานทีสรา้งขนึดว้ยความหวงัทีจะปฏิเสธเรยีกวา่
สมมตฐิานหลัก หรอื สมมตฐิานว่าง (null hypothesis) เขียนแทนดว้ย H0

การปฏิเสธ H0 ทาํใหย้อมรบั สมมตฐิานทางเลือก (alternative hypothesis) เขียนแทนดว้ย H1

หรอื Ha ตวัอยา่งเช่น ถา้ H0 : p = 0.5 H1 เป็นไปไดห้ลายแบบเชน่
H1 : p = 0.6 H1 : p ̸= 0.5 H1 : p > 0.5 H1 : p < 0.5
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ในการตดัสนิใจจากผลการทดสอบสมมติฐานทางสถิติอาจจะเกิดขอ้ผดพลาดได้ คือเมือปฏิเสธ
H0 แต่ H0 เป็นจรงิ หรอืเมือยอมรบั H0 แต่ H0 ไมจ่รงิ
บทนิยาม . . ถา้เราปฏิเสธสมมติฐานหลกั H0 เมือสมมติฐานนนัเป็นจรงิ แสดงได้วา่กระทาํ
ความผิดพลาดประเภทที (Type I Error)

บทนิยาม . . ถา้เรายอมรบัสมมติฐานหลกั H0 เมือสมมติฐานนนัไม่เป็นจรงิ แสดงไดว้า่กระทาํ
ความผิดพลาดประเภทที (Type II Error)

H0 เป็นจรงิ H0 เป็นเท็จ
ปฏิเสธ H0 ความผิดพลาดประเภทที -
ยอมรบั H0 - ความผิดพลาดประเภทที

ตัวอย่าง . . สดัสว่นของพนกังานทีสาํเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาโทของบรษัิทแหง่หนงึประมาณ
p = 0.3 เพือทดสอบสมมติฐาน H0 : p = 0.3 ไดต้กลงกนัวา่ ถา้จาํนวนของผูส้าํเรจ็การศกึษาระดบั
ปรญิญาโทเทา่กบั ถงึ จากการสุม่ตวัอยา่งมา คน เราจะยอมรบัH0 จงตรวจสอบวา่แตล่ะขอ้
เกิดความผิดพลาดชนิดใด

. ถา้ความจรงิ p ̸= 0.3

แนวคาํตอบ ถา้ยอมรบั H0 : p = 0.3 แต่จรงิ ๆ แลว้ p ̸= 0.3 หรอื H0 เป็นเท็จ จงึเกิดความ
ผิดพลาดชนิดที (ถา้ปฏิเสธ H0 ไมเ่กิดความผิดพลาด)

. ถา้สุม่ตวัอยา่งมา คน ปรากฏวา่มีผู้สาํเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาโทจาํนวน คน ถา้
ความจรงิ H0 : p = 0.3

แนวคาํตอบ ผลทีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง คือปฏิเสธ H0 แต่จรงิ ๆ แลว้ p = 0.3 จงึเกิดความ
ผิดพลาดชนิดที

บทนิยาม . . บริเวณวกิฤต (critical region) คือบรเิวณทีจะทาํใหเ้กิดการปฏิเสธH0 หรอืยอมรบั
H1 บริเวณการยอมรับ (acceptance region) คือบรเิวณทีจะทาํใหเ้กิดการยอมรบัH0 หรอืปฏิเสธ
H1 และคา่ทีแบง่บรเิวณทงัสองนี เรยีกวา่ ค่าวกิฤต (critical value)

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงหา บรเิวณวิกฤต บรเิวณการยอมรบั และคา่วิกฤต
แนวคาํตอบ ให้X เป็นจาํนวนของผูส้าํเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาโททีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง
คน
นนัคือ X = 0, 1, 2, ..., 15 จะไดว้า่

บรเิวณยอมรบั 2 ≤ X ≤ 7

บรเิวณวิกฤต X ≤ 1 หรอื X ≥ 8

คา่วิกฤต 7.5 และ 1.5 เป็นตน้
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บทนิยาม . . ความนา่จะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที เรยีกวา่
ระดับนัยสาํคัญ (level of significance) ของการทดสอบ เขียนแทนดว้ย α

นนัคือ α = P ( ปฏิเสธ H0 | H0 เป็นจรงิ )
ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงหาระดบันยัสาํคญั
แนวคาํตอบ ให้X เป็นจาํนวนของผูส้าํเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาโททีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง
คน
สมมติ H0 เป็นจรงินนัคือ p = 0.3 จะไดว้า่ X ∼ Bin(n = 15, p = 0.3) ดงันนั

α = P ( ปฏิเสธ H0 | H0 เป็นจรงิ )
= P (X ≤ 1 หรอื X ≥ 8 | p = 0.3)

= 1− P (2 ≤ X ≤ 7 | p = 0.3)

= 1−
7∑

x=2

b(x; 15, 0.3)

= 1−

(
7∑

x=0

b(x; 15, 0.3)−
1∑

x=0

b(x; 15, 0.3)

)
= 1− (0.9500− 0.0353) = 0.0853

ดงันนัระดบันยัสาํคญัเทา่กบั .
บทนิยาม . . β ใชแ้ทนความน่าจะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที จะหาไดถ้า้
ทราบคา่ทีแนน่อนของพารามิเตอรใ์น H1 เรยีก

1− β วา่ อาํนาจของการทดสอบ (power of the test)
นนัคือ β = P ( ยอมรบั H0 | H0 เป็นเท็จ )

ตัวอย่าง . . จากตวัอยา่ง . . จงหาอาํนาจของการทดสอบ ถา้ H1 : p = 0.4

แนวคาํตอบ ให้X เป็นจาํนวนของผูส้าํเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาโททีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง
คน
สมมติ H0 เป็นเท็จ นนัคือยอมรบั H1 หรอื p = 0.4 จะไดว้า่ X ∼ Bin(n = 15, p = 0.4) ดงันนั

β = P ( ยอมรบั H0 | H0 ไมเ่ป็นจรงิ )
= P ( ยอมรบั H0 | H1 เป็นจรงิ )
= P (2 ≤ X ≤ 7 | p = 0.4)

=
7∑

x=2

b(x; 15, 0.4)

=
7∑

x=0

b(x; 15, 0.4)−
1∑

x=0

b(x; 15, 0.4)

= 0.7869− 0.0052 = 0.7817

ดงันนัจงหาอาํนาจของการทดสอบ 1− 0.7817 = 0.2183
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สรุปความผิดพลาดทงั ประเภท
H0 เป็นจรงิ H0 เป็นเท็จ

ปฏิเสธ H0 P ( ความผิดพลาดประเภทที ) = α -
ยอมรบั H0 - P ( ความผิดพลาดประเภทที ) = β

สรุปสมบตัิความผิดพลาดไดด้งันี
. ความผิดพลาดทงัสองประเภทมีความสมัพนัธก์นั ถา้ประเภทหนงึลดลงอีกประเภทจะเพิมขนึ
. บรเิวณวิกฤต หรอื α จะลดลงไดโ้ดยการปรบัคา่วิกฤต
. ถา้ขนาดตวัอยา่งเพิมขนึจะทาํให้ α และ β ลดลง
. ถา้ H0 ไมจ่รงิ β จะมีคา่มากสดุเมือคา่ทีแทจ้รงิใกลก้บัคา่ในสมมติฐานหลกั ถา้คา่ทีแทจ้รงิอยู่
หา่งจากคา่ใน H0 มาก β จะมีคา่นอ้ย

บทนิยาม . . จะกลา่ววา่ การทดสอบมีนัยสาํคัญ (significance) เทา่กบั α ถา้สมมติฐาน
หลกัถกูปฏิเสธทีระดบันยัสาํคญั α

การทดสอบข้างเดยีว (One-tailed Test) เกิดขนึเมือตอ้งการทดสอบสมมติฐาน
H0 : θ = θ0

H1 : θ > θ0
และ H0 : θ = θ0

H1 : θ < θ0

แสดงตวัอยา่งบรเิวณวิกฤตดงัพืนทีแรเงาดงักราฟ

รูปที . : บรเิวณวิกฤตในการทดสอบขา้งเดียว

1− α

θ > θ0

1− α

θ < θ0

การทดสอบสองข้าง (Two-tailed Test) เกิดขนึเมือตอ้งการทดสอบสมมติฐาน
H0 : θ = θ0

H1 : θ ̸= θ0
หรอื H0 : θ = θ0

H1 : θ < θ0 หรอื θ > θ0

แสดงตวัอยา่งบรเิวณวิกฤตดงัพืนทีแรเงาดงักราฟ

รูปที . : บรเิวณวิกฤตในการทดสอบสองขา้ง

1− α

θ ̸= θ0
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ตัวอย่าง . . โรงงานผลติหลอดไฟแหง่หนงึอา้งวา่หลอดไฟทีผลติในแตล่ะรุน่จะมีชาํรุดไม่เกิน
% เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งนี แยง้กบัหลอดไฟทีผลติจากโรงงานแหง่นีจะมีชาํรุดอยู่มากกวา่
% จงึตงัเกณฑไ์วว้า่ ถา้หลอดไฟทีสุม่มา หลอด จากหลอดไฟรุน่หนงึซงึมี หลอด มีชาํรุดไม่

เกิน หลอด จงึยอมรบัคาํกลา่วอา้ง
. จงหาความน่าจะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที
แนวคาํตอบ ตงัสมมติฐาน H0 : p = 0.1 ยอมรบัเมือมีหลอดชาํรุดไมเ่กิน หลอด
ให้X เป็นจาํนวนหลอดไฟชาํรุดทีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่งมา n = 20 จาก N = 60 โดยหลอด
ไฟชาํรุด % นนัคือM = (0.1)60 = 6 จะไดว้า่ X ∼ HG(n = 20, N = 60,M = 6) ดงันนั

P ( ความผิดพลาดชนิดที 1) = P ( ปฏิเสธ H0 | H0 เป็นจรงิ )
= P (X > 2 | p = 0.1)

= P (X > 2 | n = 20, N = 60,M = 6)

=
6∑

x=3

h(x; 20, 60, 6) = 0.3136

ดงันนัความน่าจะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที เทา่กบั .
. จงหาความน่าจะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที
เมือหลอดไฟทีชาํรุดทีแทจ้รงิเป็น %
แนวคาํตอบ ตงัสมมติฐาน H1 : p = 0.15

ให้X เป็นจาํนวนหลอดไฟชาํรุดทีไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่งมา n = 20 จาก N = 60 โดยหลอด
ไฟชาํรุดแทจ้รงิ % นนัคือM = (0.15)60 = 9 จะไดว้า่X ∼ HG(n = 20, N = 60,M = 9)

ดงันนั
P ( ความผิดพลาดชนิดที 2) = P ( ยอมรบั H0 | H0 เป็นเท็จ )

= P (X ≤ 2 | p = 0.15)

= P (X ≤ 2 | n = 20, N = 60,M = 9)

=
2∑

x=0

h(x; 20, 60, 9) = 0.3621

ดงันนัความน่าจะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที เทา่กบั .
ตัวอย่าง . . ในการทดสอบประสทิธิภาพของวคัซีนปอ้งกนัโควิด- ชนิดหนงึ สุม่ตวัอยา่ง
คน เพือใหว้คัซีนดงักลา่ว ถา้มีจาํนวน ถงึ คน เกิดภมิูตา้นทานปอ้งกนัโรคโควิด- สรุปวา่
วคัซีนใชไ้ดผ้ล %

. จงหาความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภทที

. อาํนาจของการทดสอบ เมือประสทิธิภาพของการรกัษาโรคเป็น %
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แนวคาํตอบ กาํหนดให้ X คือจาํนวนผูป่้วย และตงัสมติฐานดงันี
H0 : p = 0.70 ยอมรบั 660 ≤ X ≤ 720

H1 : p ̸= 0.70 นนัคือ p = 0.75

. จงหาความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภทที
สุม่ตวัอยา่ง คน วคัซีนใชไ้ดผ้ล % นนัคือ p = 0.7 เป็นการแจกแจงทวินาม
เนืองจากขนาดตวัอยา่งมีขนาดใหญ่จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติซงึ

µ = 1000(0.7) = 700 และ σ =
√
1000(0.7)(0.3) =

√
210

จะไดว้า่
α = P ( ปฏิเสธ H0 | H0 เป็นจรงิ )
= P (X < 660 หรอื X > 720 | p = 0.7)

= 1− P (660 ≤ X ≤ 720 | p = 0.7)

≈ 1− P (659.5 ≤ X ≤ 720.5)

= 1− P

(
659.5− 700√

210
≤ X − µ

√
npq

≤ 720.5− 700√
210

)
= 1− P (−2.79 ≤ Z ≤ 1.41)

= 1− P (Z ≤ 1.41) + P (Z ≤ −2.79)

= 1− 0.9207 + 0.0026 = 0.0819

ดงันนัความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภทที เทา่กบั .
. อาํนาจของการทดสอบ เมือประสทิธิภาพของการรกัษาโรคเป็น %
สุม่ตวัอยา่ง คน วคัซีนใชไ้ดผ้ลจรงิ ๆ % นนัคือ p = 0.75 เป็นการแจกแจงทวินาม
เนืองจากขนาดตวัอยา่งมีขนาดใหญ่จะประมาณดว้ยการแจกแจงปกติซงึ

µ = 1000(0.5) = 750 และ σ =
√

1000(0.75)(0.25) =
√
187.5

จะไดว้า่
β = P ( ยอมรบั H0 | H0 ไมเ่ป็นจรงิ )
= P (660 ≤ X ≤ 720 | p = 0.75)

≈ P (659.5 ≤ X ≤ 720.5)

= P

(
659.5− 750√

187.5
≤ X − µ

√
npq

≤ 720.5− 750√
187.5

)
= P (−6.61 ≤ Z ≤ −2.15)

= P (Z ≤ −2.15)− P (Z ≤ −6.61)

= 0.0158− 0 = 0.0158

ดงันนัอาํนาจของการทดสอบ เมือประสทิธิภาพของการรกัษาโรคเป็น % เทา่กบั 1 − β =

1− 0.0158 = 0.9842
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แบบฝึกหดั .
. ครูใหน้กัเรยีนตอบคาํถามชนิดถกูผิด ขอ้และตงัสมมติฐานวา่นกัเรยีนตอบคาํถามโดยการ
เดาเพือทดสอบสมมติฐานนี จงึตงักฎไวด้งันี

(ก) ถา้นกัเรยีนตอบถกูตอ้งตงัแต่ ขอ้ขนึไป แสดงวา่นกัเรยีนไมไ่ดต้อบคาํถามโดยการเดา
(ข) ถา้ตอบถกูตอ้งนอ้ยกวา่ ขอ้ แสดงวา่นกัเรยีนตอบคาํถามโดยการเดา
จงหาความนา่จะเป็นของความผิดพลาดประเภทที และหาความน่าจะเป็นของความผิด
พลาดประเภทที ถา้ความจรงิความน่าจะเป็นทีจะตอบคาํถามแตล่ะขอ้ไดถ้กูตอ้งเป็น .

. โรงงานผลติ Smart TV แหง่หนงึอา้งวา่ Smart TV ทีผลติในแตล่ะรุน่จะมีชาํรุดไมเ่กิน % เพือ
ทดสอบคาํกลา่วอา้งนี แยง้กบั Smart TV ทีผลติจากโรงงานแหง่นีจะมีชาํรุดอยู่มากกวา่ %
จงึตงัเกณฑไ์วว้า่ ถา้ Smart TV ทีสุม่มา เครอืงจาก Smart TV รุน่หนงึซงึมี เครอืง มี
ชาํรุดไมเ่กิน เครอืง จงึยอมรบัคาํกลา่วอา้ง
. จงหาความนา่จะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที
. จงหาความนา่จะเป็นของการกระทาํความผิดพลาดประเภทที เมือหลอดไฟทีชาํรุด

ทีแทจ้รงิเป็น %
. อาํนาจของการทดสอบดงักลา่วกรณีใดจงึจะมากกวา่กนัระหวา่งเปอรเ์ซนตข์องหลอดที

ชาํรุด % กบั %
. ในโครงการสรา้งดาวเทียมเพือการสอืสารจาํเป็นตอ้งบรรจแุบตเตอรทีีดีใหพ้อเพียง โดยทวัไป
จากการทดสอบคณุภาพของแบตเตอรใีนรุน่ก่อน ๆ พบวา่จะมีแบตเตอรทีีชาํรุดเลก็นอ้ยเพียง
. % และเป็นเกณฑพ์อใจ เพือทดสอบคา่สดัสว่น (p) ของแบตเตอรีทีชาํรุดของรุน่ใหม่ซงึมี
จาํนวน ลกู วา่มากกวา่ p = 0.1% แยง้กบั p > 0.1% จงึสุม่ตวัอยา่งมา ลกู และ
ตรวจสอบโดยตงัเกณฑว์า่พบแบตเตอรีทีชาํรุดมากกวา่ ลกู จะไม่ยอมรบัแบตเตอรีนีทงัรุน่
จงหาความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภทที

. สุม่ตวัอยา่งปะชาชน คน ในเมือง ๆ หนงึ เพือทดสอบวา่พอใจการเก็บภาษีการคา้อตัรา
ใหมห่รอืไม่ ถา้ปรากฎวา่มากกวา่ แตน่อ้ยกวา่ คนพอใจ จะสรุปวา่ % ของประชาชน
มีความพอใจในการเก็บภาษีการคา้อตัราใหม่ จงหาความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภท
ที ถา้อตัราสว่นทีแทจ้รงิของประชาชนทีพอใจเป็น % และจงหาความนา่จะเป็นของความ
ผิดพลาดประเภทที ถา้อตัราสว่นทีแทจ้รงิของประชาชนทีพอใจเป็น %
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. การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกับพารามเิตอร์
ในการทดสอบสมมติฐานจะตอ้งทราบความตอ้งการวา่พารามิเตอร์ตวัใดแลว้จงึตงัสมมติฐานซงึ
จาก H1 จะทาํให้ทราบวา่เป็นการทดสอบขา้งเดียวหรอืสองขา้ง กาํหนดระดบันยัสาํคญั α เลือก
สถิติทีเหมาะสมเพือทดสอบสมมติฐาน กาํหนดบรเิวณวิกฤตใหส้อดคลอ้งกบัการกาํหนด H1 คา่นยั
สาํคญั α และสถิติทีใช้ จงึคาํนวณคา่สถิติทีไดจ้ากตวัอยา่ง สรุปเป็นขนัตอนการทดสอบพารามิเตอร์
θ ไดด้งันี

ขันตอนการทดสอบพารามเิตอร์
. กาํหนดสมมติฐานหลกั H0 : θ = θ0

กาํหนดสมมติฐานทางเลือกวา่ตอ้งการ
การทดสอบขา้งเดียว H1 : θ > θ0

หรอื H1 : θ < θ0

การทดสอบสองขา้ง H1 : θ ̸= θ0

. เลือกระดบันยัสาํคญั α เชน่ . หรอื . เป็นตน้

. ทาํการสุม่ตวัอยา่ง

. เลือกคา่สถิติทีเหมาะ เชน่เลือกใช้ Z, T , χ2, F หรอืคา่สถิติอืน ๆ

. คาํนวณคา่สถิติจากตวัอยา่งทีเลือกใชใ้นการทดสอบสมมติฐาน เรยีกสถิติทีไดว้า่คา่คาํนวณ
เช่น Zคาํนวณ, Tคาํนวณ, χ2

คาํนวณ, Fคาํนวณ
. เปิดตารางหาคา่วิกฤต และกาํหนดบรเิวณวิกฤตของการทดสอบ
. สรุปผล
ปฏิเสธ H0 ถา้คา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขอ้ อยูใ่นบรเิวณทีกาํหนดในขอ้ และยอมรบั H1

ยอมรบั H0 ถา้คา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขอ้ ไมอ่ยูใ่นบรเิวณทีกาํหนดในขอ้ และปฏิเสธ H1

α

zα

α

−zα

α
2

α
2

zα
2

−zα
2
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. การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกับค่าเฉลยีประชากร
การทดสอบค่าเฉลยีของกลุ่มตัวอย่าง กลุ่ม (One sample mean test) คือการทดสอบสมมติฐาน
เกียวกบัคา่เฉลยีประชากรคือการทดสอบวา่คา่เฉลียของประชากรจะเป็นไปตามทีคาดไว้หรอืไม่
โดย µ0 คือคา่เฉลยีของประชากรทีคาดไว้ ซงึมีการทดสอบไดใ้น ลกัษณะดงันี

H0 สถติทใีช้ H1 บริเวณวกิฤต

One Sample Z-test
µ = µ0 ทราบคา่ σ2 µ < µ0 z < −zα

Z =
X̄ − µ

σ√
n

µ > µ0 z > zα

µ ̸= µ0 z < −zα
2
หรอื z > zα

2

One Sample T-test
µ = µ0 ไมท่ราบคา่ σ2 และ n < 30 µ < µ0 t < −tα

T =
X̄ − µ

S√
n

µ > µ0 t > tα

ν = n− 1 µ ̸= µ0 t < −tα
2
หรอื t > tα

2

ตัวอย่าง . . ผู้ทาํการสาํรวจในปี กลา่วอา้งวา่วยัเยาวชนมีการอา่นเฉลยี นาทีตอ่
วนั โดยมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน นาทีตอ่วนั เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งดงักลา่วจงึสุม่ตวัอยา่ง
เยาวชน คน เพือสอบถามการอา่น มีคา่เฉลยีเทา่กบั นาทีตอ่วนั จงทดสอบสมมติฐานวา่
คา่เฉลยีการอา่นของเยาวชนมากกวา่ นาทีตอ่วนั จรงิหรอืไม่ กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 109

H1 : µ > 109

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 20 จากประชากรปกติทีมี σ = 20 โดยมี X̄ = 115

เนืองจากประชากรปกติและทราบคา่ความแปรปรวน เลือกสถิติ Z นนัคือ
Z คาํนวณ =

X̄ − µ
σ√
n

=
115− 109

20√
100

= 3

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
เนืองจาก zα = z0.05 = 1.65 บรเิวณวิกฤตคือ Z > 1.65

จะเห็นวา่ Z คาํนวณ = 3 > 1.65 อยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่คา่เฉลยีของเวลาในการอา่นของเยาวชนมากกวา่ นาทีตอ่วนั ทีระดบันยัสาํคญั .
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ตัวอย่าง . . อายกุารใชง้านหลอดไฟมีการแจกแจงปกติซงึมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั
ชวัโมง ผูผ้ลติอา้งวา่อายหุลอดไฟมีอายกุารใชง้านเฉลยี ชวัโมง เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งของ
ผูผ้ลติ จงึสุม่เลือกตวัอยา่งหลอดไฟมา หลอด ไดข้อ้มลูดงันี

จงทดสอบสมมติฐานวา่คา่เฉลียของอายุการใช้งานของหลอดไฟเป็น ชวัโมง จรงิหรอืไม่
กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 10000

H1 : µ ̸= 10000

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.10

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 25 จากประชากรปกติทีมี σ2 = 400 โดยมี X̄ = 10119.2

เนืองจากประชากรปกติและทราบคา่ความแปรปรวน เลือกสถิติ Z นนัคือ
Z คาํนวณ =

X̄ − µ
σ√
n

=
10119.2− 10000

20√
25

= 1.49

เป็นการทดสอบสองขา้ง
เนืองจาก zα

2
= z0.05 = 1.65 บรเิวณวิกฤตคือ Z < −1.65 หรอื Z > 1.65

จะเห็นวา่ −1.65 < Z คาํนวณ < 1.65 ไมอ่ยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่คา่เฉลยีของอายกุารใชง้านของหลอดไฟเป็น ชวัโมง ทีระดบันยัสาํคญั .
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การทดสอบโดยใช้ค่า P-value ของค่าสถติิ Z
บทนิยาม . . คา่ P-value ของคา่สถิติ z0 หรอื P-value ของ z0 คือพืนทีใตโ้คง้ทางดา้นขวาของ
เสน้โคง้ปกติมาตรฐานบนชว่ง (|z0|,∞) นนัคือ

P-value ของ z0 เทา่กบั P (Z > |z0|)

รูปที . : แสดงพืนทีใตเ้สน้โคง้ปกติของ P-value

|z0|

P-value

• P-value ของ z0 = 1.96 มีคา่เทา่กบั P (Z > |z0|) = P (Z > 1.96) = 0.025

• P-value ของ z0 = −2 มีคา่เทา่กบั P (Z > |z0|) = P (Z > 2) = 0.02275

ให้ Zคาํนวณ แทนคา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขนัตอนการทดสอบพารามิเตอร์ ขนัที
กรณีการทดสอบทางเดยีว

H0 : µ = µ0

H1 : µ > µ0

และ H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0

α

zα Zคาํนวณ

α

−zαZคาํนวณ

ปฎิเสธ H0 ก็ตอ่เมือ Zคาํนวณ ตกในบรเิวณวิกฤต หรอื P-value ของ Zคาํนวณ นอ้ยกวา่ α หรอื
P (Z > |Zคาํนวณ|) < α

กรณีการทดสอบสองข้าง
H0 : µ = µ0

H1 : µ ̸= µ0

หรอื H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0 หรอื µ > µ0

α
2

α
2

zα
2

−zα
2

Zคาํนวณ

ปฎิเสธ H0 ก็ตอ่เมือ Zคาํนวณ ตกในบรเิวณวิกฤต หรอื P-value ของ Zคาํนวณ นอ้ยกวา่ α

2
หรอื

P (Z > |Zคาํนวณ|) <
α

2
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ตัวอย่าง . . คะแนนสอบปรบัพืนฐานวิชาคณิตศาสตร์ ของนกัเรยีนชนัประถมศกึษาปีที ของ
โรงเรยีนแหง่หนงึมีการแจกแจงปกติ ซงึมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนนผูท้าํการทดสอบ
อา้งวา่ในการสอบครงันีมีคะแนนเฉลยี คะแนน เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งของผูท้าํการทดสอบ จงึ
สุม่เลือกตวัอยา่ง คนปรากฏคะแนนดงันี

จงทดสอบสมมติฐานวา่คา่เฉลียของคะแนนสอบครงันีเป็น คะแนน จรงิหรอืไม่ กาํหนดระดบันยั
สาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 30

H1 : µ ̸= 30

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 20 จากประชากรปกติทีมี σ = 16 โดยมี X̄ = 41.75 (เครอืงคิดเลข)
เนืองจากประชากรปกติและทราบคา่ความแปรปรวน เลือกสถิติ Z นนัคือ

Z คาํนวณ =
X̄ − µ

σ√
n

=
41.75− 30

16√
20

= 3.28

เป็นการทดสอบสองขา้ง
พิจารณา

P-value ของ Z คาํนวณ = P (Z > |Z คาํนวณ |)

= P (Z > 3.28) = 0.0005 < 0.025 =
α

2

ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่คา่เฉลยีของคะแนนสอบครงันีไมเ่ทา่กบั คะแนน ทีระดบันยัสาํคญั .
ตัวอย่าง . . คะแนนเฉลีย (GPAX) ของนกัเรยีนของโรงเรยีนแหง่หนงึมีการแจกแจงปกติ มีผู้
กลา่วอา้งวา่คะแนนเฉลยี GPAX ของนกัเรยีนในโรงเรยีนเทา่กบั . เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งดงั
กลา่ว สุม่ตวัอยา่งมา คน คาํนวณคะแนนเฉลยี GPAX ไดเ้ป็น . และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน
เทา่กบั . จงทดสอบสมมติฐานวา่คะแนนเฉลีย GPAX เป็น . จรงิหรอืไม่ กาํหนดระดบันยั
สาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 2.50

H1 : µ > 2.50

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.03

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 100 จากประชากรปกติทีมี σ = 16 โดยมี X̄ = 2.48 และ S = 0.36

เนืองจากประชากรปกติ ไมท่ราบคา่ความแปรปรวน และตวัอยา่งมีขนาดใหญ่ เลือกสถิติ Z นนัคือ
Z คาํนวณ =

X̄ − µ
S√
n

=
2.48− 2.50

0.36√
100

= −0.56
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เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ Z คาํนวณ = P (Z > |Z คาํนวณ |)
= P (Z > 2.56) = 0.2877 > 0.03 = α

ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่คะแนนเฉลยี GPAX ของนกัเรยีนในโรงเรยีนไมส่งูกวา่ . ทีระดบันยัสาํคญั .
ตัวอย่าง . . จากขอ้มลูทีผา่นมาการลงทะเบียนเรยีนในเวป็ไซคข์องมหาวิทยาลยัแหง่หนงึโดย
เฉลยี นาที สว่นเบียงเบนมาตรฐาน นาที ขณะนีทางมหาวิทยาลยัไดป้รบัปรุงเวป็ไซคที์ใชล้ง
ทะเบียนเรยีน จากการสุม่ตวัอยา่ง คน หาคา่เฉลยีทีใชใ้นการลงทะเบียนเทา่กบั นาที สว่น
เบียงเบนมาตรฐาน . นาที จงทดสอบสมมติฐานทีวา่เวลาเฉลียทีใชใ้นการลงทะเบียนเรยีนหลงั
ปรบัปรุงเวป็ไซคน์อ้ยกวา่ นาที ใชร้ะดบันยัสาํคญั . สมมติวา่เวลาทีใชใ้นการลงทะเบียนมี
การแจกแจงปกติ
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 50

H1 : µ < 50

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 12 จากประชากรปกติ โดยมี X̄ = 42 และ S = 11.9

เนืองจากประชากรปกติ ไม่ทราบคา่ความแปรปรวน และตวัอยา่งมีขนาดเลก็ เลือกสถิติ T โดยมี
ν = 12− 1 = 11 นนัคือ

T คาํนวณ =
X̄ − µ

S√
n

=
42− 50

11.9√
12

= −2.33

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
เนืองจาก tα,ν = t0.05,11 = 1.796 บรเิวณวิกฤตคือ T < −1.796 หรอื T > 1.796

จะเห็นวา่ T คาํนวณ = −2.33 < −1.796 อยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่เวลาเฉลียทีใชใ้นการลงทะเบียนเรยีนหลงัปรบัปรุงเวป็ไซคน์อ้ยกวา่ นาที ทีระดบันยั
สาํคญั .
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การทดสอบโดยใช้ค่า P-value ของค่าสถติิ T
บทนิยาม . . กาํหนดองศาเสรี ν คา่ P-value ของคา่สถิติ t0 หรอื P-value ของ t0 คือพืนทีใตโ้คง้
ทางดา้นขวาของเสน้โคง้ทีบนชว่ง (|t0|,∞) นนัคือ

P-value ของ t0 เทา่กบั P (T > |t0|)

รูปที . : แสดงพืนทีใตเ้สน้โคง้ทีของ P-value

|t0|

P-value

ตวัอยา่งเชน่
• P-value ของ t0 = 1.5 มีคา่เทา่กบั P (T > |t0|) = P (T > 1.5) = 0.0822 เมือ ν = 10

• P-value ของ t0 = −2 มีคา่เทา่กบั P (T > |t0|) = P (T > 2) = 0.0296 เมือ ν = 20

ให้ Tคาํนวณ แทนคา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขนัตอนการทดสอบพารามิเตอร์ ขนัที
กรณีการทดสอบทางเดยีว

H0 : µ = µ0

H1 : µ > µ0

และ H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0

α

tα Tคาํนวณ

α

−tαTคาํนวณ

ปฎิเสธ H0 ก็ตอ่เมือ Tคาํนวณ ตกในบรเิวณวิกฤต หรอื P-value ของ Tคาํนวณ นอ้ยกวา่ α หรอื
P (T > |Tคาํนวณ|) < α

กรณีการทดสอบสองข้าง
H0 : µ = µ0

H1 : µ ̸= µ0

หรอื H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0 หรอื µ > µ0

α
2

α
2

tα
2
Tคาํนวณ

ปฎิเสธ H0 ก็ตอ่เมือ Tคาํนวณ ตกในบรเิวณวิกฤต หรอื P-value ของ Tคาํนวณ นอ้ยกวา่ α

2
หรอื

P (T > |Tคาํนวณ|) <
α

2



. . การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกบัคา่เฉลยีประชากร

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ครงัหนงึของนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตรมี์การ
แจกแจงปกติ ผูส้อนอา้งวา่ในการสอบยอ่ยครงันีมีคะแนนเฉลยี คะแนน เพือทดสอบคาํกลา่วอา้ง
ของผูท้าํการทดสอบ จงึสุม่เลือกตวัอยา่ง คนปรากฏคะแนนดงันี

จงทดสอบสมมติฐานวา่คา่เฉลียของคะแนนสอบครงันีเป็น คะแนน จรงิหรอืไม่ กาํหนดระดบันยั
สาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µ = 5

H1 : µ ̸= 5

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 12 จากประชากรปกติ โดยมี X̄ = 4.8 และ S = 2.3

เนืองจากประชากรปกติ ไม่ทราบคา่ความแปรปรวน และตวัอยา่งมีขนาดเลก็ เลือกสถิติ T โดยมี
ν = 10− 1 = 9 นนัคือ

T คาํนวณ =
X̄ − µ

S√
n

=
4.8− 5

2.3√
10

= −0.27

เป็นการทดสอบสองขา้ง
พิจารณา

P-value ของ T คาํนวณ = P (T > |T คาํนวณ |)

= P (T > 0.27) = 0.3966 > 0.025 =
α

2

ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่คา่เฉลยีของคะแนนสอบครงันีเป็น คะแนน ทีระดบันยัสาํคญั .



บทที . การทดสอบสมมตฐิาน

การทดสอบค่าเฉลียของกลุ่มตัวอย่าง กลุ่มทีมีความเป็นอสิระต่อกัน (Two independent
samples mean test) คือการทดสอบความแตกตา่งของสองประชากรทีเป็นอิสระตอ่กนัทาํได้
ลกัษณะดงันี
H0 สถติทใีช้ H1 บริเวณวกิฤต

Two independent Samples Z-test
µ1 − µ2 = d0 ทราบคา่ σ2

1, σ
2
2 µ1 − µ2 < d0 z < −zα

Z =
(X̄1 − X̄2)− d0√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

µ1 − µ2 > d0 z > zα

µ1 − µ2 ̸= d0 z < −zα
2
หรอื z > zα

2

Two independent Samples T-test
µ1 − µ2 = d0 กาํหนด σ2

1 = σ2
2 แตไ่มท่ราบคา่ µ1 − µ2 < d0 t < −tα

T =
(X̄1 − X̄2)− d0√
S2
p

(
1

n1

+
1

n2

) µ1 − µ2 > d0 t > tα

ν = n1 + n2 − 2 µ1 − µ2 ̸= d0 t < −tα
2
หรอื t > tα

2

S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2

กาํหนด σ2
1 ̸= σ2

2 แตไ่มท่ราบคา่ µ1 − µ2 < d0 t < −tα

n1 < 30, n2 < 30 µ1 − µ2 > d0 t > tα

T =
(X̄1 − X̄2)− d0√

S2
1

n1

+
S2
2

n2

µ1 − µ2 ̸= d0 t < −tα
2
หรอื t > tα

2

ν =

S2
1

n1

+
S2
2

n2

2

S2
1

n1

2
1

n1 − 1
+

S2
2

n2

2
1

n2 − 1



. . การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกบัคา่เฉลยีประชากร

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบ ONET วิชาคณิตศาสตร์ของระดบัชนัประถมศกึษาปีที ในปีการ
ศกึษา และ มีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั และ คะแนน ตามลาํดบั สุม่ตวัอยา่ง
นกัเรยีนทีสอบในปีการศกึษา และ จาํนวน คน คาํนวนคะแนนเฉลยีไดเ้ป็น และ

คะแนน ตามลาํดบั จงทดสอบวา่คะแนนเเฉลียของวิชาคณิตศาสตรท์งัสองปีการศกึษานนัแตก
ตา่งกนัหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

คะแนนปี คะแนนปี
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (ประชากร) σ1 = 18 σ2 = 20

ขนาดตวัอยา่ง n1 = 100 n2 = 100

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄1 = 39 X̄2 = 40

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 − µ2 ̸= 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.01

สุม่ตวัอยา่งขนาดจากประชากรปกติซงึความแปรปรวน เลือกสถิติ Z นนัคือ

Z คาํนวณ =
(X̄1 − X̄2)− d0√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

=
(39− 40)− 0√

182

100
+

202

100

= −0.37

เป็นการทดสอบสองขา้ง
พิจารณา

P-value ของ Z คาํนวณ = P (Z > |Z คาํนวณ |)

= P (Z > 0.37) = 0.3556 > 0.005 =
α

2

ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่คะแนนเเฉลียของวิชาคณิตศาสตรท์งัสองปีการศกึษานนัไม่แตกตา่งกนั ทีระดบันยัสาํคญั
.



บทที . การทดสอบสมมตฐิาน

ตัวอย่าง . . อายุเฉลยี (ปี) ของประชากรในหมูบ่า้น ก และ ข มีการแจกแจงปกติโดยมีความ
แปรปรวนเทา่กนั ถา้สุม่ตวัอยา่งหมูบ่า้นละ คน ไดข้อ้มลูดงันี

หมูบ่า้น ก
หมูบ่า้น ข

จงทดสอบวา่อายเุฉลยีของประชากรหมูบ่า้น ก มากกวา่ หมูบ่า้น ข หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

หมูบ่า้น ก หมูบ่า้น ข
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 10 n2 = 10

คา่เฉลยี (ตวัอยา่ง) X̄1 = 24.4 X̄2 = 22.5

ความแปรปรวน (ตวัอยา่ง) S2
1 = 305.6 S2

2 = 253.39

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : µ1 − µ2 = 0

H1 : µ1 − µ2 > 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.01

สุม่ตวัอยา่งขนาดจากประชากรปกติซงึไม่ทราบความแปรปรวนแต่ทราบวา่เทา่กนั และตวัอยา่งทงั
มีขนาดเลก็ และ

S2
p =

(10− 1)305.6 + (10− 1)253.39

10 + 10− 2
= 279.495

เลือกสถิติ T โดยทีมีองศาเสรี ν = 10 + 10− 2 = 18 นนัคือ

T คาํนวณ =
(X̄1 − X̄2)− d0√
S2
p

(
1

n1

+
1

n2

) =
(24.4− 22.5)− 0√
279.495

(
1

10
+

1

10

) = 0.25

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ T คาํนวณ = P (T > |T คาํนวณ |)
= P (T > 0.25) = 0.4027 > 0.05 = α

ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่อายเุฉลยีของประชากรหมูบ่า้น ก ไมม่ากกวา่ หมูบ่า้น ข ทีระดบันยัสาํคญั .



. . การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกบัคา่เฉลยีประชากร

การทดสอบความแตกต่างค่าเฉลยีของกลุ่มตัวอย่าง กลุ่มไม่อสิระต่อกัน (Two dependent
samples mean test หรือ Paired sample mean test)การทดสอบความแตกตา่งของสองประชากร
แบบจบัคูท่าํไดด้งันี

H0 สถติทใีช้ H1 บริเวณวกิฤต

Two Dedependent Samples T-test
µD = d0 ขอ้มลูเป็นคู่ n < 30 µD < d0 t < −tα

T =
D̄ − d0
Sd√
n

µD > d0 t > tα

ν = n− 1 µD ̸= d0 t < −tα
2
หรอื t > tα

2

ตัวอย่าง . . เพือทดสอบวา่นาํหนกัเฉลียของนกัศกึษาหลงัเขา้เรยีนในสาขาวิชาคณิตศาสตร์
หลงัเป็นเวลา ปี มีนาํหนกัเฉลยีเพิมขนึอยา่งมีนยัสาํคญัที . จงึไดจ้ดบนัทกึนาํหนกัของนกัศกึษา
จาํนวน คน ปรากฎดงันี

นกัศกึษาคนที นาํหนกัก่อนเขา้ศกึษา (กก.) นาํหนกัหลงัศกึษาเป็นเวลา ปี (กก.)

จงสรุปผลดงักลา่ววา่เป็นไปตามขอ้คาดการณห์รอืไม่ สมมติประชากรมีการแจกแจงปกติ
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µD = 0

H1 : µD > 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 5 (ขอ้มลูแบบคู)่ จากประชากรปกติ
พิจารณาผลตา่งโดยใชน้าํหนกัหลงั - นาํหนกัก่อน นนัคือ

นกัเรยีนคนที นาํหนกัก่อน (xi) นาํหนกัหลงั (yi) di = yi − xi

-

จะไดว้า่ D̄ = 1.6 และ Sd = 1.67 ใชค้า่สถิติ T โดยทีองศาเสรี ν = 12− 1 = 11 และ
T คาํนวณ =

D̄ − d0
Sd√
n

=
1.6− 0

1.67√
5

= 2.14



บทที . การทดสอบสมมตฐิาน
เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ T คาํนวณ = P (T > |T คาํนวณ |)
= P (T > 2.14) = 0.0495 < 0.05 = α

ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่นาํหนกัเฉลียของนกัศกึษาหลงัเขา้เรยีนในสาขาวิชาคณิตศาสตรห์ลงัเป็นเวลา ปี มี
นาํหนกัเฉลยีเพิมขนึ ทีระดบันยัสาํคญั .
ตัวอย่าง . . เพือทดสอบวา่นกัศกึษาสนใจเรยีนวิชาแคลคลูสัมากกวา่วิชาสถิติ จากเวลาในการ
อา่นหนงัสือหรอืทาํแบบฝึกหดัวิชานนั ๆ ตอ่สปัดาห์ ผูท้ดลองจงึสุม่นกัศกึษา คน ปรากฏดงันี

นกัศกึษาคนที
เวลาทีใช้ (ชวัโมง) วิชาแคลคลูสั
เวลาทีใช้ (ชวัโมง) วิชาสถิติ

จงสรุปการทดสอบขา้งตน้ ทีระดบันยัสาํคญั . สมมติประชากรมีการแจกแจงปกติ
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : µD = 0

H1 : µD > 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 8 (ขอ้มลูแบบคู)่ จากประชากรปกติ
พิจารณาผลตา่งโดย เวลาทีใชใ้นวิชาแคลคลูสั - เวลาทีใชใ้นวิชาสถิติ นนัคือ

เวลาทีเขา้เรยีนวิชาแคลคลูสั (xi)
เวลาทีเขา้เรยีนวิชาสถิติ (yi)

di = xi − yi - -

จะไดว้า่ D̄ = 1 และ Sd = 2.45 ใชค้า่สถิติ T โดยทีองศาเสรี ν = 8− 1 = 7 และ

T คาํนวณ =
D̄ − d0

Sd√
n

=
1− 0
2.45√

8

= 1.15

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ T คาํนวณ = P (T > |T คาํนวณ |)
= P (T > 1.15) = 0.1439 > 0.05 = α

ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้น่กัศกึษาสนใจเรยีนวิชาแคลคลูสัไมม่ากกวา่วิชาสถิติ ทีระดบันยัสาํคญั .



. . การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกบัคา่เฉลยีประชากร
แบบฝึกหดั . - .

. สุม่ตวัอยา่งบหุรีชนิดหนงึ มวน ปรากฏมีปรมิาณเฉลียของนิโคติน . มิลลกิรมั และสว่น
เบียงเบนมตรฐาน . มิลลกิรมั จะนบัวา่เป็นการสนบัสนนุคาํกลา่วอา้งของบรษัิทผู้ผลติที
วา่ มีปรมิาณเฉลยีของนิโคตินไม่เกิน . มิลลกิรมัหรอืไม่ โดยใชร้ะดบันยัสาํคญั . และ
สมมติวา่การแจกแจงของปรมิาณนิโคตินเป็นการแจกแจงปกติ

. สุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรทีมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . คาํนวนคา่เฉลียตวัอยา่ง
ไดเ้ป็น และสุม่ตวัอยา่งขนาด จากประชากรทีมีสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . คาํนวน
คา่เฉลียตวัอยา่งไดเ้ป็น จงทดสอบวา่คา่เฉลยีของประชากรทงัสองแตกตา่งกนัหรอืไม่ ที
ระดบันยัสาํคญั .

. สุม่ตวัอยา่งขนาด และ จากประชากรปกติสองชดุซงึเป็นอิสระตอ่กนั คาํนวนคา่เฉลีย
ไดเ้ป็น และ ตามลาํดบั คาํนวณสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . และ ตามลาํดบั จง
ทดสอบวา่คา่เฉลียของประชากรทงัสองแตกตา่งกนัหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั . สมมติวา่
ความแปรปรวนของประชากรทงัสองมีคา่เทา่กนั

. เพือทดสอบการจดัการเรยีนการสอนวิชาสถิติ Sec เรยีนแบบ On Side แตกแตา่งจาก เรยีน
แบบ แตกตา่งจาก Sec เรยีนแบบ Online หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั . ผู้วิจยัจงึสุม่
ตวัอยา่งนกัศกึษามา คน เพือสอบถามคะแนนปรากฏดงันี

คะแนนนกัศกึษา Sec เรยีนแบบ On Side
คะแนนนกัศกึษา Sec เรยีนแบบ Online

จงสรุปการทดสอบขา้งตน้
. เพือทดสอบการสอนดว้ยวิธีหนงึ จงึสุม่ตวัอยา่งมา คน โดยคะแนนการทดสอบก่อนเรยีน
และหลงัเรยีนเเมือมีการสอนดว้ยวิธีดงักลา่ว ปรากฎคะแนนดงันี

นกัศกึษาคนที คะแนนก่อนเรยีน คะแนนหลงัเรยีน

การสอนวิธีดงักลา่วทาํใหค้ะแนนหลงัเรยีนสงูขนึมากกวา่ คะแนนหรอืไม่ทีระดบันยัสาํคญั
. สมมติประชากรมีการแจกแจงปกติ

. ผูวิ้จยัตอ้งการทราบวา่วิธีการสอนแบบ ก และวิธีการสอนแบบ ข ใหผ้ลแตกตา่งกนัหรอืไม่ จงึ
สุม่นกัเรยีนมา กลุม่ ๆ ละ คน เพือทาํการทดลองสอน หลงัจากทดลองสอนดว้ยเนือหา
เดียวกนัแต่ใช้วิธีการสอนทีแตกตา่งกนั แลว้ทาํการทดสอบ ปรากฏวา่ นกัเรยีนกลุม่ทีสอบ
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แบบ ก ไดค้ะแนนเฉลีย คะแนน สว่นเบียงเบนมาตรฐาน คะแนน นกัเรยีนกลุม่ทีสอน
แบบ ข ได้ คะแนนเฉลีย คะแนน สว่นเบียงเบนมาตรฐาน คะแนน จะสรุปไดห้รอืไม่วา่
วิธีการสอนทงั สองวิธีนีใหผ้ลเหมือนกนั (α = 0.05)

. นกัเรยีนสองกลุม่มีวิธีการเรยีนทีแตกตา่งกนั กลุม่ทีหนงึมีนกัเรยีน คน ใช้การเรยีนตาม
แบบเรยีน กลุม่ทีสองมีนกัเรยีน คน ใช้การเรยีนโดยใช้โปรกแกรมชว่ยสอน เมือสนิภาค
เรยีนวดัผล สมัฤทธิทางการเรยีน ผลปรากฏ ดงันี

เรยีนตามแบบเรยีน เรยีนโดยใชโ้ปรแกรมชว่ยสอน
คะแนนเฉลยี (X̄)
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (S)

จงทดสอบวา่ ผลสมัฤทธิทางการเรยีนของนกัเรยีนสองกลุม่นีแตกตา่งกนัหรอืไม่ ทีระดบันยั
สาํคญั . และมีขอ้ตกลงวา่ความแปรปรวนทงัสองกลุม่นีเทา่กนั

. ในภาคตน้ปีการศกึษานี นกัศกึษาระดบัปรญิญาตรีในมหาวิทยาลยัแหง่หนงึ ใชเ้วลาในการ
ลงทะเบียนเฉลีย นาที สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั นาที ในการลงทะเบียนเรยีนภาค
ปลาย มหาวิทยาลยัจะใช้วิธีการลงทะเบียนแบบใหม่ จงึสุม่นกัศกึษามา คน เพือศกึษา
เวลาในการ ลงทะเบียน ผลปรากฏวา่นกัศกึษาใชเ้วลาเฉลีย นาที สว่นเบียงเบนมาตรฐาน

นาที จงทดสอบ การการลงทะเบียนแบบใหม่เฉลียแลว้ใชเ้วลานอ้ยกวา่ นาทีหรอืไม่ ที
ระดบันยัสาํคญั .

. จากการศกึษาคา่แรงของลกูจา้งในโรงงาน ตอ้งมีคา่แรงเฉลียขนัตาํเทา่กบั บาท เก็บ
ขอ้มลูตวัอยา่งลกูจา้งจาํนวน คน พบวา่มีคา่แรงเฉลีย บาท สว่นเบียงเบนมาตรฐาน

บาท ทีระดบันยัสาํคญั . จงตรวจสอบวา่คา่แรงเฉลยีของลกูจา้งในโรงงานแตกตา่ง
จากคา่แรงขนัตาํหรอืไม่

. จากการสาํรวจครวัเรอืนในเขตเทศบาลนครเชียงใหม่จาํนวน ครวัเรอืน พบวา่โดยเฉลีย
ครวัเรอืนชมรายการโทรทศัน์ ชวัโมงตอ่สปัดาห์สว่นเบียงเบนมาตรฐาน ชวัโมง ถา้จาํนวน
ชวัโมง การชมโทรทศัน์โดยเฉลียของครวัเรอืนทวัประเทศเทา่กบั ชวัโมงตอ่สปัดาห์ จะ
กลา่วสรุปได้หรอืไม่ วา่จาํนวนชวัโมงการชมรายการโทรทศัน์โดยเฉลียของครวัเรอืนในเขต
เทศบาลนครเชียงใหม่มากกวา่ จาํนวนชวัโมงการชมรายการโทรทศันโ์ดยเฉลียของครวัเรอืน
ทวัประเทศ ทีระดบันยัสาํคญั .
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. การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกับความแปรปรวนประชากร
การทดสอบความแปรปรวนของประชากรวา่เป็นไปตามทีคาดการณ์ไว้หรอืไม่ และการทดสอบ
ความแตกตา่งระหวา่งประชากรสองชดุทีเป็นอิสระตอ่กนั ทาํไดด้งันี

H0 สถติทใีช้ H1 บริเวณวกิฤต

σ2 = σ2
0 χ2 =

(n− 1)S2

σ2
0

σ2 < σ2
0 x < χ2

1−α

ν = n− 1 σ2 > σ2
0 x > χ2

α

σ2 ̸= σ2
0 x < χ2

1−α หรอื x > χ2
α

σ2
1 = σ2

2 F =
S2
1

S2
2

σ2 < σ2
0 f < f1−α

ν1 = n1 − 1, ν2 = n2 − 1 σ2 > σ2
0 f > fα

σ2 ̸= σ2
0 f < f1−α หรอื f > fα

ตัวอย่าง . . ผูผ้ลติอา้งวา่อายุการใชง้านของแบตเตอรีมีการแจกแจงปกติ และมีสว่นเบียงเบน
มาตรฐาน . ปี เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งของผู้ผลติจงึสุม่ตวัอยา่งแบตเตอรี ลกูมีอายุการใช้
งาน (ปี) ดงันี

. . . . . . . . . .

จงทดสอบวา่ความแปรปรวนประชากรจะมากกวา่ . ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : σ2 = 0.81

H1 : σ2 > 0.81

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.10

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 10 จะไดว้า่ S2 = 1.44 และ ν = 10− 1 = 9 เลือกสถิติไคสแควร์ นนัคือ

χ2
คาํนวณ =

(n− 1)S2

σ2
0

=
(10− 1)1.44

0.81
= 16

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
เนืองจาก χ2

α,ν = χ2
0.10,9 = 14.68 บรเิวณวิกฤตคือ χ2 > 14.68

จะเห็นวา่ χ2
คาํนวณ = 16 > 14.68 อยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่ความแปรปรวนประชากรจะมากกวา่ . ทีระดบันยัสาํคญั .
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ตัวอย่าง . . จากการเก็บขอ้มลูระดบัคะแนน (เกรด) ของนกัเรยีน วิชาคือ

วิชาคณิตศาสตร์ :
วิชาคณิตศาสตร์ :

จงทดสอบวา่ความแปรปรวนระดบัคะแนนวิชาคณิตศาสตร์ นอ้ยกวา่วิชาคณิตศาสตร์ ทีระดบั
นยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

วิชาคณิตศาสตร์ วิชาคณิตศาสตร์
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 5 n2 = 6

ความแปรปรวน (ตวัอยา่ง) S2
1 = 0.7 S2

2 = 1.37

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : σ2

1 = σ2
2

H1 : σ2
1 < σ2

2

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.04

สุม่ตวัอยา่งขนาดเลก็จากประชากรปกติ เลือกใชส้ถิติ F โดยที ν1 = 5− 1 = 4 และ ν2 = 6− 1 = 5

จะไดว้า่

F คาํนวณ =
S2
1

S2
2

=
0.7

1.37
= 0.51

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
เนืองจาก f1−α,(ν1,ν2) = f0.96,(4,5) = 0.14 บรเิวณวิกฤตคือ f < 0.14

จะเห็นวา่ f คาํนวณ = 0.51 > 0.14 ไมอ่ยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่ความแปรปรวนระดบัคะแนนวิชาคณิตศาสตร์ ไม่นอ้ยกวา่วิชาคณิตศาสตร์ ทีระดบั
นยัสาํคญั .
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. การทดสอบสมมตฐิานเกยีวกับสัดส่วนประชากร
การทดสอบสดัสว่นของประชากรวา่เป็นไปตามทีคาดการณ์หรอืไม่ และการทดสอบผลตา่งของ
สดัสว่นของประชากรทงัสองชดุทาํไดด้งันี

H0 สถติทใีช้ H1 บริเวณวกิฤต

p = p0 เมือ n ≥ 30 p < p0 z < −zα

Z =
P̂ − p0√

p0q0
n

p > p0 z > zα

p ̸= p0 z < −zα
2
หรอื z > zα

2

p1 − p2 = 0 เมือ n1 ≥ 30, n2 ≥ 30 p1 − p2 < 0 z < −zα

P̂ =
X1 +X2

n1 + n2

p1 − p2 > 0 z > zα

p1 − p2 ̸= 0 z < −zα
2
หรอื z > zα

2

Z =
P̂1 − P̂2√

P̂ (1− P̂ )

(
1

n1

+
1

n2

)

p1 − p2 = d0 เมือ n1 ≥ 30, n2 ≥ 30 p1 − p2 < d0 z < −zα

และ d0 ̸= 0 p1 − p2 > d0 z > zα

Z =
(P̂1 − P̂2)− d0√

P̂1(1− P̂1)

n1

+
P̂2(1− P̂2)

n2

p1 − p2 ̸= d0 z < −zα
2
หรอื z > zα

2
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ตัวอย่าง . . ผูผ้ลติรายหนงึอา้งวา่ ผลติภณัฑข์องเขามีขอ้บกพรอ่ง %หลงัจากนนัเขาปรบัปรุง
กระบวนการผลติใหม่ และคาดวา่จะสามารถลดสดัสว่นของการผลติทีบกพรอ่งในเหลือนอ้ยกวา่
% ในการทดลองผลติดว้ยวิธีใหม่ สุม่ตวัอยา่งมา ชิน พบวา่มีผลติภณัฑบ์กพรอ่ง ชิน จาก

หลกัฐานนีเพียงพอจะสรุปวา่กระบวนการผลติใหมดี่กวา่แบบเดิมหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : p = 0.1

H1 : p < 0.1

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

สุม่ตวัอยา่งขนาด n = 100 ไดผ้ลติภณัฑบ์กพรอ่ง X = 5 ชิน จะไดว้า่ P̂ =
5

100
= 0.05 เลือกใช้

สถิติ Z จะไดว้า่

Z คาํนวณ =
P̂ − p0√

p0q0
n

=
0.05− 0.1√
0.1(0.9)

100

= −1.67

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ Z คาํนวณ = P (Z > |Z คาํนวณ |)
= P (T > 1.67) = 0.0475 < 0.05 = α

ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปได้วา่กระบวนการผลติใหม่สดัสว่นของการผลติทีบกพรอ่งในเหลือนอ้ยกวา่ % ทีระดบันยั
สาํคญั .
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ตัวอย่าง . . ในการหยงัเสียงนกัเรยีนนกัศกึษาเพือตอ้งการทราบความรูส้กึเกียวกบัการเปลยีน
หลกัสตูรครุศาสตรจ์าก ปี เป็น ปี วา่พอใจการเปลียนแปลงหลกัสตูรดงักลา่วหรอืไม่ เมือหยงั
เสียงนกัเรยีนระดบัชนัมธัยมศกึษาตอนปลายจาํนวน คน มีคนพอใจจาํนวน คน และหยงั
เสียงนกัศกึษาครุศาสตรจ์าํนวน คน มี คน พอใจ คณุเห็นดว้ยหรอืไม่วา่นกัเรยีนระดบัชนั
มธัยมศกึษาตอนปลายพอใจมากกวา่นกัศกึษาครุศาสตร์ ดว้ยระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ จากขอ้มลูทีให้

นกัเรยีน ม.ปลาย นกัศกึษาครุศาสตร์
ขนาดตวัอยา่ง n1 = 200 n2 = 500

จาํนวนคนทีพอใจ (ตวัอยา่ง) X1 = 120 X2 = 240

สดัสว่นคนทีพอใจ (ตวัอยา่ง) P̂1 = 0.60 P̂2 = 0.48

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : p1 − p2 = 0

H1 : p1 − p2 > 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.02

สุม่ตวัอยา่งจากประชากรปกติ โดยมีตวัอยา่งขนาดใหญ่ เลือกใชส้ถิติ Z โดยที

P̂ =
X1 +X2

n1 + n2

=
120 + 240

200 + 500
= 0.51

จะไดว้า่

Z คาํนวณ =
P̂1 − P̂2√

P̂ (1− P̂ )

(
1

n1

+
1

n2

) =
0.61− 0.48√

0.51(0.49)

(
1

200
+

1

500

) = 2.87

เป็นการทดสอบขา้งเดียว
พิจารณา

P-value ของ Z คาํนวณ = P (Z > |Z คาํนวณ |)
= P (T > 2.87) = 0.0021 < 0.02 = α

ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่นกัเรยีนระดบัชนัมธัยมศกึษาตอนปลายพอใจมากกวา่นกัศกึษาครุศาสตร์ ทีระดบันยัสาํคญั
.
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แบบฝึกหดั . - .

. จากการสุม่คะแนนสอบวิชาสงัคมศกึษาระดบัประถมศกึษาของโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน
คน ปราฏดงันี , , , , , , , , และ สมมติคะแนนสอบมีการแจกแจง
ปกติ จงทดสอบวา่ความแปรปรวนของการสอบครงันีมากกวา่ หรอืไม่ทีระดบันยัสาํคญั
.

. คะแนนสอบก่อนเรยีนวิชาสถิติของนกันกัศกึษา คน คือ , , , , , , ,
คะแนนสอบหลงัเรยีนวิชาสถิติของนกันกัศกึษา คน คือ , , , , ,
จงทดสอบวา่ความแปรปรวนคะแนนสอบก่อนเรยีนเทา่กบัหลงัเรยีนหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั
.

. จากการเลือกรา้นคา้โดยการสุม่จาํนวน รา้น จากรา้นคา้ทงัหมดในเขต กรุงเทพมหาครมา
เก็บรวบรวมขอ้มลูเกียวกบัราคากระทะไฟฟา้ชนิดหนงึ ปรากฏวา่ไดร้าคา เฉลีย บาท และ
ความแปรปรวน จงทดสอบความเชือทีวา่ คา่ความแปรปรวนของราคา กระทะไฟฟา้ชนิด
นีตาํกวา่ ทีระดบันยัสาํคญั .

. โรงงานผลติหลอดภาพโทรทศันแ์หง่หนงึทราบวา่ อายกุารใชง้านของหลอดภาพมีการแจกแจง
ปกติ ทีมีความแปรปรวน , ชวัโมง2 ในการตรวจสอบคณุภาพครงัหนงึ โดยการสุม่หลอด
ภาพมา หลอด พบวา่ความแปรปรวนของอายุการใช้งานของหลอดภาพเทา่กบั ,
ชวัโมง2 ทีระดบันยัสาํคญั . จะกลา่วไดห้รอืไม่วา่ ความแปรปรวนของอายกุารใชง้านของ
หลอดภาพไมเ่ทา่กบั , ชวัโมง2

. กระบวนการผลติในโรงงานหนงึ จะผลติสนิคา้เสีย % ฝ่ายผลติจงึไดด้าํเนินการ ปรบัปรุง
กระบวนการผลติใหม่ แลว้สุม่ตวัอยา่งสนิคา้มา ชิน พบวา่เป็นสนิคา้เสีย ชิน จะเชือ
ไดห้รอืไมว่า่ การปรบัปรุงกระบวนการผลติจะทาํใหส้นิคา้เสียลดลง ทีระดบันยัสาํคญั .

. นกัยิงเปา้ผูห้นงึอา้งวา่เขาสามารถยิงถกู % คณุจะเห็นดว้ยหรอืไม่ ถา้ปรากฏวนัหนงึเขายิง
เขา้เปา้ ครงัจากทงัหมด ครงั ทีระดบันยัสาํคญั .

. ในมหาวิทยาลยัแหง่หนงึประมาณวา่ จาํนวนนกัศกึษาทีเดินทางมาเรยีนโดยรถไฟฟา้ไม่เกิน
% คา่ประมาณนีถกูตอ้งหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั . ถา้สุม่ตวัอยา่งนกัศกึษา คน

ปรากฏวา่ ค นเดินทางมาเรยีนโดยรถไฟฟา้

. ผูอ้าํนวยการโรงเรยีนแหง่หนงึ ทราบขอ้มลูจากการประเมินของ สมศ. วา่นกัเรยีนในโรงเรยีน
ของตนเองมีความสามารถคิดวิเคราะห์ ไม่เกินรอ้ยละ ของนกัเรยีนทงัหมด ผูอ้าํนวยการจงึ
สุม่เลือกตวัอยางนกัเรยีนมา คน และทดสอบความสามารถในการคิดวิเคราะห์ และพบ
วา่มีนกัเรยีนทีมีความสามารถในการคิดวิเคราะห์ คน ทีระดบันยัสาํคญั . ผูอ้าํนวยการ
โรงเรยีนทา่นนีจะเชือผลการประเมินของ สมศ.หรอืไม่

. เพือตอ้งการทราบความรูส้กึของประชาชนวา่พอใจการบรหิารของผูว้า่ราชการกรุงเทพมหานคร
หรอืไม่ จงึหยงัเสียงจากผูมี้รายไดน้อ้ย คน มี คนพอใจ จงึหยงัเสียงจากผูมี้รายไดม้าก
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คน มี คนพอใจ คณุเห็นดว้ยหรอืไมว่า่อตัราสว่นของผูมี้รายไดม้าก พอใจมากกวา่ผูมี้

รายไดน้อ้ย กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
. สถิติการเขา้ศกึษาตอ่ในระดบัปรญิญาโทของนกัศกึษาสว่นใหญ่เป็นเพศหญิงประมาณ %
จงึไดต้รวจสอบนกัศกึษาระดบัปรญิญาโทในมหาวิทยาลยัแหง่หนงึซงึมีจาํนวนทงัหมด
คน พบวา่เป็นเพศหญิง คน จงทดสอบวา่สดัสว่นการศกึษาตอ่ระดบัปรญิญาโทของ
นกัศกึษาเพศ หญิงวา่แตกตา่งจากเดิมหรอืไม่ กาํหนดระดบันยัสาํคญั .

. สอบถามผูส้บูบหุรี คน พบวา่เป็นมะเรง็ทีปอด คน และสอบถามผูที้ไม่สบูบหุรี คน
พบวา่เป็นมะเรง็ปอด คน จงทดสอบวา่สดัสว่นของผู้ทีสบูบหุรีแลว้เป็นมะเรง็ปอดสงูกวา่
สดัสว่น ของผูที้ไมส่บูบหุรแีลว้เป็นมะเรง็ปอดหรอืไม่ กาํหนดระดบันยัสาํคญั .

. บรษัิทแหง่หนงึมีเปา้หมายในการผลติสนิคา้ใหมี้คณุภาพสงูสดุ และกาํหนดสนิคา้ทีมีตาํหนิ
ไว้ ไมเ่กิน % ในแตล่ะเดือน จงึสุม่สนิคา้มา ชิน พบวา่สนิคา้มีต าหนิ ชิน จงทดสอบ
สดัสว่น สนิคา้ทีมีตาํหนิวา่คณุภาพการผลติของบรษัิทมีปัญหาหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .

. จากการสอบถามความสนใจทีจะไปทศันะศกึษาของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิง โดยถาม
นกัเรยีนชาย คน สนใจไปทศันะศกึษา คน และถามนกัเรยีนหญิง คน สนใจไป
ทศันะ ศกึษา คน ตอ้งการทดสอบความสนใจในการไปทศันะศกึษาของนกัเรยีนชายและ
นกัเรยีนหญิงมี สดัสว่นทีแตกตา่งกนัหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .

. ตอ้งการทราบวา่ นกัศกึษาชายและนกัศกึษาหญิงชอบเรยีนวิชาคณิตศาสตรใ์นสดัสว่นที เทา่
กนัหรอืไม่ จงึสุม่ตวัอยา่งนกัศกึษาชายและนกัศกึษาหญิงทีเรยีนคณิตศาสตรม์า และ
คน ตามลาํดบั พบวา่นกัเรยีนชายกลุม่นีชอบเรยีนคณิตศาสตร์ คน นกัเรยีนหญิงชอบเรยีน
คณิตศาสตร์ คน ทีเหลือไม่ชอบเรยีนคณิตศาสตร์ จงทดสอบขอ้สงสยัดงักลา่ว ทีระดบันยั
สาํคญั .
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. การทดสอบความเป็นอสิระต่อกัน
การทดสอบวา่เหตกุารณส์องอยา่งทีสนใจสมัพนัธก์นัหรอืไม่ จะใชก้ารทดสอบไคสแควรเ์ขา้มาชว่ย
การในการทดสอบ เช่นสนใจวา่การฉีดวคัซีน A เพือปอ้งกนัโรคโควิด- ไดผ้ลจรงิหรอืไม่ คือดจูาก
จาํนวนผูที้ไดร้บัวคัซีนและไมไ่ดร้บัวคัซีน หายป่วยดว้ยจาํนวนเทา่ใด ถา้ทดสอบแลว้วา่การรบัวคัซีน
กบัไมไ่ดร้บัวคัซีนไมส่มัพนัธก์นั หรอื อสิระต่อกัน (independent)

การทดสอบความเป็นอิสระตอ่กนัของเหตกุารณ์ A และ B ทาํไดโ้ดยกาํหนดสมมติฐาน
H0 : เหตกุารณ์ A และ B เป็นอิสระตอ่กนั
H1 : เหตกุารณ์ A และ B ไมเ่ป็นอิสระตอ่กนั

พิจารณา ตารางการณจ์ร (contigency table) เมือตารางนีประกอบดว้ยจาํนวน r แถว และ c หลกั
ตารางที . : ตวัอยา่งตารางการณจ์ร

A1 A2 A3 · · · Ac

B1 o11 o12 o13 · · · o1c R1

B2 o21 o22 o23 · · · o2c R2... ... ... ... . . . ... ...
Br or1 or2 or3 · · · orc Rr

C1 C2 C3 · · · Cc Rr

กาํหนดให้ i ∈ {1, 2, 3, ..., r} และ j ∈ {1, 2, 3, ..., c}

โดยที oij คือคา่สงัเกตในตาํแหน่งแถวที i หลกัที j

Ri คือผลรวมของคา่สงัเกตแถวที i

Cj คือผลรวมของคา่สงัเกตหลกัที j

การหาคา่ไคสแควรค์าํนวณทีใชใ้นการทดสอบหาไดจ้าก

χ2
คาํนวณ =

r∑
i=1

c∑
j=1

(oij − eij)
2

eij

เมือ ν = (r − 1)(c− 1) และ eij =
RiCj

N
โดย N คือผลรวมของความถีทงัหมด

ถา้ χ2
คาํนวณ > χ2

α จะปฏิเสธ H0 ทีระดบันยัสาํคญั α
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ตัวอย่าง . . จากภาวะโรคระบาดโควิด- ทีรุนแรงในปี ผูผ้ลติวคัซีนรายหนงึไดผ้ลติวคัซีน
A เพือใชใ้นการปอ้งกนัโรคดงักลา่ว ไดน้าํไปทดลองโดยมีอาสามคัรจาํนวน คน ปรากฏขอ้มลู
ตารางการณจ์ร ดงัตอ่ไปนี

จาํนวนผูที้ จาํนวนผูที้ รวม
ไมเ่ป็นโควิด- เป็นโควิด-

จาํนวนผูร้บัการฉีดวคัซีน A
จาํนวนผูไ้มไ่ดร้บัการฉีดวคัซีน A
รวม

จงทดสอบสมมติฐานวา่การฉีดวคัซีน A ปอ้งกนัโรคโควิด- ไดผ้ลหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : การฉีดวคัซีน A ไมมี่ผลตอ่การปอ้งกนั Covid- (อิสระตอ่กนั)
H1 : การฉีดวคัซีน A มีผลตอ่การปอ้งกนั Covid- (ไมอิ่สระตอ่กนั)

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

ทดสอบความเป็นอิสระตอ่กนัเลือกสถิติไคสแควร์ คาํนวณคา่สถิติจากตวัอยา่งไดด้งันี
ไมเ่ป็น Covid- เป็น Covid- รวม

รบัวคัซีน A o11 = 431 o12 = 14 R1 = 445

ไมไ่ดร้บัวคัซีน A o21 = 291 o22 = 14 R2 = 305

รวม C1 = 722 C2 = 28 N = 750

จะไดว้า่
eij ไมเ่ป็น Covid- เป็น Covid-

รบัวคัซีน A e11 =
R1C1

N
= 428.39 e12 =

R1C2

N
= 16.61

ไมไ่ดร้บัวคัซีน A e21 =
R2C1

N
= 293.61 e12 =

R2C2

N
= 11.39

โดยมี r = 2 และ c = 2 จะเห็นวา่องศาเสรี ν = (2− 1)(2− 1) = 1 และ

χ2
คาํนวณ =

2∑
i=1

2∑
j=1

(oij − eij)
2

eij

=
(431− 428.39)2

428.39
+

(14− 16.61)2

16.61
+

(291− 293.61)2

293.61
+

(14− 11.39)2

11.39

= 1.04

เนืองจาก χ2
α,ν = χ2

0.01,1 = 6.63 บรเิวณวิกฤตคือ χ2 > 6.63

จะเห็นวา่ χ2
คาํนวณ = 1.04 < 6.63 ไมอ่ยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่การฉีดวคัซีน A ไมมี่ผลตอ่การปอ้งกนัโรคโควิด- ทีระดบันยัสาํคญั .
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ตัวอย่าง . . สมมติมีการสอนตา่งกนั วิธี ตวัอยา่งสุม่ของนกัเรยีนกลุม่ละ คน ถกูกาํหนด
ให้เรยีนแตล่ะวิธี เกรดคะแนนสอบครงัสดุทา้ยถกูนาํมาเพือเปรยีบเทียบผลการสอน ได้นาํมาลง
ตารางการณจ์รดงัตอ่ไปนี

เกรด
วิธีการสอน รวม

รวม

จงทดสอบสมมติฐานวา่สดัสว่นของเกรดตา่ง ๆ ไมข่นึกบัวิธีการสอน ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ กาํหนดสมมติฐาน

H0 : วิธีการสอนไมมี่ผลตอ่เกรด (อิสระตอ่กนั)
H1 : วิธีการสอนมีผลตอ่เกรด (ไมอิ่สระตอ่กนั)
ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

คาํนวณคา่สถิติจากตวัอยา่ง
เกรด

วิธีการสอน รวม
o11 = 15 o12 = 34 o13 = 40 o14 = 3 o15 = 8 R1 = 100

o21 = 13 o22 = 28 o23 = 36 o24 = 19 o25 = 4 R2 = 100

o31 = 12 o32 = 35 o33 = 38 o34 = 6 o35 = 9 R3 = 100

รวม C1 = 40 C2 = 97 C3 = 114 C4 = 28 C5 = 21 N = 300

จะไดว้า่
eij

e11 =
40
3

e12 =
97
3

e13 = 38 e14 =
28
3

e15 = 7

e21 =
40
3

e22 =
97
3

e23 = 38 e24 =
28
3

e25 = 3

e31 =
40
3

e32 =
97
3

e33 = 38 e34 =
28
3

e35 = 3

โดยมี r = 3 และ c = 5 จะเห็นวา่ ν = (3− 1)(5− 1) = 8 และ

χ2
คาํนวณ =

2∑
i=1

5∑
j=1

(oij − eij)
2

eij
= 18.95

เนืองจาก χ2
α,ν = χ2

0.10,8 = 13.36 บรเิวณวิกฤตคือ χ2 > 13.36

จะเห็นวา่ χ2
คาํนวณ = 18.95 > 13.36 อยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปไดว้า่วิธีการสอนมีผลตอ่เกรด ทีระดบันยัสาํคญั .



. . การทดสอบความเป็นอสิระตอ่กนั

แบบฝึกหดั .
. ในการศกึษาความสมัพนัธ์ระหวา่งการนบัถือศาสนาและถินทีอยู่อาศยั เลือกคนมา กลุม่
โดยวิธีสุม่ กลุม่หนงึอาศยัอยูใ่นเขตเมืองหลวง อีกกลุม่อาศยัอยูใ่นเขตชานเมือง ปรากฏจาํนวน
ผูน้บัถือศาสนาตา่ง ๆ ดงันี

พทุธ ครสิ อิสลาม อืน ๆ รวม
เขตเมืองหลวง
เขตชานเมือง

รวม

จงทดสอบสมมติฐานวา่การนบัถือศาสนาและถินทีอยู่อาศยัมีความสมัพนัธก์นัหรอืไม่ โดยใช้
ระดบันยัสาํคญั .

. สมมติมีการจดัการเรยีนรูต้า่งกนั วิธี คือแบบOline และOnside ตวัอยา่งสุม่ของนกันกัศกึษา
กลุม่ละ คน ถกูกาํหนดให้เรยีนคนละแบบ เกรดคะแนนสอบครงัสดุทา้ยถกูนาํมาเพือ
เปรยีบเทียบผลการจดัการเรยีนรู ้ ไดน้าํมาลงตารางการณจ์รดงัตอ่ไปนี

เกรด
การจดัการเรยีนรู ้ A B C D F รวม

Online
Onside
รวม

จงทดสอบสมมติฐานวา่สดัสว่นของเกรดตา่ง ๆ ไม่ขนึกบัการจดัการเรยีนรู ้ ทีระดบันยัสาํคญั
.

. จากการสาํรวจผูดื้มกาแฟ คน ปรากฏผลตารางการณจ์รดงัตอ่ไปนี

จาํนวนกาแฟ (ถว้ยตอ่วนั)
อายุ (ปี) - - มากกวา่ รวม
ตาํกวา่

-
-
ปีขนึไป
รวม

จงทดสอบวา่จาํนวนการดืมกาแฟกบัอายุของผูดื้มเป็นอิสระตอ่กนัหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั
.
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สรุป
การทดสอบสมมติฐานของพารามิเตอรป์ระกอบดว้ย ขนัตอน ดงันี
. กาํหนดสมมติฐานหลกั H0 : θ = θ0

กาํหนดสมมติฐานทางเลือกวา่ตอ้งการ
การทดสอบขา้งเดียว H1 : θ > θ0

หรอื H1 : θ < θ0

การทดสอบสองขา้ง H1 : θ ̸= θ0

. เลือกระดบันยัสาํคญั α เชน่ . หรอื . เป็นตน้

. ทาํการสุม่ตวัอยา่ง

. เลือกคา่สถิติทีเหมาะ เชน่เลือกใช้ Z, T , χ2, F หรอืคา่สถิติอืน ๆ

. คาํนวณคา่สถิติจากตวัอยา่งทีเลือกใชใ้นการทดสอบสมมติฐาน เรยีกสถิติทีไดว้า่คา่คาํนวณ
เช่น Zคาํนวณ, Tคาํนวณ, χ2

คาํนวณ, Fคาํนวณ
. เปิดตารางหาคา่วิกฤต และกาํหนดบรเิวณวิกฤตของการทดสอบ
. สรุปผล
ปฏิเสธ H0 ถา้คา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขอ้ อยูใ่นบรเิวณทีกาํหนดในขอ้ และยอมรบั H1

ยอมรบั H0 ถา้คา่สถิติทีคาํนวณไดจ้ากขอ้ ไมอ่ยูใ่นบรเิวณทีกาํหนดในขอ้ และปฏิเสธ H1

แบบฝึกหดับทที
. ในการทดลองประสทิธิภาพของยาชนิดใหม่ สุม่ตวัอยา่งคนไข้ คน ใหก้ารรกัษาโดยใชย้า
นี ถา้มีคนไข้มากกวา่ คน แต่นอ้ยกวา่ คน หายป่วย จะสรุปวา่ยาชนิดใหม่นีใชไ้ด้
ผล % จงหาความน่าจะเป็นของความผิดพลาดประเภทที และจงหาความน่าจะเป็นของ
ความผิดพลาดประเภทที ถา้ประสทิธิภาพของการรกัษาโรคของยาชนิดนีเป็น %

. มีคนกลา่วอา้งวา่ใน ปี โดยเฉลียรถแตล่ะคนัจะเดินทางมากกวา่ กิโลเมตร เพือ
ทดสอบวา่คาํพดูดงักลา่ว จงึสุม่ตวัอยา่งเจา้ของรถมา คนั และขอใหบ้นัทกึระยะทางการ
เดินทางตลอดปี ถา้จากการสุม่ตวัอยา่งนีไดร้ะยะทางเฉลีย กิโลเมตร และสว่นเบียง
เบนมาตรฐาน กิโลเมตร จะสรุปผลอยา่งไร เมือกาํหนดระดบันยัสาํคญั .

. คะแนนการสอบเขียนคาํราชาศพัทก่์อนเรยีนและหลงัเรยีนของนกัเรยีนเป็นดงันี

นกัเรยีนคนที
คาํราชาศพัทที์เขียนถกูก่อนเรยีน
คาํราชาศพัทที์เขียนถกูหลงัเรยีน
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จงทดสอบวา่คาํราชาศพัทที์เขียนไดถ้กูตอ้งก่อนเรยีนนอ้ยกวา่หลงัเรยีนหรอืไม่
ทีระดบั α = 0.05

. ครูคนหนงึเชือวา่วิธีการสอนแบบใหม่จะใหผ้ลสมัฤทธิทางการเรยีนสงูกวา่การสอนแบบเก่า
ซงึ คะแนนเฉลียจากการสอนแบบเก่าเทา่กบั คะแนน จงึสุม่นกัเรยีนมา คนเพือมาทาํการ
สอน แบบใหม่ และทาํการทดสอบ พบวา่นกัเรยีนไดค้ะแนน ดงันี และ ทา่น
จะ ยอมรบัหรอืไมว่า่ความเชือของครูคนนีเป็นจรงิ (α = 0.01)

. หากระดบั urine chloride ในทารกปกติ (full-term infants) มีคา่เฉลียเป็น mEq/ ชม.
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเป็น mEq/ ชม. นกัวิจยัผู้หนงึทาํการสุม่ตวัอยา่งทารก
คลอดก่อนกาํหนดจาํนวน ราย พบวา่มีคา่เฉลยี urine chloride เป็น mEq/ ชม. จะ
สามารถสรุปไดห้รอืไม่วา่ระดบั urine chloride ในทารกคลอดก่อนกาํหนดมีคา่ตาํกวา่ urine
chloride ในทารกปกติ ทีระดบันยัสาํคญั .

. ตามหลกัพนัธกุรรมกลา่ววา่ พืชทีได้มาจากการผสมพนัธุ์ระหวา่งเมลด็พนัธุ์ ก และ ข จะมี
ลกัษณะเตีย % ไดมี้ผูท้ดลองผสมพนัธุพื์ช ชนิดนี คือ ก และ ข พบวา่ พืชทีไดจ้ากการผสม
พนัธุ์นี ตน้ ปรากฏวา่มี ตน้ ทีไมใ่ช่ตน้เตีย จงทดสอบวา่ การทดลองนีจะสอดคลอ้ง
ตาม ทฤษฎีดงักลา่วขา้งตน้นีหรอืไม่ โดยใชร้ะดบันยัสาํคญั .

. คะแนนสอบวิชาทฤษฎีจาํนวนมีการแจกแจงปกติ อาจารยผ์ูส้อนกลา่วอา้งวา่คะแนนเฉลียใน
การสอบครงันีเทา่กบั คะแนน เพือทดสอบคาํกลา่วอา้งดงักลา่ว จงึสุม่เลือกตวัอยา่ง
คนปรากฏคะแนนดงันี

จงทดสอบสมมติฐานวา่คา่เฉลียของคะแนนสอบครงันีเป็น คะแนน จรงิหรอืไม่ กาํหนด
ระดบันยัสาํคญั .

. เพือตอ้งการทราบความรูส้กึของนกัศกึษาวา่พอใจตอ่ใหบ้รกิารของ One Stop Service หรอื
ไม่ จงึหยงัเสียงจากนกัศกึษาระดบัปรญิญาตรี คน มี คนพอใจ และหยงัเสียงจาก
นกัศกึษาทีสงูกวา่ระดบัปรญิญาตรี คน มี คนพอใจ จงึสรุปได้วา่นกัศกึษาระดบั
ปรญิญาตรีพอใจตอ่ให้บรกิารมากกวา่นกัศกึษาทีสงูกวา่ระดบัปรญิญาตรีเกินกวา่ % คณุ
เห็นดว้ยหรอืไม่ กาํหนดระดบันยัสาํคญั .

. เพือทดสอบโปรแกรมลดนาํหนกัชือ โคตรสลิม ของคลีนิคเสรมิความงามแหง่หนงึทีกลา่วอา้ง
วา่หลงัจากลกูคา้ผูที้เขา้โปรแกรมโคตรสลมิจะลดนาํหนกัไดอ้ยา่งนอ้ย กิโลกรมั จงึเลือก
ตวัอยา่งโดยการสุม่อยา่งแบบงา่ย (Simple random sampling) จาํนวน คน จากลกูคา้ที
เขา้รบับรกิารในโปรแกรมโคตรสลมิ ไดข้อ้มลูดงันี (หน่วยกิโลกรมั)
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ลกูคา้คนที นาํหนกัก่อนเขา้โปรแกรม นาํหนกัหลงัเขา้โปรแกรม

การกลา่วอา้งเกียวกบัโปรแกรมลดนาํหนกัโคตรสลมิของคลีนิคเสรมิความงามแหง่นี เชือถือ
ไดห้รอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั . สมมติประชากรมีการแจกแจงปกติ

. จากการสาํรวจความชืนชอบนโยบายของรฐับาล ของกกลุม่ทีอาศยัในกรุงเทพมหานคร และ
กลุม่ทีไมไ่ดอ้าศยัในกรุงเทพมหานคร กลุม่ละ คน สอบถามเพียง ระดบัเทา่นนั คือ ชอบ
ไมช่อบ และเฉย ๆ ไดน้าํมาลงตารางการณจ์รดงัตอ่ไปนี

ระดบัความชืนชอบ
เขตทีพกัอาศยั ชอบ เฉย ๆ ไมช่อบ รวม

อยูก่รุงเทพมหานคร
ไมอ่ยูก่รุงเทพมหานคร

รวม

จงทดสอบสมมติฐานวา่เขตทีพกัอาศยัขนึกบัระดบัความชือชอบนโยบายของรฐับาลหรอืไม่
ทีระดบันยัสาํคญั .
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ในทางสถิติตวัแปรทีเกิดจากการทดลองหรอืสาํรวจ อาจได้จากการวดัมากกวา่หนงึชนิด เชน่
สว่นสงู อายุ นาํหนกั เป็นตน้ เมือพบวา่ตวัแปรทีไดจ้ากทดลองหรอืสาํรวจมี ตวัขนึไปจงึเกิดความ
สนใจวา่ ตวัแปรเหลา่นนัมีความสมัพนัธก์นัหรอืไม่ ถา้สมัพนัธก์นัจะอยูใ่นรูปใด การศกึษานีเราเรยีก
วา่ การวเิคราะหก์ารถดถอย (Regression Analysis) ในบทนีเราจะกลา่วเฉพาะตวัแปร ตวัแปร
ทีเกียวกบั การถดถอยเชิงเส้นเชิงเดยีว (Simple linear regression)

ในการสรา้งความสมัพนัธ์ของตวัแปรทีทราบคา่เรยีกวา่ตวัแปรอิสระ (Indepedent variation)
หรอืเรยีกวา่ตวัพยากรณ์ (Predictor) นิยมใชส้ญัลกัษณ์ X ซงึสามารถนาํมาพยากรณค์า่ของตวัแปร
อีกตวัหนงึได้ เรยีกวา่ ตวัแปรตาม (Depedent variation) ใชส้ญัลกัษณ์ Y ในการสรา้งความสมัพนัธ์
ของตวัแปรเหลา่นนั ขนัแรกคือการรวบรวมขอ้มลูทีตอ้งการพิจารณา เช่น

ขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn และ ขอ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn

ขนัตอ่ไปนาํจดุ (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) ไปเขียนกราฟจะไดก้ารกระจายของของจดุบนกราฟ
เรยีกวา่ แผนภาพกระจาย (Scatter diagram) จากแผนภาพการกระจายจะมองเห็น แนว้โนม้ (Trend)
ซงึอาจจะเสน้ตรงหรอืเสน้โคง้แบบตา่ง ๆ ถา้เป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธ์เชิงเสน้ (Linear
relationship) ถา้ไมเ่ป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธไ์มเ่ชิงเสน้ (Non-linear relationship)

รูปที . : กราฟความสมัพนัธรู์ปแบบตา่ง ๆ

สาํหรบัความสมัพนัธที์ไมเ่ชิงเสน้เราจะหาสมการเพือประมาณเสน้โคง้ทีเหมาะสมกบัขอ้มลูทีกาํหนด
ให้ โดยทวัไปเรยีกวา่ การปรบัเสน้โคง้ (Curve fitting)
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. การถดถอยเชิงเส้น
การพยากรณต์วัเลขในอนาคตทีอา่นคา่จากแนวโนม้ทีไดจ้ากขอ้มลูในอดีตจะเป็นประโยชนใ์นดา้น
ตา่ง ๆ แมว้า่คา่จะผิดพลาดไปจากคา่จรงิทีควรจะเป็น ก็ยงัดีกวา่เราไมท่ราบอะไรเลย

ให้ Y | x เป็นตวัแปรสุม่ Y เมือกาํหนดคา่ x ซงึคงทีและมีฟังกช์นัการแจกแจงความน่าจะเป็น
fY |X(y | x) จะเห็นวา่ถา้ x = xi แลว้ Y | xi เขียนแทนดว้ย Yi นนัคือ

{Yi : i = 1, 2, ..., n} เป็นเซตของตวัแปรสุม่ทีอิสระตอ่กนัและมีการแจกแจงปกติ
จะเรยีกเสน้ทีโยงคา่ E(Y | xi) = µY |xi

วา่ เสน้โคง้ถดถอย (regression curve) ถา้คา่เฉลียทีได้
เป็นเสน้ตรงจะเรยีก การถดถอยเชิงเสน้ (linear regression) โดยทวัไปการถดถอยของ ตวัแปร
สุม่เรยีกวา่ การถดถอยเชิงเดียว (simple regression) กรณีทีมากกวา ตวัแปรเรยีก การถดถอย
พหคุณู (multiple regression)
บทนิยาม . . ให้ X และ Y เป็นตวัแปรสุม่

. E(Y | x) เรยีกวา่ เส้นถดถอยของ Y เทยีบกับ x (regression line of Y on x)

. E(X | y) เรยีกวา่ เส้นถดถอยของ X เทยีบกับ y (regression line of X on y)
ตัวอย่าง . . ใหต้วัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

2 เมือ 0 < x < 1 และ 0 < x < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ

จงหาสมการเสน้ถดถอยของ Y เทียบกบั x
แนวคาํตอบ เนืองจาก

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy =

∫ 1

x

2 dy = 2(1− x)

ฉะนนั

E(Y | x) =
∫ ∞

−∞
yfY |X(y | x) dy =

∫ 1

x

y · f(x, y)
fX(x)

dy

=

∫ 1

x

y · 2

2(1− x)
dy =

[
y2

2(1− x)

]y=1

y=x

=
1− x2

2(1− x)
=

1

2
(x+ 1)

ดงันนัสมการเสน้ถดถอยของ Y เทียบกบั x คือ y = 1
2
(x+ 1)
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สมการของการถดถอยเชิงเส้นของประชากรเป็น
µY |x = α + βx

เมือ α และ β เป็นพารามิเตอรเ์รยีกวา่ สัมประสิทธิการถดถอย (regression coefficients)
ใหส้มการการถดถอยของตวัอยา่งเป็น

ŷ = a+ bx

เมือ a และ b เป็นคา่ประมาณของ α และ β ตามลาํดบั และ ŷ เป็นคา่ประมาณของ µY |x

. การถดถอยเชิงเส้นเชิงเดยีว
ใหข้อ้มลูอยูใ่นรูป (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) สาํหรบัประชากรจะไดว้า่

Yi = µY |xi
+ Ei = α + βxi + Ei

เมือตวัแปรสุม่ Ei คือความผิดพลาดทีมีคา่เฉลยีเป็นศนูย์ แตล่ะคู่ (xi, yi) จะสอดคลอ้งสมการ
yi = α + βxi + εi

ในทาํนองเดียวกนัสมการถดถอยเชิงเสน้ทีประมาณจากตวัอยา่งเป็น ŷ = a + bx จะไดว้า่แตล่ะคู่
สอดคลอ้งสมการ

yi = a+ bxi + ei

เรยีก ei วา่ ส่วนเหลือ (residual)

X

Y

ei

εi

ŷ = a+ bx

µY |x = α+ βx

(xi, yi)

จากนีเราจะประมาณคา่สมัประสทิธิของการถดถอยดว้ย วธีิกาํลังสองน้อยสุด (Least Squares
Method) จะไดเ้สน้ถดถอยของขอ้มลูทีดีเพราะวิธีนี เป็นการเฉลียคา่ความคลาดเคลือนของขอ้มลู
ใหมี้คา่เหลือนอ้ยทีสดุ จะไดว้า่

ei = yi − ŷi เมือ i = 1, 2, ..., n
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X

Y

ŷ = a+ bx

e1

(x1, y1)

e2

(x2, y2)

e3

(x3, y3)

e4

(x4, y4)

en

(xn, yn)

ผลบวกกาํลังสองของความคลาดเคลือน (Sum of squares of error) เขียนแทนดว้ย SSE
คือ

SSE =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

วิธีกาํลงัสองนอ้ยสดุคือสนใจ SEE มีคา่นอ้ยทีสดุ หรอืตอ้งการผลบวกกาํลงัสองของความคลาด
เคลอืนทีมีคา่นอ้ยทีสดุ

คา่สงัเกตของขอ้มลูในรูปคูอ่นัดบั (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) มีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้
ŷ = a+ bx

ให้ ŷi = a+ bxi ผลบวกกาํลงัสองของความคลาดเคลอืนคือ

SSE =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑
i=1

(yi − a− bxi)
2

ตอ่ไปเราจะหาคา่นอ้ยสดุโดยใชท้ฤษฎีในแคลคลูสั โดยพิจารณา ฟังกช์นั SSE(a, b) แลว้
∂(SSE)
∂a

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−1) = 0

∂(SSE)
∂b

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−xi) = 0

จดัรูปสมการจะได้
n∑

i=1

yi = an+ b

n∑
i=1

xi ( . )
n∑

i=1

xiyi = a

n∑
i=1

xi + b

n∑
i=1

x2
i ( . )

ดงันนั (a, b) ทีสอดคลอ้งสมการ ( . ) และ ( . ) จะใหค้า่ SSE ทีนอ้ยทีสดุ
เรยีกสมการ ( . ) และ ( . ) วา่ สมการปกติ (Normal equation) ของสมการ ŷ = a + bx

และ b เป็นความชนัของสมการนี เรยีกวา่ สมัประสทิธิการถดถอย
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จากสมการ ( . ) และ ( . ) เราจะได้

b =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

xi

)2

− n
n∑

i=1

x2
i

=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2
และ a =

n∑
i=1

yi − b
n∑

i=1

xi

n

จะเห็นวา่ a = ȳ − bx̄ นนัแสดงวา่จดุ (x̄, ȳ) อยูบ่นเสน้ถดถอย ŷ = a+ bx

ในทาํนองเดียวกนัการหาสมัประสทิธิของเสน้ถดถอย x̂ = c+ dy จะไดว้า่

d =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

yi

)2

− n
n∑

i=1

y2i

และ c = x̄− dȳ

หมายเหตุ เพือใหก้ารเขียนกระชบัมากขนึเราจะเขียน
n∑

i=1

Xi แทนดว้ย∑X

ตัวอย่าง . . ในการหาความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัระหวา่งคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ (X) และ
วิชาฟิสกิส์ (Y ) ของนกัเรยีน คนของโรงเรยีนแหง่หนงึ ได้พจน์ตา่ง ๆ ทีใช้ในการคาํนวณคา่
คงตวัสมการถดถอย ŷ = a+ bx ดงันี

100∑
i=1

xi =
100∑
i=1

yi = 1000,
100∑
i=1

xiyi = 2000 และ
100∑
i=1

x2
i = 5000

ถา้คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายสมชายเทา่กบั คะแนน จงหาคาดคะเนคะแนนสอบวิชา
ฟิสกิสข์องนายสมชาย
แนวคาํตอบ พิจารณา

b =
(
∑

x) (
∑

y)− 100
∑

xy

(
∑

x)2 − 100
∑

x2
=

1000(1000)− 100(2000)

10002 − 100(5000)
= 1.6

a =

∑
y − b

∑
x

100
=

1000− 1.6(1000)

100
= −6

สมการของเสน้ถดถอย y เทียบกบั x คือ ŷ = 1.6x− 6 สาํหรบั x = 15 จะไดว้า่
ŷ = 1.6(15)− 6 = 18

ดงันนัสมชายจะมีคะแนนสอบวิชาฟิสกิส์ คะแนน ถา้คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์เทา่กบั
คะแนน
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ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง

x 1 2 3 4 5

y 1 3 2 4 5

จงหาสมการของเสน้ถดถอย y เทียบกบั x พรอ้มเขียนกราฟประกอบ
แนวคาํตอบ พิจารณาตาราง

x
∑

x = 15

y
∑

y = 15

x2
∑

x2 = 55

xy
∑

xy = 54

จะไดว้า่
b =

(
∑

x) (
∑

y)− 5
∑

xy

(
∑

x)2 − 5
∑

x2
=

15(15)− 5(54)

152 − 5(55)
= 0.9

a =

∑
y − b

∑
x

5
=

15− 0.9(15)

5
= 0.3

ดงันนัสมการของเสน้ถดถอย y เทียบกบั x คือ ŷ = 0.9x+ 0.3

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6 ŷ = 0.9x+ 0.3

ตัวอย่าง . . ถา้ระยะเวลากบัรายไดข้องบรษัิทหนงึในรอบ 5 ปี มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง
ดงัขอ้มลู

ปี (พ.ศ.)
รายได้ (รอ้ยลา้นบาท) . .

จงคาดคะเนวา่ในปี บรษัิทจะมีรายไดเ้ทา่ใด
แนวคาํตอบ ให้ x = −2,−1, 0, 1, 2 แทนปี , , , , ตามลาํดบั
และ y แทนรายไดข้องบรษัิท หน่วยเป็นรอ้ยลา้นบาท แสดงตารางไดด้งันี

x y xy x2

−2 1 −2 4

−1 1.5 −1.5 1

0 2 0 0

1 3 3 1

2 4.5 9 4

รวม 0 12 8.5 10



. . การถดถอยเชงิเสน้เชงิเดยีว

b =
(
∑

x) (
∑

y)− 5
∑

xy

(
∑

x)2 − 5
∑

x2
=

0(12)− 5(8.5)

02 − 5(10)
= 0.85

a =

∑
y − b

∑
x

5
=

8.5− 5(0)

5
= 2.4

สมการของเสน้ถดถอย y เทียบกบั x คือ ŷ = 0.85x+ 2.4 สาํหรบัปี ตรงกบั x = 6 จะไดว้า่
ŷ = 0.85(6) + 2.4 = 7.5

ดงันนัคาดการณไ์ดว้า่ในปี บรษัิทจะมีรายได้ ลา้นบาท
การหาคา่ a และ b จากเครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX โดยทาํไดเ้บืองตน้ดงันี

MENU → Statistics → y = a+ bx

จากตวัอยา่ง . .
x 1 2 3 4 5

y 1 3 2 4 5

เราจะนาํเขา้ตวัเลขไดด้งันี

รูปที . : แสดงหนา้จอเมือนาํเขา้ตวัเลขใสใ่นเมนู : y = a+ bx

x y

1 1 1

2 2 3

3 3 2

4 4 4

5 5 5

เมือนาํเขา้ตวัเลขครบถว้นแลว้ใหก้ดทีเมนู
OPTN → Regression Calc

หนา้จอจะแสดงผลดงันี
y = a+ bx

a = 0.3

b = 0.9

r = 0.9

จะเห็นวา่การใชเ้ครอืงคาํนวณเป็นอีกวิธีทีทาํใหไ้ดม้าซงึสมการถดถอยเชิงเสน้ แต่มีเครอืงมือทีใช้
ในการคาํนวณดงักลา่วอีกอยา่ง เชน่ Application ทางสถิติ และ โปรแกรม Excel เป็นตน้ ซงึผูอ้า่น
อาจศกึษาเพิมดว้ยตนเองได้
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ตัวอย่าง . . ความสมัพนัธร์ะหวา่งความสงูของตน้ถวัชนิดหนงึกบัเวลาเป็นดงันี
เวลา (วนั) 1 2 3 4 5

ความสงูของตน้ถวั (เซนติเมตร) 1 1.3 1.5 1.7 2.5

ถา้ความสมัพนัธ์ระหวา่งเวลากบัความสงูของตน้ถวัแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่วนัที ตน้ถวัชนิดนี
จะมีความสงูกีเซนติเมตร
แนวคาํตอบ ให้ x แทนจาํนวนวนัเมือหลงัจากปลกูตน้ถวั และ y แทนความสงูของตน้ถวั หน่วย
เซนติเมตร แสดงขอ้มลูไดด้งันี

x 1 2 3 4 5

y 1 1.3 1.5 1.7 2.5

นาํไปคาํนวณในเครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX ไดค้า่ a = 0.58 และ b = 0.34 ดงันนั
ŷ = 0.58 + 0.34x

วนัที ตรงกบั x = 7 จะไดว้า่ ŷ = 0.58 + 0.34(7) = 2.96 สรุปไดว้า่วนัที ตน้ถวัชนิดนีจะมีความ
สงู . เซนติเมตร
ตัวอย่าง . . หุน้นอ้งใหมชื่อยอ่MATHทาํการเขา้ขายในตลาดหลกัทพัยปี์ มีความสมัพนัธ์
ระหวา่งวนักบัราคาปิดวนัสดุทา้ยของเดือนทีเปิดซือ-ขาย ในตลาด ดงันี

วนัทีซือขายวนัสดุทา้ยของเดือน มีนาคม เมษายน พฤษภาคม มิถนุายน
ราคาปิด (บาท) 1.00 0.90 0.82 0.86

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งวนัทีซือขายกบัราคาปิดเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่ปลายปี (เดือน
ธนัวาคม) หุน้ MATH จะมีราคาปิดประมาณกีบาท ณ วนัสดุทา้ยของเดือนทีเปิดซือ-ขาย ในตลาด
แนวคาํตอบ ให้ x = 1, 2, 3, 4 แทนเดือน มีนาคม, เมษายน, พฤษภาคม และ มิถนุายน ตามลาํดบั
และ y แทนราคาปิด หน่วยบาท แสดงขอ้มลูไดด้งันี

x 1 2 3 4

y 1.00 0.90 0.82 0.86

นาํไปคาํนวณในเครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX ไดค้า่ a = 1.02 และ b = −0.05 ดงันนั
ŷ = −0.05x+ 1.02

เดือนธนัวาคม ตรงกบั x = 10 จะไดว้า่ ŷ = −0.05(10) + 1.02 = 0.52 สรุปไดป้ลายปี หุน้
MATH จะมีราคาปิดประมาณ . บาท ณ วนัสดุทา้ยของเดือนทีเปิดซือ-ขาย ในตลาด
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แบบฝึกหดั . - .
. ใหต้วัแปรสุม่ X และ Y มีฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนัคือ

f(x, y) =

2 เมือ 0 < x < 1 และ 0 < x < y < 1

0 เมือ x, y มีคา่อืน ๆ
จงหาสมการเสน้ถดถอยของ X เทียบกบั y

. จากขอ้มลูการปลกูถวัเขียวของนายถวัแระทงัหมด 5 กระถาง ในแตล่ะกระถางใส่เมลด็ถวั
เขียวลงไปจาํนวนตา่งๆกนั หลงัจากนนั 7 วนัก็นบัจาํนวนถวัเขียวทีงอก ปรากฎดงันี

กระถางที จาํนวนถวัเขียวทีใสล่งไป (เมลด็) จาํนวนถวัเขียวทีงอกเมือนบัในวนัที 7 (เมลด็)
1 2 1

2 4 2

3 6 5

4 8 6

5 10 8

. จงวาดแผนภาพการกระจาย และระบุความสมัพนัธ์ระหวา่งจาํนวนถวัเขียวทีใส่ลงไป
และทีจาํนวนทีงอก

. จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธข์า้งตน้

. จงทาํนายจาํนวนถวัเขียวทีจะงอก เมือปลกูจาํนวน 9 เมลด็ และจาํนวน 20 เมลด็

. การทดลองวดัความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลา t (วินาที) กบัระยะทาง s (เมตร) ของวตัถทีุเคลือนที
เป็นดงันี

t 1 2 3 4

s 2 8 18 32

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัระยะทางเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่ระยะทางทีวตัถเุคลอืนที
ไดข้ณะ t = 1.5 วินาที เทา่กบักีเมตร

. ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบัและรายจ่ายของครอบครวัในหมูบ่า้นแหง่เป็นดงันี

รายรบั (หน่วยหมืนบาท) 1.2 1.8 2.5 4.5 6

รายจา่ย (หน่วยหมืนบาท) 1 1 2.2 3.4 4.4

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบักบัรายจา่ยเป็นแบบเชิงเสน้ แลว้ครอบครวัทีมีรายรบั 50, 000

บาท จะมีรายจา่ยเทา่ใดกีบาท
. ถา้ความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัระหวา่งตวัแปร x และ y มีกราฟเป็นเสน้ตรง โดยที
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8∑

i=1

xi = 32,
8∑

i=1

yi = 16,
8∑

i=1

xiyi = 65
8∑

i=1

x2
i = 140 และ

8∑
i=1

y2i = 34

ถา้ x = 8 คะแนน แลว้จะประมาณคา่ y ไดเ้ทา่ใด
. จากสถิติการขายบา้นของบรษัิทแหง่หนงึ จาํนวนบา้นทีขายได้มีความสมัพนัธ์กบัเวลาใน
ลกัษณะเสน้ตรง

พ.ศ. 2559 2560 2561 2562 2563 2564

จาํนวนบา้นทีขายได้ (รอ้ยหลงั) 5 8 12 15 20 25

จงหาวา่จาํนวนบา้นทีขายไดใ้นปี พ.ศ. 2568
. พิจารณาขอ้มลู x และ y ดงันี

x −3 −1 0 1 3

y 0 a a+ 3 a+ 4 a+ 6

เมือ a เป็นคา่คงที โดย x และ y มีความสมัพนัธเ์ป็นกราฟเสน้ตรง โดยมีความชนัเทา่กบั 1.55

ถา้ x = 4 จะประมาณคา่ y

. มลูคา่อตุสาหกรรมสงิทอ้ทีประเทศไทยสง่ออกไปขายยงัตา่งประเทศระหวา่ง พ.ศ. 2520 −

2524 เป็นดงันี
พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524

มลูคา่ (ลา้นบาท) 1 3 4 5 9

ความสมัพนัธ์ของการสง่ออกกบัเวลาเป็นแบบเสน้ตรง จงคาดการณ์วา่มลูคา่การสง่ออกกี
ลา้นบาทในปี พ.ศ. 2527
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. ช่วงความเชอืมันและการทดสอบสมมตฐิาน
ขอ้มลูในรูป (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) และ

Yi = α + βxi + Ei

เมือ Ei เป็นตวัแปรสุม่ทีอิสระตอ่กนั มีการแจกแจงปกติและมีคา่เฉลียเป็นศนูย์ ความแปรปรวน
เทา่กบั σ2 การหาช่วงความเชือมนัของ α และ β และจะหาคา่ประมาณคา่ของ Y

ให้ a และ b เป็นคา่ประมาณของ α และ β ซงึหาไดจ้ากตวัอยา่งขนาด n เราอาจคาํนวนคา่ของ
α และ β จากตวัอยา่งหลาย ๆ ชดุ เป็นคา่ของ A และ B ตามลาํดบั จากที Ei มีการแจกแจงปกติ
ทาํให้ Yi ทีเป็นอิสระตอ่กนัและมีการแจกแจงปกติ n(Yi;α + βxi, σ

2) โดยที

B =

n∑
i=1

(xi − x̄)Yi

n∑
i=1

(xi − x̄)2

จากนนัเราพิสจูนไ์ดว้า่ E(B) = β และ E(A) = α โดยที

σ2
B =

σ2

n∑
i=1

(xi − x̄)2
และ σ2

A =

n∑
i=1

x2
i

n
n∑

i=1

(xi − x̄)2
· σ2

จาก ȳ = a+ bx̄ พิจารณา

SSE =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2 =

n∑
i=1

[(yi − ȳ)− b(xi − x̄)]2

=
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 − 2b
n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) + b2
n∑

i=1

(xi − x̄)2

= Syy − 2bSxy + b2Sxx

เมือ

Syy =
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑

i=1

y2i −
1

n

(
n∑

i=1

yi

)2

Sxy =
n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
n∑

i=1

xiyi −
1

n

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)

Sxx =
n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
n∑

i=1

x2
i −

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2

เนืองจาก b =
Sxy

Sxx

ดงันนั
SSE = Syy − bSxy



บทที . การถดถอยเชงิเสน้และสหสมัพนัธ์

เราพิสจูนไ์ดว้า่ E(S2) = σ2 เมือ
S2 =

SSE
n− 2

นนัคือเราใช้ S2 ประมาณคา่ σ2

เนืองจาก B เป็นตวัสุม่ปกติ และ (n− 2)S2

σ2
ตวัแปรสุม่ไคสแควร์ ทีมีองศาอิสระ n− 2 ดงันนั

T =
B − β

S√
Sxx

มีการแจกแจงที ทีมีองศาอิสระ n− 2

ทาํใหเ้ราสรา้งชว่งความเชือมนั (1− α)100% สาํหรบัสมัประสทิธิถดถอย β ไดเ้ป็น
b± tα

2
· S√

Sxx

หรอื b− tα
2
· S√

Sxx

< β < b+ tα
2
· S√

Sxx

ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง
x

y

จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบั β

แนวคาํตอบ พิจารณาตาราง
x

∑
x = 15

y
∑

y = 19

x2
∑

x2 = 55

y2
∑

x2 = 83

xy
∑

xy = 65

จะไดว้า่
Syy =

∑
y2 − 1

5

(∑
y
)2

= 83− 1

5
(19)2 = 10.8

Sxy =
∑

xy − 1

5

(∑
x
)(∑

y
)
= 65− 1

5
(15)(19) = 8

Sxx =
∑

x2 − 1

5

(∑
x
)2

= 55− 1

5
(15)2 = 10

จะไดว้า่ b =
Sxy

Sxx

=
8

10
= 0.8 และ SSE = Syy − bSxy = 10.8− 0.8(8) = 4.4

ทาํใหไ้ดว้า่
S =

√ SSE
n− 2

=

√
4.4

3
= 1.21

เนืองจาก α = 0.05 และ ν = 5− 2 = 3 ฉะนนั tα
2
,ν = t0.025,3 = 3.18 (อา่นคา่จาก Application)

ชว่งความเชือมนั 95% สาํหรบัสมัประสทิธิถดถอย β คือ
b− t0.025 ·

S√
Sxx

< β < b+ t0.025 ·
S√
Sxx

0.8− 3.18 · 1.21√
10

< β < 0.8 + 3.18 · 1.21√
10

−0.42 < β < 2.02



. . ช่วงความเชอืมนัและการทดสอบสมมตฐิาน
การทดสอบสมมตฐิาน

H0 : β = β0

แยง้กบัสมมติฐานทีเหมาะสม ใชก้ารแจกแจงที ทีมีองศาเสรี n− 2 โดยใชค้า่สถิติคาํนวณคือ

T =
B − β0

S√
Sxx

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูจากสาํนกังานสถิติแหง่ชาติ (สสช.) เกียวกบัการเงินการคลงัของประเทศไทย
เรอืงการจดัเก็บรายไดข้องรฐับาลและหนีสาธารณะของปีงบประมาณ - ปรากฏดงันี

ปีงบประมาณ
รายไดร้วม . . . . . . . . . .

(ลา้นลา้นบาท)
หนีสาธารณะ . . . . . . . . . .
(ลา้นลา้นบาท)

ทมีา : สาํนกังบประมาณ สาํนกันายกรฐัมนตรี และสาํนกังานบรหิารหนีสาธารณะ กระทรวงการคลงั

จงทดสอบวา่สมัประสทิธิถดถอย β < 0.5 หรอืไม่ ของสมการถดถอยปีงบประมาณกบัหนีสาธารณะ
ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ ให้ x = 1, 2, 3, ..., 10 แทนปีงบประมาณ , , , ..., ตามลาํดบั
และ y แทนหนีสาธารณะ หน่วยลา้นลา้นบาท แสดงตารางไดด้งันี

x

y . . . . . . . . . .

จากเครอืงคาํนวณ CASIO รุน่ fx- EX โดยใชเ้มนู
MENU → Statistics → y = a+ bx

แลว้นาํเขา้ขอ้มลู (x, y) จากตารางขา้งตน้ จากนนัเลือกเมนู
OPTN → Regression Calc

ไดค้า่ b = 0.39 จากนนัเลือกเมนู
OPTN → -Variable Calc

เลือกคา่ทีตอ้งการไดด้งันี∑
x = 55

∑
x2 = 385

∑
y = 65.8

∑
y2 = 447.832

∑
xy = 394.55



บทที . การถดถอยเชงิเสน้และสหสมัพนัธ์
กาํหนดสมมติฐาน

H0 : β = 0.5

H1 : β < 0.5

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

จากขอ้มลูขา้งตน้เมือ n = 10 จะไดว้า่

Sxx =
∑

x2 − 1

10

(∑
x
)2

= 385− 1

10
(55)2 = 82.5

Syy =
∑

y2 − 1

10

(∑
y
)2

= 447.832− 1

10
(65.8)2 = 14.868

Sxy =
∑

xy − 1

10

(∑
x
)(∑

y
)
= 394.55− 1

10
(55)(65.8) = 32.65

SSE = Syy − bSxy = 14.868− 0.39(32.65) = 2.1345

S =

√ SSE
n− 2

=

√
2.1345

8
= 0.52

เนืองจาก n = 10 ดงันนั ν = 10− 2 = 8 และ
T คาํนวณ =

b− β0

S√
Sxx

=
0.39− 0.5

0.52√
82.5

= −1.92

เป็นการทดสอบขา้งเดียว(ขา้งซา้ย) พิจารณา tα,ν = t0.05,8 = 1.86 (อา่นคา่จาก Application) ฉะนนั
บรเิวณวิกฤตคือ t < −1.86

จะเห็นวา่ T คาํนวณ = −1.92 < −1.86 อยูใ่นบรเิวณวิกฤต ดงันนัปฏิเสธ H0

สรุปได้วา่สมัประสทิธิถดถอย β < 0.5 ของสมการถดถอยปีงบประมาณกบัหนีสาธารณะ ที
ระดบันยัสาํคญั .



. . ช่วงความเชอืมนัและการทดสอบสมมตฐิาน

สาํหรบักรณี β0 = 0 อาจจะใชก้ารทดสอบดว้ยตวัสถิติที หรอืสถิติเอฟ เราจะพิจารณาตารางที
เรยีกวา่ ANOVA TABLE นนัคือ

ANOVA TABLE
SOV SS DF MS F

REGRESSION SSR MSR MSR
MSE

ERROR SSE n− 2 MSE

TOTAL SST n− 1

จากตารางจะไดว้า่ SST = SSR + SSE โดยที SST = Syy และ SSR = bSxy

คาํนวนคา่สถิติเอฟจาก
Fคาํนวณ =

MSR
MSE โดยมีองศาเสรคืีอ ν1 = 1, ν2 = n− 2

เมือ MSR =
SSR
1

= SSR และ MSE =
SSE
n− 2

ตัวอย่าง . . ปรมิาณการสง่ออกขา้วหอมมะลขิองประเทศไทย แสดงดงัตาราง
ปี พ.ศ.
ปรมิาณสง่ออก (ลา้นตนั) . . . . .

* กรมสง่เสรมิการคา้ระหวา่งประเทศ กระทรวงพานิชย์

. จงคาดการณว์า่ปี ปรมิาณสง่ออกประมาณเทา่ใด

. จงสรา้งตาราง ANOVA

. จงทดสอบวา่สมัประสทิธิถดถอย β < 0 หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั . โดยใชส้ถิติเอฟ

แนวคาํตอบ ให้ x = , , , ... แทนปี พ.ศ. , , , ... ตามลาํดบั
และ y แทนปรมิาณการสง่ออกขา้วหอมมะลขิองประเทศไทย หน่วยเป็นลา้นตนั แสดงตารางไดด้งันี

x

y . . . . .

โดยเครอืงคาํนวณจะไดว้า่ a = 1.635 และ b = −0.085 ดงันนั
ŷ = 1.635− 0.085x

เนืองจากปี คือ x = 8 นนัคือ ŷ = 1.635− 0.085(8) = 0.955

ดงันนัปรมิาณการสง่ออกขา้วหอมมะลขิองประเทศไทยในปี พ.ศ. ประมาณ . ลา้นตนั
จากตารางโดยใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่ n = 5 และ b = −0.085 โดยที∑

x = 15
∑

x2 = 55
∑

y = 6.9
∑

y2 = 9.6904
∑

xy = 19.85
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จะไดว้า่

Sxx =
∑

x2 − 1

5

(∑
x
)2

= 55− 1

5
(15)2 = 10

Syy =
∑

y2 − 1

5

(∑
y
)2

= 9.6904− 1

5
(6.9)2 = 0.1684

Sxy =
∑

xy − 1

5

(∑
x
)(∑

y
)
= 19.85− 1

5
(15)(6.9) = −0.85

SSR = bSxy = (−0.085)(−0.85) = 0.0723

SSE = Syy − bSxy = 0.1684− (−0.085)(−0.85) = 0.0961

MSE =
SSE
n− 2

=
0.0961

3
= 0.0320

MSR =
SSR
1

= 0.0723

F =
MSR
MSE =

0.0723

0.0320
= 2.2594

และ ν1 = 1, ν2 = 5− 2 = 3 แสดงตาราง ANOVA ไดด้งันี
ANOVA TABLE

SOV SS DF MS F

REGRESSION . . .
ERROR . .

TOTAL .
กาํหนดสมมติฐาน
H0 : β = 0

H1 : β < 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

เป็นการทดสอบขา้งเดียว(ขา้งซา้ย) พิจารณา f1−α,(ν1,ν2) = f1−0.05,(1,3) = f0.95,(1,3) = 0.0046 (อา่น
คา่จาก Application) หรอือาจใชต้ารางเอฟ

f0.95,(1,3) =
1

f1−0.95,(3,1)

=
1

f0.05,(3,1)
=

1

215.707
= 0.0046

ฉะนนั บรเิวณวิกฤตคือ f < 0.0046

จากตาราง ANOVA จะเห็นวา่ F คาํนวณ = 2.2594 ซงึ F คาํนวณ > 0.0046 อยูใ่นบรเิวณยอมรบั ดงันนั
ยอมรบั H0



. . ช่วงความเชอืมนัและการทดสอบสมมตฐิาน
แบบฝึกหดั .

. กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง
x 1 2 3 4 5

y 5 6 8 7 9

จงหาช่วงความเชือมนั % สาํหรบั β

. จากการสุม่นกัศกึษาเพือสอบถามคะแนนวิชาแคลคลูสั (x) และ. แคลคลูสั (y) จาํนวน
คน แสดงดงัตาราง

คะแนนวิชาแคลคลูสั
คะแนนวิชาแคลคลูสั

จงหาช่วงความเชือมนั % สาํหรบั β

. ในการสอบถามความขยนัในการเรยีนคณิตศาสตร์ พบวา่จาํนวนนกัศกึษาทีสุม่มา คน
โดยสอบถามจาํนวนชวัโมง (x) ทีเขา้ศกึษาคณิตศาสตร์ และคะแนนทีเขาได้ (y) ปรากฏดงันี∑

xi = 20, ∑ yi = 40, ∑x2
i = 121, ∑xiyi = −82, ∑ y2i = 516, n = 10

. จงหา ŷ = a+ bx

. จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบั β

. สรา้งตาราง ANOVA

. จงทดสอบสมมติฐาน H0 : β = −2.5 แยง้กบั β > −2.5 ทีระดบันยัสาํคญั .

. กาํหนดใหข้อ้มลู x และ y เป็นตวัอยา่งเป็นคู่โดยที n = 25 และ ∑xi = 121.2, ∑
yi =

67.83, ∑(xi − x̄)(yi − ȳ) = 36.0678, ∑(xi − x̄)2 = 31.4724, ∑(yi − ȳ)2 = 42.3735

. จงหา ŷ = a+ bx

. สรา้งตาราง ANOVA

. จงทดสอบสมมติฐาน H0 : β = 0 แยง้กบั β ̸= 0 ทีระดบันยัสาํคญั . โดยใชส้ถิติเอฟ
. กาํหนดคูข่อง (x, y) ดงัตาราง

x

y

. จงหาสมการเสน้ถดถอย ŷ = a+ bx

. จงหาชว่งความเชือมนั % สาํหรบั β

. สรา้งตาราง ANOVA แสดงการวิเคราะหก์ารถดถอย

. จงทดสอบสมมติฐาน H0 : β = 0 แยง้กบั β ̸= 0 ทีระดบันยัสาํคญั .



บทที . การถดถอยเชงิเสน้และสหสมัพนัธ์

. สหสัมพนัธ์
สหสัมพนัธ์ (Correlation) คือตวัวดัความสมัพนัธร์ะหวา่งตวัแปรตงัแต่ ตวัขนึไปวา่มีความสมัพนัธ์
กนัหรอืไมแ่ละมากนอ้ยเพียงใด

. ถา้ความสมัพนัธข์องตวัแปรสุม่เพียง ตวัเรยีกวา่สหสัมพนัธเ์ชิงเดยีว (simple correlation)

. ถา้มีตวัแปรสุม่มากกวา่ ตวัขนึไปเรยีกวา่ สหสัมพนัธพ์หุคูณ (multiple correlation)

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึสหสมัพนัธเ์ชิงเดียวเทา่นนั
สมมติการแจกแจงแบบมีเงือนไข f(y | x) ของ Y เมือกาํหนด x เป็นการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลยี

µY |x = α+ βx ความแปรปรวน σ2 และมีการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลยี µX และความแปรปรวน σ2
X

ฟังกช์นัความนา่จะเป็นรว่มกนัของตวัแปรสุม่ X และ Y คือ
f(x, y) = n(y | x;α + βx, σ2) · n(x;µX , σ

2
X)

เมือจดัรูปและพิจารณาคา่ตา่ง ๆ รว่มดว้ยกบั Y = α + βx+ E

จะได้ ρ ทีเรยีกวา่ สัมประสิทธิสหสัมพนัธ์ (correlation coefficient) หาไดจ้าก

ρ2 = 1− σ2

σ2
Y

= β2σ
2
X

σ2
Y

เมือ σ2
Y คือความแปรปรวน Y ซงึ σ2

Y ≥ σ2 ดงันนั
−1 ≤ ρ ≤ 1

ในกรณีที ρ = ±1 แสดงวา่ σ2 = 0 นนัคือ X และ Y มีความสมัพนัธก์นัแบบสมบรูณไ์มมี่ความผิด
พลาด มีหมายความวา่ถา้ ρ = 1 เสน้ตรงจะมีความชนัเป็นบวก ถา้ ρ = −1 เสน้ตรงจะมีความชนั
เป็นลบ อีกทงัสรุปไดว้า่

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นบวก

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ - มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นลบ

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่แทบไมมี่ความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรงหรอืไมมี่เลย



. . สหสมัพนัธ์

คา่ประมาณของสมัประสทิธิสหสมัพนัธ์ ρ คือ r เรยีกวา่ สัมประสิทธิสหสัมพนัธ์ตัวอย่าง
(sample correlation coefficient) หาไดจ้าก

r2 =
S2
xy

SxxSyy

= b2
Sxx

Syy

เนืองจาก SSE = Syy − bSxy และ SST = Syy ดงันนั

r2 = 1− SSE
SST

เนืองจาก SST ≥ SSE ดงันนั
−1 ≤ r ≤ 1

ในกรณีที r = ±1 แสดงวา่ SSE = 0 นนัคือ X และ Y มีความสมัพนัธก์นัแบบสมบรูณไ์มมี่ความผิด
พลาด มีหมายความวา่ถา้ r = 1 เสน้ตรงจะมีความชนัเป็นบวก ถา้ r = −1 เสน้ตรงจะมีความชนั
เป็นลบ อีกทงัสรุปไดว้า่

. ถา้ r มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นบวก

. ถา้ r มีคา่เขา้ใกล้ - มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นลบ

. ถา้ r มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่แทบไมมี่ความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรงหรอืไมมี่เลย
หมายเหตุ คา่สมัประสทิธิสหสมัพนัธ์ r จะมีเครอืงหมายเหมือนกบัคา่ b และ

r2 × 100% คือเปอรเ์ซน็ตห์รอืรอ้ยละของ x กบั y ทีมีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้
ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง

x

y

จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่งพรอ้มบอกความหมาย
แนวคาํตอบ พิจารณาตาราง

x
∑

x = 10

y
∑

y = 13

x2
∑

x2 = 30

y2
∑

x2 = 47

xy
∑

xy = 35

จะไดว้า่
Syy =

∑
y2 − 1

4

(∑
y
)2

= 47− 1

4
(13)2 = 4.75

Sxy =
∑

xy − 1

4

(∑
x
)(∑

y
)
= 35− 1

5
(10)(13) = 2.5

Sxx =
∑

x2 − 1

4

(∑
x
)2

= 30− 1

4
(10)2 = 5



บทที . การถดถอยเชงิเสน้และสหสมัพนัธ์
จะไดว้า่

r2 =
S2
xy

SxxSyy

=
2.52

5(4.75)
= 0.2631

เนืองจาก b > 0 จะไดส้มัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง r = √
0.2631 = 0.5130

โดยมี r2 × 100% = 26.31% นนัหมายความวา่ x และ y มีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ทีมีความชนัเป็นบวก
. %
เราอาจหาคา่ r ไดจ้ากเครอืงคาํนวณ โดยนาํเขา้ขอ้มลู (x, y) จากตารางในตวัอยา่ง . . จาก

นนัเลือกเมนู
OPTN → Regression Calc

หนา้จอจะแสดงผลดงันี
y = a+ bx

a = 2

b = 0.5

r = 0.512989176

ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง
x 1 3 5 6 7

y 3 1 0 −1 −5

จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่งพรอ้มบอกความหมาย
แนวคาํตอบ โดยใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่สมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง r = −0.9168 ฉะนนั

r2 × 100% = (−0.9198)2 × 100 = 84.05%

นนัหมายความวา่ x และ y มีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้ทีมีความชนัเป็นลบ . %
ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง

x 1 2 3 4 5

y 1 4 9 4 1

จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่งพรอ้มบอกความหมาย
แนวคาํตอบ โดยใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่สมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง r = 0 ฉะนนั

r2 × 100% = 0%

นนัหมายความวา่ x และ y ไมมี่ความสมัพนัธเ์ชิงเสน้กนั
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การทดสอบสมมตฐิานของค่าสหสัมพนัธ์ เราจะอาศยัตวัสถิติ Zr ทีทาํกาํหนดโดย

Zr =
1

2
ℓn
(
1 + r

1− r

)

ซงึมีการแจกแจงปกติและ E(Zr) = Zρ เมือ Zρ =
1
2
ℓn
(

1+ρ
1−ρ

)
เมือ ρ ̸= 0

นาํเสนอโดยนกัสถิติศาสตร์ชาวองักฤษชือ ฟิเชอร,์ โรนลัด์ ไอล์เมอร์ (Fisher, Ronald Aylmer:
- )

สถิติทีใชท้ดสอบคาํนวณจาก Z =
Zr − Zρ√var(Zr)

จดัรูปจะไดว้า่

Z =

√
n− 3

2
· ℓn

[(
1 + r

1− r

)(
1− ρ

1 + ρ

)]

โดยกาํหนดสมมติฐาน H0 : ρ = ρ0 แยง้กบัสมมติฐานทีเหมาะสม

ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูขา้งตน้แสดงปรมิาณของยา x (เปอรเ์ซนต)์ และเวลาทียาออกฤทธิ y
(วินาที)

x 1 2 3 4 5

y 1 1 2 2 4

จงหาทดสอบสมมติฐาน H0 : ρ = 0.95 แยง้กบั H1 : ρ < 0.95 กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ ให้ x แทนปรมิาณของยา (เปอรเ์ซนต)์ และ y แทนเวลาทียาออกฤทธิ (วินาที)
กาํหนดสมมติฐาน

H0 : ρ = 0.95

H1 : ρ < 0.95

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

จากตารางใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่ n = 5 และ r = 0.9037 ใชส้ตูรของฟิเชอร์

Z คาํนวณ =

√
5− 3

2
· ℓn

[(
1 + 0.9037

1− 0.9037

)(
1− 0.95

1 + 0.95

)]
= −0.48

เป็นการทดสอบขา้งเดียว (ขา้งซา้ย) จะเห็นวา่
P-value = P (Z > | − 0.48|) = P (Z > 0.48) = 0.3156 > 0.05 = α

ดงันนัยอมรบั H0 สรุปไดว้า่ปรมิาณของยาและเวลาทียาออกฤทธิมีคา่สหสมัพนัธไ์ม่นอ้ยกวา่ .
ทีระดบันยัสาํคญั .
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สาํหรบัการทดสอบสมมติฐาน H0 : ρ = 0 ใชไ้ดท้งัการทดสอบโดยคา่สถิติ Z และใชค้า่สถิติที
ซงึหาไดจ้าก

T = r

√
n− 2

1− r2
องศาเสรี ν = n− 2

ตัวอย่าง . . จากการสุม่นกัศกึษาเพือสอบถามคะแนนวิชาแคลคลูสั (x) และ แคลคลูสั (y)
จาํนวน คน แสดงดงัตาราง

คะแนนวิชาแคลคลูสั
คะแนนวิชาแคลคลูสั

จงทดสอบวา่คะแนนของวิชาแคลคลูสั และวิชาแคลคลูสั มีความสมัพนัธก์นัเชิงเสน้ตรงหรอืไม่
ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ ให้ x แทนคะแนนวิชาแคลคลูสั และ y แทนคะแนนคะแนนวิชาแคลคลูสั แสดงได้
ดงัตาราง

x

y

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : ρ = 0

H1 : ρ ̸= 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

จากตารางโดยใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่ n = 5 และ r = 0.9603 เป็นการทดสอบสองทาง ใชส้ถิติที

T คาํนวณ = 0.9603

√
5− 2

1− 0.96032
= 5.96

จะเห็นวา่ ν = 5− 2 = 3 และ
P-value = P (T > 5.96) = 0.0047 < 0.025 =

α

2

ดงันนัปฏิเสธ H0 สรุปไดว้า่คะแนนของวิชาแคลคลูสั และวิชาแคลคลูสั มีความสมัพนัธก์นัเชิง
เสน้ตรง ทีระดบันยัสาํคญั .
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เนืองจากคา่สถิติทีและคา่สถิติเอฟมีความสมัพนัธก์นัจาก r2 = 1− SSE
SST จะไดว้า่

1− r2

n− 2
=

SSE
(n− 2)SST

พิสจูน์ได้วา่ T 2 =
MSR
MSE = F ดงันนัสามารถทดสอบได้โดยตวัสถิติเอฟเชน่เดียวกบัสมัประสทิธิ

ถดถอย และใชอ้งศาเสรคืีอ ν1 = 1, ν2 = n− 2 โดยสรา้งตาราง ANOVA ไดเ้ชน่กนั
ตัวอย่าง . . ขอ้มลูตวัอยา่งเป็นคู่ (x, y) แสดงคา่ตาราง ANOVA บางสว่นดงันี

ANOVA TABLE
SOV SS DF MS F

REGRESSION .
ERROR .

TOTAL .

. จงเติมคา่ในตาราง ANOVA ใหส้มบรูณ์

. จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง

. จงทดสอบวา่ x และ y มีความสมัพนัธก์นัเชิงเสน้หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .

แนวคาํตอบ จากตารางจะไดว้า่ SSR = 112.484, SSE = 2.032 และ n− 2 = 7 ฉะนนั

MSE =
SSE
n− 2

=
2.032

7
= 0.290

MSR =
SSR
1

= 112.484

F =
MSR
MSE =

112.484

0.290
= 387.876

แสดงตาราง ANOVA ไดด้งันี
ANOVA TABLE

SOV SS DF MS F

REGRESSION . . .
ERROR . .

TOTAL .

เนืองจาก
r2 = 1− SSE

SST = 1− 2.032

114.516
= 0.9823
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จะไดว้า่สมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง r = ±
√
0.9823 = ±0.9911 กาํหนดสมมติฐาน

H0 : ρ = 0

H1 : ρ ̸= 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

เนืองจากเป็นการทดสอบสองทาง จากตาราง ANOVA จะได้คา่ ν1 = 1 และ ν2 = 7 พิจารณา
fα

2
,(ν1,ν2) = f0.025,(1,7) = 8.07 และ

f1−α
2
,(ν1,ν2) = f0.975,(1,7) =

1

f0.025,(7,1)
=

1

948.22
= 0.00105

บรเิวณวิกฤตคือ f < 0.00105 หรอื f > 8.07

จากตาราง ANOVA จะเห็นวา่ F คาํนวณ = 387.876 และ F คาํนวณ > 8.07 อยู่ในบรเิวณวิกฤต ดงันนั
ปฏิเสธ H0 สรุปไดว้า่x และ y มีความสมัพนัธก์นัเชิงเสน้ ทีระดบันยัสาํคญั .

ตัวอย่าง . . จากการสุม่นกัศกึษาเพือสอบถามคะแนนสอบยอ่ยครงัที (x) และ ครงัที (y)
จาํนวน คน แสดงดงัตาราง

คะแนนสอบยอ่ยครงัที
คะแนนสอบยอ่ยครงัที

จงสรา้งตาราง ANOVA และจงทดสอบวา่ คะแนนสอบยอ่ยครงัที และครงัที มีความสมัพนัธก์นั
เชิงเสน้ตรงหรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
แนวคาํตอบ ให้ x แทนคะแนนสอบยอ่ยครงัที และ y แทนคะแนนสอบยอ่ยครงัที แสดงไดด้งั
ตาราง

x

y

กาํหนดสมมติฐาน
H0 : ρ = 0

H1 : ρ ̸= 0

ทดสอบทีระดบันยัสาํคญั α = 0.05

จากตารางโดยใชเ้ครอืงคาํนวณจะไดว้า่ n = 5 และ b = 0.6757 โดยที

∑
x = 34

∑
x2 = 246

∑
y = 30

∑
y2 = 196

∑
xy = 214
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จะไดว้า่
Sxx =

∑
x2 − 1

5

(∑
x
)2

= 246− 1

5
(34)2 = 14.8

Syy =
∑

y2 − 1

5

(∑
y
)2

= 196− 1

5
(30)2 = 16

Sxy =
∑

xy − 1

5

(∑
x
)(∑

y
)
= 214− 1

5
(34)(30) = 10

SSR = bSxy = 0.6757(10) = 6.757

SSE = Syy − bSxy = 16− 0.6757(10) = 9.243

MSE =
SSE
n− 2

=
9.243

3
= 3.081

MSR =
SSR
1

= 6.757

F =
MSE
MSR =

6.757

3.081
= 2.193

และ ν1 = 1, ν2 = 5− 2 = 3 แสดงตาราง ANOVA ไดด้งันี
ANOVA TABLE

SOV SS DF MS F

REGRESSION . . .
ERROR . .

TOTAL

เนืองจากเป็นการทดสอบสองทาง พิจารณา fα
2
,(ν1,ν2) = f0.025,(1,3) = 17.44 และ

f1−α
2
,(ν1,ν2) = f0.975,(1,3) =

1

f0.025,(3,1)
=

1

864.16
= 0.0012

บรเิวณวิกฤตคือ f < 0.0012 หรอื f > 17.44

จากตาราง ANOVA จะเห็นวา่ F คาํนวณ = 2.193 และ 0.0012 < F คาํนวณ < 17.44 อยู่ในบรเิวณ
ยอมรบั ดงันนัยอมรบั H0

สรุปไดว้า่สมัประสทิธิสหสมัพนัธเ์ทา่กบั หรอื คะแนนสอบยอ่ยครงัที และครงัที ไมมี่ความ
สมัพนัธก์นัเชิงเสน้ตรง ทีระดบันยัสาํคญั .
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แบบฝึกหดั .

. กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง

x 1 2 3 4 5

y 3 5 4 6 7

จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่งและใหค้วามหมาย
. กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง

x −3 −2 1 2 3

y 5 4 3 3 2

จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่งและใหค้วามหมาย
. กาํหนดขอ้มลูขา้งตน้แสดงปรมิาณวิตามิน x (เปอรเ์ซนต)์ และเวลาทีวิตามินเขา้สูก่ระแสเลือด
y (นาที)

x 1 2 3 4 5

y 10 8 6 5 4

จงหาทดสอบสมมติฐาน H0 : ρ = −0.8 แยง้กบั H1 : ρ > −0.8 กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
. จากการสุม่นกัศกึษาเพือสอบถามคะแนนวิชาทฤษฎีจาํนวน (x) และวิชาสถิติ (y) จาํนวน
คน แสดงดงัตาราง

คะแนนวิชาทฤษฎีจาํนวน
คะแนนวิชาสถิติ

. จงสรา้งตาราง ANOVA ใหส้มบรูณ์

. จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง

. จงทดสอบวา่คะแนนวิชาทฤษฎีจาํนวนและวิชาสถิติ มีความสมัพนัธก์นัเชิงเสน้ตรงหรอื
ไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .

. จากขอ้มลูแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี จงหาสมัประสทิธิสหสมัพนัธ์ตวัอยา่ง และทดสอบ H0 : ρ = 0

แยง้กบั H1 : ρ ̸= 0 กาํหนดระดบันยัสาํคญั .
. n = 29, ∑(yi − ȳ)2 = 64, ∑(xi − x̄)2 = 100, ∑(xi − x̄)(yi − ȳ) = 40

. n = 18, ∑(yi − ȳ)2 = 25, ∑(xi − x̄)2 = 144, ∑(xi − x̄)(yi − ȳ) = 54
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สรุป
ในบทนีจะกลา่วถงึการถดถอยเชิงเสน้เชิงเดียว โดยใชว้ิธีกาํลงัสองนอ้ยสดุ เมือทราบตวัแปรตน้

เราจะประมาณคา่หรอืคาดคะเนตวัแปรตามได้ จากนนักลา่วถงึช่วงความเชือมนัและการทดสอบ
สมมติฐานของ β โดยใชก้ารแจกแจงที และใชก้ารแจงเอฟเมือกาํหนดตาราง ANOVA สดุทา้ยกลา่ว
ถงึสหสมัพนัธซ์งึเป็นคา่ทีบอกถงึความสมัพนัธข์องตวัแปรตน้และตวัแปรตามวา่สมัพนัธก์นัเชิงเสน้
เสน้มากแคไ่หนโดยที −1 ≤ ρ ≤ 1

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นบวก

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ - มีหมายความวา่ความสมัพนัธยิ์งใกลเ้คียงเสน้ตรงทีมีความชนัเป็นลบ

. ถา้ ρ มีคา่เขา้ใกล้ มีหมายความวา่แทบไมมี่ความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรงหรอืไมมี่เลย

แบบฝึกหดับทที
. กาํหนดใหข้อ้มลูดงัตารางตอ่ไปนี

x 1 2 3 3

y 1 3 4 6

จงหาสมการถดถอยเชิงเสน้ของ Y เทียบ x

. ขอ้มลูสว่นสงู (เซนติเมตร) และนาํหนกั (กิโลกรมั) ของนกัเรยีนหญิง 4 คนดงันี

นกัเรยีนหญิง คนที 1 คนที 2 คนที 3 คนที 4

สว่นสงู (เซนติเมตร) 150 152 154 156

นาํหนกั (กิโลกรมั) 45 45 48 50

ถา้สว่นสงูและนาํหนกัของนกัเรยีนมีความสมัพนัธคื์อ ŷ = a + 0.9x เมือ x เป็นความสงูและ
y เป็นนาํหนกั แลว้นกัเรยีนทีมีสว่นสงู 155 เซนติเมตร จะมีนาํหนกักีกิโลกรมั

. ในการหาความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัระหวา่งปรมิาณสารปนเปือนชนิดที 1 (X) และปรมิาณ
สารปนเปือนชนิดที 2 (Y ) จากตวัอยา่งสารอาหารจาํนวน 100 ตวัอยา่ง พบวา่ความแปรปรวน
ของปรมิาณสารชนิดที 1 เทา่กบั 1.75 คา่เฉลยีเลขคณิตของปรมิาณสารชนิดที 2 เทา่กบั 0.5

100∑
i=1

xiyi = 100, และ
100∑
i=1

x2
i = 200

ถา้สมการถดถอยคือ ŷ = a+ bx แลว้ เมือพบสารปนเปือนชนิดที 1 อยู่ 4 หน่วย จะพบสารปน
เปือนชนิดที 2 (โดยประมาณ) เทา่กบัเทา่ใด
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. ถา้สมการทีใช้แทนความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัทีใช้สาํหรบัการประมาณหอ้งพกัทีมีแขกมาพกั
จรงิ (y) จากจาํนวนหอ้งพกัทีมีการจองลว่งหนา้ (x) คือ

ŷ = a+ 0.75x

โดยที x̄ = 40 และ ȳ = 60 ถา้ x = 60 แลว้จาํนวนหอ้งพกัทีมีแขกมาพกัจรงิโดยประมาณ
เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูระหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง ดงัขอ้มลู
พ.ศ. 2550 2551 2552 2553 2554

ราคาปิด (บาท) 2.25 2.50 2.75 3.00 3.50

จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX
. ปรมิาณการสง่ออกทเุรยีนสดของประเทศไทย แสดงดงัตาราง

ปี พ.ศ.
ปรมิาณสง่ออก (แสนตนั) . . . . . . .

* กรมสง่เสรมิการคา้ระหวา่งประเทศ กระทรวงพานิชย์

จงทดสอบวา่สมัประสทิธิถดถอย β < 0.5 หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .
. ผลติภณัฑม์วลรวมในประเทศ (GDP) ของประเทศไทย แสดงดงัตาราง

ปี พ.ศ.
GDP (พนัลา้น USD) . . . . .

* ขอ้มลูจากธนาคารแหง่ประเทศไทย

จงคาดการณว์า่ปี ผลติภณัฑม์วลรวมในประเทศประมาณเทา่ใด โดยใชก้ารถดถอยเชิง
เสน้ และจงทดสอบวา่สมัประสทิธิถดถอย β เทา่กบั หรอืไม่ ทีระดบันยัสาํคญั .

. ขอ้มลูระหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ OR ของบรษัิท ปตท. นาํมนัและการคา้ปลีก จาํกดั
(มหาชน) โดยเสนอขายหุน้ใหม่ (IPO) ใหป้ระชาชนทวัไปในราคาหุน้ละ บาท เรมิซือขาย
วนัแรก กมุภาพนัธ์ ในตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย โดยมีราคาปิดตอ่หุน้กบัวนั
ทีซือขายดงัขอ้มลู

วนัทีซือขายในตลาด

ราคาปิด (บาท) . . . . . . . . . .

ตอบคาํถามตอ่ไปนี
. จงสรา้งตาราง ANOVA
. หาคา่สมัประสทิธิสหสมัพนัธข์องตวัอยา่ง จากตาราง ANOVA
. จงทดสอบวา่วนัทีซือขายในตลาดและราคาปิดมีความสมัพนัธ์กนัเชิงเสน้ตรงหรอืไม่

โดยใชส้ถิติเอฟ ทีระดบันยัสาํคญั .
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ดัชนี
ก หน้า
กฎของเบย์ Bay's rule
การทดลองทวินาม binomial experiment
การทดลองทวินามลบ negative binomial experiment
การแจกแจงปาสคาล Pascal distribution
การทดลองพหนุาม multinomial experiment
การทดลองปัวสซ์ง Poisson experiment
การทดลองเรขาคณิต geometric experiment
การทดลองไฮเพอรจี์ออเมตรกิ hypergeometric experiment
การทดสอบขา้งเดียว one-tailed test
การทดสอบคา่เฉลยีของกลุม่ตวัอยา่ง กลุม่ one sample mean test
การทดสอบคา่เฉลยีของกลุม่ตวัอยา่ง กลุม่ two independent samples mean test

ทีมีความเป็นอิสระตอ่กนั
การทดสอบความแตกตา่งคา่เฉลยีของ Two dependent samples mean test

กลุม่ตวัอยา่ง กลุม่ไมอิ่สระตอ่กนั (paired sample mean test)
การทดสอบมีนยัสาํคญั significance
การทดสอบสองขา้ง two-tailed test
การถดถอยเชิงเสน้เชิงเดียว simple linear regression
การประมาณคา่แบบจดุ point estimation
การประมาณคา่แบบชว่ง interval estimation
การวิเคราะหก์ารถดถอย regression analysis
การสุม่ตวัอยา่งแบบธรรมดา sample random sampling
การสุม่ตวัอยา่งแบบแบง่พวก stratified random sampling
การสุม่ตวัอยา่งมีระบบ systematic random sampling
การสุม่ตวัอยา่งแบบแบง่กลุม่ cluster random sampling
การแจกแจงของผลตา่งสดัสว่น different proportion distribution
การแจกแจงของสดัสว่น proportion distribution
การแจกแจงความนา่จะเป็น probability distribution
การแจกแจงทวินาม binomial distribution
การแจกแจงพหนุาม multinomial distribution
การแจกแจงปกติ normal distribution
การแจกแจงปกติมาตรฐาน standard normal distribution
การแจกแจงปัวสซ์ง Poisson distribution
การแจกแจงมารจิ์นลั marginal distribution
การแจกแจงเรขาคณิต geometric distribution
การแจกแจงแบรน์ลูลี Bernoulli Distribution
การแจกแจงแบบเกาส์ Gaussian distribution
การแจกแจงสติวเดนทที์ Student's t-distribution
การแจกแจงที t-distribution
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หน้า
การแจกแจงยนิูฟอรม์ uniform distribution ,
การแจกแจงเอฟ F-distribution
การแจกแจงไฮเพอรจี์ออเมตรกิ hypergeometric distribution
การจดัหมู่ combination
การทาํสาํมะโน census
การสาํรวจตวัอยา่ง sample survey
เกมยตุิธรรม fair game

ข
ขอบเขตจาํกดัชนั class limit
ขีดจาํกดัชนั class boundary
ขอ้มลู data
ขอ้มลูเชิงปรมิาณ quantitative Data
ขอ้มลูเชิงคณุภาพ qualitative Data
ขอ้มลูดิบ raw data
ขอ้มลูทตุิยภมิู secondary Data
ขอ้มลูปฐมภมิู primary Data
ขอ้มลูแบบไมต่อ่เนือง discrete Data
ขอ้มลูแบบตอ่เนือง continuous Data

ค
ควอไทล์ quartile
ความคลาดเคลอืนมาตรฐาน standard error
ความผิดพลาดประเภทที type I error
ความผิดพลาดประเภทที type II error
ความน่าจะเป็น probability
ความน่าจะเป็นแบบมีเงือนไข conditional probability
ความถี frequency
ความถีสะสม cumulative frequency
ความถีสะสมสมัพทัธ์ cumulative relative frequency
ความถีสมัพทัธ์ relative frequency
ความแปรปรวน varian ,
ความแปรปรวนของตวัอยา่ง sample varian
ความสาํเรจ็ succees
ความไมส่าํเรจ็ failure
คา่กงึกลางชนั midpoint
คา่ความคลาดเคลอืน error
คา่คาดคะเน Expected value
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หน้า

คา่วิกฤต critical value
คา่เฉลยี mean ,
คา่เฉลยีเลขคณิต arithematic mean
คา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่ง samaple mean
คา่เฉลยีเลขคณิตรวม combined arithematic mean
คา่เฉลยีเลขคณิตแบบถ่วงนาํหนกั weighted arithematic mean
คา่เฉลยีเรขาคณิต geometric mean
คา่เฉลยีฮารโ์มนิก hamonic mean
คา่ผิดปกติ outlier
คา่ P-value P-value

จ
จดุตวัอยา่ง sample point

ช
ชว่งความเชือมนั confidence interval

ฐ
ฐานนิยม mode

ด
เดไซล์ decile

ต
ตารางการณจ์ร contigency table
ตาราง ANOVA ANOVA TABLE
ตวัประมาณคา่ไมล่าํเอียง unbiased estimator
ตวัแปรสุม่ random variable
ตวัแปรสุม่ทวินาม binomial random variable
ตวัแปรสุม่ทวินามลบ negative binomial random variable
ตวัแปรสุม่ไคสแควร์ Chi-square random varibale
ตวัแปรสุม่เรขาคณิต geometric random variable
ตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง discrete random variable
ตวัแปรสุม่ตอ่เนือง continuous random variable
ตวัแปรสุม่ปกติ normal random variable
ตวัแปรสุม่แบรน์ลูลี Bernoulli random variable
ตวัแปรสุม่เอฟ F random variable
ตวัแปรสุม่ไฮเพอรจี์ออเมตรกิ hypergeometric random variable
ตวัอยา่ง sample



. . สหสมัพนัธ์

ท หน้า
ทฤษฎีบทการคณูความน่าจะเป็น multiplication theorem of probability
ทฤษฎีบทลมิิตสูส่ว่นกลาง the Central Limit Theore

น
นาํหนกั weight

บ
บรเิวณการยอมรบั acceptance region
บรเิวณวิกฤต critical region

ป
ประชากร population
ประชากรทีมีจาํนวนแน่นอน finite population ,
ประชากรทีมีจาํนวนอนนัต์ Infinite population ,
ปรภิมิูตวัอยา่ง sample space
ปรภิมิูตวัอยา่งไมต่อ่เนือง discrete sample space
ปรภิมิูตวัอยา่งตอ่เนือง continuous sample space
เปอรเ์ซน็ไทล์ percentile

ผ
ผลบวกกาํลงัสองของความคลาดเคลอืน sum of squares of error
ผลแบง่กนั partition
แผนภาพกลอ่ง box plot
แผนภาพจดุ dot plot
แผนภาพตน้-ใบ stem and leaf diagram
แผนภาพตน้ไม้ tree diagram

พ
พารามิเตอร์ parameter
พิสยั range
พิสยัควอไทล์ inter quartile range

ฟ
แฟคทอเรยีล factorial
ฟังกช์นัแกมมา gamma function
ฟังกช์นัความน่าจะเป็น probability mass function (p.m.f)
ฟังกช์นัความหนาแน่นของความน่าจะเป็น probability density function (p.d.f)
ฟังกช์นัความน่าจะเป็นสะสม cumulative probability function
ฟังกช์นัความน่าจะเป็นรว่มกนั joint probability mass function
ฟังกช์นัความหนาแน่นรว่มกนั joint density function
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ม หน้า
มธัยฐาน median

ร
ระดบันยัสาํคญั level of significance
รูปหลายเหลยีมความถี frequency polygon

ล
ลมิิตความเชือมนั confidence limits
ลมิิตความไวว้างใจ fiducial limits

ว
วิธีเรยีงสบัเปลยีน permutation
วิธีเรยีงสบัเปลยีนเป็นเสน้ตรง linear permutation
วิธีเรยีงสบัเปลยีนแบบวงกลม circular permutation
วิธีกาํลงัสองนอ้ยสดุ least squares method

ส
สมการปกติ normal equation
สมมติฐานสถิติ statistical hypothesis
สมมติฐานทางเลือก alternative hypothesis
สมมติฐานหลกั, สมมติฐานวา่ง null hypothesis
สหสมัพนัธ์ correlation
สหสมัพนัธพ์หคุณู multiple correlation
สหสมัพนัธเ์ชิงเดียว simple correlation
สมบตัิเชิงเสน้ linear property
สถิติ statistics ,
สถิติเชิงพรรณา descriptive statistics
สถิติเชิงอนมุาน inferential statistics
สารสนเทศ information
สว่นเบียงเบนควอไทล์ quartile deviation
สว่นเบียงเบนเฉลยี mean deviation
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน standard deviation ,
สว่นเหลือ residual
เสน้ถดถอยของ X เทียบกบั y regression line of X on y
เสน้ถดถอยของ Y เทียบกบั x regression line of Y on x
เสน้โคง้ความถี frequency curve
เสน้โคง้โอจีพ ogive curve
สดัสว่นของตวัอยา่ง sample proprotion



. . สหสมัพนัธ์

หน้า
สมัประสทิธิการถดถอย regression coefficients
สมัประสทิธิของการแปรผนั coefficient of varian
สมัประสทิธิของพิสยั coefficient of range
สมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนควอไทล์ coefficient of mean deviation
สว่นเบียงเบนเฉลยี mean deviation
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน standard deviation ,
สว่นเหลือ residual
เสน้ถดถอยของ X เทียบกบั y regression line of X on y
เสน้ถดถอยของ Y เทียบกบั x regression line of Y on x
เสน้โคง้ความถี frequency curve
เสน้โคง้โอจีพ ogive curve
สดัสว่นของตวัอยา่ง sample proprotion
สมัประสทิธิการถดถอย regression coefficients
สมัประสทิธิของการแปรผนั coefficient of varian
สมัประสทิธิของพิสยั coefficient of range
สมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนควอไทล์ coefficient of mean deviation
สมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนเฉลยี coefficient of quartile deviation
สมัประสทิธิความเชือมนั confidence coeffient
สมัประสทิธิสหสมัพนัธ์ correlation coefficient
สมัประสทิธิสหสมัพนัธต์วัอยา่ง sample correlation coefficient

ห
หลกัการคณู the multiplicative principle
หลกัการบวก the additition principle
หลกัคอมพลีเมนต์ principle of complementation ,
เหตกุารณ์ event
เหตกุารณที์ไมเ่กิดรว่มกนั mutaully exclusive

อ
องศาเสรี degree of freedom
อิสระ, อิสระตอ่กนั independent , ,
อนัตรภาคชนั class interval
อาํนาจของการทดสอบ power of the test

ฮ
ฮิสโทรแกรม histrogram
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