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บทที่ 1
พหนุาม (Polynomial)

1.1 พชีคณติของพหนุาม (Algebra of Ploynomial)
บทนยิาม 1.1.1 พหนุามหนึง่ตัวแปร (x) เมือ่ n = 0, 1, 2, ... อยูในรปู

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

เมือ่ a0, a1, a2, .., an เปนจำนวนจรงิเรยีกวาสัมประสทิธิ์ (coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวาสัมประสทิธิ์ตัวนำ (leading
coefficient) และ n เรยีกวาดกีรี (degree) เขียนแทน degP (x) ถา an = 1 เรยีกวา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)

ตัวอยาง 1.1.2 จงพิจารณาในแตละขอตอไปนี้ วาเปนพหนุามหรอืไม ถาเปนพหนุามจงหา ดกีรี สัมประสทิธิ์ตัวนำ และ
พหนุามดังกลาวเปนพหนุามโมนกิหรอืไม

1. x2 + 1

2. 3x2 + x− 1

3. 1
3
x3 + x2 + x+ 1

4. 5

5. 5x−1 + x+ 1

6. x 1
2 − 1

ตัวอยาง 1.1.3 จงทำใหพจนตอไปนี้อยูในรปูพหนุามตอไปนี้

1. (x2 + x+ 1) + (2x2 + 3x− 2)

2. (x3 + x− 1)− (x2 + x+ 1)

3. x4 − (x2 + 2x)− x(x+ 1)

4. x2(2x+ 1)− x(x2 + x− 3)

5. (x− 1)(x− 2)

6. (x2 + x− 1)(2x+ 1)

1



2 บทท่ี 1. พหนุาม (POLYNOMIAL)

บทนยิาม 1.1.4 ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P (x) = Q(x) ถา degP (x) = degQ(x) และอยูในรปู

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซึง่ทกุสัมประสทิธเทากัน หรอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

ทฤษฎบีท 1.1.5 ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม

P (x) = Q(x) ก็ตอเมือ่ degP (x) = degQ(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ตัวอยาง 1.1.6 จงหาคาของ A,B และ C เมือ่พหนุามท้ังสองเทากัน

1. x3 + Ax2 +Bx+ C = (x− 2)(x+ 3)(x+ 1) + 7

2. A(x− 1)(x− 2) +B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) = 1

ตัวอยาง 1.1.7 ถา a, b ∈ R และ P (x) = x4+2x3−2x2+ax+ b ถามีพหนุาม Q(x) โดยที่ P (x) = [Q(x)]2

จงหา a+ b
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การหารพหนุาม (Division of Polynomial)

ทฤษฎบีท 1.1.8 ให P (x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยที่ S(x) ̸= 0

แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) ซึง่

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื degR(x) < degS(x)

เรยีก P (x) วาตัวถกูหาร (numerator) S(x) วาตัวหาร (denominator) Q(x) วาผลหาร (quotient) และ R(x) วาเศษ
(remainder) เราเรยีกวธินีี้ วา ข้ันตอนการหาร (the division algorithm)

หมายเหตุ การหารยาว (long division) ก็เปนวธิหีนึง่ในการหา Q(x) และ R(x)

ขอสังเกต ถา R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P (x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P (x)

ตัวอยาง 1.1.9 จงหาผลหาร Q(x) และเศษ R(x) ทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวย S(x) ในแตละขอตอไปนี้

1. S(x) = x− 1 และ P (x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 5

2. S(x) = x2 + x+ 1 และ P (x) = x5 + 3x3 + 2x2 + x− 3

ตัวอยาง 1.1.10 ให P (x) = x3 + ax2 + bx+10 เมือ่ a, b เปนจำนวนเต็ม และ Q(x) = x2 +9 ถา Q(x) หาร
P (x) เหลอืเศษ 1 แลว P (a) + P (b) เทากับเทาใด
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ทฤษฎเีศษเหลอื (The Remainder Theorem)

ทฤษฎบีท 1.1.11 ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P (c)

บทพิสจูน . จากข้ันตอนการหาร x− c หาร P (x) จะไดวามี Q(x) และ R(x) ซึง่

P (x) = Q(x)(x− c) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื degR(x) < 1

กรณทีี ่ R(x) = 0 จะไดวา P (x) = Q(x)(x− c) แลว P (c) = R(x)

กรณทีี ่ degR(x) = 0 แลว R(x) = d เมือ่ d เปนคาคงที่ จะไดวา P (x) = Q(x)(x− c) + d

แลว P (c) = d = R(x)

ในทำนองเดยีวกัน สำหรับ m, k ∈ R ซึง่ m ̸= 0

mx− k หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P ( k
m
)

ตัวอยาง 1.1.12 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวยตัวหารทีก่ำหนดในแตละขอตอไปนี้

1. x− 1 หาร P (x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

2. x+ 2 หาร P (x) = x3 − 2x2 + x− 3

3. 2x− 1 หาร P (x) = 16x3 − 4x2 + 8x+ 1

ตัวอยาง 1.1.13 จงหาคา k ในแตละขอตอไปนี้

1. x+ 1 หาร P (x) = 3x4 + 2x2 ++kx− 5 เหลอืเศษ −3

2. x− 3 หาร P (x) = x3 − 4x2 + x+ k ลงตัว 2

ตัวอยาง 1.1.14 ถา 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดวย x− 1 ลงตัว แตหารดวย x+ 1 เหลอืเศษ −24 จงหา ab
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แบบฝ กหัด 1.1
1. จงหาคาของ A,B และ C เมือ่พหนุามท้ังสองเทากัน

1.1 (2x+ 1)(x−B) + A = 2x2 + x+ C

1.2 x(x+ A)(x+ C) +B = x3 + 3x2 + 4x− 2

1.3 2x2 + 3x+ 2 = A(x+B)2 + C

1.4 A(x− 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x+ 1)2 = 4x2

1.5 A(x+ 1)(x−B) + C = x2 + x+ 1

2. ถา A,B,C,D ∈ R และ Ax(x2 + 1) + B(x2 + 1)(x− 1) + (Cx +D)x(x− 1) = x2 − 1 จงหา
คาของ A+B − (C +D)

3. จงหาผลหาร Q(x) และเศษ R(x) ทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวย S(x) ในแตละขอตอไปนี้

3.1 S(x) = x2 − 1 และ P (x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

3.2 S(x) = x3 + 1 และ P (x) = x6 − 2x4 − x2 + x− 1

4. จงหา k ทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

4.1 x− 1 หาร x3 − 3x2 + 4x+ 2k เหลอืเศษ −2

4.2 x− 2 หาร x3 + kx2 + (k + 1)x+ 5 เหลอืเศษ 5

4.3 2x− 1 หาร 2x4 − 3kx+ x− k ลงตัว
4.4 x+ k หาร x3 − 5x2 − 8x+ 10 เหลอืเศษ −2

5. ถา a และ b เปนจำนวนจรงิ ถา ax5 + bx+ 4 หารดวย (x− 1)2 ลงตัว แลว a− b เทากับเทาใด

6. เมือ่ a, b ∈ R เมือ่ x + 1 หารพหุนาม 2x4 − 7x3 + ax2 + 7x + b ลงตัว และไดผลลัพธเทากับ 2x3 −
9x2 + 7x+ b จงหา a+ b

7. ถา 3x2 − 13x+ 4 เปนตัวประกอบของ 3x3 + ax2 + bx− 8 แลวคาของ a+ b มีคาเทากับเทาใด

8. ให P (x) เปนพหนุาม ถาหาร P (x) ดวย x − 1 จะเหลอืเศษเทากับ 3 และถาหาร P (x) ดวย x − 3 จะ
เหลอืเศษเทากับ 5 ถา r(x) = ax+b คอืเศษทีเ่หลอืจากการหาร P (x) ดวย (x−1)(x−3) แลว 3a+2b

เทากับเทาใด

9. กำหนดให P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมือ่ a, b เปนจำนวนจรงิ ถา x − 1 และ x + 3 ตางหาร P (x)

เหลอืเศษ 5 จงหาคาของ a+ 2b

10. ให P (x) = x2 + 7x − 3 เมือ่หาร P (x) ดวย x − p และ x + q จะไดเศษเหลอืเทากัน โดยที่ p ̸= q แลว
p− q มีคาเทาใด
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1.2 การแยกตัวประกอบ (Fractorization)
ทฤษฎบีท 1.2.1 ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c เปนตัวประกอบหนึง่ของ P (x) ก็ตอเมือ่ P (c) = 0

ตัวอยาง 1.2.2 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้
1. ให x− 1 เปนตัวประกอบของ P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

2. ให 2x− 1 เปนตัวประกอบของ P (x) = 2x3 + 16x2 − 5x− 3

3. P (x) = 2x3 + 5x2 + x− 2

4. ให x− 2 เปนตัวประกอบของ P (x) = 2x4 + 3x3 − 16x2 − 8x+ 24
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ทฤษฎบีท 1.2.3 ใหพหนุามโมนคิ P (x) = a0 + a1x+ a2 + ...+ xn ซึง่ a0, a1, a2, ..., an−1 เปนจำนวนเต็ม แลว
จำนวนเต็ม c ทีท่ำให P (c) = 0 จะตองหาร a0 ลงตัว

ตัวอยาง 1.2.4 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้

1. P (x) = x3 − 4x2 + x+ 6 แลว c ทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารท้ังหมดของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6

2. P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

3. P (x) = x3 − 6x2 − 11x− 6

4. P (x) = x4 + 2x3 − 13x2 − 14x+ 24
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ทฤษฎบีท 1.2.5 ใหพหนุาม P (x) = a0+a1x+a2+ ...+anx
n ซึง่ a0, a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็ม ซึง่ an ̸= 0

แลวจำนวนเต็ม c ทีท่ำให P (c) = 0 จะตองอยูในรปู c = p
q

ซึง่ p เปนตัวหารของ a0 และ q เปนตัวหารของ an

ตัวอยาง 1.2.6 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้

1. P (x) = 6x3 + 11x2 − 4x− 4

ตัวหารท้ังหมดของ 4 คอื ±1,±2,±4

ตัวหารท้ังหมดของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6

ดังน้ัน c ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดคอื ±1,±2,±4,±1
2
,±1

3
,±2

3
,±4

3
,±1

6

2. P (x) = 2x3 + 3x2 − 5x− 6

3. P (x) = 6x4 + 5x3 − 14x2 + x+ 2
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เศษส วนยอย (Partial Fraction)
ให p1(x), p2(x), q1(x), q2(x) เปนพหนุามซึง่ q1(x) ̸= 0, q2(x) ̸= 0 แลว

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
=

p1(x)q2(x) + p2(x)q1(x)

q1(x)q2(x)

ในทำนองเดยีวกัน
p(x)

h1(x)h2(x)
=

k1(x)

h1(x)
+

k2(x)

h2(x)

ในหัวขอนี้ เราจะศกึษาวธิกีารและรปูแบบของการเขียนเศษสวนยอยของพหนุามทีก่ำหนดเปนผลบวกของเศษสวนยอย
วธิกีารเขียนเศษสวนยอย โดยมีเงือ่นไข ดกีรตัีวหารตองมากกวาดกีรขีองตัวถกูหาร

(I) p(x)

(x− a)(x− b)(x− c)
=

A

x− a
+

B

x− b
+

C

x− c

(II) p(x)

(x− a)(x− b)2
=

A

x− a
+

B

x− b
+

C

(x− b)2

(III) p(x)

(x− a)(bx2 + cx+ d)
=

A

x− a
+

Bx+ C

bx2 + cx+ d

(IV) p(x)

(x− a)(bx2 + cx+ d)2
=

A

x− a
+

Bx+ C

bx2 + cx+ d
+

Dx+ E

(bx2 + cx+ d)2

ตัวอยาง 1.2.7 จงเขียนเศษสวนพหนุามตอไปนี้ ในรปูแบบของเศษสวนยอย (โดยไมตองคำนวณคา)

1. 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

2. x+ 1

(x− 1)(x− 2)2

3. 2x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)

4. 4x+ 2

(x2 + 1)(x− 1)2
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ตัวอยาง 1.2.8 ถา A,B,C เปนคาคงตัว และ
A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

x+ 3
=

1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 3)

จงหา A+B + C

ตัวอยาง 1.2.9 จงหาคาของ A,B,C ทีท่ำให A

x
+

B

x2
+

C

x− 1
=

x− 2

x2(x− 1)
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แบบฝ กหัด 1.2
1. จงเขียนเศษสวนพหนุามตอไปนี้ เปนผลบวกของเศษสวนยอย พรอมคำนวนคาใหสมบูรณ

1.1 4− 2x

(x+ 1)(x+ 3)

1.2 x

(x2 + 1)(x− 1)

1.3 4− 2x

(x2 + 1)(x− 1)2

1.4 2x2 + 5x− 1

x3 + x2 − 2x

2. จงแยกตัวประกอบของพหนุามตอไปนี้
2.1 x3 + 6x2 + 11x+ 6

2.2 x4 − 10x3 + 3x2 − 50x+ 24

2.3 x5 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1

2.4 x6 + 3x5 + 2x4 + x2 + 3x+ 2

2.5 2x3 + 3x2 − 5x− 6

2.6 12x3 + 16x2 − 5x− 3

2.7 3x4 − 8x3 + x2 + 8x− 4

2.8 4x4 − 4x3 − 25x2 + x+ 6

2.9 2x4 + 3x3 − 16x2 − 8x+ 24

2.10 4x5 + 16x4 + 9x3 − 31x2 − 40x− 12

2.11 6x5 + 11x4 − 9x3 − 13x2 + 3x+ 2

2.12 6x5 + 13x4 − 20x3 − 10x2 + 14x− 3
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1.3 สมการพหนุาม (Polynomial Equation)
บทนยิาม 1.3.1 เราจะเรยีกจำนวนจรงิ c วาเปนราก (root) ของพุหนาม P (x) ถา P (c) = 0 หรอืกลาววา c เปนราก
คำตอบหรอืผลเฉลย (solution) ของสมการ P (x) = 0

ทฤษฎบีท 1.3.2 ถา c วาเปนรากของพุหนาม P (x) แลว (x− c) เปนตัวประกอบของพหนุาม P (x)

ทฤษฎบีท 1.3.3 พุหนามดกีรี n จะมีรากทีเ่ปนจำนวนจรงิไมเกนิ n ราก

สมการเชงิเสน (Linear equation)

ตัวอยาง 1.3.4 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x+ 5 = 9

2. 9 + 5x = 3x+ 13

3. 5 + 3(x− 1) = 5x− 6

4. 5(3− x)− 2(4− 3x) = 11− 2(x− 1)

5. 5 + x

3
= 7

6. 3

4
x− 2 =

1

3
x+ 3

7. x+ 2

3
=

1− 2x

5

8. 3

x+ 1
=

6

5x− 1
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สมการกำลังสอง (Quadratic equation)
ทฤษฎบีท 1.3.5 รากคำตอบของพหนุาม ax2 + bx+ c = 0 เมือ่ a, b, c ∈ R, a ̸= 0 คอื

−b±
√
b2 − 4ac

2a

• ถา b2 − 4ac > 0 แลวพหนุามมีราก 2 รากเปนจำนวนจรงิ

• ถา b2 − 4ac = 0 แลวพหนุามมีราก 1 รากเปนจำนวนจรงิ (รากซ้ำ)

• ถา b2 − 4ac < 0 แลวพหนุามไมมีรากเปนจำนวนจรงิ

ตัวอยาง 1.3.6 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x2 − x− 2 = 0

2. x2 + 6x+ 8 = 0

3. x2 − 3x− 10 = 0

4. x2 + x+ 72 = 0

5. x2 + 13x− 36 = 0

6. 2x2 + 3x+ 1 = 0

7. 3x2 − 4x− 4 = 0

8. x2 + x− 1 = 0

9. x2 + x+ 1 = 0

10. 4x2 + 4x+ 1 = 0
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สมการของพหนุามดกีรสีงู (Higher degree polynomial equation)

ตัวอยาง 1.3.7 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x3 − x2 + x− 1 = 0

2. x3 − x2 − 8x+ 12 = 0

3. 3x3 − 10x2 + 9x− 2 = 0

4. 2x3 − 3x2 − 8x+ 12 = 0

5. x4 − 5x2 + 4 = 0

6. x4 + 5x3 − 10x2 − 80x− 96 = 0
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ตัวอยาง 1.3.8 กำหนดให
A เปนเซตคำตอบของสมการ x3 + x2 − 27x− 27 = 0

B เปนเซตคำตอบของสมการ x3 + (1−
√
3)x2 − (36 +

√
3)x− 36 = 0

จงหาเซตของ A ∩B

ตัวอยาง 1.3.9 กำหนดให P (x) และ Q(x) เปนพหนุามดกีรี 2551 ซึง่สอดคลองกับ

P (n) = Q(n) สำหรับ n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

คาของ P (0)−Q(0) เทากับเทาใด
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แบบฝ กหัด 1.3
1. จงหารากคำตอบของสมการ

1.1 x+ 2 = 3

1.2 2(x− 1) = 3(x+ 1)

1.3 1
2
x+ 5 = 2

3
x− 1

1.4 x+2
3

= x−1
2

1.5 1
x
+ 1

x−1
= 1

x−2

1.6 x−1
x−2

= 3

1.7 x2 − 3x+ 2 = 0

1.8 x2 − 3x− 10 = 0

1.9 x2 + x− 12 = 0

1.10 x2 − 10x+ 21 = 0

1.11 2x2 − 3x− 2 = 0

1.12 4x2 + 4x− 15 = 0

1.13 9x2 + 6x+ 1 = 0

1.14 x2 − 3x+ 2 = 0

1.15 x2 − 4x+ 5 = 0

2. จงหารากคำตอบของสมการ

2.1 x3 − 2x2 + x+ 4 = 0

2.2 x3 − 5x2 − 2x+ 10 = 0

2.3 2x3 − 3x2 − 7x− 6 = 0

2.4 x3 − 2x2 − 5x+ 6 = 0

2.5 2x3 − 7x2 + 7x− 2 = 0

2.6 x5 + x3 − 2x2 − 12x = 8

2.7 4
x−4

+ 2x
x2−16

= 1
x+4

2.8 x+2
2x−6

+ 3
3−x

= x
2

2.9 x
x−1

− 2
1−x2 = 8

x+1

3. จงหารากคำตอบของสมการ

3.1 4
x2+4

+ 5
x2+5

= 2

3.2 x2+2x+1
x2+2x+2

+ x2+2x+2
x2+2x+3

= 7
6

3.3 21
x2−4x+10

− x2 + 4x = 6

3.4 (x2 − 6x)2 − 2(x− 3)2 = 81

3.5 x4 − 13x2 + 36 = 0

3.6 (x+ 3)(x+ 5)(x− 2)(x− 4) = 120

3.7 (x− 2)(x+ 3)(x+ 6)(x+ 1) + 56 = 0

3.8 (2x− 7)(x2 − 9)(2x− 5) = 91

3.9 (x+ 1)4 + (x+ 5)4 = 82

3.10 (2x+ 1)4 + (2x− 1)4 = 8

3.11 (x− 12)4 + (x− 7)4 = 96

3.12 x4 + 2x3 − x2 + 2x+ 1 = 0

3.13 8x4 − 42x3 + 29x2 + 42x+ 8 = 0

3.14 x5 + 3x3 + 3x2 + 1 = 0

3.15 (x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1) = 30x3

3.16 6x4 − 25x3 + 12x2 + 25x+ 6 = 0

3.17 10(x4 + 1)− 63x(x2 − 1) + 52x2 = 0

3.18 5x8 − 2x6 + 4x5 + 4x3 − 2x+ 5

4. รปูสามเหลีย่มมุมฉากรปูหนึง่มีพ้ืนที ่ 600 ตารางเซนตเิมตร ถาดานประกอบมุมฉากดานหนึง่ยาวเปน 75% ของ
ดานประกอบมุมฉากอกีดานหนึง่ แลวเสนรอบรปูสามเหลีย่มมุมฉากนี้ยาวกีเ่ซนตเิมตร

5. ถาสมการ (x2 + 1)(2x2 − 6x+ c) = 0 มีรากทีเ่ปนจำนวนจรงิเพียง 1 ราก จงหาคาของ c

6. จงหาคา k ทีเ่ปนจำนวนเต็มมากทีส่ดุซึง่รากของสมการ x2 + 2x+ (k + 3) = 0 เปนจำนวนจรงิ

7. ถา 2x2 = x− 3k เปนสมการทีค่ำตอบเปน a เพียงคำตอบเดยีว แลว 1 + 1
a
+ 1

a2
+ 1

a3
มีคาเทาใด
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1.4 อสมการพหนุาม (Polynomial Inequality)
อสมการเชงิเสน (Linear inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.1 ให a, b, c เปนจำนวนจรงิ

1. a < b < c ก็ตอเมือ่ a < b และ b < c

2. a < b ก็ตอเมือ่ a+ c < b+ c

3. a < b และ c > 0 แลว ac < bc

4. a < b และ c < 0 แลว ac > bc

ตัวอยาง 1.4.2 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. 2x+ 3 < 9

2. 3x− 5 ≤ x+ 8

3. 3(x− 5) ≥ 12− (1− 3x)

4. 3(x− 5) < 11 + 3x

5. −1 < 4x+ 7 < 11

6. 4− 2x < 5x− 2 < 3x+ 6
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อสมการของพหนุามกำลังสอง (Quadratic inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.3 ให a, b เปนจำนวนจรงิ

1. ab > 0 ก็ตอเมือ่ (a > 0 และ b > 0) หรอื (a < 0 และ b < 0)

2. ab < 0 ก็ตอเมือ่ (a < 0 และ b > 0) หรอื (a > 0 และ b < 0)

ทฤษฎบีท 1.4.4 ให α, β ∈ R ซึง่ α < β แลว

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คอื (α, β)

α β

+ − +

เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) ≤ 0 คอื [α, β]

α β

+ − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คอื (−∞, α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) ≥ 0 คอื (−∞, α] ∪ [β,∞)

α β

+ − +
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ตัวอยาง 1.4.5 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2) < 0

2. (x+ 1)(3− x) > 0

3. x2 ≤ 5x− 6

4. 7x− 12 ≤ x2

5. 5x2 + 6 ≤ 17x

6. 3x2 − 8x+ 5 ≤ 0

7. x2 − 4x+ 4 > 0

8. x2 − 4x+ 4 < 0

9. x2 + 2x− 3 ≥ 0

10. x2 + 2x− 3 ≤ 0

11. x2 + 2x+ 2 ≥ 0

12. x2 + 2x+ 2 ≤ 0
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อสมการของพหนุามดกีรสีงู (Higher degree polynomial inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.6 ให α, β, γ ∈ R ซึง่ α < β < γ แลว

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β)(x− γ) < 0 คอื (−∞, α) ∪ (β, γ)

α β γ

− + − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β)(x− γ) > 0 คอื (α, β) ∪ (γ,∞)

α β γ

− + − +

ตัวอยาง 1.4.7 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2)(x− 3) < 0

2. x(x− 1)(x− 2) > 0

3. x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) ≤ 0

4. (1− x)(x+ 1)(2x− 1) ≥ 0

5. x(1− x)(x− 2)(2− 3x) > 0

6. (1− x)(x− 1)(x2 − 4) ≥ 0
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ตัวอยาง 1.4.8 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2)2 < 0

2. x(x− 1)3(x− 2)4 > 0

3. (x+ 1)10(x+ 2)5(x+ 3)7 ≤ 0

4. (1− x)12(x+ 1)5(1− 2x)77 ≥ 0

ตัวอยาง 1.4.9 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x2 − 1)(x2 − 5x+ 6) < 0

2. (x4 − 1)(x2 − 4) > 0

3. 6x3 + 11x2 − 4x− 4 ≤ 0

4. x3 − 4x2 + x+ 6 ≥ 0
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อสมการพหนุามในรปูการหาร (Polynomial inequality for division)
ทฤษฎบีท 1.4.10 ให a, b เปนจำนวนจรงิ

1. a
b
> 0 ก็ตอเมือ่ ab > 0

2. a
b
< 0 ก็ตอเมือ่ ab < 0

3. ถา b ̸= 0 แลว a
b
≥ 0 ก็ตอเมือ่ ab ≥ 0

4. ถา b ̸= 0 แลว a
b
≤ 0 ก็ตอเมือ่ ab ≤ 0

ตัวอยาง 1.4.11 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. x− 1

x− 2
< 0

2. 1− x

3x− 2
≥ 0

3. (x+ 1)(x+ 2)

(x− 2)(x+ 3)
≥ 0

4. x4 − 1

x2 − 1
< 0

ตัวอยาง 1.4.12 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. x

x+ 2
>

1

x
2. 3x2 − x+ 2

x2 − 2x+ 3
< 2
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แบบฝ กหัด 1.4
1. จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1.1 3x+ 1 < 2x− 1

1.2 4x+ 7 > 2(x+ 1)

1.3 2(3x− 1) ≥ 3(x− 1)

1.4 4−(3−x) < 3x−(3−2x)

1.5 x2 − x− 6 ≥ 0

1.6 2x2 + 7x+ 3 ≥ 0

1.7 4x− x2 ≤ 4

1.8 2x < 3− x2

1.9 6x− x2 ≥ 5

1.10 x2 + 2x < 15

1.11 3x2 + 2 ≥ 7

1.12 x3 − 3x2 ≤ 10x

1.13 x3 − x2 − x− 1 ≥ 0

1.14 x3 − x > 2x2 − 2

1.15 x(x2 + 4) < 5x2

2. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
2.1 x2+12

x
> 7

2.2 x2+6
x

≤ 5

2.3 (x−1)(x+3)
x

− 2 ≤ 0

2.4 2x−3
(x+2)(x−5)

> 0

2.5 6
x−1

> 1

2.6 2x−4
x−1

< 1

2.7 6
x−4

≤ x+ 1

2.8 8
x+2

≥ x

2.9 5−x
x2−3x+2

< 1

2.10 x+6
x(x+1)

< 6

2.11 1
x+1

≥ 1
x+4

2.12 1
x+2

≥ 1
2x−3

2.13 x
x+2

> 1
x

2.14 x+1
2x−3

≤ 1
x−3

2.15 (1−x)(1+2x)
x+1

> 0

2.16 (x2+3x−10)(x2+x−6)
x2+2x−15

≥ 0

2.17 (2x2+x−1)(3x2−5x)
3x2−2x−1

≤ 0

2.18 0 ≤ x2 + 1 ≤ 5

2.19 2
x−1

≤ x ≤ 3
x−2

2.20 6
x−1

> 1

2.21 1 ≤ 2x+1
x−4

< 3

2.22 2x+1
(x−4)2(x−3)2

> 0

2.23 8x2−11+10
(x+4)(x2−2x−63)

≤ 0

2.24 18−15x
x2+2x+3

> x− 6

3. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
3.1 x+3

(x+1)2(x−7)9
≥ 0

3.2 (x+1)(x+3)(x+5)
(x−4)2(x−2)

≤ 0

3.3 (x−5)5(x+9)8(x−10)10

(x+7)9(x+2)4(x−4)100
≤ 0

3.4 (x−3)2(x+4)4

(x−7)6
≥ 0

3.5 (x+6)3(x+3)4(x+1)2

(x2−1)2(x2+3)
≥ 0

3.6 (x2+3x−10)(x2−x−12)
x2+x−20

≥ 0

3.7 (2x+ 1)2(x+ 1)5 < 0

3.8 (x− 1)11(x− 2)26(x− 4)72 ≥ 0

3.9 (x+ 1)4(x− 2)9(x− 3)27(x+ 4)150 ≤ 0

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

5. แมคาขายกวยเตี๋ยวชามละ 25 บาท โดยมีคาเช ารานวันละ 120 บาท และตนทนุคาวัตถดุบิท้ังหมดคดิเปนชาม
ละ 18 บาท ถาตองการใหไดกำไรไมตำ่กวาวันละ 500 บาท เขาเตองขายใหไดอยางนอยวันละกีช่าม

6. พีมี่เงินมากกวานอง 120 บาท ถาท้ังสองคนมีเงินรวมกันไมเกนิ 1, 240 บาท แลวพีมี่เงินมากทีส่ดุกีบ่าท

7. กำหนดให A = {x | (2x+ 1)(x− 1) < 2} และ B = {x | 16− 9x2 > 0} แลวจงหา A ∩B

8. จงหาเซตของจำนวนจรงิ m ซึง่ทำใหสมการ x2 −mx+ 4 = 0 มีรากเปนจำนวนจรงิ
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1.5 คาสัมบูรณ (Absolute values)
บทนยิาม 1.5.1 คาสัมบูรณ (Absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทางจาก x ไปยัง 0

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4

ทฤษฎบีท 1.5.2 สำหรับจำนวนจรงิ x ใดๆ |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 1.5.3 จงหาคาสัมบูรณของจำนวนตอไปนี้

1. | − 1|+ |5− 1| − | − 3|

2. |2(1− | − 2|)| − 2|2− 1| − | − 2|

3. |1− 1
2
|+ |1− 1

3
| − | − 4|

4. |1−√
2|+ |1 +

√
2|

สมบัตคิาสัมบูรณ (Properties of Absolute values)

ทฤษฎบีท 1.5.4 ให x, y เปนจำนวนจรงิใดๆ แลว

1. |x| ≥ 0 ( |x| = 0 ก็ตอเมือ่ x = 0 )
2. |x| = | − x| หรอื |x− y| = |y − x|

3. |xy| = |x||y|

4.
∣∣∣∣xy

∣∣∣∣ = |x|
|y|

เมือ่ y ̸= 0

5.
√
x2 = |x|

6. |x|n = |xn| เมือ่ n ∈ N

7. |x|2 = |x2| = x2

8. |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Triangle inequality)
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ตัวอยาง 1.5.5 ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จงพิจารณา X หรอื × ของขอความตอไปนี้

1. � √
x4 = x2

2. � n
√
xn = x เมือ่ n ∈ N

3. � ถา x > 0 และ y < 0 แลว |x+ y| = |x|+ |y|

4. � ถา x > 0 และ y > 0 แลว |x+ y| = |x|+ |y|

5. � ถา x < 0 และ y < 0 แลว |xy| = xy

6. � ถา x > 0 และ y > 0 แลว |x− y| = x− y

7. � ถา x|y| > 0 แลว x > 0

8. � ถา xy|x||y| > 0 แลว x > 0 หรอื y > 0

9. � ถา x2 = y2 แลว x = y

10. � |x|+ |y| = 0 ก็ตอเมือ่ x = y = 0

11. � ถา √
(x− y)2 = x− y แลว x ≥ y

12. � ถา x3y|z| < 0 แลว y < 0

13. � |x| − |y| ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|

14. � |x| − x

x− |x|
มีคาเทากับ 1 หรอื −1

15. � ถา |x|+ |y| ≤ |x+ y| แลว x = y
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สมการคาสัมบูรณ (Absolute value Equations)

ทฤษฎบีท 1.5.6 ให a > 0 สำหรับ |x| = a แลว x = a หรอื x = −a

a−a 0

a

บทแทรก 1.5.7 ให a > 0 สำหรับ |x− c| = a แลว x = a+ c หรอื x = c− a

c+ ac− a c

a

ตัวอยาง 1.5.8 จงหาผลเฉลยของสมการตอไปนี้

1. |x| = 2

2. |x− 1| = 1

3. |2− x| = 2

4. |x+ 5| = −1

5. |x− 4| = 0

6. |x2 − x− 3| = 3
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วธิผีลตางกำลังสองสำหรับสมการคาสัมบูรณ (The Different Square Method)
หลักการ สำหรับ a(x) ≥ 0 (ตรวจคำตอบทกุคร้ัง)

|f(x)| = a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 = [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] = 0

ตัวอยาง 1.5.9 จงหาผลเฉลยของสมการตอไปนี้

1. |1− x| = 2

2. |x− 1| = x

3. |x+ 3| = |1− x|

4. |x2 − 3| = −x

5. 6x2 − 2 = |x|

6. |x− 1| = x− 1

7. |1 + 1
x
| = 1

x

8. |1− 2
x
| = x
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อสมการคาสัมบูรณ (Asolute Value Inequalities)

ทฤษฎบีท 1.5.10 ให a > 0

(ก) |x| < a แลว −a < x < a

a−a 0

−a < x < a

(ข) |x| > a แลว x < −a หรอื x > a

a−a 0

x > ax < −a

บทแทรก 1.5.11 ให a > 0

(ก) |x− c| < a แลว c− a < x < c+ a

c+ ac− a c

c− a < x < c+ a

(ข) |x− c| > a แลว x < c− a หรอื x > c+ a

c+ ac− a c

x > c+ ax < c− a
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ตัวอยาง 1.5.12 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. |x| < 2

2. |x− 1| ≤ 1

3. |2x− 1| ≥ 1

4. |2− x| < 2

5. |x+ 5| < −1

6. |x+ 5| > −1

7. |x− 1| ≤ 0

8. |x− 1| < 0

9. |x2 − 1| > 0

10. |x2 + x− 1| ≥ 0
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วธิผีลตางกำลังสองสำหรับอสมการคาสัมบูรณ (The Different Square Method)
หลักการ สำหรับ a(x) > 0 (ตรวจคำตอบทกุคร้ัง)

• |f(x)| < a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 < [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] < 0

• |f(x)| > a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 > [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] > 0

ตัวอยาง 1.5.13 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. |x| < 2

2. |x− 1| > 2

3. |2x+ 3| > x

4. |2x− 1| ≤ |x|

5. |2− x| ≤ −x

6. |x2 − 1| > 2
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ตัวอยาง 1.5.14 ให R แทนเซตของจำนวนจรงิ ถา

A =

{
x ∈ R | |1− x| − 2

x+ |x| − 3
> 2

}
จงหาเซตของ A ∩ [0, 1)

ตัวอยาง 1.5.15 กำหนดให

A =

{
x ∈ R | |x| − 1

|x| − 2
≤ 0

}
และ B = {x ∈ R | 1 ≤ |x| ≤ 3 }

เมือ่ R แทนเซตจำนวนจรงิ จงหาเซตของ A′ ∪B
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แบบฝ กหัด 1.5
1. จงหาเซตคำตอบของสมการ

1.1 |x+ 1| = 4

1.2 |3x+ 1
3
| = 3

1.3 |x2 − 20| = 5

1.4 |x2 − 4| = 0

1.5 |3x− 1| = |2x+ 1|

1.6 |x− 6| = |3− 2x|

1.7 |2x+ 4| = |x− 4|

1.8 |1− x| = 1− x

1.9 |x2 + x− 6| = 6− x− x2

1.10 |x2 + 3x− 2| = 3x+ 7

1.11 |2x+ 1| = x

1.12 |2x+ 3| = x− 5

1.13 (|x| − 4)(|x|+ 3) = −6

1.14 |x+ 1|+ 2 = |3x+ 1|

1.15 |2x− 1| − |3− x| = 3

1.16 |x+ 2| = 1 + |x− 3|

1.17 |x+1|+ |x|+ |x− 1| = 2

1.18 ||2x− 1| − 1| = 2

1.19 ||x| − |2x+ 1|| = −x

1.20 |x+2
x+3

| = 2

1.21 |5x−1|
5x−1

+ 4x = 0

1.22 | 1
x−3

| = x

1.23 |1− x−2
x+1

| = 2x

1.24 |x+2
x+3

| = 2| x
x+1

|

2. จงหาเซตคำตอบของสมการ

2.1 |x+ 1| < 4

2.2 |2x+ 1| > 3

2.3 | 1
x
− 2| < 3

2.4 |12x+ 5| ≤ 7

2.5 |x2 + x| < |x+ 4|

2.6 |x+ 2| ≤ 3− |x+ 1|

2.7 |x2 − 5x| ≥ 5x

2.8 |4x+ 3| ≤ |5x+ 3|

2.9 (|x| − 1)(|x| − 3) < 0

2.10 2x+ 1 < |x| < 3x+ 2

2.11 |x− 2|+ |x+ 1| ≤ 6

2.12 |x+ 1||x− 1| > |x+ 2|

2.13 |2x+ 3| − |x+ 4| < 2

2.14 |1+2x|−1
x−1

< −x

2.15 |x− 1| > x+ |x+ 1|

2.16 |x+2|
|2x−3| ≥ 3

2.17 |2x| − 3 ≤ |7x− 1|

2.18 |2x|+ 1 ≥ |2x+ 1|

2.19 |3x+ 7| > 5(1− x)

2.20 |x(x− 2)| < x2 − x− 2

2.21 |x2 − x− 1| < 5

2.22 | x
2−x

| < | x
x+2

|

2.23 |x|+1
|x| > 1

2.24 |x+2|+x
|x−1|+3

> 3

2.25 |x− 1||x+ 3| ≥ 5

2.26 |x−2|
|2−x| − 2 > x+ 1

2.27 |x− 1|+ |x+3| < |x|+1

3. จงหาจำนวนจรงิ x ท้ังหมดทีส่อดคลองอสมการตอไปนี้

3.1 |x| < x 3.2 |x| > x 3.3 |x| < −x 3.4 |x| > −x

4. จงหาเซตคำตอบของสมการ |(2x− 1)− (x2 + 2x+ 3)| = |2x− 1|+ |x2 + 2x+ 3|

5. จงหาเซตคำตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

6. จงหา y ทีเ่ปนจำนวนจรงิซึง่ y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมือ่ x ∈ R

7. จงหาเซตคำตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150



บทที่ 2
ฟงกชัน (Functions)

2.1 ความสัมพันธและฟงกชัน (Relations and Functions)
ในวชิาคณติศาสตร การจับคูระหวางสิง่สองสิง่ทีมี่ความสัมพันธ กันจะใช คูอันดับ เปนสัญลักษณแทนสิง่สองสิง่ทีมี่
ความสัมพันธกัน เช น (2, 4) หมายถงึ 2 ความสัมพันธกับ 4 ในกรณทัีว่ไป เราจะเขียนคูอันดับ ในรปู (a, b) เรยีก a วา
สมาชกิตัวแรกของคูอันดับ หรอื สมาชกิตัวหนา และเรยีก b วา สมาชกิตัวทีส่องของคูอันดับ หรอืสมาชกิตัวหลัง

บทนยิาม 2.1.1 การเทากันของคูอันดับ (a, b) = (c, d) ก็ตอเมือ่ a = c และ b = d

การไมเทากันของคูอันดับ (a, b) ̸= (c, d) ก็ตอเมือ่ a ̸= c และ b ̸= d

ตัวอยาง 2.1.2 การเทากันและการไมเทากันของคูอันดับ
(x, 4) = (3, y) เมือ่ ...........
(2, 0) ̸= (0, 2)

ตัวอยาง 2.1.3 กำหนดให (2x, y − 2) = (x+ 3, 1) จงหา (x+ y, x− y)

33
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ผลคณูคารทเีชยีน (Cartesian product)
ถากำหนดเซตสองเซตใดๆ เราสามารถเขียนเซตของคูอันดับ โดยทีส่มาชกิตัวหนามาจาก เซตแรกและสมาชกิตัว

หลังมาจากเซตหลังไดดังตัวอยางตอไปนี้ ให A = {1, 3} และ B = {3, 4} โดยกำหนดใหสมาชกิตัวหนามาจากเซต
A และสมาชกิ ตัวหลังมาจากเซต B จะไดเซตของคูอันดับ ท้ังหมดคอื {(1, 3), (1, 4), (3, 3), (3, 4)} เราเรยีกเซต
ของคูอันดับ ท้ังหมดนี้ วา ผลคณูคารทเีชยีน โดยมีบทนยิามดังนี้

บทนยิาม 2.1.4 ผลคณูคารทเีชยีนของเซต A และ B คอืเซตของคูอันดับ (x, y) ท้ังหมดที่ x ∈ A และ y ∈ B แทน
ดวย

A×B = {(x, y)|x ∈ A ∧ y ∈ B} หรอื (x, y) ∈ A×B ↔ x ∈ A ∧ y ∈ B

ตัวอยาง 2.1.5 ให A = {2, 4, 8} และ B = {a, c}
A×B =

B × A =

ขอสังเกต จากตัวอยางขางตนจะเห็นวา A×B ไมจำเปนตองเทากับ B × A เสมอไป

ถา A และ B เปนเซตจำกัด แลว A× B จะมีจำนวนสมาชกิเทากับจำนวนสมาชกิของ A คณูกับจำนวนสมาชกิ
ของ B หรอื n(A×B) = n(A) · n(B)

ตัวอยาง 2.1.6 กำหนดให A = {1, 2, 4} และ B = {2, 4, 7, 8}
จะได n(A×B) = n(A) · n(B) = 3× 4 = 12

และ n(B × A) = n(B) · n(A) = 4× 3 = 12

ตัวอยาง 2.1.7 กำหนดให n(A×B) = 15 และ A = {3, 5, 7} จงหา n(B)

ขอควรระวัง ถา n(A×B) = n(B × A) แลว A×B ไมจำเปนตองเทากับ B × A เสมอไป
โดยทัว่ ไป ผลคณูคารทเีชยีนไมมีกฎการตัดออก ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 2.1.8 ให A = {3} และB = {5} และ C = ∅
จะได A× C = ∅ และ B × C = ∅
ดังน้ัน A× C = B × C แต .................
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ความสัมพันธ (Relations)
ดังทีไ่ดกลาวไววา เราใชคูอันดับ (a, b) แทนความสัมพันธระหวาง a และ b จงึกลาววา ความสัมพันธ คอื เซตของ

คูอันดับ ทีเ่ปนสับเซตของผลคณูคารทเีชยีน

บทนยิาม 2.1.9 กำหนดให A,B เปนเซตใดๆ
1. ความสัมพันธ r เปนเป นความสัมพันธจาก A ไป B ก็ตอเมือ่ r ⊂ A×B

2. ความสัมพันธ r เปนเป นความสัมพันธจาก A ไป A หรอืเรยีกวาความสัมพันธใน A ก็ตอเมือ่ r ⊂ A× A

ขอสังเกต
1. ∅ เปนความสัมพันธจาก A ไป B เสมอ
2. นยิมเขียน r ในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข ดังนี้ r = {(a, b) ∈ A×B|.........}
3. นยิมเขียน (a, b) ∈ r หมายถงึ a มีความสัมพันธ r กับ b เขียนแทนดวย arb

4. จำนวนความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมด = 2n(A×B)

ตัวอยาง 2.1.10 กำหนดให A = {6, 8, 10}, B = {2, 3} และ r เปนความสัมพันธ "มากกวา" จาก A ไป B

จะไดวา r = ...............................

ตัวอยาง 2.1.11 กำหนดให A = {2, 4} และ B = {5, 7}
r1 ={(2,5),(2,7)} เปนความสัมพันธจาก A ไป B

r2 ={(5,2),(5,4),(7,4)} เปนความสัมพันธจาก B ไป A

r3 ={(5,5),(5,7),(7,5)} เปนความสัมพันธจาก B ไป B

ตัวอยาง 2.1.12 กำหนดให A = {1, 2, 4, 6} และ B = {0, 1, 2, 3, 5, 7} และ C = {1, 3, 5, 7, 9}

จำนวนความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมดคอื 24×6 = 224 ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธจาก B ไป C ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธใน A ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธใน C ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ
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ฟงกชัน (Functions)
ในวชิาคณติศาสตร ฟงกชันเปนความสัมพันธรปูแบบหนึง่ทีเ่ปนพ้ืนฐานสำคัญในการศกึษาเรือ่งอืน่ๆ โดยมีบทนยิาม
ดังนี้

บทนยิาม 2.1.13 ฟงกชัน คอื ความสัมพันธ r ใดๆ ซึง่มีสมบัตวิา

ถา (x, y) ∈ r และ (x, z) ∈ r แลว y = z

หรอือาจกลาววา ฟงกชัน คอื ความสัมพันธทีส่มาชกิในโดเมนแตละตัวจับคูกับสมาชกิในเรนจของ ความสัมพันธเพียง
ตัวเดยีวเทาน้ัน

การตรวจสอบความสัมพันธทีก่ำหนดใหเป นฟงกชันหรอืไม

1.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูเซตแบบแจกแจงสมาชกิ
ตรวจสอบโดยดูจากคูอันดับแตละตัวโดยพิจารณาวา คูอันดับทีมี่สมาชกิตัวหนาเหมือนกันแลวตองมีสมาชกิ

ตัวหลังเหมือนกันดวย ถาไมเหมือนกันกับความสัมพันธทีก่ำหนดก็จะไมเปนฟงกชัน หรอือาจจะกลาววาฟงกชันเปน
ความสัมพันธทีส่มาชกิตัวหนาของคูอันดับ ทกุตัวจับคูกับสมาชกิตัวหลังเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข
ตรวจสอบโดยพิจารณาวาสมาชกิตัวหนาตัวเดยีวสามารถจับคูกับตัวหลังไดเพียงตัวเดยีวหรอืไม

ถาสามารถจับคูได เพียงตัวเดยีว ความสัมพันธ ที ่กำหนดใหจะเปนฟงกชัน ถาสามาถจับคูไดมากกวา 1 ตัว ความ
สัมพันธทีก่ำหนดใหจะไมเปนฟงกชัน

3.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูกราฟ
ตรวจสอบโดยลากเสนตรงขนานแกน Y ถาเสนตรงตัดกราฟเพียงหนึง่จดุ แลวความสัมพันธน้ันจะเปนฟงกชัน

ถาเสนตรงตัดกราฟเพียงมากกวาหนึง่จดุ แลวความสัมพันธน้ันจะไมเปนฟงกชัน

ตัวอยาง 2.1.14 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
r1 = {(1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 9)}
r2 = {(1,−1), (1, 1), (2, 4), (3, 5)}
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ตัวอยาง 2.1.15 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
r1 = {(x, y)|y = 2}
r2 = {(x, y)|x = 3}
3.r3 = {(x, y)|x = y2 + 1}

ตัวอยาง 2.1.16 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
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แบบฝ กหัด 2.1
1. กำหนดให (2x+ 5, 4) = (10− 3x, 2y) จงหาคา x และ y

2. กำหนดให (x2 + 4, 2y − 1) = (−4x,−2y − 1) จงหาคา x และ y

3. กำหนดให A = {1, 3, 5, 7} และ B = {i, j, k} จงหาคา n(A×B)

4. กำหนดใหความสัมพันธ r = {(x, y) ∈ N× N|x− y ≤ 3 และ 2 ≤ x ≤ 4} จงหาความสัมพันธ r ในรปูคู
อันดับ

5. ถา A = {1, 2, 3, 5} และ r = {(a, b) ∈ A×A|a ≤ b} แลวจำนวนสมาชกิในความสัมพันธ r เทากับเทาไร

6. ความสัมพันธในขอใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
1. {(1, 2), (2, 3), (3, 5), (3, 6)}
2. {(0, 2), (2, 1), (3, 5), (5, 4)}
3. {(−2, 2), (1,−1), (0, 2), (3, 7)}
4. {(1, 3), (3, 1), (3, 3), (4, 1)}
5. {(1, 2), (2, 3), (1, 5), (1, 6)}

7. จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
1.r1 = {(x, y)|y = 2x+ 7}
2.r2 = {(x, y)|y2 =

√
4− x2}

3.r2 = {(x, y)|x = y2 − 1}

8. จากกราฟตอไปนี้ จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
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Y
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2.2 โดเมนและเรนจ (Domain and Range)
เนือ่งจากความสัมพันธ เปนเซตของคู อันดับที ่ประกอบดวยสมาชกิตัวหนาและสมาชกิตัวหลัง เราจะเรยีกเซตของ
สมาชกิตัวหนาของคูอันดับในความสัมพันธวาโดเมนของความสัมพันธ และเรยีกเซตของสมาชกิตัวหลังของคูอันดับ
ในความสัมพันธวา เรนจของความสัมพันธ ดังบทนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 2.2.1 ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B

โดเมนของ r (domain of r) คอื เซตของสมาชกิตัวหนาของคูอันดับท้ังหมดในความสัมพันธ r แทนดวย

Dr = {x|x ∈ A ∧ ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r}

เรนจของ r (range of r) คอื เซตของสมาชกิตัวหลังของคูอันดับท้ังหมดในความสัมพันธ r แทนดวย

Rr = {y|y ∈ B ∧ ∃x ∈ A, (x, y) ∈ r}

วธิกีารหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธ
กำหนดให r เปนความสัมพันธ

1.ถาความสัมพันธ r อยูในรปูเซตทีเ่ขียนแบบแจกแจงสมาชกิหรอืสามารถเขียนใหอยูในรปูเซต
แบบแจกแจงสมาชกิได เราจะหาโดเมนโดยพิจารณาสมาชกิตัวหนาของคูอันดับ และหาเรนจโดยพิจารณาสมาชกิ
ตัวหลังของคูอันดับ

2.ถาความสัมพันธ r อยูในรปูเซตทีเ่ขียนแบบบอกเงือ่นไข
1.หาโดเมน โดยการจัด y ใหอยูในเทอมของ x แลพิจารณาคา x ทีเ่ปนไปไดท้ังหมดทีท่ำให y หาคา

ได และคา x ทีไ่ดท้ังหมดนี้คอื คาทีเ่ปนโดเมนของ r
2.หาเรนจ โดยการจัด x ใหอยูในเทอมของ y แลพิจารณาคา y ทีเ่ปนไปไดท้ังหมดทีท่ำให x หาคาได

และคา y ทีไ่ดท้ังหมดนี้คอื คาทีเ่ปนเรนจของ r
หลักเกณฑทีใ่ชประกอบการหาโดเมนและเรนจ

รปูแบบ สิง่ทีต่องพิจารณา
1.เศษสวน a

b
a ̸= 0

2.กรณฑอันดับคู b ≥ 0 และ a ≥ 0

a = n
√
b เมือ่ b เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนคูบวก

3.กำลังคู b ≥ 0

an = b เมือ่ a เปนจำนวนคู
4.คาสัมบูรณ
|a| = b b ≥ 0
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3.ถาความสัมพันธอยูในรปูกราฟ
1. หาโดเมน โดยพิจารณาคา x ท้ังหมดบนแกน x ทีใ่ชในการเขียนกราฟ
2. หาเรนจ โดยพิจารณาคา y ท้ังหมดบนแกน y ทีใ่ชในการเขียนกราฟ

ตัวอยาง 2.2.2 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} และ B = {2, 4, 6, 8, 10, 12} โดยที่ r เปน
ความสัมพันธจาก A ไป B คอื r = {(x, y) ∈ A×B|y = 3x} จงหาโดเมนและเรนจของ r
วธิทีำ จะได r = {(2, 6), (4, 12)}
ดังน้ัน Dr = {2, 4} และ Rr = {6, 12}

ตัวอยาง 2.2.3 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y = x2 + 4}
วธิทีำ

ตัวอยาง 2.2.4 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
1

3− x
}

วธิทีำ
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ตัวอยาง 2.2.5 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
√
x− 4}

วธิทีำ

ตัวอยาง 2.2.6 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y = |x+ 5|}
วธิทีำ
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ตัวอยาง 2.2.7 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
x

x− 2
}

วธิทีำ



2.2. โดเมนและเรนจ (DOMAIN AND RANGE) 43

ตัวอยาง 2.2.8 จงหาโดเมนและเรนจของ r ซึง่กำหนดดวยกราฟตอไปนี้
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ตัวอยาง 2.2.9 จงหาโดเมนและเรนจของ r ซึง่กำหนดดวยกราฟตอไปนี้
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้

1.1 {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}

1.2 {(−1, 0), (8, 5), (2, 4), (7, 6)}

1.3 {(2, 2), (3, 1), (4, 6), (7, 7), (8, 8)}

1.4 {(x, y)|x2 + y2 = 4, x ∈ Z, y ≥ 0}

2. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้

2.1 y = 3x− 1

2.2 x = 9

2.3 y = |3x− 1|+ 5

2.4 y =
√
x2 + 9

2.5 y =
√
x2 − 9

2.6 y =
1

x− 3

2.7 y =
√
3− x

2.8 y = 2√
3−x

2.9 y = 3 +
2

5− x

3. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้
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2.3 ฟงกชันประกอบ (Composite Functions)
ฟงกชันประกอบเปนการกระทำต้ังแต 2 ฟงกชันเปนตนไป โดยมีลักษณะเหมือนการนำฟงกชันน้ันมาเชือ่มตอกัน

สมมุตใิห f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ g เปนฟงกชันจาก B ไป C

เราสามารถสรางฟงกชันจาก A ไป C ไดโดยเขียนแทนดวย gof(x) = g(f(x)) จะสราง gof ไดก็ตอเมือ่ เรนจของ
f จะตองเปนสับเซตของโดเมน g

บทนยิาม 2.3.1 ให f และ g เปนฟงกชัน และ Rf ∩Dg ฟงกชันประกอบของ f และ g
เขียนแทนดวย gof กำหนด gof(x) = g(f(x)) ซึง่ f(x) ∈ Dg

ตัวอยาง 2.3.2 กำหนด f = {(1, 3), (3, 2), (5, 7), (7, 8)} และ g = {(2, a), (4, b), (6, c), (8, d)}
จงหา gof(1), gof(3), gof(7) พรอมท้ังหา gof และ fog
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ตัวอยาง 2.3.3 ถา f(x) = x4 และ g(x) = 5x+ 1 จงหา fog และ gof



48 บทท่ี 2. ฟงก ชัน (FUNCTIONS)

แบบฝ กหัด 2.3
1. กำหนด f = {(1, 3), (2, 4), (3, 5), (7, 8)}4 และ g = {(2, 5), (3, 6), (8, 5), (4, 1)}

จงหา gof และ fog พรอมท้ังหา gof(1) และ fog(4)

2. กำหนดให f(x) = √
4− x2 และ g(x) = √

x+ 1 จงหา fog(x) และ gof(x)

3. กำหนดให f(x) = 2x2 และ g(x) = x+ 2 จงหา fog(x) และ gof(x)

4. กำหนดให f(x) = x+ 3

x+ 2
และ g(x) = x− 1

x+ 1
จงหา fog(x) , gof(x) , fof(x), และ gog(x)

5. กำหนดให f(x) = 2x+ 3 และ g(x) = 1

2x
จงหา fog(x) , gof(x) , fog(1), และ gof(2)
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2.4 ฟงกชันตรรกยะ (The Rational Functions)
เราอาจจะเคยเห็น ฟงกชันเชงิเสนที ่อยูในรปูของฟงกชันพหุนาม เมือ่เราหารฟงกชันเชงิเสนดวยฟงกชันเชงิเสนใดๆ
ผลลัพธทีไ่ดก็คอื ฟงกชันตรรกยะ

บทนยิาม 2.4.1 ฟงกชันพหนุามกำลัง n(Polynomial Degree n)คอืฟงกชันทีอ่ยูในรปู

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

เมือ่ a0, a1, a2, .., an เปนจำนวนจรงิเรยีกวาสัมประสทิธิ์ (coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวาสัมประสทิธิ์ตัวนำ (leading
coefficient) และ n เรยีกวาดกีรี เมือ่ n = 0, 1, 2, ...

บทนยิาม 2.4.2 ฟงกชันตรรกยะ(The Rational Functions)หมายถงึฟงกชันทีอ่ยูในรปู

F (x) =
p(x)

q(x)

เมือ่ p(x), q(x) เปนฟงกชันพหนุามของตัวแปร x

ตัวอยางเช น 5(x− 2)

x2 + 3
, x

3 − 2x

x2 + x
, 1
x

ฟงกชัน 1

x
มีชือ่เรยีกวาฟงกชันสวนกลับ (Reciprocal Function)

ฟงกชันตรรกยะมี 2 ชนดิ คอื
1.ฟงกชันตรรกยะแท หมายถงึ ฟงกชันตรรกยะทีพ่หุนามดกีรสีงูสดุของตัวเศษนอยกวาพหุนามดกีรสีงูสดุของตัวสวน
เช น F1(x) =

x2 + 2x− 7

x4 − 2x3 + x+ 5

2.ฟงกชันตรรกยะไมแท หมายถงึ ฟงกชันตรรกยะที่พหุนามดกีรีสงูสดุของตัวเศษมากกวาหรอืเทากับพหุนามดกีรี
สงูสดุของตัวสวน เช น F2(x) =

x4 + 2x− 7

x4 − 2x3 + x+ 5
และ F3(x) =

2x3 + x2 − 6x+ 1

x2 − x− 4
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ตัวอยางกราฟของฟงกชันสวนกลับและฟงกชันตรรกยะ
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2.5 ฟงกชันผกผัน (Inverse Functions)
บทนยิาม 2.5.1 ถา f เปนฟงกชัน หนึง่ตอหนึง่ แลวฟงกชันผกผันของ f เขียนแทนดวย f−1

คอืฟงกชันทีไ่ดจากการสลับสมาชกิในคูอันดับท้ังหมดใน
ดังน้ัน f−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ f} ถา f ไมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ไมมีฟงกชันผกผัน

สมบัตขิองฟงกชันผกผัน ถาฟงกชันผกผัน f−1 มี จะไดวา
1. f−1 เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
2. D−1

f = Rf

3. R−1
f = Df

วธิกีารหาอนิเวอรสเมือ่กำหนดความสัมพันธ f มาให

1.ถาความสัมพันธ f อยูในรปูเซตแบบแจกแจงสมาชกิ
f−1 สามารถหาไดโดยการสลับสมาชกิตัวหนากับตัวหลังของทกุคูอันดับใน f เช น
ถา f = {(0, 1), (1, 2), (3, 3), (−1, 4)} แลว f−1 = {(1, 0), (2, 1), (3, 3), (4,−1)}

2.ถาความสัมพันธ f อยูในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข
f−1 สามารถหาไดโดย เปลีย่น x เปน y และเปลีย่น y เปน x แลวจัดรปูให y อยูในเทอมของ x
เช น ถา f(x) = {(x, y) ∈ R×R|y = x+ 2}
แลว f−1(x) = {(x, y) ∈ R×R|x = y + 2} = {(x, y) ∈ R×R|y = x− 2}

3.ถาความสัมพันธ f อยูในกราฟ
f−1 คอื กราฟทีส่มมาตรกับกราฟของ f โดยมีเสนตรง y = x เปนแกนสมมาตร
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ตัวอยาง 2.5.2 พิจารณาฟงกชัน f(x) = 2x+ 4 และตรวจสอบวา (fof−1)(x) = (f−1of)(x) = x หรอืไม

x

y

(0,4)

(4,0)

(0,-2)

(-2,0)

y = f(x) y = x

y = f−1(x)

1. จะเห็นไดวา f(x) = 2x+ 4 ผานจดุ (−2, 0) และ (0, 4)
ดังน้ัน f−1(x) ผานจดุ (0,−2) และ (4, 0)

2.
2.1 พิจารณาเสนตรง y = f−1(x) มีความชันคอื 4− 0

0− 2
= −2

ดังน้ัน y = f−1(x) มีสมการคอื y − 0

x+ 2
= −2

หรอื f−1(x) = −2(x+ 2)

2.2 เนือ่งจาก f(x) = y ดังน้ัน y = 2x+ 4

แลว f−1(x)
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แบบฝ กหัด 2.5
1. จงหา f−1(x) ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}

1.2 f(x) = {(−1, 0), (8, 5), (2, 4), (7, 6)}

1.3 f(x) = {(2, 2), (3, 1), (4, 6), (7, 7), (8, 8)}

1.4 f(x) = {(2, 5), (3, 1), (4, 5), (7, 8), (8, 7)}

2. สำหรับทกุฟงกชันตอไปนี้ จงหา
ก. หา f−1

ข. วาดกราฟ f(x), f−1(x) และ y = x ใหอยูบนระนาบเดยีวกัน
ค. จงแสดงวา fof−1(x) = f−1of(x) = x

2.1 f(x) = 2x

2.2 f(x) = 3x+ 1

2.3 f(x) =
x+ 2

4

2.4 f(x) =
3− 2x

4

2.5 f(x) =
x2

4

2.6 f(x) =
3 + 2x

2
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บทที่ 3
ฟงกชันเลขชี้ กำลังและลอการทิมึ (Exponential and
Logarithmic functions)

3.1 เลขยกกำลัง (Power)
บทนยิาม 3.1.1 กำหนดให a เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนนับ แลว

an = a× a× a× ...× a︸ ︷︷ ︸
n จำนวน

เรยีก a วาฐาน (base) ของเลขยกกำลัง และเรยีก n วาเลขชี้ กำลัง (exponent/index)
สำหรับ a ̸= 0 นยิามให a0 = 1 และ

a−n =
1

an

ตัวอยาง 3.1.2 จงหาคาของเลขยกกำลังตอไปนี้

1. 23

2. 32

3. 5−2

4. 1
3−3

5. (23)2

6. (−1)4

7. (−1)−1

8. 22 × 23

9. 32 × 22

10. 37

35

11. 45

25

12. 5−4

5−7

55
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ตัวอยางเลขยกกำลัง an
a\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

3 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683 59049

5 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 9765625

7 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801 40353607 282475249

n\a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 400

3 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859 8000

ทฤษฎบีท 3.1.3 กำหนดให a และ b เปนจำนวนจรงิ n และ m เปนจำนวนนับ แลว

1. an · am = an+m

2. an

am
= an−m เมือ่ a ̸= 0

3. (an)m = anm

4. (a · b)n = an · bn
5. (a

b

)n
= an

bn
เมือ่ b ̸= 0

ตัวอยาง 3.1.4 จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลังโดยทีเ่ลขชี้กำลังไมตดิลบ

1. 23 · 27

2. 24 · 45 · 82

3. 27 · 812 · 3−2

4. 625(25)2

5−4

5. (73)5 · 343 · 1
495

6. (−2)−4 · 645 · 2
326

7. ((125)−1 · (25−2)3)
−2

8. 81−2
(

95·812
27−5

)7
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บทนยิาม 3.1.5 ให a ∈ R, n ∈ N ถา n
√
a เปนจำนวนจรงิ แลว

n
√
a = a

1
n

ตัวอยาง 3.1.6 จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลัง

1. √2 2. 3
√
5 3. 5

√
32 4. 6

√
100

ตัวอยาง 3.1.7 จงเขียนเลขยกกำลังตอไปนี้ ในรปูกรณฑ

1. 5 1
2 2. 3 1

3 3. 16 1
4 4. 35 1

5

ตัวอยาง 3.1.8 จงทำใหอยูในรปูอยางงาย เมือ่ n ∈ N

1.
(

3n+1+3n

27n

) 1
2

2.
(

52n+5n+1

5n+5

) 1
n

3.
(

6n+2n+1

9n+2·3n

) 1
2

4.
√

9n+2(6n)+4n

9n
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ตัวอยาง 3.1.9 จงทำสวนไมใหตดิกรณฑ

1. 1√
2

2. 1√
3−2

3.
√
3√

2+1

4.
√
2−1√
2+1

+
√
2+1√
2−1

ตัวอยาง 3.1.10 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. √x = 2

2. 3
√
x+ 1 = 3

3. √x2 − 2 =
√
x

4. √x+ 3 +
√
x = 3
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แบบฝ กหัด 3.1
1. จงหาคาของจำนวนตอไปนี้

1.1 34

1.2 (−2)5

1.3 (−1)−21

1.4 1
(−3)−2

1.5 1
(−1)−1 +

1
(−1)2

+ (−1)3

1.6 27(32) 1
(−6)2

1.7 √
625 +

√
81

1.8 3
√
−27 + 5

√
32

1.9 64
1
3 + 128−

1
7

2. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลังทีไ่มตดิลบ

2.1 1284

2.2 125−3

2.3 27(813)

2.4 343
(−7)−3

2.5 100
(25)−1·22

2.6 32(270.5) 1
729

3. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูอยางงาย เมือ่ n เปนจำนวนนับ

3.1 3n+9n

1+3n

3.2 2n+1−6n

2n

3.3
(

15n+1−9n

10n−6n

) 1
n

3.4 27n+27−n

3n+3−n

3.5 4n+2n−2
2n+2

3.6 9n+2(6n)+4n

3n+2n

4. จงทำสวนไมใหตดิกรณฑ

4.1 1√
5

4.2 1√
3−

√
2

4.3
√
5−1√
5+1

4.4
√
3√

8−
√
12

4.5
√
3+

√
5√

5−
√
3
−

√
3−

√
5√

5+
√
3

4.6 3√
18+

√
27

+ 1√
3−

√
2

5. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

5.1 √
x = 3

5.2 √
2x+ 1 = 3

5.3
√

3
√
x2 − 1 + 2 = 2

5.4 √
3x− 1 =

√
x+ 5

5.5 6√
x+1

= x

5.6 √
1− x−

√
x+ 4 = 1

6. ให x, y เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนนับ พิจารณาขอความตอไปนี้ วา ถกูหรอืผดิ พรอมให เหตผุล
ประกอบ

6.1
√
x2 = x

6.2 √
(−x)2 = x

6.3 3
√
x3 = x

6.4 ( n
√
x)n = n

√
xn

6.5 (x−1)−1 = x

6.6 x0 = 1

6.7 √
xy =

√
x
√
y

6.8 √
|xy| =

√
|x|

√
|y|

6.9 √
x+ y =

√
x+

√
y

6.10 (x+ y)n = xn + yn
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3.2 ฟงกชันเลขชี้ กำลัง (Exponential Function)
บทนยิาม 3.2.1 ฟงกชันเลขชี้ กำลัง (exponential function) คอื

{(x, y) ∈ R× R | y = ax เมือ่ a > 0 และ a ̸= 1}

X

Y

y = 2x
−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

y = ( 1
2
)x

สรปุไดวาฟงกชันเลขชี้กำลังมี โดเมนเทากับ R และ เรนจเทากับ (0,∞)

ทฤษฎบีท 3.2.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว
• ถา 0 < a < 1 แลว ฟงกชัน f(x) = ax เปนฟงกชันลด (decreasing function)

• ถา a > 1 แลว ฟงกชัน f(x) = ax เปนฟงกชันเพิม่ (increasing function)
ตัวอยาง 3.2.3 จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1. y = 3x

2. y = 5−x

3. y = (1
3
)−x

4. y = (sin 30◦)2x

5. πx

6. (√2− 1)−x

บทนยิาม 3.2.4 คาคงตัวเลขชี้ กำลัง (exponential constant) หรอืจำนวนออยเลอร (Euler's number) เขียน
แทนดวย e นยิามโดย

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

e เปนจำนวนอตรรกยะ คำนวณไดจากอนกุรมอนันต

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ ...

หรอืมีคาประมาณเปน
e = 2.7182818284590452353602874713527...

ฟงกชันเลขชี้กำลังทีมี่ฐานเปน e จะเขียนแทนดวย y = ex หรอื y = exp(x)
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กราฟแสดงความสัมพันธของคา e

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

y = e

y = (1 + 1
x
)x

ตัวอยาง 3.2.5 จากสัญญาลักษณตอไปนี้ จงเขียนในรปูเลขยกกำลัง

1. exp(x) 2. exp(1− x) 3. x exp(−x2) 4. − exp(− 1
x
)

ตัวอยาง 3.2.6 จงจับคูฟงกชันกับกราฟตอไปใหถกูตอง

1. y = ex 2. y = e−x 3. y = −e0.5x 4. y = 1− e−x

(ก)
X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

(ข)

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

(ค)
X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

(ง)

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2
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ทฤษฎบีท 3.2.7 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

ax = ay ก็ตอเมือ่ x = y

ตัวอยาง 3.2.8 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. 2x = 16

2. 27x = 9

3. √2
x−1

= 8

4. 5x+1 + 5x = 30

ทฤษฎบีท 3.2.9 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว ax < ay ก็ตอเมือ่ x > y

• ถา a > 1 แลว ax < ay ก็ตอเมือ่ x < y

ตัวอยาง 3.2.10 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. 2x < 8

2. 92x ≥ 3

3. 5
5x

> 125

4. (√2− 1)x > (
√
2 + 1)
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1.1 y = 5x

1.2 y = (0.99)x

1.3 y = 3−2x

1.4 y = 1
4−x

1.5 y = π−x

1.6 y = (tan 44◦)x

1.7 y = (π −
√
3)−x

1.8 y = exp(−2x)

1.9 y = eex

2. จงจับคูฟงกชันกับกราฟตอไปใหถกูตอง

2.1 y = 3−x 2.2 y = exp(2x) 2.3 y = −ex 2.4 y = 1− 2−x

(ก)
X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

(ข)

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

(ค)
X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

14

16

(ง)

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

3. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

3.1 2x = 64

3.2 272x =
√
3

3.3 25−x = 125

3.4 3
1
x = 3

√
243

3.5 2x+2 + xx+1 + 2x = 56

3.6 4x − 3(2x) + 2 = 0

3.7 (
√
|x|)x = x2

3.8 xx = 1

3.9 x−x = 1

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

4.1 3x > 9

4.2 82x ≤ 4

4.3 27−x <
√
243

4.4 ex ≥ 1√
e

4.5 (
√
2− 1)x > 0

4.6 9x − 4(3x) + 3 < 0
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3.3 ฟงกชันลอการทิมึ (Logarithmic Function)
บทนยิาม 3.3.1 ฟงกชันลอการทิมึ (logarithmic function) คอืฟงกชันผกผันของฟงกชันเลขชี้กำลัง

{(x, y) ∈ R× R | x = ay เมือ่ a > 0 และ a ̸= 1}

เราจะเขียนไดดังนี้

x = ay ก็ตอเมือ่ y = loga x

X

Y

−1 0 1 2 3

−6

−4

−2

0

2

4

6
y = log2 x

X

Y

−1 0 1 2 3

−6

−4

−2

0

2

4

6

y = log 1
2
x

สรปุไดวาฟงกชันเลขชี้กำลังมี โดเมนเทากับ (0,∞) และ เรนจเทากับ R
สำหรับ a = 10 เราจะเรยีกวาลอการทิมึฐานสามัญ (common logarithm) เขียนแทนดวย log10 x = logx

ทฤษฎบีท 3.3.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว ฟงกชัน f(x) = loga x เปนฟงกชันลด

• ถา a > 1 แลว ฟงกชัน f(x) = loga x เปนฟงกชันเพิม่

ตัวอยาง 3.3.3 จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1. y = log3 x 2. y = log10 x 3. y = log0.3 x 4. y = log3−1 x

ตัวอยาง 3.3.4 จงเปลีย่นฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันลอการทิมึ

1. y = 5x 2. a = 35 3. 32 = 25 4. a1 = a

ตัวอยาง 3.3.5 จงเปลีย่นฟงกชันลอการทิึม่เปนฟงกชันเลขชี้กำลัง

1. y = log7 x 2. y = log x 3. 4 = log2 16 4. 0 = loga 1
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ทฤษฎบีท 3.3.6 ให a, b, c ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) และ M,N เปนจำนวนจรงิบวก แลว

1. loga 1 = 0 และ loga a = 1

2. logaMN = loga M + logaN

3. loga M
N

= loga M − logaN

4. logaMα = α loga M

5. logaβ M = 1
β

loga M

6. aloga M = M

7. alogb M = M logb a

8. loga b = logc b
logc a

= 1
logb a

ตัวอยาง 3.3.7 จงหาคาลอการทิึม่ตอไปนี้

1. log2 32

2. log 100

3. log 5 + log 2

4. log6 42− log6 7

5. log2 3 log3 4 log4 16

6. log0.5
√
8

7. 4log2 9

8. 1
log5 10

+ 1
log20 10

9. log2(log3(log5(log2 225) + 1))

10. log 343−log 125
2 log 7−log 25
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให a > 0 และ a ̸= 1 เมือ่ x, y เปนจำนวนจรงิบวก แลว

loga x = loga y ก็ตอเมือ่ x = y

ตัวอยาง 3.3.9 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. log2 x = 3

2. logx 4 = 2

3. log x2 = 2

4. log2 x = 9 logx 2

ทฤษฎบีท 3.3.10 ให a > 0 และ a ̸= 1 เมือ่ x, y เปนจำนวนจรงิบวก แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว loga x < loga y ก็ตอเมือ่ x > y

• ถา a > 1 แลว loga x < loga y ก็ตอเมือ่ x < y

ตัวอยาง 3.3.11 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. log x > 1

2. log2 x ≤ −1

3. log x+ log(x− 3) > 1

4. log0.5(x+ 2)− log0.5(x− 1) < −1
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1.1 y = log5 x 1.2 y = logx 1.3 y = log0.99 x 1.4 y = logπ−2 x

2. จงเปลีย่นฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันลอการทิมึ

2.1 y = 7x 2.2 9 = 32 2.3 64 = 43 2.4 ax = z

3. จงเปลีย่นฟงกชันลอการทิึม่เปนฟงกชันเลขชี้กำลัง

3.1 y = log6 x 3.2 3 = log x 3.3 −1 = log3 z 3.4 −5 = log2 1
32

4. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

4.1 log4 x = 2

4.2 log 1000 = x

4.3 log2 1
x
= 3

4.4 log2 x+ log2(x− 2) = 3

4.5 log3 x− log3 x2 = −1

4.6 xlog4 3 = 27

5. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

5.1 log3 x > 2

5.2 log x ≤ −1

5.3 log6 x+ log6(x− 1) > 1

5.4 4log3(logx) < 16
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3.4 ลอการทิมึธรรมชาติ (Natural Logarithm)
บทนยิาม 3.4.1 ลอการทิมึธรรมชาติ (natural logarithm) หรอืลอการทิมึเนเป ย (Naperian logarithm) คอื
ลอการทิมึทีมี่ฐานเปนคา e เขียนแทนดวย

ln x = loge x

X

Y

−1 0 1 2 3

−6

−4

−2

0

2

4

6
y = lnx

เนือ่งจาก e > 1 ทำใหไดวาฟงกชันลอการทิมึธรรมชาตเิปนฟงกชันเพิม่ และ ln e = 1 และ ln 1 = 0

ตัวอยาง 3.4.2 จงเขียนใหอยูในรปูอยางงาย

1. ln ex2

2. 3 ln 1
ex

3. ln(ln ee)

4. elnx

5. e− lnx

6. (√e)lnx
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ตัวอยาง 3.4.3 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. ex = 2

2. 2x = 3

3. ln x = −2

4. ln x = ln(x2 − 2)

5. e2x − 3(ex) + 2 = 0

6. ex2+x − ex − ex
2+1 + e = 0

ตัวอยาง 3.4.4 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. ex > 2x+1 2. e2x ≤ 5(ex)− 6
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แบบฝ กหัด 3.4
1. จงเขียนใหอยูในรปูอยางงาย

1.1 ln e5

1.2 ln e3x
1.3 x

ln e−x

1.4 ln 1
ex+2

1.5 e−2 lnx

1.6 e− ln | cosx|

2. จงหาคาของ

2.1 ln e+ ln e2 + ln e3 + ln e4 + ...+ ln e100

2.2 ln(tan 1◦) + ln(tan 2◦) + ln(tan 3◦) + ...+ ln(tan 89◦)

3. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

3.1 ex = 3

3.2 3x = 2

3.3 ln x = −1

3.4 ln x = ln(x2 − 6)

3.5 e2x − 7(ex) + 12 = 0

3.6 4x − 5(2x) = 6

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

4.1 ex > 3 4.2 e2x+1 < 2x−1 4.3 e4x − e2x ≤ 2



บทที่ 4
เรขาคณติวเิคราะห (Analytical Geometry)

รปูที ่ 4.1: René Descartes

นัก คณติศาสตร ที ่ วาง รากฐาน ทาง เรขาคณติวเิคราะห คอื เรนเน
เดสการ ตส (René Descartes, 1596 - 1650, France) เขาเปนผู
คดิคนระบบพกัิดแบบคารทีเซยีน (Cartesian system) เมือ่รปู
เรขาคณติตาง ๆ สามารถเขียนบนระบบพิกัดคารทีเซยีน ทำใหเรา
สามารถวเิคาระหส วนตาง ๆ ไดงายข้ึน และยังเปนการใหเหตผุลทีรั่ด
กรมุ เช นการหาพ้ืนทีต่างๆ อาทิพ้ืนทีร่ปูวงรีซึง่สามารถหาสตูรพ้ืนที่
ไดโดยใชแคลคลัูส ทำใหระบบพิกัดแบบคารทีเซยีนเปนรากฐานของ
การพัฒนาดานแคลคลัูส เดสการตสไดรับการยกยองใหเปนบุคคลที่
สำคัญทีส่ดุคนหนึง่ในประวัตศิาสตรตะวันตกสมัยใหม

ระบบพิกัดแบบคารทเีซยีน

71
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4.1 จดุและเสนตรง (Point and Line)
คำตอไปนี้ เปนคำอนยิาม (undefined term) ในทางคณติศาสตร
แตใหความหมายกวางๆพอสังเขปไดดังนี้

1. จดุ (Point) คอืตำแหนงบนปรภิมิู (space) ทีแ่นนอน ไมมีความกวาง ความยาว ความสงู ไมมีมิติ (dimension)

2. เสนตรง (Line) คอืเสนโคงในแนวตรงทีส่มบูรณ มีความยาวเปนอนันต ไมมีความกวาง และมีจดุบนเสนตรง
เปนจำนวนอนันต

3. รังส ี (Ray) คอืสวนของเสนตรงทีมี่เริม่ตนทีจ่ดุ ๆ หนึง่ แลวตอความยาวออกไปในทศิทางหนึง่โดยไมสิ้นสดุ

4. สวนของเสนตรง (Line segment) คอืสวนหนึง่ของเสนตรงทีเ่ช ือ่มระหวางจดุปลายสองจดุ ซึง่มีความยาว
จำกัด และมีตำแหนงของจดุทกุจดุบนเสนตรงน้ัน

เสนตรง

จดุ

รังสี −→AB
A B

สวนของเสนตรง PQ
P Q

ตัวอยาง 4.1.1 กำหนดให A(1, 3), B(−3, 4), C(−2,−3) และ D(3,−1) จงวาด (ก) เสนตรงทีผ่าน A และ C (ข)
ส วนของเสนตรง CB และ (ค) รังสี−−→AD

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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บทนยิาม 4.1.2 ใหจดุ P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ

P

Q

x1

y1

x2

y2

∆y

∆x

θ

ระยะทาง (distance) ระหวางจดุ P และ Q คอืความยาวของสวนของเสนตรง PQ คอื

d(P,Q) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 =

√
(∆x)2 + (∆y)2

ความชัน (slope) ของสวนเสนตรง PQ คอืคาของแทนเจนตของมุมทีวั่ดแบบทวนเข็มนากิา (counterclockwise)
จากแกน X ไปยัง PQ คอื

mPQ =
y2 − y1
x2 − x1

=
∆y

∆x
= tanθ เมือ่ x1 ̸= x2

จดุกึง่กลาง (midpoint) ของสวนเสนตรง PQ คอืจดุทีแ่บง PQ ออกเปนสองสวนดวยความยาวเทา ๆ กัน

ทฤษฎบีท 4.1.3 ถา P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ จะไดวาจดุกึง่กลาง M ของสวนเสนตรง PQ คอื

M =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
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ตัวอยาง 4.1.4 จงตอบคำถามตอไปนี้

1. จงหาระหวางจดุ P (1,−3) และ Q(4, 1)

2. จงหาความชันของสวนเสนตรง PQ เมือ่ P (−2,−1) และ Q(5,−3)

3. จงหาระหวางจดุ A(−2, 4) และจดุกึง่กลางของสวนเสนตรง PQ เมือ่ P (−2, 5) และ Q(6,−3)

บทนยิาม 4.1.5 เสนตรง (Line หรอื Straight Line) L ทีผ่านจดุ P (x1, y1) และมีความชัน m คอืเซตของจดุ Q ซึง่

ส วนของเสน PQ มีความชันเทากับm เขียนแทนดวยLP,m น้ันคอื

P (x1, y1)

Q(x, y)

LP,m

m
LP,m = {(x, y) : y − y1 = m(x− x1)}

เรยีก y − y1 = m(x− x1) วา สมการของเสนตรง LP,m

ตัวอยาง 4.1.6 จงหาสมการเสนตรงตอไปนี้ พรอมท้ังวาดกราฟ

1. เสนตรงทีผ่านจดุกำเนดิและมีความชันเทากับ 1

X

Y
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2. เสนตรงทีผ่าน (1, 0) และ (−1, 4)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

ตัวอยาง 4.1.7 จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

1.

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

2.

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3
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−1

0

1

2

3

4

ตัวอยาง 4.1.8 จงเขียนกราฟของเสนตรงตอไปนี้

1. x+ y = 2

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1
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2. 3x− 4y = 12

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4



4.1. จดุและเสนตรง (POINT AND LINE) 77

บทนยิาม 4.1.9 กำหนดให a และ b เปนคาคงตัว

เสนตรงแนวดิง่ (vertical line) คอืเซตของจดุทีมี่คาบนแกน X คงที่ หรอื

{(a, y) : y ∈ R}

ดังน้ันสมการเสนตรงแนวดิง่คอื x = a

เสนตรงแนวนอน (horizontal line) คอืเซตของจดุทีมี่คาบนแกน Y คงที่ หรอื

{(x, b) : x ∈ R}

ดังน้ันสมการเสนตรงแนวนอนคอื y = b

ตัวอยาง 4.1.10 จงหาสมการเสนตรงตอไปนี้ พรอมวาดกราฟ

1. เสนตรงแนวดิง่ทีผ่านจดุ (2, 3) 2. เสนตรงแนวนอนทีผ่านจดุ (1,−3)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
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จากสมการเสนตรง y−y1 = m(x−x1) สามารถจัดรปูใหมเรยีกวาสมการในรปูความชันจดุตัดแกน (Slope-
intercept form) ดังนี้

y = mx+ c

เมือ่ m คอืความชัน และ c = y1 −mx1 คอืระยะตัดแกน Y
ให A และ B เปนคาคงทีท่ีไ่มเปนศนูยพรอมกัน รปูแบบทัว่ไป (General Form) ของสมการเสนตรงคอื

Ax+By + C = 0

ถา A ̸= 0 เราจะไดวาความชัน m = −B
A

และระยะตัดแกน Y คอื −C
A

และถา A = 0 จะเปนเสนตรงแนวนอนทีมี่
สมการคอื y = −C

B
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ตัวอยาง 4.1.11 จงหาความชัน และระยะตัดแกน Y ของสมการเสนตรงตอไปนี้ โดยคำตอบในตารางทีก่ำหนดให
สมการเสนตรง ความชัน ระยะตัดแกน Y

y = 3x+ 2

3x− 1 = 2y

5x− 2y = 10

1

3
(x− 4) =

3

2
(y − 1)

บทนยิาม 4.1.12 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง

1. ถา L1 ∩ L2 = ∅ เราจะกลาววา L1 และ L2 ขนานกัน (parallel)

2. ถา L1 ∩ L2 ̸= ∅ จะมีจดุ P ซึง่ P ∈ L1 ∩ L2 เราจะเรยีกจดุ P วาจดุตัด (intersection point) ของ L1

และ L2

ขอสังเกต จากบทนยิามสรปุไดวา เสนตรงสองเสนถาไมขนานกันยอมตัดกันเสมอ

ทฤษฎบีท 4.1.13 ถา L1 และ L2 มีจดุตัดมากกวาหนึง่จดุ เราจะไดวา L1 ∩L2 = L1 = L2 หรอืกลาวไดวาเปนเสน
ตรงเดยีวกัน

ตัวอยาง 4.1.14 จงพิจารณาเสนตรงแตละเสนตอไปนี้ วา ขนานกัน ตัดกันเพียงหนึง่จดุ หรอืเปนเสนตรงเดยีวกัน

L1 : y = 3x+ 1 L2 : 6x− 2y = −3 L3 : 2y − 6x = 2 L4 : 3y − 6x = 6
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บทนยิาม 4.1.15 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง มุมระหวางเสนตรง (Angle between lines) นยิามดังนี้

L1

L2
Q1

Q2

P

θ

1. ถา L1 และ L2 ขนานกัน แลวมุมระหวางเสนตรงเทากับศนูย

2. ถา L1 และ L2 ไมขนานกัน แลวให P ∈ L1 ∩ L2 มุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 คอืมุมทีเ่ล็กทีส่ดุทีวั่ดได
จาก

θ = Q1P̂Q2

เมือ่ Q1 ∈ L1 และ Q2 ∈ L2 ซึง่ Q1 ̸= P และ Q2 ̸= P

ทฤษฎบีท 4.1.16 ให θ เปนมุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 ทีมี่ความชัน m1 และ m2 ตามลำดับ แลว

tanθ =
m1 −m2

1 +m1m2

บทแทรก 4.1.17 มุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 เทากับ 90◦ ก็ตอเมือ่

m1m2 = −1

เราจะกลาววาเสนตรง L1 และ L2 ต้ังฉากกัน (orthogonal)

ตัวอยาง 4.1.18 จงหามุมระหวางเสนตรงตอไปนี้

1. 2y = x+ 5 และ 3y + x = 7 2. 2x+ 5y = 10 และ 5x− 2y = 12
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ตัวอยาง 4.1.19 จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

1. สมการเสนตรงทีผ่านจดุ (1,−2) และขนานกับ 2y + 3x = 5

2. สมการเสนตรงทีต้ั่งฉากกับ 2x− y = 2 ผานจดุตัดของ 3x+ y = 3 และ x− y = 5

บทนยิาม 4.1.20 ระยะทางระหวางจดุกับเสนตรง คอืระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุระหวางจดุน้ันไปยังจดุบนเสนตรง

ทฤษฎบีท 4.1.21 ระยะทางระหวางจดุ P0(x0, y0) ไปยังเสนตรง L : Ax+By+C = 0 คอืความยาวของสวนของ
เสนตรงจาก P0 ไปยัง P ∈ L ซึง่เสนตรงทีผ่านจดุ P และ P0 ต้ังฉากกับเสนตรง L เขียนแทนดวย d(P0;L) และ

d(P0;L) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

L : Ax+By + C = 0
P0(x0, y0)

P
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ตัวอยาง 4.1.22 จงหาระยะทางระหวางจดุ P0 กับเสนตรง L

1. P0 คอืจดุกำเนดิ และ L : 3x+ 4y = 10

2. P0(1, 2) และ L : y = 2x

3. P0(−1, 3) และ L : 5x− 12y + 2 = 0

4. P0(
√
2, 1) และ L : x+ y = 1
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บทนยิาม 4.1.23 ระยะทางระหวางเสนตรงสองเสน คอืระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุระหวางจดุบนเสนตรงบนเสนตรงท้ังสอง

ทฤษฎบีท 4.1.24 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง ให d(L1, L2) แทนระยะทางระหวางเสนตรงท้ังสอง

1. ถา L1 ∩ L2 ̸= ∅ จะไดวา d(L1, L2) = 0

2. ถา L1 ∩ L2 = ∅ (ขนานกัน) ให P1 ∈ L1 และ P2 ∈ L2 เปนจดุทีท่ำให d(P1, P2) = d(L1, L2) จะไดวา
เสนตรงทีผ่าน P1 และ P2 จะต้ังฉากกับ L1 หรอื L2 แลว

d(L1, L2) =
|C1 − C2|√
A2 +B2

เมือ่ L1 และ L2 มีสมการเปน Ax+By + C1 = 0 และ Ax+By + C2 = 0 ตามลำดับ

L1 : Ax+By + C1 = 0

L2 : Ax+By + C2 = 0

P2

P1

ตัวอยาง 4.1.25 จงหาระยะทางระหวางเสนตรง L1 และ L2

1. L1 : 3x+ 4y = 15 และ L2 : 3x+ 4y = 25

2. L1 : 4x+ 3y = 3 และ L2 : 3x+ 4y = 6

3. L1 : x+ y = 10 และ L2 : 2x+ 2y = 5

4. L1 : x− 2y = 4 และ L2 : 2y − x = 5
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แบบฝ กหัด 4.1

1. จงหาระยะทาง ความชัน และจดุกึง่กลางของสวนเสนตรง PQ เมือ่กำหนดให

1.1 P (−2, 1) และ Q(1, 5)

1.2 P (0, 1) และ Q(5,−11)

1.3 P (1, 1) และ Q(5, 5)

1.4 P (−1, 0) และ Q(1, 7)

1.5 P (π, π + 1) และ Q(π + 1, π)

1.6 P (ℓn2, ℓn3) และ Q(ℓn3, ℓn2)

2. จงหาความชันของเสนตรงตอไปนี้

2.1 x+ 2y = 3

2.2 3− 2x− y = 0

2.3 2(x+ 1) = 3(y − 1)

2.4 x+ 2

y + 2
=

2

3

3. จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

3.1 เสนตรงทีผ่านจดุ (1, 5) และ (2,−3)

3.2 เสนตรงทีผ่านจดุกำเนดิและขนานกับ 3x− 7y = 3

3.3 เสนตรงทีผ่านจดุ (−3, 2) และต้ังฉากกับ 2y = 3(x− 1)

3.4 เสนตรงทีผ่านจดุกึง่กลางของสวนของเสนตรง P (−2, 0) และ Q(−4, 8) และทำมุม 60◦ กับแกน X

4. จงหามุมระหวางเสนตรงตอไปนี้

4.1 y = 0 และ y =
√
3x+ 1

4.2 x+ y = 2 และ y = x− 3

4.3 3x− 1 = y และ y = 2x+ 5

4.4 x− 1

2− y
=

1

3
และ y = x+ 1

5. จงหาระยะทางระหวางจดุ P0 กับเสนตรง L หรอื d(P0;L)

5.1 P0 คอืจดุกำเนดิ และ L : 3x− 4y = 15

5.2 P0(−2, 2) และ L : y = 3x

5.3 P0(−2, 1) และ L : 7x− 24y = 5

5.4 P0(
√
5, 4) และ L : 2x+ y = 4

6. จงหาระยะทางระหวางเสนตรง L1 และ L2 หรอื d(L1, L2)

6.1 L1 : 3x+ 4y + 13 = 0 และ L2 : 3x+ 4y = 2

6.2 L1 : x+ 3y = 3 และ L2 : 3x+ y = 6

6.3 L1 : 2x+ 3y = 10 และ L2 : 2x+ 3y = 15

6.4 L1 : x = y และ L2 : y − x = 3
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7. ให P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ ถา R เปนจดุบนสวนของเสนตรง PQ โดยที่ d(P,R) :

d(R,Q) = m : n เมือ่ n และ m เปนจำนวนนับ จงแสดงวา

R =

(
nx1 +mx2

m+ n
,
ny1 +my2
m+ n

)
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4.2 กราฟคาสัมบูรณ (Absolute value graphs)
บทนยิาม 4.2.1 คาสัมบูรณ (absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทางบนเสนจำนวน
จาก x ไปยัง 0

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4

ทฤษฎบีท 4.2.2 สำหรับจำนวนจรงิ x ใดๆ |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 4.2.3 จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีถ่กูตอง

1. y = |x| 2. x = |y| 3. y = |x+ 1| 4. x = −|y − 1|+ 1

(ก)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

(ข)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

(ค)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

(ง)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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ตัวอยาง 4.2.4 จงวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. y = |x|+ 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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2. x = −|y| − 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−4
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−1

0

1

2
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4
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3. |x|+ |y| = 4

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−4
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−1

0

1
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4. |x+ y| = 4

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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0

1
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5
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีถ่กูตอง

1.1 y = −|x| 1.2 x = 2|y| − 1 1.3 y = |x− 1| 1.4 x = −|y − 1|

(ก)

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

(ข)

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

(ค)

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

(ง)

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

2. จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้

2.1 y = 2|x| − 2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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2.2 x = |y + 1|+ 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2.3 |x| − |y| = 3

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
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2.4 |x| = |y|

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2.5 y = |x+ y|

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2.6 ||x| − |y|| = 2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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−1

0
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4.3 พาราโบลา (Parabola)
บทนยิาม 4.3.1 พาราโบลา (parabola) คอืเซตของจดุซึง่หางจากจดุคงที ่และเสนตรงเสนหนึง่ดวยระยะเทากัน
เสมอ จดุคงที ่เรยีกวาจดุโฟกัส (focus) ของพาราโบลา เสนตรงเสนน้ันเรยีกวา เสนบังคับหรอืเสนไดเรกทรกิซ
(directrix)

P

F

หมายเหตุ ในวชิานี้ เราจะพิจารณาเสนไดเรกทรกิซเปนเสนตรงแนวดิง่หรอืเสนตรงแนวนอน
พาราโบลา Pa มี F เปนจดุโฟกัส และ D เปนเสนไดเรกทรกิซ ให P เปนจดุบนพาราโบลา แลว

Pa = {P : d(F, P ) = d(P ;D)}

• เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสและตัดต้ังฉากกับเสนไดเรกทรกิซ เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex)
ของพาราโบลา เขียนแทนดวย V

• ให c แทนระยะทางระหวางจดุยอด V ไปยังเสนไดเรกทรกิซ น้ันคอื d(V ;D) = c หรอื d(V, F ) = c

V F

D

cc

• ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ V มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ d(F, P ) = d(P ;D) = c เมือ่ไดเรกทรกิซต้ัง
ฉากกับแกน X จะได

(x− h) = 4c(y − k)2 และ (x− h) = −4c(y − k)2

เมือ่ไดเรกทรกิซต้ังฉากกับแกน Y จะได

(y − k) = 4c(x− h)2 และ (y − k) = −4c(x− h)2
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กรณเีฉพาะทีจ่ดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา

y = ±4cx2 และ x = ±4cy2

ตัวอยาง 4.3.2 จากกราฟพาราโบลาที่กำหนดให จงหาสมการพาราโบลา จดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรก
ทรกิซ

1.

X

Y
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3.

X

Y
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4

4.

X
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ตัวอยาง 4.3.3 จากสมการของพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาจดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรกทรกิซ

1. y = 16x2 + 1

2. x = 4(y + 1)2 − 3

3. 8x2 + y = 16x− 3

4. x = 4y2 + 4y − 1

5. x2 + y + 2x = 10



4.3. พาราโบลา (PARABOLA) 91

ตัวอยาง 4.3.4 จงวาดกราฟพาราโบลาตอไปนี้

1. x = 9y2 + 1
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2. x = −4(y − 2)2
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3. y = 4x2 − 1
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4. y = −16(x+ 1)2 − 3
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ตัวอยาง 4.3.5 จงหาสมการของพาราโบลา เมือ่กำหนดให

1. มีจดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิ มีความโฟกัสเทากับ 3 หนวย

2. มีจดุกำเนดิเปนจดุโฟกัส และมี y = 6 เปนเสนไดเรกทรกิซ

3. มี (−1, 1) และ (3, 1) เปนจดุยอดและจดุโฟกัสตามลำดับ

4. มี (1, 3) เปนจดุยอด และมี x+ 3 = 0 เปนเสนไดเรกทรกิซ

5. พาราโบลาผานจดุ (1, 0), (−1, 8) และ (2, 1)
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แบบฝ กหัด 4.3
1. จากกราฟพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการพาราโบลา จดุโฟกัส จดุยอด สมการเสนไดเรกทรกิซ

1.1

X

Y
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1.2
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1.3
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2. จงวาดกราฟของพราราโบลา เมือ่กำหนดสมการดังตอไปนี้

2.1 y = 4(x− 1)2

2.2 x = −16(y − 2)2 + 1

2.3 y = (x+ 1)(x− 3)

2.4 y = x2 − 2x+ 3

2.5 6x2 + y − 12x = 10

2.6 x = 4(y − 2)(3− y)

3. จากสมการของพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาจดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรกทรกิซ

3.1 y = 8(x+ 1)2

3.2 x = −12(y − 1)2 + 5

3.3 y = −4(x− 1)(x+ 1)

3.4 y = x2 − 6x− 1

3.5 4x2 + 2y − 16x = 5

3.6 x− y2 + y = 1

4. จงหาสมการพาราโบลาเงือ่นไขทีก่ำหนดใหตอไปนี้

4.1 มีจดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิ มีความโฟกัสเทากับ 4 หนวย
4.2 มีจดุกำเนดิเปนจดุโฟกัส และมี y = 2 เปนเสนไดเรกทรกิซ
4.3 มี (−2, 2) และ (4, 2) เปนจดุยอดและจดุโฟกัสตามลำดับ
4.4 มี (0, 2) เปนจดุยอด และมี x = 3 เปนเสนไดเรกทรกิซ
4.5 พาราโบลาผานจดุ (0, 3), (1,−2) และ (4, 5)
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4.4 วงกลม (Circle)
บทนยิาม 4.4.1 วงกลม (Circle) คอืเซตของจดุทีห่างจากจดุคงทีด่วยระยะคงที่ เรยีกจดุคงทีว่าจดุศนูยกลาง (center)
และระยะคงทีว่ารัศมี (radius)

r

O

P

กำหนด Cr คอืวงกลมทีมี่จดุศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ O(0, 0) และรัศมี r แลว

Cr = {P : d(P,O) = r} = {(x, y) : x2 + y2 = r2}

และเมือ่จดุศนูยกลางทีจ่ดุ (h, k) และรัศมี r วงกลมคอืเซต

{(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการของวงกลม

ตัวอยาง 4.4.2 จงวาดกราฟของสมการวงกลมตอไปนี้

1. x2 + y2 = 1
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3. x2 + y2 = 9
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4. (x+ 1)2 + (y − 1)2 = 1
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X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

6. (x+ 1)2 + (x+ 1)2 = 4
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ตัวอยาง 4.4.3 จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีก่ำหนดให

1. x2 + y2 = 9

2. x2 + (y − 2)2 = 4

3. (x+ 1)2 + y2 = 16

4. (x− 2)2 + (y + 3)2 = 1

5. (2x− 1)2+(2y+1)2 = 16

6. x2 + y2 = 4x

(ก)

X

Y
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−1

0
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(ข)
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(ง)

X

Y
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(จ)

X

Y
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(ฉ)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0
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ตัวอยาง 4.4.4 จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีของสมการวงกลมตอไปนี้

1. x2 + y2 = 36

2. x2 + y2 + 2y = 3

3. x2 + y2 + 2x− 2y − 14 = 0

4. 2x2 + 2y2 + 4x+ 8y = 5
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ตัวอยาง 4.4.5 จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีพรอมกับวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. x2 + y2 = 4

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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2. (x− 1)2 + y2 = 2y
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Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

3. x2 + y2 − 2x+ 2y = 2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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4. x2 + y2 + 4x+ 2y − 1 = 0

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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5
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ตัวอยาง 4.4.6 จงหาสมการของวงกลม เมือ่

1. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และรัศมี 4 หนวย

2. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และเสนผานศนูยกลาง (diameter) ยาว 10π หนวย

3. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และมีจดุ (3, 4) อยูบนเสนรอบวง (circumference)

4. มีส วนของเสนตรงทีล่ากจากจดุ (−1, 2) และ (1, 6) เปนเสนผานศนูยกลาง

5. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุ (−3, 5) และมีเสนตรง 3x+ 4y = 1 เปนเสนสัมผัสวงกลมนี้
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แบบฝ กหัด 4.4
1. จงหาสมการของวงกลมตอไปนี้

1.1 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ รัศมี 5 หนวย
1.2 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ เสนรอบวงยาว 12π หนวย
1.3 มีศนูยกลางทีจ่ดุ (0, 3) มีพ้ืนทีเ่ทากับ 9π ตารางหนวย
1.4 มีศนูยกลางทีจ่ดุ (5, 2) และผาน (−1, 3)

1.5 มีสวนของเสนตรงจาก (2,−3) และ (8,−1) เปนเสนผานศนูยกลาง
1.6 มี (6,−2) เปนจดุศนูยกลาง และสัมผัสกับเสนตรง x+ 2y = 6

2. จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีพรอมกับวาดกราฟของสมการตอไปนี้

2.1 x2 + y2 = 9

2.2 (x+ 1)2 + y2 = 16

2.3 x2 + y2 − 2x = 3

2.4 x2 + y2 + 2x+ 2y = 7

2.5 x2 + y2 + 2y = 0

2.6 x2 + y2 + 4x+ 2y + 5 = 0
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4.5 วงรี (Ellipse)
บทนยิาม 4.5.1 วงรี (ellipse) คอืเซตของจดุทีมี่ผลบวกของระยะทางจากจดุน้ันไปยังจดุคงทีส่องจดุมีคาคงที ่ เรยีก
จดุคงทีส่องจดุน้ันวาจดุโฟกัส (focus) ของวงรี

P

F1 F2

กำหนดวงรี E มี F1 และ F2 เปนจดุโฟกัส และ P เปนจดุบนวงรี แลว

1. เรยีก C ทีเ่ปนจดุกึง่กลางของ F1 และ F2 วาจดุศนูยกลาง (center) ของวงรี

2. เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสท้ังสอง เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex) ของวงรี เขียนแทนดวย
V1 และ V2

3. เรยีกสวนของเสนตรง V1V2 วาแกนเอก (major axis)

4. ให a แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดหนึง่ น้ันคอื d(C, V1) = a หรอื d(C, V2) = a

5. เลือ่น P มาไวบนสนตรงที ่ผานจดุศนูยกลางของวงรีและต้ังฉากกับแกนเอก เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอดรวม
(co-vertex) ของวงรี เขียนแทนดวย V ′

1 และ V ′
2

6. เรยีกสวนของเสนตรง V ′
1V

′
2 วาแกนโท (minor axis)

7. ให b แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดรวมหนึง่ น้ันคอื d(C, V ′
1) = b หรอื d(C, V ′

2) = b

8. จากการกำหนดดังกลาวเราจะไดวา ผลบวกคงทีข่องวงรมีีคาเทากับความยาวแกนเอก หรอืเทากับ 2a

b

a

CF1 F2
V1 V2

V ′
1

V ′
2
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E = {P : d(F1, P ) + d(F2, P ) = 2a}

9. ให c แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุโฟกัสหนึง่ น้ันคอื d(C,F1) = c หรอื d(C,F2) = c แลวจะไดวา

a2 = b2 + c2

b

c

aa

CF1 F2
V1 V2

V ′
1

V ′
2

10. เรยีกอัตราสวน c

a
วาความเยือ่งศนูยกลาง (eccentricity) เขียนแทนดวย e สำหรับวงรจีะไดวา

0 < e < 1

หมายเหตุ สำหรับวงกลมจะมี e = 0 หรอืกลาวไดวาวงกลมไมมีความเยือ่งศนูยกลาง

11. ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ C มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ d(F1, P )+d(F2, P ) = 2a และความสัมพันธ
a2 = b2 + c2 เมือ่ F1F2 ขนานกับแกน X จะได

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

กรณทีี ่ F1F2 ขนานกับแกน Y จะได
(x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1

กรณเีฉพาะทีจ่ดุศนูยกลางวงรอียูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา

x2

a2
+

y2

b2
= 1 และ x2

b2
+

y2

a2
= 1
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ตัวอยาง 4.5.2 จากกราฟวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคงที ่
a, b และ c

1.

X

Y
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Y
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3.
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Y
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ตัวอยาง 4.5.3 จากสมการวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคง
ที ่ a, b และ c

1. 4x2 + 9y2 = 36

2. x2 + 4y2 + 8y = 0

3. 16x2 + 9y2 − 64x− 36y = 44

4. 9x2 + 16y2 + 18x− 32y = 199
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ตัวอยาง 4.5.4 จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้

1. x2

25
+

y2

16
= 1

X

Y
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2. x2

9
+

y2

25
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

3. (x− 1)2

16
+

(y + 1)2

4
= 1

X

Y
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4. x2 +
y2

4
= 1

X

Y
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5. x2 + 25y2 = 1

X

Y
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6. 4x2 + 8x+ y2 = 0

X

Y
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ตัวอยาง 4.5.5 จงหาสมการวงรจีากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

1. มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนเอกเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนโทเทากับ 4 หนวย

2. มี (4, 0) และ (−4, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนโท 6 หนวย

3. มี (0, 7) และ (0,−7) เปนจดุยอดรวม และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 24
25

4. มี (1,−2) และ (1, 6) เปนจดุยอด และมีความยาวแกนโท 4 หนวย

5. มี (−1, 0) และ (1, 0) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (1, 3
2
)
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แบบฝ กหัด 4.5
1. จากกราฟวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคงที ่ a, b และ

c

1.1

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

1.2

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

1.3

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

2. จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้

2.1 x2

16
+

y2

9
= 1

2.2 25(x− 1)2 + 9y2 = 225

2.3 (x+ 1)2

9
+

(y − 1)2

25
= 1

2.4 5x2 + 9y2 + 20x = 25

2.5 9x2 + 4y2 − 36x− 24y + 36 = 0

2.6 25x2 + 21y2 + 100x− 42y − 404 = 0

3. จงหาสมการวงรจีากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนเอกเทากับ 8 หนวย และความยาวแกนโทเทากับ 4 หนวย
3.2 มี (3, 0) และ (−3, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนโท 16 หนวย
3.3 มี (0, 3) และ (0, 3) เปนจดุยอดรวม และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 1

2

3.4 มี (−3,−2) และ (5,−2) เปนจดุยอด และมีความยาวแกนโท 2 หนวย
3.5 มี (0, 1) และ (0,−1) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (3

2
, 1)
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4.6 ไฮเพอรโบลา (Hyperbola)
บทนยิาม 4.6.1 ไฮเพอรโบลา (hyperbola) คอืเซตของจดุทีมี่ผลตางของระยะทางจากจดุน้ันไปยังจดุคงทีส่องจดุมี
คาคงที ่ เรยีกจดุคงทีส่องจดุน้ันวาจดุโฟกัส (focus) ของไฮเพอรโบลา

P

F1 F2

กำหนดให H คอืไฮเพอรโบลามี F1 และ F2 เปนจดุโฟกัส และ P เปนจดุบนไฮเพอรโบลา แลว

1. เรยีก C ทีเ่ปนจดุกึง่กลางของ F1 และ F2 วาจดุศนูยกลาง (center) ของไฮเพอรโบลา

2. เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสท้ังสอง เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex) ของไฮเพอรโบลา เขียน
แทนดวย V1 และ V2

3. เรยีกสวนของเสนตรง V1V2 วาแกนตามขวาง (major axis)

4. ให a แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดหนึง่ น้ันคอื d(C, V1) = a หรอื d(C, V2) = a

5. ให c แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุโฟกัสหนึง่ น้ันคอื d(C,F1) = c หรอื d(C,F2) = c

6. จากขอมูลดังกลาวเราจะไดวา ผลตางคงทีข่องไฮเพอรโบลามีคาเทากับความยาวแกนเอก หรอืเทากับ 2a

c

a

CV1 V2F1 F2

H = {P : |d(F1, P )− d(F2, P )| = 2a}
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7. ให V ′
1 และ V ′

2 เปนจดุปลายของสวนเสนตรงทีตั่ดต้ังฉากกับ F1F2 ทีจ่ดุ C และมีระยะ d(C, V ′
1) = b และ

d(C, V ′
2) = b ซึง่หาไดจาก

c2 = a2 + b2

เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุปลายแกนสังยุค ของไฮเพอรโบลา

8. เรยีกสวนของเสนตรง V ′
1V

′
2 วาแกนสังยุค (minor axis)

b

c

c

a

V ′
1

V ′
2

CV1 V2F1 F2

9. เรยีกเสนตรง L1 และ L2 ดังกราฟวา เสนกำกับ (asymptote) ของไฮเพอรโบลา และให (h, k) เปนพิกัดของ
C

L1L2

CV1 V2F1 F2

L1 มีสมการเปน y = b
a
(x− h) + k และ L2 มีสมการเปน y = − b

a
(x− h) + k

10. ความเยือ่งศนูยกลาง e = c

a
สำหรับไฮเพอรโบลาจะไดวา e > 1

11. ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ C มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ |d(F1, P ) − d(F2, P )| = 2a และความ
สัมพันธ c2 = a2 + b2 เมือ่ F1F2 ขนานกับแกน X จะได

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

กรณทีี ่ F1F2 ขนานกับแกน Y จะได
(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1

กรณเีฉพาะทีจ่ดุศนูยกลางไฮเพอรโบลาอยูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา
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x2

a2
− y2

b2
= 1 และ y2

a2
− x2

b2
= 1

ตัวอยาง 4.6.2 จากกราฟไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุ
ปลายแกนสังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

ตัวอยาง 4.6.3 จากสมการไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุ
ปลายแกนสังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1. x2 − 4y2 = 16 2. 16y2 − 9x2 + 36x+ 32y + 124 = 0
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ตัวอยาง 4.6.4 จงวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. x2

9
− y2

16
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2. y2

9
− x2

9
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

3. (x− 1)2

16
− (y + 1)2

4
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

4. 5x2 − y2

5
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

5. y2 − x2 = 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6. 2x2 − 4x− y2 = 0

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
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ตัวอยาง 4.6.5 จงหาสมการไฮเพอรโบลาจากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

1. มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนตามขวางเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนสังยุคเทากับ 4 หนวย

2. มี (5, 0) และ (−5, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนสังยุค 6 หนวย

3. มี (0, 1) และ (0,−1) เปนจดุยอด และมี y = x เปนเสนกำกับเสนหนึง่

4. มี (2,−4) และ (2, 8) เปนจดุปลายแกนสังยุค และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 5
4

5. มี (−
√
2, 0) และ (√2, 0) เปนจดุโฟกัส และไฮเพอรโบลาผานจดุ (

√
2, 1)
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แบบฝ กหัด 4.6
1. จากกราฟไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุปลายแกน

สังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1.1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

1.2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

1.3

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2. จงวาดกราฟของไฮเพอรโบลา เมือ่กำหนดสมการดังตอไปนี้

2.1 x2

16
− y2

9
= 1

2.2 4(x− 1)2 − 9y2 = 36

2.3 (y + 1)2

9
− (x− 1)2

9
= 1

2.4 y2 − 2x2 + 8x− 6 = 0

2.5 9x2 − 16y2 − 18x+ 64y − 199 = 0

2.6 4x2 − 25y2 + 25x− 100y − 164

3. จงหาสมการของไฮเพอรโบลาจากเงือ่นไขทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 มีศนูยกลางที ่จดุกำเนดิ มีความยาวแกนตามขวางเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนสังยุคเทากับ 6

หนวย
3.2 มี (3, 0) และ (−3, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนสังยุค 2 หนวย
3.3 มี (2, 0) และ (2, 0) เปนจดุปลายแกนสังยุค และมีความยาวแกนตามขวาง 8 หนวย
3.4 มี (3,−2) และ (5,−2) เปนจดุยอด และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 2

3.5 มี (0,−
√
2) และ (0,√2) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (1,

√
2)
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บทที่ 5
ตรโีกณมติิ (Trigonometry)

5.1 ตรโีกณมติพิื้ นฐาน (Basic Trigonometry)
บทนยิาม 5.1.1 กำหนดคาตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิดังนี้

c
b

a
θ

1. ไซน (sine) ของมุม θ คอือัตราสวนของ b
c
เขียนแทนดวย sin θ = b

c

2. โคไซน (cosine) ของมุม θ คอือัตราสวนของ a
c
เขียนแทนดวย cos θ = a

c

3. แทนเจนต (tangent) ของมุม θ คอือัตราสวนของ b
a
เขียนแทนดวย tan θ = sin θ

cos θ = b
a

4. โคเซกเกนต (cosecant) ของมุม θ คอืสวนกลับของไซน เขียนแทนดวย csc θ = 1
sin θ = c

b

5. เซกเกนต (secant) ของมุม θ คอืสวนกลับของโคไซน เขียนแทนดวย sec θ = 1
cos θ = c

a

6. โคแทนเจนต (cotangent) ของมุม θ คอืสวนกลับของแทนเจนต เขียนแทนดวย cot θ = 1
tan θ = cos θ

sin θ = a
b

ตัวอยาง 5.1.2 จงหาคาตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิของมุม θ และ α

4

3

θ

α

113
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ทฤษฎบีท 5.1.3 กำหนดให θ และ α เปนมุมแหลม (acute angle) และ θ + α = 90◦ แลว

sin θ = cosα tan θ = cotα sec θ = cscα

ตัวอยาง 5.1.4 กำหนดให sin θ = 5
13

จงหาคาของ

1. cos θ

2. tan θ

3. cot θ

4. sec θ

5. csc θ

6. cos(90◦ − θ)

7. tan(90◦ − θ)

8. sin(90◦ − θ)

9. cot(90◦ − θ)

10. sec(90◦ − θ)

ทฤษฎบีท 5.1.5 จากการนยิามคาตรโีกณมิตจิะไดวา

sin2 θ + cos2 θ = 1 sec2 θ − tan2 θ = 1 csc2 θ − cot2 θ = 1

ตัวอยาง 5.1.6 จงตอบคำถามตอไปนี้

1. จงหาคาของ sin2 35◦ + sin2 57◦ + sin2 55◦ + sin2 33◦

2. กำหนดให sec θ − tan θ = 5 จงหาคาของ tan θ + sec θ

3. จงหาคาของ tan 1◦ · tan 2◦ · tan 3◦ · ... · tan 89◦

4. กำหนดให tan 12◦ = a จงหาคาของ tan 78◦+cot 12◦
1−tan 78◦ cot 12◦ ในรปู a
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คาตรโีกณมติมิาตรฐาน

√
2 1

1

45◦

45◦
2 1

√
3

30◦

60◦

θ 30◦ 45◦ 60◦

sin θ 1
2

1√
2

√
3
2

cos θ
√
3
2

1√
2

1
2

tan θ 1√
3

1
√
3

ตัวอยาง 5.1.7 จงหาคาของ

1. cos2 45◦ + tan2 30◦

2. sin 60◦ cos 30◦

3. cot 45◦ + sec 60◦ + csc 30◦

4. sin 45◦(cos 45◦ + csc 45◦)

5. 1
tan 30◦+cot 60◦

6. 1
sin 60◦+cos 30◦ +

1
sin 60◦−cos 30◦
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จากรปู จงหาคาของตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิ ของมุม θ และ α

1.1

5 4

θ

α

1.2

24

7

θ

α

1.3

√
5

2

θ

α

2. กำหนดให tan θ = 2 จงหาคาของ

2.1 cos θ

2.2 tan θ

2.3 cot θ

2.4 sec θ

2.5 csc θ

2.6 cos(90◦ − θ)

2.7 tan(90◦ − θ)

2.8 sin(90◦ − θ)

2.9 csc(90◦ − θ)

2.10 sec(90◦ − θ)

3. ให A เปนมุมแหลมและ tanA+ cotA = 3 จงหาคาของ

3.1 tan2A+ cot2A

3.2 tan2A− cot2 A

3.3 tanA− cotA

3.4 tan4A− cot4 A

3.5 tan3A− cot3 A

3.6 tan3A+ cot3A

4. จงหาคาของ sin2 1◦ + sin2 2◦ + sin2 3◦ + ...+ sin2 89◦

5. จงหาคาของ

5.1 1− cos 45◦ sin 45◦

5.2 tan3 30◦ − cot3 30◦

5.3 sin 30◦ + cos 60◦

5.4 sec 30◦ − csc 60◦

5.5 cos 60◦(sin 45◦ + cot 45◦)

5.6 1
tan 30◦−cot 30◦

5.7 1
sin2 30◦+cos2 30◦

5.8 1
cot 45◦−tan 60◦ +

1
cot 45◦+tan 60◦

5.9 sin 45◦+cos 60◦
sin 45◦−cos 60◦ +

sin 45◦−cos 60◦
sin 45◦+cos 60◦
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5.2 วงกลมหนึง่หนวย (Unit Circle)
พิจารณาวงกลมหนึง่หนวย x2 + y2 = 1

X

Y

θ

(x, y)

(1, 0)(−1, 0)

(0, 1)

(0,−1)

ให (1, 0) เปนจดุเริม่ตน เมือ่วัดความยาวเสนรอบลงไปทวนเข็มนากิา (counterclockwise) ไปยังจดุสิ้นสดุ
ความยาวทีวั่ดไดใหมีคาเปนบวก เมือ่วัดวัดความยาวเสนรอบลงไปตามนากิา (clockwise) ไปยังจดุสิ้นสดุ ความ
ยาวทีวั่ดไดใหมีคาเปนลบ และเรยีกตัวเลขเหลาน้ันตามดวยหนวยเรเดยีน (radian) ดังน้ัน

π เรเดยีน เทยีบเทากับ 180 องศา

จะไดวา

• θ มีหนวยเปนองศา จะเทยีบเทากับ θ
180

π ในหนวยเรดยีน

• θ มีหนวยเปนเรเดยีน จะเทยีบเทากับ θ
π
180 ในหนวยองศา

ตัวอยาง 5.2.1 จงแปลงมุมในหนวยองศาใหเปนเรเดยีน

1. 0◦

2. 30◦

3. 45◦

4. 60◦

5. 90◦

6. 180◦

7. 270◦

8. 255◦

9. −360◦

10. −600◦

ตัวอยาง 5.2.2 จงแปลงมุมในหนวยเรเดยีนใหเปนองศา

1. π
6

2. π
3

3. 2π
3

4. 3π
4

5. 5π
6

6. 2π

7. 7π
3

8. 11π
6

9. −9π
4

10. −13π
2
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ถาลากเสนโคงจากจดุ (1, 0) ในทศิทวนเข็มนากิาไปสิ้นสดุทีจ่ดุ (x, y) ดวยความยาว θ เรเดยีน เราจะไดวา

X

Y

θ
(x, y)

(1, 0) 0(−1, 0)π

(0, 1)

π
2

(0,−1)

3π
2

x = cos θ และ y = sin θ

ตัวอยาง 5.2.3 จงหาคูอันอับ (x, y) บนวงกลมหนึง่หนวยของมุมตอไปนี้

1. 0

2. π
2

3. π

4. 3π
2

5. 2π

6. 2π
3

7. 3π
4

8. 5π
6

9. 2π

10. 11π
6

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาคาของ

1. sin π
4

2. cos 5π
3

3. sin 11π
6

4. tan π
4

5. cot 3π
4

6. sec 7π
6

7. csc 2π
3

8. tan 7π
3
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ถาลากเสนโคงจากจดุ (1, 0) ในทศิตามเข็มนากิาไปสิ้นสดุทีจ่ดุ (x, y) ดวยความยาว θ เรเดยีน เราจะไดวา

X

Y

θ
(x, y)

(1, 0) 0(−1, 0)−π

(0, 1)

−3π
2

(0,−1)

−π
2

ตัวอยาง 5.2.5 จงหาคูอันอับ (x, y) ของมุมตอไปนี้

1. −π 2. −3π
4

3. −5π
6

4. −4π
3

5. −11π
6

ตัวอยาง 5.2.6 จงหาคาของ

1. sin(−π
4
) 2. tan(−5π

3
) 3. cos(−7π

6
) 4. sec(−13π

4
)

ตัวอยาง 5.2.7 จงหาคาของ

1. sin2( π
12
) + sin2(5π

12
) 2. sin2(4π

3
) + cos2(19π

3
)
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงแปลงมุมในหนวยองศาใหเปนเรเดยีน

1.1 120◦

1.2 150◦

1.3 15◦

1.4 215◦

1.5 36◦

1.6 390◦

1.7 600◦

1.8 −90◦

1.9 −540◦

1.10 −330◦

2. จงแปลงมุมในหนวยเรเดยีนใหเปนองศา

2.1 π
2

2.2 4π
3

2.3 13π
6

2.4 17π
4

2.5 6π
5

2.6 4π

2.7 7π
12

2.8 11π
18

2.9 − π
18

2.10 −8π
36

3. จงหาคูอันอับ (x, y) บนวงกลมหนึง่หนวยของมุมตอไปนี้

3.1 π
4

3.2 7π
6

3.3 3π

3.4 −3π
2

3.5 −20π

3.6 17π
3

3.7 133π
4

3.8 2015π
6

3.9 −36π
18

3.10 111π
4

4. จงหาคาของ

4.1 sin(3π
4
)

4.2 tan(11π
3
)

4.3 cos(5π
6
)

4.4 sec(21π
4
)

4.5 csc(8π
3
)

4.6 cos(111π
4

)

4.7 cot(−121π
4

)

4.8 tan(−2016π
3

)

5. จงหาคาของ

5.1 sin2 0◦ + sin2 1◦ + sin2 2◦ + sin2 3◦ + ...+ sin2 180◦

5.2 tan 0◦ + tan 1◦ + tan 2◦ + ...+ tan 89◦ + tan 91◦ + ...+ tan 180◦
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5.3 เอกลักษณตรโีกณมติิ (Trigonometric Identity)
เอกลักษณการบวกมุมและการลบมุม (Angle-Sum and Angle-Difference Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.1 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sin(A+B) = sinA cosB + cosA sinB sin(A−B) = sinA cosB − cosA sinB

2. cos(A+B) = cosA cosB − sinA sinB cos(A−B) = cosA cosB + sinA sinB

3. tan(A+B) = tanA+tanB
1−tanA tanB tan(A−B) = tanA−tanB

1+tanA tanB

4. sin(−A) = − sinA cos(−A) = cosA tan(−A) = − tanA

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาคาของ

1. sin 75◦ 2. tan 15◦ 3. cos 165◦

ตัวอยาง 5.3.3 จงหาคาของ

1. sin 50◦ cos 10◦ + cos 50◦ sin 10◦

2. sin 70◦ sin 40◦ + cos 70◦ cos 40◦

3. sin 220◦ cos 100◦ − cos 220◦ sin 100◦

4. tan 80◦+tan 55◦
1−tan 80◦ tan 55◦

ตัวอยาง 5.3.4 กำหนดให tan θ = 3
4

เมือ่ π < θ < 3π
2

จงหาคาของ

1. sin θ

2. cos(π − θ)

3. tan(θ − π
4
)

4. sec(π
2
+ θ)
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เอกลักษณมุมสองเทา (Double-Angle Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.5 กำหนดให A เปนมุม แลว

1. sin(2A) = 2 sinA cosA

2. cos(2A) = cos2 A− sin2 A = 1− 2 sin2A = 2 cos2A− 1

3. tan(2A) = 2 tanA
1−tan2 A

ตัวอยาง 5.3.6 จงหาคาของ

1. sin 15◦ cos 15◦

2. 1− 2 cos2 75◦

3. sin2 105◦

4. tan 15◦
1−tan2 15◦

ตัวอยาง 5.3.7 กำหนดให sec θ = 5
3

เมือ่ −π
2
< θ < 0 จงหาคาของ

1. sin(2θ)

2. cos(2θ)

3. tan(π − 2θ)

4. csc(π
2
+ 2θ)
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เอกลักษณมุมครึง่เทา (Half-Angle Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.8 กำหนดให A เปนมุม แลว

1. sin(A
2
) = ±

√
1−cosA

2
sin2(A

2
) = 1−cosA

2

2. cos(A
2
) = ±

√
1+cosA

2
cos2(A

2
) = 1+cosA

2

3. tan(A
2
) = ±

√
1−cosA
1+cosA = 1−cosA

sinA = sinA
1+cosA

ตัวอยาง 5.3.9 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณมุมครึง่เทา

1. sin 15◦ 2. cos 75◦

ตัวอยาง 5.3.10 กำหนดให cosA = − 7
25

เมือ่ π
2
< A < π จงหาคาของ

1. sin(A
2
) 2. cos(−A

2
) 3. tan(A

2
)

ตัวอยาง 5.3.11 จงลดกำลังของคาตรโีกณตอไปนี้ โดยใช sin2 A = 1−cos 2A
2

และ cos2A = 1+cos 2A
2

1. sin2 2x 2. cos2 3x 3. cos4 x
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เอกลักษณการบวก (Sum Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.12 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sinA+ sinB = 2 sin(A+B
2

) cos(A−B
2

)

2. sinA− sinB = 2 cos(A+B
2

) sin(A−B
2

)

3. cosA+ cosB = 2 cos(A+B
2

) cos(A−B
2

)

4. cosA− cosB = −2 sin(A+B
2

) sin(A−B
2

)

ตัวอยาง 5.3.13 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณการบวก

1. sin 75◦ + sin 15◦ 2. cos 105◦ + cos 15◦

เอกลักษณการคณู (Product Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.14 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sinA cosB = 1
2
[sin(A+B) + sin(A−B)]

2. cosA sinB = 1
2
[sin(A+B)− sin(A−B)]

3. cosA cosB = 1
2
[cos(A+B) + cos(A−B)]

4. sinA sinB = −1
2
[cos(A+B)− cos(A−B)]

ตัวอยาง 5.3.15 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณการคณู

1. sin 105◦ cos 15◦ 2. cos 50◦ cos 10◦ + cos2 20◦ − sin 30◦
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาคาตอไปนี้

1.1 sin 20◦ cos 40◦ + cos 20◦ sin 40◦

1.2 cos 55◦ cos 10◦ + sin 55◦ sin 10◦
1.3 sin 95◦ sin 55◦ − cos 95◦ cos 55◦

1.4 tan 160◦−tan 40◦
1−tan 160◦ tan 40◦

2. ให cosA = 3
5

เมือ่ 0 < A < π
2

และ sinB = 5
13

เมือ่ 0 < B < π
2
จงหาคาของ

2.1 sin(A+B)

2.2 cos(A−B)

2.3 tan(A+B)

2.4 sin(A− 2B)

2.5 cos(A+B − π)

2.6 sec(2π − A−B)

2.7 cos(A+B + π)

2.8 sin(2A−π
2

)

3. กำหนดให cosA = −4
5

เมือ่ π < A < 3π
2

จงหาคาของ

3.1 sin(A
2
)

3.2 cos(A
2
)

3.3 tan(2A)

3.4 sin(2A)

3.5 cos(2A− π)

3.6 sec(A− 2π)

3.7 cos 2(A+ π)

3.8 sin(A−π
2

)

4. จงหาคาของ

4.1 cos 36◦ sin 18◦

4.2 sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦
4.3 sin 70◦ sin 50◦ sin 10◦

4.4 sin 500◦ − cos 110◦ − cos 10◦
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5.4 ฟงกชันตรโีกณมติิ (Trigonometric Function)
บทนยิาม 5.4.1 ให f เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ เราจะเรยีก f วาฟงกชันเป นคาบ (periodic function) ทีมี่คาบ p

ถา

f(x+ np) = f(x) ทกุๆ n = 1, 2, 3, ...

แอมพลจิดู (amplitude) ของฟงกชันคอื ครึง่หนึง่ของผลตางระหวางคาสงูสดุและคาตำ่สดุ (ถามีคาสงูสดุและตำ่สดุ)

ฟงกชันไซน (Sine function)

X

Y

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

1

−1

y = sinx

จากกราฟของฟงกชันไซน y = sinx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian)

2. เรนจ (range)

3. แอมพลจิดู (amplitude)

4. คาบ (period)

ฟงกชันโคไซน (Cosine function)

X

Y

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

1

−1

y = cosx

จากกราฟของฟงกชันโคไซน y = cosx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian)

2. เรนจ (range)

3. แอมพลจิดู (amplitude)

4. คาบ (period)
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ทฤษฎบีท 5.4.2 ให y = A sin(kx + ϕ) + b (หรอื y = A cos(kx + ϕ) + b) เมือ่ A, k เปนจำนวนจรงิทีไ่มใช 
ศนูย และ ϕ, b เปนจำนวนจรงิ แลวฟงกชันนี้ มี

1. โดเมนเปน R

2. เรนจเปน [−|A|+ b, |A|+ b]

3. คาบเปน 2π
k

4. แอมพลจิดูเปน |A|

ตัวอยาง 5.4.3 จงหา โดเมน เรนจ แอมพลจิดู และคาบ ของฟงกชันตอไปนี้

1. y = 5 sin 3x

2. y = 3 cos(πx+ π
2
)

3. y = π sin π(πx− π) + π

4. y = −10 cos(1000x+ π
3
)

5. y = cos2 x+ 1

6. y = sinx+ cos x
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ฟงกชันแทนเจนต (Tangent function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = tanx

จากกราฟของฟงกชันแทนเจนต y = tanx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)

ฟงกชันโคแทนเจนต (Cotangent function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = cotx

จากกราฟของฟงกชันโคแทนเจนต y = cot x จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)
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ฟงกชันเซกเกนต (Secant function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = secx

จากกราฟของฟงกชันเซกเกนต y = secx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)

ฟงกชันโคเซกเกนต (Cosecant function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = cscx

จากกราฟของฟงกชันโคเซกเกนต y = cscx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)
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แบบฝ กหัด 5.4
1. จงหา โดเมน เรนจ แอมพลจิดู และคาบ ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 y = 2 sin 2x

1.2 y = 4 cos(4x+ 4) + 4

1.3 y = e sin π(x− 1)

1.4 y = −7 cos 3(3x+ π) + 5

1.5 y = 1
3

sin(π
2
x− 1) + π

1.6 y = sin2 x

1.7 y = cosx sinx+ 1
2

1.8 y = 3 sin 2x+ 4 cos 2x

2. จงวาดกราฟตอไปนี้

2.1 y = 2 sinx

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

2.2 y = cos 2x

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

2.3 y = −2 sin 1
2
x

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π
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5.5 ฟงกชันตรโีกณมติผิกผัน (Inverse Trigonometric Function)
บทนยิาม 5.5.1 ใหฟงกชัน y = sinx เมือ่ x ∈ [−π

2
, π
2
] แลวฟงกชันผกผันของไซนคอื x = sin y เขียนแทนดวย

y = arcsin x

X

Y

−π
2

0 π
2

1

−1

y = sin x

X

Y

−π
2

0

π
2

1−1

y = arcsinx

ดังน้ันฟงกชันผกผันของไซนมีโดเมนเทากับ [−1, 1] และเรนจเทากับ [−π
2
, π
2
]

บทนยิาม 5.5.2 ใหฟงกชัน y = cos x เมือ่ x ∈ [0, π] แลวฟงกชันผกผันของโคไซนคอื x = cos y เขียนแทนดวย

y = arccosx

X

Y

0 π
2

π

1

−1

y = cosx

X

Y

0

π
2

π

1−1

y = arccosx

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคไซนมีโดเมนเทากับ [−1, 1] และเรนจเทากับ [0, π]

ตัวอยาง 5.5.3 จงหาคาตอไปนี้

1. arcsin 0

2. arccos 1

3. arcsin 1
2

4. arcsin(−1
2
)

5. arccos(−
√
3
2
)

6. arcsin(−1)
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บทนยิาม 5.5.4 ใหฟงกชัน y = tanx เมือ่ x ∈ (−π
2
, π
2
) แลวฟงกชันผกผันของแทนเจนตคอื x = tan y เขียนแทน

ดวย
y = arctan x

X

Y

−π
2

0 π
2

−2

−1

1

2 y = tan x

X

Y

−π
2

0

π
2

−2 −1 1 2

y = arctan x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของแทนเจนตมีโดเมนเทากับ R และเรนจเทากับ (−π
2
, π
2
)

บทนยิาม 5.5.5 ใหฟงกชัน y = cotx เมือ่ x ∈ (0, π) แลวฟงกชันผกผันของโคแทนเจนตคอื x = cot y เขียนแทน
ดวย

y = arccotx

X

Y

0 π
2

π

−2

−1

1

2 y = cotx

X

Y

−π
2

0

π
2

π

−2 −1 1 2

y = arccot x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคแทนเจนตมีโดเมนเทากับ R และเรนจเทากับ (0, π)

ตัวอยาง 5.5.6 จงหาคาตอไปนี้

1. arctan 0

2. arctan 1

3. arccot (−1)

4. arctan √3

5. arctan (− 1√
3
)

6. arccot 0
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บทนยิาม 5.5.7 ใหฟงกชัน y = secx เมือ่ x ∈ [0, π
2
) ∪ (π

2
, pi] แลวฟงกชันผกผันของเซกแกนตคอื x = sec y

เขียนแทนดวย
y = arcsec x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของเซกเกนตมีโดเมนเทากับ (−∞,−1] ∪ [1,∞) และเรนจเทากับ [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

บทนยิาม 5.5.8 ใหฟงกชัน y = cscx เมือ่ x ∈ [−π
2
, 0)∪ (0, π

2
] แลวฟงกชันผกผันของโคเซกแกนตคอื x = sec y

เขียนแทนดวย
y = arccsc x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคเซกเกนตมีโดเมนเทากับ (−∞,−1] ∪ [1,∞) และเรนจเทากับ [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]

ตัวอยาง 5.5.9 จงหาคาตอไปนี้

1. arcsec √2 2. arcsec (−2) 3. arccsc (−1)

ตัวอยาง 5.5.10 จงหาคาตอไปนี้

1. sin (arccos 3
5
)

2. sec (1
2
arcsin (−3

5
))

3. arctan 1
2
+ arctan 1

3

4. tan
[ arcsin 7

25
+arccos 7

25

2

]
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แบบฝ กหัด 5.5
1. จงหาคาตอไปนี้

1.1 arcsin 1
2

1.2 arccos (−1
2
)

1.3 arcstan (−√
3)

1.4 arcsin (−1)

1.5 arccot 2
1.6 arccos (−

√
3
2
)

1.7 arccsc (−2)

1.8 arcssec √2

2. จงหาคาตอไปนี้

2.1 arccos (sin 60◦)
2.2 arccos (sin 120◦)

2.3 arcsin (cos 7π
4
)

2.4 cos (arccos (−1
2
))

2.5 tan (arcsin
√
3
2
)

2.6 sec (arccot (−2))

3. จงหาคาตอไปนี้

3.1 sin (arcsin 1
3
)

3.2 cos (arcsin (−3
5
)

3.3 tan (arccos 1√
5
)

3.4 sec (arccos (− 5
13
))

3.5 cot (arcsin
√
2√
3
)

3.6 tan (arccot 2 + arccot 3)
3.7 tan (2arcsin (− 1√

5
))

3.8 cos (3arctan (−2))

3.9 sin (arctan 2 + arctan 3)
3.10 sin2 (1

2
arctan 4

3
)

4. จงหาคาของ arctan 1
3
+ arctan 1

5
+ arctan 1

7
+ arctan 1

8

5. จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืไม พรอมใหเหตผุลประกอบ

5.1 sin (arcsin x) = x

5.2 arcsin (sin x) = x

5.3 arctan x = arccot 1
x

เมือ่ x ̸= 0

5.4 arcsin x+ arccos x = π
2

5.5 arctan x+ arctan y = arctan ( x+y
1−xy

)
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