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บทที่ 1
พหนุาม (Polynomial)

1.1 พชีคณติของพหนุาม (Algebra of Ploynomial)
บทนยิาม 1.1.1 พหนุามหนึง่ตัวแปร (x) เมือ่ n = 0, 1, 2, ... อยูในรปู

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

เมือ่ a0, a1, a2, .., an เปนจำนวนจรงิเรยีกวาสัมประสทิธิ์ (coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวาสัมประสทิธิ์ตัวนำ (leading
coefficient) และ n เรยีกวาดกีรี (degree) เขียนแทน degP (x) ถา an = 1 เรยีกวา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)

ตัวอยาง 1.1.2 จงพิจารณาในแตละขอตอไปนี้ วาเปนพหนุามหรอืไม ถาเปนพหนุามจงหา ดกีรี สัมประสทิธิ์ตัวนำ และ
พหนุามดังกลาวเปนพหนุามโมนกิหรอืไม

1. x2 + 1

2. 3x2 + x− 1

3. 1
3
x3 + x2 + x+ 1

4. 5

5. 5x−1 + x+ 1

6. x 1
2 − 1

ตัวอยาง 1.1.3 จงทำใหพจนตอไปนี้อยูในรปูพหนุามตอไปนี้

1. (x2 + x+ 1) + (2x2 + 3x− 2)

2. (x3 + x− 1)− (x2 + x+ 1)

3. x4 − (x2 + 2x)− x(x+ 1)

4. x2(2x+ 1)− x(x2 + x− 3)

5. (x− 1)(x− 2)

6. (x2 + x− 1)(2x+ 1)

1



2 บทท่ี 1. พหนุาม (POLYNOMIAL)

บทนยิาม 1.1.4 ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P (x) = Q(x) ถา degP (x) = degQ(x) และอยูในรปู

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซึง่ทกุสัมประสทิธเทากัน หรอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

ทฤษฎบีท 1.1.5 ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม

P (x) = Q(x) ก็ตอเมือ่ degP (x) = degQ(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ตัวอยาง 1.1.6 จงหาคาของ A,B และ C เมือ่พหนุามท้ังสองเทากัน

1. x3 + Ax2 +Bx+ C = (x− 2)(x+ 3)(x+ 1) + 7

2. A(x− 1)(x− 2) +B(x− 1)(x− 3) + C(x− 2)(x− 3) = 1

ตัวอยาง 1.1.7 ถา a, b ∈ R และ P (x) = x4+2x3−2x2+ax+ b ถามีพหนุาม Q(x) โดยที่ P (x) = [Q(x)]2

จงหา a+ b



1.1. พีชคณิตของพหนุาม (ALGEBRA OF PLOYNOMIAL) 3

การหารพหนุาม (Division of Polynomial)

ทฤษฎบีท 1.1.8 ให P (x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยที่ S(x) ̸= 0

แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) ซึง่

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื degR(x) < degS(x)

เรยีก P (x) วาตัวถกูหาร (numerator) S(x) วาตัวหาร (denominator) Q(x) วาผลหาร (quotient) และ R(x) วาเศษ
(remainder) เราเรยีกวธินีี้ วา ข้ันตอนการหาร (the division algorithm)

หมายเหตุ การหารยาว (long division) ก็เปนวธิหีนึง่ในการหา Q(x) และ R(x)

ขอสังเกต ถา R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P (x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P (x)

ตัวอยาง 1.1.9 จงหาผลหาร Q(x) และเศษ R(x) ทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวย S(x) ในแตละขอตอไปนี้

1. S(x) = x− 1 และ P (x) = x3 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 5

2. S(x) = x2 + x+ 1 และ P (x) = x5 + 3x3 + 2x2 + x− 3

ตัวอยาง 1.1.10 ให P (x) = x3 + ax2 + bx+10 เมือ่ a, b เปนจำนวนเต็ม และ Q(x) = x2 +9 ถา Q(x) หาร
P (x) เหลอืเศษ 1 แลว P (a) + P (b) เทากับเทาใด



4 บทท่ี 1. พหนุาม (POLYNOMIAL)

ทฤษฎเีศษเหลอื (The Remainder Theorem)

ทฤษฎบีท 1.1.11 ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P (c)

บทพิสจูน . จากข้ันตอนการหาร x− c หาร P (x) จะไดวามี Q(x) และ R(x) ซึง่

P (x) = Q(x)(x− c) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื degR(x) < 1

กรณทีี ่ R(x) = 0 จะไดวา P (x) = Q(x)(x− c) แลว P (c) = R(x)

กรณทีี ่ degR(x) = 0 แลว R(x) = d เมือ่ d เปนคาคงที่ จะไดวา P (x) = Q(x)(x− c) + d

แลว P (c) = d = R(x)

ในทำนองเดยีวกัน สำหรับ m, k ∈ R ซึง่ m ̸= 0

mx− k หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P ( k
m
)

ตัวอยาง 1.1.12 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวยตัวหารทีก่ำหนดในแตละขอตอไปนี้

1. x− 1 หาร P (x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

2. x+ 2 หาร P (x) = x3 − 2x2 + x− 3

3. 2x− 1 หาร P (x) = 16x3 − 4x2 + 8x+ 1

ตัวอยาง 1.1.13 จงหาคา k ในแตละขอตอไปนี้

1. x+ 1 หาร P (x) = 3x4 + 2x2 ++kx− 5 เหลอืเศษ −3

2. x− 3 หาร P (x) = x3 − 4x2 + x+ k ลงตัว 2

ตัวอยาง 1.1.14 ถา 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดวย x− 1 ลงตัว แตหารดวย x+ 1 เหลอืเศษ −24 จงหา ab
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แบบฝ กหัด 1.1
1. จงหาคาของ A,B และ C เมือ่พหนุามท้ังสองเทากัน

1.1 (2x+ 1)(x−B) + A = 2x2 + x+ C

1.2 x(x+ A)(x+ C) +B = x3 + 3x2 + 4x− 2

1.3 2x2 + 3x+ 2 = A(x+B)2 + C

1.4 A(x− 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x+ 1)2 = 4x2

1.5 A(x+ 1)(x−B) + C = x2 + x+ 1

2. ถา A,B,C,D ∈ R และ Ax(x2 + 1) + B(x2 + 1)(x− 1) + (Cx +D)x(x− 1) = x2 − 1 จงหา
คาของ A+B − (C +D)

3. จงหาผลหาร Q(x) และเศษ R(x) ทีเ่กดิจากการหาร P (x) ดวย S(x) ในแตละขอตอไปนี้

3.1 S(x) = x2 − 1 และ P (x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

3.2 S(x) = x3 + 1 และ P (x) = x6 − 2x4 − x2 + x− 1

4. จงหา k ทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

4.1 x− 1 หาร x3 − 3x2 + 4x+ 2k เหลอืเศษ −2

4.2 x− 2 หาร x3 + kx2 + (k + 1)x+ 5 เหลอืเศษ 5

4.3 2x− 1 หาร 2x4 − 3kx+ x− k ลงตัว
4.4 x+ k หาร x3 − 5x2 − 8x+ 10 เหลอืเศษ −2

5. ถา a และ b เปนจำนวนจรงิ ถา ax5 + bx+ 4 หารดวย (x− 1)2 ลงตัว แลว a− b เทากับเทาใด

6. เมือ่ a, b ∈ R เมือ่ x + 1 หารพหุนาม 2x4 − 7x3 + ax2 + 7x + b ลงตัว และไดผลลัพธเทากับ 2x3 −
9x2 + 7x+ b จงหา a+ b

7. ถา 3x2 − 13x+ 4 เปนตัวประกอบของ 3x3 + ax2 + bx− 8 แลวคาของ a+ b มีคาเทากับเทาใด

8. ให P (x) เปนพหนุาม ถาหาร P (x) ดวย x − 1 จะเหลอืเศษเทากับ 3 และถาหาร P (x) ดวย x − 3 จะ
เหลอืเศษเทากับ 5 ถา r(x) = ax+b คอืเศษทีเ่หลอืจากการหาร P (x) ดวย (x−1)(x−3) แลว 3a+2b

เทากับเทาใด

9. กำหนดให P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมือ่ a, b เปนจำนวนจรงิ ถา x − 1 และ x + 3 ตางหาร P (x)

เหลอืเศษ 5 จงหาคาของ a+ 2b

10. ให P (x) = x2 + 7x − 3 เมือ่หาร P (x) ดวย x − p และ x + q จะไดเศษเหลอืเทากัน โดยที่ p ̸= q แลว
p− q มีคาเทาใด



6 บทท่ี 1. พหนุาม (POLYNOMIAL)

1.2 การแยกตัวประกอบ (Fractorization)
ทฤษฎบีท 1.2.1 ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c เปนตัวประกอบหนึง่ของ P (x) ก็ตอเมือ่ P (c) = 0

ตัวอยาง 1.2.2 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้
1. ให x− 1 เปนตัวประกอบของ P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

2. ให 2x− 1 เปนตัวประกอบของ P (x) = 2x3 + 16x2 − 5x− 3

3. P (x) = 2x3 + 5x2 + x− 2

4. ให x− 2 เปนตัวประกอบของ P (x) = 2x4 + 3x3 − 16x2 − 8x+ 24



1.2. การแยกตัวประกอบ (FRACTORIZATION) 7

ทฤษฎบีท 1.2.3 ใหพหนุามโมนคิ P (x) = a0 + a1x+ a2 + ...+ xn ซึง่ a0, a1, a2, ..., an−1 เปนจำนวนเต็ม แลว
จำนวนเต็ม c ทีท่ำให P (c) = 0 จะตองหาร a0 ลงตัว

ตัวอยาง 1.2.4 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้

1. P (x) = x3 − 4x2 + x+ 6 แลว c ทีเ่ปนไปไดคอืตัวหารท้ังหมดของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6

2. P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

3. P (x) = x3 − 6x2 − 11x− 6

4. P (x) = x4 + 2x3 − 13x2 − 14x+ 24
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ทฤษฎบีท 1.2.5 ใหพหนุาม P (x) = a0+a1x+a2+ ...+anx
n ซึง่ a0, a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็ม ซึง่ an ̸= 0

แลวจำนวนเต็ม c ทีท่ำให P (c) = 0 จะตองอยูในรปู c = p
q

ซึง่ p เปนตัวหารของ a0 และ q เปนตัวหารของ an

ตัวอยาง 1.2.6 จงแยกตัวประกอบของ P (x) ตอไปนี้

1. P (x) = 6x3 + 11x2 − 4x− 4

ตัวหารท้ังหมดของ 4 คอื ±1,±2,±4

ตัวหารท้ังหมดของ 6 คอื ±1,±2,±3,±6

ดังน้ัน c ท้ังหมดทีเ่ปนไปไดคอื ±1,±2,±4,±1
2
,±1

3
,±2

3
,±4

3
,±1

6

2. P (x) = 2x3 + 3x2 − 5x− 6

3. P (x) = 6x4 + 5x3 − 14x2 + x+ 2
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เศษส วนยอย (Partial Fraction)
ให p1(x), p2(x), q1(x), q2(x) เปนพหนุามซึง่ q1(x) ̸= 0, q2(x) ̸= 0 แลว

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
=

p1(x)q2(x) + p2(x)q1(x)

q1(x)q2(x)

ในทำนองเดยีวกัน
p(x)

h1(x)h2(x)
=

k1(x)

h1(x)
+

k2(x)

h2(x)

ในหัวขอนี้ เราจะศกึษาวธิกีารและรปูแบบของการเขียนเศษสวนยอยของพหนุามทีก่ำหนดเปนผลบวกของเศษสวนยอย
วธิกีารเขียนเศษสวนยอย โดยมีเงือ่นไข ดกีรตัีวหารตองมากกวาดกีรขีองตัวถกูหาร

(I) p(x)

(x− a)(x− b)(x− c)
=

A

x− a
+

B

x− b
+

C

x− c

(II) p(x)

(x− a)(x− b)2
=

A

x− a
+

B

x− b
+

C

(x− b)2

(III) p(x)

(x− a)(bx2 + cx+ d)
=

A

x− a
+

Bx+ C

bx2 + cx+ d

(IV) p(x)

(x− a)(bx2 + cx+ d)2
=

A

x− a
+

Bx+ C

bx2 + cx+ d
+

Dx+ E

(bx2 + cx+ d)2

ตัวอยาง 1.2.7 จงเขียนเศษสวนพหนุามตอไปนี้ ในรปูแบบของเศษสวนยอย (โดยไมตองคำนวณคา)

1. 1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)

2. x+ 1

(x− 1)(x− 2)2

3. 2x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)

4. 4x+ 2

(x2 + 1)(x− 1)2
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ตัวอยาง 1.2.8 ถา A,B,C เปนคาคงตัว และ
A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

x+ 3
=

1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 3)

จงหา A+B + C

ตัวอยาง 1.2.9 จงหาคาของ A,B,C ทีท่ำให A

x
+

B

x2
+

C

x− 1
=

x− 2

x2(x− 1)
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แบบฝ กหัด 1.2
1. จงเขียนเศษสวนพหนุามตอไปนี้ เปนผลบวกของเศษสวนยอย พรอมคำนวนคาใหสมบูรณ

1.1 4− 2x

(x+ 1)(x+ 3)

1.2 x

(x2 + 1)(x− 1)

1.3 4− 2x

(x2 + 1)(x− 1)2

1.4 2x2 + 5x− 1

x3 + x2 − 2x

2. จงแยกตัวประกอบของพหนุามตอไปนี้
2.1 x3 + 6x2 + 11x+ 6

2.2 x4 − 10x3 + 3x2 − 50x+ 24

2.3 x5 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1

2.4 x6 + 3x5 + 2x4 + x2 + 3x+ 2

2.5 2x3 + 3x2 − 5x− 6

2.6 12x3 + 16x2 − 5x− 3

2.7 3x4 − 8x3 + x2 + 8x− 4

2.8 4x4 − 4x3 − 25x2 + x+ 6

2.9 2x4 + 3x3 − 16x2 − 8x+ 24

2.10 4x5 + 16x4 + 9x3 − 31x2 − 40x− 12

2.11 6x5 + 11x4 − 9x3 − 13x2 + 3x+ 2

2.12 6x5 + 13x4 − 20x3 − 10x2 + 14x− 3
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1.3 สมการพหนุาม (Polynomial Equation)
บทนยิาม 1.3.1 เราจะเรยีกจำนวนจรงิ c วาเปนราก (root) ของพุหนาม P (x) ถา P (c) = 0 หรอืกลาววา c เปนราก
คำตอบหรอืผลเฉลย (solution) ของสมการ P (x) = 0

ทฤษฎบีท 1.3.2 ถา c วาเปนรากของพุหนาม P (x) แลว (x− c) เปนตัวประกอบของพหนุาม P (x)

ทฤษฎบีท 1.3.3 พุหนามดกีรี n จะมีรากทีเ่ปนจำนวนจรงิไมเกนิ n ราก

สมการเชงิเสน (Linear equation)

ตัวอยาง 1.3.4 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x+ 5 = 9

2. 9 + 5x = 3x+ 13

3. 5 + 3(x− 1) = 5x− 6

4. 5(3− x)− 2(4− 3x) = 11− 2(x− 1)

5. 5 + x

3
= 7

6. 3

4
x− 2 =

1

3
x+ 3

7. x+ 2

3
=

1− 2x

5

8. 3

x+ 1
=

6

5x− 1
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สมการกำลังสอง (Quadratic equation)
ทฤษฎบีท 1.3.5 รากคำตอบของพหนุาม ax2 + bx+ c = 0 เมือ่ a, b, c ∈ R, a ̸= 0 คอื

−b±
√
b2 − 4ac

2a

• ถา b2 − 4ac > 0 แลวพหนุามมีราก 2 รากเปนจำนวนจรงิ

• ถา b2 − 4ac = 0 แลวพหนุามมีราก 1 รากเปนจำนวนจรงิ (รากซ้ำ)

• ถา b2 − 4ac < 0 แลวพหนุามไมมีรากเปนจำนวนจรงิ

ตัวอยาง 1.3.6 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x2 − x− 2 = 0

2. x2 + 6x+ 8 = 0

3. x2 − 3x− 10 = 0

4. x2 + x+ 72 = 0

5. x2 + 13x− 36 = 0

6. 2x2 + 3x+ 1 = 0

7. 3x2 − 4x− 4 = 0

8. x2 + x− 1 = 0

9. x2 + x+ 1 = 0

10. 4x2 + 4x+ 1 = 0
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สมการของพหนุามดกีรสีงู (Higher degree polynomial equation)

ตัวอยาง 1.3.7 จงหารากคำตอบของสมการตอไปนี้

1. x3 − x2 + x− 1 = 0

2. x3 − x2 − 8x+ 12 = 0

3. 3x3 − 10x2 + 9x− 2 = 0

4. 2x3 − 3x2 − 8x+ 12 = 0

5. x4 − 5x2 + 4 = 0

6. x4 + 5x3 − 10x2 − 80x− 96 = 0
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ตัวอยาง 1.3.8 กำหนดให
A เปนเซตคำตอบของสมการ x3 + x2 − 27x− 27 = 0

B เปนเซตคำตอบของสมการ x3 + (1−
√
3)x2 − (36 +

√
3)x− 36 = 0

จงหาเซตของ A ∩B

ตัวอยาง 1.3.9 กำหนดให P (x) และ Q(x) เปนพหนุามดกีรี 2551 ซึง่สอดคลองกับ

P (n) = Q(n) สำหรับ n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

คาของ P (0)−Q(0) เทากับเทาใด
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แบบฝ กหัด 1.3
1. จงหารากคำตอบของสมการ

1.1 x+ 2 = 3

1.2 2(x− 1) = 3(x+ 1)

1.3 1
2
x+ 5 = 2

3
x− 1

1.4 x+2
3

= x−1
2

1.5 1
x
+ 1

x−1
= 1

x−2

1.6 x−1
x−2

= 3

1.7 x2 − 3x+ 2 = 0

1.8 x2 − 3x− 10 = 0

1.9 x2 + x− 12 = 0

1.10 x2 − 10x+ 21 = 0

1.11 2x2 − 3x− 2 = 0

1.12 4x2 + 4x− 15 = 0

1.13 9x2 + 6x+ 1 = 0

1.14 x2 − 3x+ 2 = 0

1.15 x2 − 4x+ 5 = 0

2. จงหารากคำตอบของสมการ

2.1 x3 − 2x2 + x+ 4 = 0

2.2 x3 − 5x2 − 2x+ 10 = 0

2.3 2x3 − 3x2 − 7x− 6 = 0

2.4 x3 − 2x2 − 5x+ 6 = 0

2.5 2x3 − 7x2 + 7x− 2 = 0

2.6 x5 + x3 − 2x2 − 12x = 8

2.7 4
x−4

+ 2x
x2−16

= 1
x+4

2.8 x+2
2x−6

+ 3
3−x

= x
2

2.9 x
x−1

− 2
1−x2 = 8

x+1

3. จงหารากคำตอบของสมการ

3.1 4
x2+4

+ 5
x2+5

= 2

3.2 x2+2x+1
x2+2x+2

+ x2+2x+2
x2+2x+3

= 7
6

3.3 21
x2−4x+10

− x2 + 4x = 6

3.4 (x2 − 6x)2 − 2(x− 3)2 = 81

3.5 x4 − 13x2 + 36 = 0

3.6 (x+ 3)(x+ 5)(x− 2)(x− 4) = 120

3.7 (x− 2)(x+ 3)(x+ 6)(x+ 1) + 56 = 0

3.8 (2x− 7)(x2 − 9)(2x− 5) = 91

3.9 (x+ 1)4 + (x+ 5)4 = 82

3.10 (2x+ 1)4 + (2x− 1)4 = 8

3.11 (x− 12)4 + (x− 7)4 = 96

3.12 x4 + 2x3 − x2 + 2x+ 1 = 0

3.13 8x4 − 42x3 + 29x2 + 42x+ 8 = 0

3.14 x5 + 3x3 + 3x2 + 1 = 0

3.15 (x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1) = 30x3

3.16 6x4 − 25x3 + 12x2 + 25x+ 6 = 0

3.17 10(x4 + 1)− 63x(x2 − 1) + 52x2 = 0

3.18 5x8 − 2x6 + 4x5 + 4x3 − 2x+ 5

4. รปูสามเหลีย่มมุมฉากรปูหนึง่มีพ้ืนที ่ 600 ตารางเซนตเิมตร ถาดานประกอบมุมฉากดานหนึง่ยาวเปน 75% ของ
ดานประกอบมุมฉากอกีดานหนึง่ แลวเสนรอบรปูสามเหลีย่มมุมฉากนี้ยาวกีเ่ซนตเิมตร

5. ถาสมการ (x2 + 1)(2x2 − 6x+ c) = 0 มีรากทีเ่ปนจำนวนจรงิเพียง 1 ราก จงหาคาของ c

6. จงหาคา k ทีเ่ปนจำนวนเต็มมากทีส่ดุซึง่รากของสมการ x2 + 2x+ (k + 3) = 0 เปนจำนวนจรงิ

7. ถา 2x2 = x− 3k เปนสมการทีค่ำตอบเปน a เพียงคำตอบเดยีว แลว 1 + 1
a
+ 1

a2
+ 1

a3
มีคาเทาใด
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1.4 อสมการพหนุาม (Polynomial Inequality)
อสมการเชงิเสน (Linear inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.1 ให a, b, c เปนจำนวนจรงิ

1. a < b < c ก็ตอเมือ่ a < b และ b < c

2. a < b ก็ตอเมือ่ a+ c < b+ c

3. a < b และ c > 0 แลว ac < bc

4. a < b และ c < 0 แลว ac > bc

ตัวอยาง 1.4.2 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. 2x+ 3 < 9

2. 3x− 5 ≤ x+ 8

3. 3(x− 5) ≥ 12− (1− 3x)

4. 3(x− 5) < 11 + 3x

5. −1 < 4x+ 7 < 11

6. 4− 2x < 5x− 2 < 3x+ 6
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อสมการของพหนุามกำลังสอง (Quadratic inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.3 ให a, b เปนจำนวนจรงิ

1. ab > 0 ก็ตอเมือ่ (a > 0 และ b > 0) หรอื (a < 0 และ b < 0)

2. ab < 0 ก็ตอเมือ่ (a < 0 และ b > 0) หรอื (a > 0 และ b < 0)

ทฤษฎบีท 1.4.4 ให α, β ∈ R ซึง่ α < β แลว

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คอื (α, β)

α β

+ − +

เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) ≤ 0 คอื [α, β]

α β

+ − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คอื (−∞, α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) ≥ 0 คอื (−∞, α] ∪ [β,∞)

α β

+ − +
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ตัวอยาง 1.4.5 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2) < 0

2. (x+ 1)(3− x) > 0

3. x2 ≤ 5x− 6

4. 7x− 12 ≤ x2

5. 5x2 + 6 ≤ 17x

6. 3x2 − 8x+ 5 ≤ 0

7. x2 − 4x+ 4 > 0

8. x2 − 4x+ 4 < 0

9. x2 + 2x− 3 ≥ 0

10. x2 + 2x− 3 ≤ 0

11. x2 + 2x+ 2 ≥ 0

12. x2 + 2x+ 2 ≤ 0
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อสมการของพหนุามดกีรสีงู (Higher degree polynomial inequality)
ทฤษฎบีท 1.4.6 ให α, β, γ ∈ R ซึง่ α < β < γ แลว

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β)(x− γ) < 0 คอื (−∞, α) ∪ (β, γ)

α β γ

− + − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β)(x− γ) > 0 คอื (α, β) ∪ (γ,∞)

α β γ

− + − +

ตัวอยาง 1.4.7 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2)(x− 3) < 0

2. x(x− 1)(x− 2) > 0

3. x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) ≤ 0

4. (1− x)(x+ 1)(2x− 1) ≥ 0

5. x(1− x)(x− 2)(2− 3x) > 0

6. (1− x)(x− 1)(x2 − 4) ≥ 0
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ตัวอยาง 1.4.8 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x− 1)(x− 2)2 < 0

2. x(x− 1)3(x− 2)4 > 0

3. (x+ 1)10(x+ 2)5(x+ 3)7 ≤ 0

4. (1− x)12(x+ 1)5(1− 2x)77 ≥ 0

ตัวอยาง 1.4.9 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. (x2 − 1)(x2 − 5x+ 6) < 0

2. (x4 − 1)(x2 − 4) > 0

3. 6x3 + 11x2 − 4x− 4 ≤ 0

4. x3 − 4x2 + x+ 6 ≥ 0
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อสมการพหนุามในรปูการหาร (Polynomial inequality for division)
ทฤษฎบีท 1.4.10 ให a, b เปนจำนวนจรงิ

1. a
b
> 0 ก็ตอเมือ่ ab > 0

2. a
b
< 0 ก็ตอเมือ่ ab < 0

3. ถา b ̸= 0 แลว a
b
≥ 0 ก็ตอเมือ่ ab ≥ 0

4. ถา b ̸= 0 แลว a
b
≤ 0 ก็ตอเมือ่ ab ≤ 0

ตัวอยาง 1.4.11 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. x− 1

x− 2
< 0

2. 1− x

3x− 2
≥ 0

3. (x+ 1)(x+ 2)

(x− 2)(x+ 3)
≥ 0

4. x4 − 1

x2 − 1
< 0

ตัวอยาง 1.4.12 จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1. x

x+ 2
>

1

x
2. 3x2 − x+ 2

x2 − 2x+ 3
< 2
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แบบฝ กหัด 1.4
1. จงหาเซตคำตอบของอสมการ

1.1 3x+ 1 < 2x− 1

1.2 4x+ 7 > 2(x+ 1)

1.3 2(3x− 1) ≥ 3(x− 1)

1.4 4−(3−x) < 3x−(3−2x)

1.5 x2 − x− 6 ≥ 0

1.6 2x2 + 7x+ 3 ≥ 0

1.7 4x− x2 ≤ 4

1.8 2x < 3− x2

1.9 6x− x2 ≥ 5

1.10 x2 + 2x < 15

1.11 3x2 + 2 ≥ 7

1.12 x3 − 3x2 ≤ 10x

1.13 x3 − x2 − x− 1 ≥ 0

1.14 x3 − x > 2x2 − 2

1.15 x(x2 + 4) < 5x2

2. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
2.1 x2+12

x
> 7

2.2 x2+6
x

≤ 5

2.3 (x−1)(x+3)
x

− 2 ≤ 0

2.4 2x−3
(x+2)(x−5)

> 0

2.5 6
x−1

> 1

2.6 2x−4
x−1

< 1

2.7 6
x−4

≤ x+ 1

2.8 8
x+2

≥ x

2.9 5−x
x2−3x+2

< 1

2.10 x+6
x(x+1)

< 6

2.11 1
x+1

≥ 1
x+4

2.12 1
x+2

≥ 1
2x−3

2.13 x
x+2

> 1
x

2.14 x+1
2x−3

≤ 1
x−3

2.15 (1−x)(1+2x)
x+1

> 0

2.16 (x2+3x−10)(x2+x−6)
x2+2x−15

≥ 0

2.17 (2x2+x−1)(3x2−5x)
3x2−2x−1

≤ 0

2.18 0 ≤ x2 + 1 ≤ 5

2.19 2
x−1

≤ x ≤ 3
x−2

2.20 6
x−1

> 1

2.21 1 ≤ 2x+1
x−4

< 3

2.22 2x+1
(x−4)2(x−3)2

> 0

2.23 8x2−11+10
(x+4)(x2−2x−63)

≤ 0

2.24 18−15x
x2+2x+3

> x− 6

3. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
3.1 x+3

(x+1)2(x−7)9
≥ 0

3.2 (x+1)(x+3)(x+5)
(x−4)2(x−2)

≤ 0

3.3 (x−5)5(x+9)8(x−10)10

(x+7)9(x+2)4(x−4)100
≤ 0

3.4 (x−3)2(x+4)4

(x−7)6
≥ 0

3.5 (x+6)3(x+3)4(x+1)2

(x2−1)2(x2+3)
≥ 0

3.6 (x2+3x−10)(x2−x−12)
x2+x−20

≥ 0

3.7 (2x+ 1)2(x+ 1)5 < 0

3.8 (x− 1)11(x− 2)26(x− 4)72 ≥ 0

3.9 (x+ 1)4(x− 2)9(x− 3)27(x+ 4)150 ≤ 0

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

5. แมคาขายกวยเตี๋ยวชามละ 25 บาท โดยมีคาเช ารานวันละ 120 บาท และตนทนุคาวัตถดุบิท้ังหมดคดิเปนชาม
ละ 18 บาท ถาตองการใหไดกำไรไมตำ่กวาวันละ 500 บาท เขาเตองขายใหไดอยางนอยวันละกีช่าม

6. พีมี่เงินมากกวานอง 120 บาท ถาท้ังสองคนมีเงินรวมกันไมเกนิ 1, 240 บาท แลวพีมี่เงินมากทีส่ดุกีบ่าท

7. กำหนดให A = {x | (2x+ 1)(x− 1) < 2} และ B = {x | 16− 9x2 > 0} แลวจงหา A ∩B

8. จงหาเซตของจำนวนจรงิ m ซึง่ทำใหสมการ x2 −mx+ 4 = 0 มีรากเปนจำนวนจรงิ
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1.5 คาสัมบูรณ (Absolute values)
บทนยิาม 1.5.1 คาสัมบูรณ (Absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทางจาก x ไปยัง 0

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4

ทฤษฎบีท 1.5.2 สำหรับจำนวนจรงิ x ใดๆ |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 1.5.3 จงหาคาสัมบูรณของจำนวนตอไปนี้

1. | − 1|+ |5− 1| − | − 3|

2. |2(1− | − 2|)| − 2|2− 1| − | − 2|

3. |1− 1
2
|+ |1− 1

3
| − | − 4|

4. |1−√
2|+ |1 +

√
2|

สมบัตคิาสัมบูรณ (Properties of Absolute values)

ทฤษฎบีท 1.5.4 ให x, y เปนจำนวนจรงิใดๆ แลว

1. |x| ≥ 0 ( |x| = 0 ก็ตอเมือ่ x = 0 )
2. |x| = | − x| หรอื |x− y| = |y − x|

3. |xy| = |x||y|

4.
∣∣∣∣xy

∣∣∣∣ = |x|
|y|

เมือ่ y ̸= 0

5.
√
x2 = |x|

6. |x|n = |xn| เมือ่ n ∈ N

7. |x|2 = |x2| = x2

8. |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Triangle inequality)
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ตัวอยาง 1.5.5 ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จงพิจารณา X หรอื × ของขอความตอไปนี้

1. � √
x4 = x2

2. � n
√
xn = x เมือ่ n ∈ N

3. � ถา x > 0 และ y < 0 แลว |x+ y| = |x|+ |y|

4. � ถา x > 0 และ y > 0 แลว |x+ y| = |x|+ |y|

5. � ถา x < 0 และ y < 0 แลว |xy| = xy

6. � ถา x > 0 และ y > 0 แลว |x− y| = x− y

7. � ถา x|y| > 0 แลว x > 0

8. � ถา xy|x||y| > 0 แลว x > 0 หรอื y > 0

9. � ถา x2 = y2 แลว x = y

10. � |x|+ |y| = 0 ก็ตอเมือ่ x = y = 0

11. � ถา √
(x− y)2 = x− y แลว x ≥ y

12. � ถา x3y|z| < 0 แลว y < 0

13. � |x| − |y| ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|

14. � |x| − x

x− |x|
มีคาเทากับ 1 หรอื −1

15. � ถา |x|+ |y| ≤ |x+ y| แลว x = y
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สมการคาสัมบูรณ (Absolute value Equations)

ทฤษฎบีท 1.5.6 ให a > 0 สำหรับ |x| = a แลว x = a หรอื x = −a

a−a 0

a

บทแทรก 1.5.7 ให a > 0 สำหรับ |x− c| = a แลว x = a+ c หรอื x = c− a

c+ ac− a c

a

ตัวอยาง 1.5.8 จงหาผลเฉลยของสมการตอไปนี้

1. |x| = 2

2. |x− 1| = 1

3. |2− x| = 2

4. |x+ 5| = −1

5. |x− 4| = 0

6. |x2 − x− 3| = 3
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วธิผีลตางกำลังสองสำหรับสมการคาสัมบูรณ (The Different Square Method)
หลักการ สำหรับ a(x) ≥ 0 (ตรวจคำตอบทกุคร้ัง)

|f(x)| = a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 = [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] = 0

ตัวอยาง 1.5.9 จงหาผลเฉลยของสมการตอไปนี้

1. |1− x| = 2

2. |x− 1| = x

3. |x+ 3| = |1− x|

4. |x2 − 3| = −x

5. 6x2 − 2 = |x|

6. |x− 1| = x− 1

7. |1 + 1
x
| = 1

x

8. |1− 2
x
| = x
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อสมการคาสัมบูรณ (Asolute Value Inequalities)

ทฤษฎบีท 1.5.10 ให a > 0

(ก) |x| < a แลว −a < x < a

a−a 0

−a < x < a

(ข) |x| > a แลว x < −a หรอื x > a

a−a 0

x > ax < −a

บทแทรก 1.5.11 ให a > 0

(ก) |x− c| < a แลว c− a < x < c+ a

c+ ac− a c

c− a < x < c+ a

(ข) |x− c| > a แลว x < c− a หรอื x > c+ a

c+ ac− a c

x > c+ ax < c− a
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ตัวอยาง 1.5.12 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. |x| < 2

2. |x− 1| ≤ 1

3. |2x− 1| ≥ 1

4. |2− x| < 2

5. |x+ 5| < −1

6. |x+ 5| > −1

7. |x− 1| ≤ 0

8. |x− 1| < 0

9. |x2 − 1| > 0

10. |x2 + x− 1| ≥ 0
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วธิผีลตางกำลังสองสำหรับอสมการคาสัมบูรณ (The Different Square Method)
หลักการ สำหรับ a(x) > 0 (ตรวจคำตอบทกุคร้ัง)

• |f(x)| < a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 < [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] < 0

• |f(x)| > a(x) ก็ตอเมือ่ [f(x)]2 > [a(x)]2 ก็ตอเมือ่ [f(x)− a(x)][f(x) + a(x)] > 0

ตัวอยาง 1.5.13 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. |x| < 2

2. |x− 1| > 2

3. |2x+ 3| > x

4. |2x− 1| ≤ |x|

5. |2− x| ≤ −x

6. |x2 − 1| > 2
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ตัวอยาง 1.5.14 ให R แทนเซตของจำนวนจรงิ ถา

A =

{
x ∈ R | |1− x| − 2

x+ |x| − 3
> 2

}
จงหาเซตของ A ∩ [0, 1)

ตัวอยาง 1.5.15 กำหนดให

A =

{
x ∈ R | |x| − 1

|x| − 2
≤ 0

}
และ B = {x ∈ R | 1 ≤ |x| ≤ 3 }

เมือ่ R แทนเซตจำนวนจรงิ จงหาเซตของ A′ ∪B
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แบบฝ กหัด 1.5
1. จงหาเซตคำตอบของสมการ

1.1 |x+ 1| = 4

1.2 |3x+ 1
3
| = 3

1.3 |x2 − 20| = 5

1.4 |x2 − 4| = 0

1.5 |3x− 1| = |2x+ 1|

1.6 |x− 6| = |3− 2x|

1.7 |2x+ 4| = |x− 4|

1.8 |1− x| = 1− x

1.9 |x2 + x− 6| = 6− x− x2

1.10 |x2 + 3x− 2| = 3x+ 7

1.11 |2x+ 1| = x

1.12 |2x+ 3| = x− 5

1.13 (|x| − 4)(|x|+ 3) = −6

1.14 |x+ 1|+ 2 = |3x+ 1|

1.15 |2x− 1| − |3− x| = 3

1.16 |x+ 2| = 1 + |x− 3|

1.17 |x+1|+ |x|+ |x− 1| = 2

1.18 ||2x− 1| − 1| = 2

1.19 ||x| − |2x+ 1|| = −x

1.20 |x+2
x+3

| = 2

1.21 |5x−1|
5x−1

+ 4x = 0

1.22 | 1
x−3

| = x

1.23 |1− x−2
x+1

| = 2x

1.24 |x+2
x+3

| = 2| x
x+1

|

2. จงหาเซตคำตอบของสมการ

2.1 |x+ 1| < 4

2.2 |2x+ 1| > 3

2.3 | 1
x
− 2| < 3

2.4 |12x+ 5| ≤ 7

2.5 |x2 + x| < |x+ 4|

2.6 |x+ 2| ≤ 3− |x+ 1|

2.7 |x2 − 5x| ≥ 5x

2.8 |4x+ 3| ≤ |5x+ 3|

2.9 (|x| − 1)(|x| − 3) < 0

2.10 2x+ 1 < |x| < 3x+ 2

2.11 |x− 2|+ |x+ 1| ≤ 6

2.12 |x+ 1||x− 1| > |x+ 2|

2.13 |2x+ 3| − |x+ 4| < 2

2.14 |1+2x|−1
x−1

< −x

2.15 |x− 1| > x+ |x+ 1|

2.16 |x+2|
|2x−3| ≥ 3

2.17 |2x| − 3 ≤ |7x− 1|

2.18 |2x|+ 1 ≥ |2x+ 1|

2.19 |3x+ 7| > 5(1− x)

2.20 |x(x− 2)| < x2 − x− 2

2.21 |x2 − x− 1| < 5

2.22 | x
2−x

| < | x
x+2

|

2.23 |x|+1
|x| > 1

2.24 |x+2|+x
|x−1|+3

> 3

2.25 |x− 1||x+ 3| ≥ 5

2.26 |x−2|
|2−x| − 2 > x+ 1

2.27 |x− 1|+ |x+3| < |x|+1

3. จงหาจำนวนจรงิ x ท้ังหมดทีส่อดคลองอสมการตอไปนี้

3.1 |x| < x 3.2 |x| > x 3.3 |x| < −x 3.4 |x| > −x

4. จงหาเซตคำตอบของสมการ |(2x− 1)− (x2 + 2x+ 3)| = |2x− 1|+ |x2 + 2x+ 3|

5. จงหาเซตคำตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

6. จงหา y ทีเ่ปนจำนวนจรงิซึง่ y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมือ่ x ∈ R

7. จงหาเซตคำตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150



บทที่ 2
ฟงกชัน (Functions)

2.1 ความสัมพันธและฟงกชัน (Relations and Functions)
ในวชิาคณติศาสตร การจับคูระหวางสิง่สองสิง่ทีมี่ความสัมพันธ กันจะใช คูอันดับ เปนสัญลักษณแทนสิง่สองสิง่ทีมี่
ความสัมพันธกัน เช น (2, 4) หมายถงึ 2 ความสัมพันธกับ 4 ในกรณทัีว่ไป เราจะเขียนคูอันดับ ในรปู (a, b) เรยีก a วา
สมาชกิตัวแรกของคูอันดับ หรอื สมาชกิตัวหนา และเรยีก b วา สมาชกิตัวทีส่องของคูอันดับ หรอืสมาชกิตัวหลัง

บทนยิาม 2.1.1 การเทากันของคูอันดับ (a, b) = (c, d) ก็ตอเมือ่ a = c และ b = d

การไมเทากันของคูอันดับ (a, b) ̸= (c, d) ก็ตอเมือ่ a ̸= c และ b ̸= d

ตัวอยาง 2.1.2 การเทากันและการไมเทากันของคูอันดับ
(x, 4) = (3, y) เมือ่ ...........
(2, 0) ̸= (0, 2)

ตัวอยาง 2.1.3 กำหนดให (2x, y − 2) = (x+ 3, 1) จงหา (x+ y, x− y)

33
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ผลคณูคารทเีชยีน (Cartesian product)
ถากำหนดเซตสองเซตใดๆ เราสามารถเขียนเซตของคูอันดับ โดยทีส่มาชกิตัวหนามาจาก เซตแรกและสมาชกิตัว

หลังมาจากเซตหลังไดดังตัวอยางตอไปนี้ ให A = {1, 3} และ B = {3, 4} โดยกำหนดใหสมาชกิตัวหนามาจากเซต
A และสมาชกิ ตัวหลังมาจากเซต B จะไดเซตของคูอันดับ ท้ังหมดคอื {(1, 3), (1, 4), (3, 3), (3, 4)} เราเรยีกเซต
ของคูอันดับ ท้ังหมดนี้ วา ผลคณูคารทเีชยีน โดยมีบทนยิามดังนี้

บทนยิาม 2.1.4 ผลคณูคารทเีชยีนของเซต A และ B คอืเซตของคูอันดับ (x, y) ท้ังหมดที่ x ∈ A และ y ∈ B แทน
ดวย

A×B = {(x, y)|x ∈ A ∧ y ∈ B} หรอื (x, y) ∈ A×B ↔ x ∈ A ∧ y ∈ B

ตัวอยาง 2.1.5 ให A = {2, 4, 8} และ B = {a, c}
A×B =

B × A =

ขอสังเกต จากตัวอยางขางตนจะเห็นวา A×B ไมจำเปนตองเทากับ B × A เสมอไป

ถา A และ B เปนเซตจำกัด แลว A× B จะมีจำนวนสมาชกิเทากับจำนวนสมาชกิของ A คณูกับจำนวนสมาชกิ
ของ B หรอื n(A×B) = n(A) · n(B)

ตัวอยาง 2.1.6 กำหนดให A = {1, 2, 4} และ B = {2, 4, 7, 8}
จะได n(A×B) = n(A) · n(B) = 3× 4 = 12

และ n(B × A) = n(B) · n(A) = 4× 3 = 12

ตัวอยาง 2.1.7 กำหนดให n(A×B) = 15 และ A = {3, 5, 7} จงหา n(B)

ขอควรระวัง ถา n(A×B) = n(B × A) แลว A×B ไมจำเปนตองเทากับ B × A เสมอไป
โดยทัว่ ไป ผลคณูคารทเีชยีนไมมีกฎการตัดออก ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 2.1.8 ให A = {3} และB = {5} และ C = ∅
จะได A× C = ∅ และ B × C = ∅
ดังน้ัน A× C = B × C แต .................
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ความสัมพันธ (Relations)
ดังทีไ่ดกลาวไววา เราใชคูอันดับ (a, b) แทนความสัมพันธระหวาง a และ b จงึกลาววา ความสัมพันธ คอื เซตของ

คูอันดับ ทีเ่ปนสับเซตของผลคณูคารทเีชยีน

บทนยิาม 2.1.9 กำหนดให A,B เปนเซตใดๆ
1. ความสัมพันธ r เปนเป นความสัมพันธจาก A ไป B ก็ตอเมือ่ r ⊂ A×B

2. ความสัมพันธ r เปนเป นความสัมพันธจาก A ไป A หรอืเรยีกวาความสัมพันธใน A ก็ตอเมือ่ r ⊂ A× A

ขอสังเกต
1. ∅ เปนความสัมพันธจาก A ไป B เสมอ
2. นยิมเขียน r ในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข ดังนี้ r = {(a, b) ∈ A×B|.........}
3. นยิมเขียน (a, b) ∈ r หมายถงึ a มีความสัมพันธ r กับ b เขียนแทนดวย arb

4. จำนวนความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมด = 2n(A×B)

ตัวอยาง 2.1.10 กำหนดให A = {6, 8, 10}, B = {2, 3} และ r เปนความสัมพันธ "มากกวา" จาก A ไป B

จะไดวา r = ...............................

ตัวอยาง 2.1.11 กำหนดให A = {2, 4} และ B = {5, 7}
r1 ={(2,5),(2,7)} เปนความสัมพันธจาก A ไป B

r2 ={(5,2),(5,4),(7,4)} เปนความสัมพันธจาก B ไป A

r3 ={(5,5),(5,7),(7,5)} เปนความสัมพันธจาก B ไป B

ตัวอยาง 2.1.12 กำหนดให A = {1, 2, 4, 6} และ B = {0, 1, 2, 3, 5, 7} และ C = {1, 3, 5, 7, 9}

จำนวนความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมดคอื 24×6 = 224 ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธจาก B ไป C ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธใน A ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ

จำนวนความสัมพันธใน C ท้ังหมดคอื ความสัมพันธ
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ฟงกชัน (Functions)
ในวชิาคณติศาสตร ฟงกชันเปนความสัมพันธรปูแบบหนึง่ทีเ่ปนพ้ืนฐานสำคัญในการศกึษาเรือ่งอืน่ๆ โดยมีบทนยิาม
ดังนี้

บทนยิาม 2.1.13 ฟงกชัน คอื ความสัมพันธ r ใดๆ ซึง่มีสมบัตวิา

ถา (x, y) ∈ r และ (x, z) ∈ r แลว y = z

หรอือาจกลาววา ฟงกชัน คอื ความสัมพันธทีส่มาชกิในโดเมนแตละตัวจับคูกับสมาชกิในเรนจของ ความสัมพันธเพียง
ตัวเดยีวเทาน้ัน

การตรวจสอบความสัมพันธทีก่ำหนดใหเป นฟงกชันหรอืไม

1.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูเซตแบบแจกแจงสมาชกิ
ตรวจสอบโดยดูจากคูอันดับแตละตัวโดยพิจารณาวา คูอันดับทีมี่สมาชกิตัวหนาเหมือนกันแลวตองมีสมาชกิ

ตัวหลังเหมือนกันดวย ถาไมเหมือนกันกับความสัมพันธทีก่ำหนดก็จะไมเปนฟงกชัน หรอือาจจะกลาววาฟงกชันเปน
ความสัมพันธทีส่มาชกิตัวหนาของคูอันดับ ทกุตัวจับคูกับสมาชกิตัวหลังเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข
ตรวจสอบโดยพิจารณาวาสมาชกิตัวหนาตัวเดยีวสามารถจับคูกับตัวหลังไดเพียงตัวเดยีวหรอืไม

ถาสามารถจับคูได เพียงตัวเดยีว ความสัมพันธ ที ่กำหนดใหจะเปนฟงกชัน ถาสามาถจับคูไดมากกวา 1 ตัว ความ
สัมพันธทีก่ำหนดใหจะไมเปนฟงกชัน

3.กรณทีีค่วามสัมพันธอยูในรปูกราฟ
ตรวจสอบโดยลากเสนตรงขนานแกน Y ถาเสนตรงตัดกราฟเพียงหนึง่จดุ แลวความสัมพันธน้ันจะเปนฟงกชัน

ถาเสนตรงตัดกราฟเพียงมากกวาหนึง่จดุ แลวความสัมพันธน้ันจะไมเปนฟงกชัน

ตัวอยาง 2.1.14 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
r1 = {(1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 9)}
r2 = {(1,−1), (1, 1), (2, 4), (3, 5)}
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ตัวอยาง 2.1.15 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
r1 = {(x, y)|y = 2}
r2 = {(x, y)|x = 3}
3.r3 = {(x, y)|x = y2 + 1}

ตัวอยาง 2.1.16 จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
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แบบฝ กหัด 2.1
1. กำหนดให (2x+ 5, 4) = (10− 3x, 2y) จงหาคา x และ y

2. กำหนดให (x2 + 4, 2y − 1) = (−4x,−2y − 1) จงหาคา x และ y

3. กำหนดให A = {1, 3, 5, 7} และ B = {i, j, k} จงหาคา n(A×B)

4. กำหนดใหความสัมพันธ r = {(x, y) ∈ N× N|x− y ≤ 3 และ 2 ≤ x ≤ 4} จงหาความสัมพันธ r ในรปูคู
อันดับ

5. ถา A = {1, 2, 3, 5} และ r = {(a, b) ∈ A×A|a ≤ b} แลวจำนวนสมาชกิในความสัมพันธ r เทากับเทาไร

6. ความสัมพันธในขอใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
1. {(1, 2), (2, 3), (3, 5), (3, 6)}
2. {(0, 2), (2, 1), (3, 5), (5, 4)}
3. {(−2, 2), (1,−1), (0, 2), (3, 7)}
4. {(1, 3), (3, 1), (3, 3), (4, 1)}
5. {(1, 2), (2, 3), (1, 5), (1, 6)}

7. จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
1.r1 = {(x, y)|y = 2x+ 7}
2.r2 = {(x, y)|y2 =

√
4− x2}

3.r2 = {(x, y)|x = y2 − 1}

8. จากกราฟตอไปนี้ จงพิจารณาวาความสัมพันธใดตอไปนี้ เปนฟงกชัน
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2.2 โดเมนและเรนจ (Domain and Range)
เนือ่งจากความสัมพันธ เปนเซตของคู อันดับที ่ประกอบดวยสมาชกิตัวหนาและสมาชกิตัวหลัง เราจะเรยีกเซตของ
สมาชกิตัวหนาของคูอันดับในความสัมพันธวาโดเมนของความสัมพันธ และเรยีกเซตของสมาชกิตัวหลังของคูอันดับ
ในความสัมพันธวา เรนจของความสัมพันธ ดังบทนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 2.2.1 ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B

โดเมนของ r (domain of r) คอื เซตของสมาชกิตัวหนาของคูอันดับท้ังหมดในความสัมพันธ r แทนดวย

Dr = {x|x ∈ A ∧ ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r}

เรนจของ r (range of r) คอื เซตของสมาชกิตัวหลังของคูอันดับท้ังหมดในความสัมพันธ r แทนดวย

Rr = {y|y ∈ B ∧ ∃x ∈ A, (x, y) ∈ r}

วธิกีารหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธ
กำหนดให r เปนความสัมพันธ

1.ถาความสัมพันธ r อยูในรปูเซตทีเ่ขียนแบบแจกแจงสมาชกิหรอืสามารถเขียนใหอยูในรปูเซต
แบบแจกแจงสมาชกิได เราจะหาโดเมนโดยพิจารณาสมาชกิตัวหนาของคูอันดับ และหาเรนจโดยพิจารณาสมาชกิ
ตัวหลังของคูอันดับ

2.ถาความสัมพันธ r อยูในรปูเซตทีเ่ขียนแบบบอกเงือ่นไข
1.หาโดเมน โดยการจัด y ใหอยูในเทอมของ x แลพิจารณาคา x ทีเ่ปนไปไดท้ังหมดทีท่ำให y หาคา

ได และคา x ทีไ่ดท้ังหมดนี้คอื คาทีเ่ปนโดเมนของ r
2.หาเรนจ โดยการจัด x ใหอยูในเทอมของ y แลพิจารณาคา y ทีเ่ปนไปไดท้ังหมดทีท่ำให x หาคาได

และคา y ทีไ่ดท้ังหมดนี้คอื คาทีเ่ปนเรนจของ r
หลักเกณฑทีใ่ชประกอบการหาโดเมนและเรนจ

รปูแบบ สิง่ทีต่องพิจารณา
1.เศษสวน a

b
a ̸= 0

2.กรณฑอันดับคู b ≥ 0 และ a ≥ 0

a = n
√
b เมือ่ b เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนคูบวก

3.กำลังคู b ≥ 0

an = b เมือ่ a เปนจำนวนคู
4.คาสัมบูรณ
|a| = b b ≥ 0
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3.ถาความสัมพันธอยูในรปูกราฟ
1. หาโดเมน โดยพิจารณาคา x ท้ังหมดบนแกน x ทีใ่ชในการเขียนกราฟ
2. หาเรนจ โดยพิจารณาคา y ท้ังหมดบนแกน y ทีใ่ชในการเขียนกราฟ

ตัวอยาง 2.2.2 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} และ B = {2, 4, 6, 8, 10, 12} โดยที่ r เปน
ความสัมพันธจาก A ไป B คอื r = {(x, y) ∈ A×B|y = 3x} จงหาโดเมนและเรนจของ r
วธิทีำ จะได r = {(2, 6), (4, 12)}
ดังน้ัน Dr = {2, 4} และ Rr = {6, 12}

ตัวอยาง 2.2.3 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y = x2 + 4}
วธิทีำ

ตัวอยาง 2.2.4 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
1

3− x
}

วธิทีำ
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ตัวอยาง 2.2.5 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
√
x− 4}

วธิทีำ

ตัวอยาง 2.2.6 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y = |x+ 5|}
วธิทีำ
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ตัวอยาง 2.2.7 จงหาโดเมนและเรนจของ r = {(x, y) ∈ R×R|y =
x

x− 2
}

วธิทีำ
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ตัวอยาง 2.2.8 จงหาโดเมนและเรนจของ r ซึง่กำหนดดวยกราฟตอไปนี้
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ตัวอยาง 2.2.9 จงหาโดเมนและเรนจของ r ซึง่กำหนดดวยกราฟตอไปนี้
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้

1.1 {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}

1.2 {(−1, 0), (8, 5), (2, 4), (7, 6)}

1.3 {(2, 2), (3, 1), (4, 6), (7, 7), (8, 8)}

1.4 {(x, y)|x2 + y2 = 4, x ∈ Z, y ≥ 0}

2. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้

2.1 y = 3x− 1

2.2 x = 9

2.3 y = |3x− 1|+ 5

2.4 y =
√
x2 + 9

2.5 y =
√
x2 − 9

2.6 y =
1

x− 3

2.7 y =
√
3− x

2.8 y = 2√
3−x

2.9 y = 3 +
2

5− x

3. จงเขียนโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปนี้
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2.3 ฟงกชันประกอบ (Composite Functions)
ฟงกชันประกอบเปนการกระทำต้ังแต 2 ฟงกชันเปนตนไป โดยมีลักษณะเหมือนการนำฟงกชันน้ันมาเชือ่มตอกัน

สมมุตใิห f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ g เปนฟงกชันจาก B ไป C

เราสามารถสรางฟงกชันจาก A ไป C ไดโดยเขียนแทนดวย gof(x) = g(f(x)) จะสราง gof ไดก็ตอเมือ่ เรนจของ
f จะตองเปนสับเซตของโดเมน g

บทนยิาม 2.3.1 ให f และ g เปนฟงกชัน และ Rf ∩Dg ฟงกชันประกอบของ f และ g
เขียนแทนดวย gof กำหนด gof(x) = g(f(x)) ซึง่ f(x) ∈ Dg

ตัวอยาง 2.3.2 กำหนด f = {(1, 3), (3, 2), (5, 7), (7, 8)} และ g = {(2, a), (4, b), (6, c), (8, d)}
จงหา gof(1), gof(3), gof(7) พรอมท้ังหา gof และ fog
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ตัวอยาง 2.3.3 ถา f(x) = x4 และ g(x) = 5x+ 1 จงหา fog และ gof
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แบบฝ กหัด 2.3
1. กำหนด f = {(1, 3), (2, 4), (3, 5), (7, 8)}4 และ g = {(2, 5), (3, 6), (8, 5), (4, 1)}

จงหา gof และ fog พรอมท้ังหา gof(1) และ fog(4)

2. กำหนดให f(x) = √
4− x2 และ g(x) = √

x+ 1 จงหา fog(x) และ gof(x)

3. กำหนดให f(x) = 2x2 และ g(x) = x+ 2 จงหา fog(x) และ gof(x)

4. กำหนดให f(x) = x+ 3

x+ 2
และ g(x) = x− 1

x+ 1
จงหา fog(x) , gof(x) , fof(x), และ gog(x)

5. กำหนดให f(x) = 2x+ 3 และ g(x) = 1

2x
จงหา fog(x) , gof(x) , fog(1), และ gof(2)
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2.4 ฟงกชันตรรกยะ (The Rational Functions)
เราอาจจะเคยเห็น ฟงกชันเชงิเสนที ่อยูในรปูของฟงกชันพหุนาม เมือ่เราหารฟงกชันเชงิเสนดวยฟงกชันเชงิเสนใดๆ
ผลลัพธทีไ่ดก็คอื ฟงกชันตรรกยะ

บทนยิาม 2.4.1 ฟงกชันพหนุามกำลัง n(Polynomial Degree n)คอืฟงกชันทีอ่ยูในรปู

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

เมือ่ a0, a1, a2, .., an เปนจำนวนจรงิเรยีกวาสัมประสทิธิ์ (coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวาสัมประสทิธิ์ตัวนำ (leading
coefficient) และ n เรยีกวาดกีรี เมือ่ n = 0, 1, 2, ...

บทนยิาม 2.4.2 ฟงกชันตรรกยะ(The Rational Functions)หมายถงึฟงกชันทีอ่ยูในรปู

F (x) =
p(x)

q(x)

เมือ่ p(x), q(x) เปนฟงกชันพหนุามของตัวแปร x

ตัวอยางเช น 5(x− 2)

x2 + 3
, x

3 − 2x

x2 + x
, 1
x

ฟงกชัน 1

x
มีชือ่เรยีกวาฟงกชันสวนกลับ (Reciprocal Function)

ฟงกชันตรรกยะมี 2 ชนดิ คอื
1.ฟงกชันตรรกยะแท หมายถงึ ฟงกชันตรรกยะทีพ่หุนามดกีรสีงูสดุของตัวเศษนอยกวาพหุนามดกีรสีงูสดุของตัวสวน
เช น F1(x) =

x2 + 2x− 7

x4 − 2x3 + x+ 5

2.ฟงกชันตรรกยะไมแท หมายถงึ ฟงกชันตรรกยะที่พหุนามดกีรีสงูสดุของตัวเศษมากกวาหรอืเทากับพหุนามดกีรี
สงูสดุของตัวสวน เช น F2(x) =

x4 + 2x− 7

x4 − 2x3 + x+ 5
และ F3(x) =

2x3 + x2 − 6x+ 1

x2 − x− 4
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ตัวอยางกราฟของฟงกชันสวนกลับและฟงกชันตรรกยะ

X
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1

x
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y =
x − 5

x − 1
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2.5 ฟงกชันผกผัน (Inverse Functions)
บทนยิาม 2.5.1 ถา f เปนฟงกชัน หนึง่ตอหนึง่ แลวฟงกชันผกผันของ f เขียนแทนดวย f−1

คอืฟงกชันทีไ่ดจากการสลับสมาชกิในคูอันดับท้ังหมดใน
ดังน้ัน f−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ f} ถา f ไมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ไมมีฟงกชันผกผัน

สมบัตขิองฟงกชันผกผัน ถาฟงกชันผกผัน f−1 มี จะไดวา
1. f−1 เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
2. D−1

f = Rf

3. R−1
f = Df

วธิกีารหาอนิเวอรสเมือ่กำหนดความสัมพันธ f มาให

1.ถาความสัมพันธ f อยูในรปูเซตแบบแจกแจงสมาชกิ
f−1 สามารถหาไดโดยการสลับสมาชกิตัวหนากับตัวหลังของทกุคูอันดับใน f เช น
ถา f = {(0, 1), (1, 2), (3, 3), (−1, 4)} แลว f−1 = {(1, 0), (2, 1), (3, 3), (4,−1)}

2.ถาความสัมพันธ f อยูในรปูเซตแบบบอกเงือ่นไข
f−1 สามารถหาไดโดย เปลีย่น x เปน y และเปลีย่น y เปน x แลวจัดรปูให y อยูในเทอมของ x
เช น ถา f(x) = {(x, y) ∈ R×R|y = x+ 2}
แลว f−1(x) = {(x, y) ∈ R×R|x = y + 2} = {(x, y) ∈ R×R|y = x− 2}

3.ถาความสัมพันธ f อยูในกราฟ
f−1 คอื กราฟทีส่มมาตรกับกราฟของ f โดยมีเสนตรง y = x เปนแกนสมมาตร
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ตัวอยาง 2.5.2 พิจารณาฟงกชัน f(x) = 2x+ 4 และตรวจสอบวา (fof−1)(x) = (f−1of)(x) = x หรอืไม

x

y

(0,4)

(4,0)

(0,-2)

(-2,0)

y = f(x) y = x

y = f−1(x)

1. จะเห็นไดวา f(x) = 2x+ 4 ผานจดุ (−2, 0) และ (0, 4)
ดังน้ัน f−1(x) ผานจดุ (0,−2) และ (4, 0)

2.
2.1 พิจารณาเสนตรง y = f−1(x) มีความชันคอื 4− 0

0− 2
= −2

ดังน้ัน y = f−1(x) มีสมการคอื y − 0

x+ 2
= −2

หรอื f−1(x) = −2(x+ 2)

2.2 เนือ่งจาก f(x) = y ดังน้ัน y = 2x+ 4

แลว f−1(x)



2.5. ฟงก ชันผกผัน (INVERSE FUNCTIONS) 53

แบบฝ กหัด 2.5
1. จงหา f−1(x) ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}

1.2 f(x) = {(−1, 0), (8, 5), (2, 4), (7, 6)}

1.3 f(x) = {(2, 2), (3, 1), (4, 6), (7, 7), (8, 8)}

1.4 f(x) = {(2, 5), (3, 1), (4, 5), (7, 8), (8, 7)}

2. สำหรับทกุฟงกชันตอไปนี้ จงหา
ก. หา f−1

ข. วาดกราฟ f(x), f−1(x) และ y = x ใหอยูบนระนาบเดยีวกัน
ค. จงแสดงวา fof−1(x) = f−1of(x) = x

2.1 f(x) = 2x

2.2 f(x) = 3x+ 1

2.3 f(x) =
x+ 2

4

2.4 f(x) =
3− 2x

4

2.5 f(x) =
x2

4

2.6 f(x) =
3 + 2x

2



54 บทท่ี 2. ฟงก ชัน (FUNCTIONS)



บทที่ 3
ฟงกชันเลขชี้ กำลังและลอการทิมึ (Exponential and
Logarithmic functions)

3.1 เลขยกกำลัง (Power)
บทนยิาม 3.1.1 กำหนดให a เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนนับ แลว

an = a× a× a× ...× a︸ ︷︷ ︸
n จำนวน

เรยีก a วาฐาน (base) ของเลขยกกำลัง และเรยีก n วาเลขชี้ กำลัง (exponent/index)
สำหรับ a ̸= 0 นยิามให a0 = 1 และ

a−n =
1

an

ตัวอยาง 3.1.2 จงหาคาของเลขยกกำลังตอไปนี้

1. 23

2. 32

3. 5−2

4. 1
3−3

5. (23)2

6. (−1)4

7. (−1)−1

8. 22 × 23

9. 32 × 22

10. 37

35

11. 45

25

12. 5−4

5−7

55
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ตัวอยางเลขยกกำลัง an
a\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

3 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683 59049

5 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 9765625

7 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801 40353607 282475249

n\a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 400

3 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859 8000

ทฤษฎบีท 3.1.3 กำหนดให a และ b เปนจำนวนจรงิ n และ m เปนจำนวนนับ แลว

1. an · am = an+m

2. an

am
= an−m เมือ่ a ̸= 0

3. (an)m = anm

4. (a · b)n = an · bn
5. (a

b

)n
= an

bn
เมือ่ b ̸= 0

ตัวอยาง 3.1.4 จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลังโดยทีเ่ลขชี้กำลังไมตดิลบ

1. 23 · 27

2. 24 · 45 · 82

3. 27 · 812 · 3−2

4. 625(25)2

5−4

5. (73)5 · 343 · 1
495

6. (−2)−4 · 645 · 2
326

7. ((125)−1 · (25−2)3)
−2

8. 81−2
(

95·812
27−5

)7
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บทนยิาม 3.1.5 ให a ∈ R, n ∈ N ถา n
√
a เปนจำนวนจรงิ แลว

n
√
a = a

1
n

ตัวอยาง 3.1.6 จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลัง

1. √2 2. 3
√
5 3. 5

√
32 4. 6

√
100

ตัวอยาง 3.1.7 จงเขียนเลขยกกำลังตอไปนี้ ในรปูกรณฑ

1. 5 1
2 2. 3 1

3 3. 16 1
4 4. 35 1

5

ตัวอยาง 3.1.8 จงทำใหอยูในรปูอยางงาย เมือ่ n ∈ N

1.
(

3n+1+3n

27n

) 1
2

2.
(

52n+5n+1

5n+5

) 1
n

3.
(

6n+2n+1

9n+2·3n

) 1
2

4.
√

9n+2(6n)+4n

9n
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ตัวอยาง 3.1.9 จงทำสวนไมใหตดิกรณฑ

1. 1√
2

2. 1√
3−2

3.
√
3√

2+1

4.
√
2−1√
2+1

+
√
2+1√
2−1

ตัวอยาง 3.1.10 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. √x = 2

2. 3
√
x+ 1 = 3

3. √x2 − 2 =
√
x

4. √x+ 3 +
√
x = 3
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แบบฝ กหัด 3.1
1. จงหาคาของจำนวนตอไปนี้

1.1 34

1.2 (−2)5

1.3 (−1)−21

1.4 1
(−3)−2

1.5 1
(−1)−1 +

1
(−1)2

+ (−1)3

1.6 27(32) 1
(−6)2

1.7 √
625 +

√
81

1.8 3
√
−27 + 5

√
32

1.9 64
1
3 + 128−

1
7

2. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูเลขยกกำลังทีไ่มตดิลบ

2.1 1284

2.2 125−3

2.3 27(813)

2.4 343
(−7)−3

2.5 100
(25)−1·22

2.6 32(270.5) 1
729

3. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูอยางงาย เมือ่ n เปนจำนวนนับ

3.1 3n+9n

1+3n

3.2 2n+1−6n

2n

3.3
(

15n+1−9n

10n−6n

) 1
n

3.4 27n+27−n

3n+3−n

3.5 4n+2n−2
2n+2

3.6 9n+2(6n)+4n

3n+2n

4. จงทำสวนไมใหตดิกรณฑ

4.1 1√
5

4.2 1√
3−

√
2

4.3
√
5−1√
5+1

4.4
√
3√

8−
√
12

4.5
√
3+

√
5√

5−
√
3
−

√
3−

√
5√

5+
√
3

4.6 3√
18+

√
27

+ 1√
3−

√
2

5. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

5.1 √
x = 3

5.2 √
2x+ 1 = 3

5.3
√

3
√
x2 − 1 + 2 = 2

5.4 √
3x− 1 =

√
x+ 5

5.5 6√
x+1

= x

5.6 √
1− x−

√
x+ 4 = 1

6. ให x, y เปนจำนวนจรงิ และ n เปนจำนวนนับ พิจารณาขอความตอไปนี้ วา ถกูหรอืผดิ พรอมให เหตผุล
ประกอบ

6.1
√
x2 = x

6.2 √
(−x)2 = x

6.3 3
√
x3 = x

6.4 ( n
√
x)n = n

√
xn

6.5 (x−1)−1 = x

6.6 x0 = 1

6.7 √
xy =

√
x
√
y

6.8 √
|xy| =

√
|x|

√
|y|

6.9 √
x+ y =

√
x+

√
y

6.10 (x+ y)n = xn + yn
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3.2 ฟงกชันเลขชี้ กำลัง (Exponential Function)
บทนยิาม 3.2.1 ฟงกชันเลขชี้ กำลัง (exponential function) คอื

{(x, y) ∈ R× R | y = ax เมือ่ a > 0 และ a ̸= 1}

X

Y

y = 2x
−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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X

Y
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y = ( 1
2
)x

สรปุไดวาฟงกชันเลขชี้กำลังมี โดเมนเทากับ R และ เรนจเทากับ (0,∞)

ทฤษฎบีท 3.2.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว
• ถา 0 < a < 1 แลว ฟงกชัน f(x) = ax เปนฟงกชันลด (decreasing function)

• ถา a > 1 แลว ฟงกชัน f(x) = ax เปนฟงกชันเพิม่ (increasing function)
ตัวอยาง 3.2.3 จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1. y = 3x

2. y = 5−x

3. y = (1
3
)−x

4. y = (sin 30◦)2x

5. πx

6. (√2− 1)−x

บทนยิาม 3.2.4 คาคงตัวเลขชี้ กำลัง (exponential constant) หรอืจำนวนออยเลอร (Euler's number) เขียน
แทนดวย e นยิามโดย

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

e เปนจำนวนอตรรกยะ คำนวณไดจากอนกุรมอนันต

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ ...

หรอืมีคาประมาณเปน
e = 2.7182818284590452353602874713527...

ฟงกชันเลขชี้กำลังทีมี่ฐานเปน e จะเขียนแทนดวย y = ex หรอื y = exp(x)
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กราฟแสดงความสัมพันธของคา e

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

y = e

y = (1 + 1
x
)x

ตัวอยาง 3.2.5 จากสัญญาลักษณตอไปนี้ จงเขียนในรปูเลขยกกำลัง

1. exp(x) 2. exp(1− x) 3. x exp(−x2) 4. − exp(− 1
x
)

ตัวอยาง 3.2.6 จงจับคูฟงกชันกับกราฟตอไปใหถกูตอง

1. y = ex 2. y = e−x 3. y = −e0.5x 4. y = 1− e−x

(ก)
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Y
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ทฤษฎบีท 3.2.7 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

ax = ay ก็ตอเมือ่ x = y

ตัวอยาง 3.2.8 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. 2x = 16

2. 27x = 9

3. √2
x−1

= 8

4. 5x+1 + 5x = 30

ทฤษฎบีท 3.2.9 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว ax < ay ก็ตอเมือ่ x > y

• ถา a > 1 แลว ax < ay ก็ตอเมือ่ x < y

ตัวอยาง 3.2.10 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. 2x < 8

2. 92x ≥ 3

3. 5
5x

> 125

4. (√2− 1)x > (
√
2 + 1)
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1.1 y = 5x

1.2 y = (0.99)x

1.3 y = 3−2x

1.4 y = 1
4−x

1.5 y = π−x

1.6 y = (tan 44◦)x

1.7 y = (π −
√
3)−x

1.8 y = exp(−2x)

1.9 y = eex

2. จงจับคูฟงกชันกับกราฟตอไปใหถกูตอง

2.1 y = 3−x 2.2 y = exp(2x) 2.3 y = −ex 2.4 y = 1− 2−x
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Y
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2

3. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

3.1 2x = 64

3.2 272x =
√
3

3.3 25−x = 125

3.4 3
1
x = 3

√
243

3.5 2x+2 + xx+1 + 2x = 56

3.6 4x − 3(2x) + 2 = 0

3.7 (
√
|x|)x = x2

3.8 xx = 1

3.9 x−x = 1

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

4.1 3x > 9

4.2 82x ≤ 4

4.3 27−x <
√
243

4.4 ex ≥ 1√
e

4.5 (
√
2− 1)x > 0

4.6 9x − 4(3x) + 3 < 0
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3.3 ฟงกชันลอการทิมึ (Logarithmic Function)
บทนยิาม 3.3.1 ฟงกชันลอการทิมึ (logarithmic function) คอืฟงกชันผกผันของฟงกชันเลขชี้กำลัง

{(x, y) ∈ R× R | x = ay เมือ่ a > 0 และ a ̸= 1}

เราจะเขียนไดดังนี้

x = ay ก็ตอเมือ่ y = loga x

X

Y
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y = log2 x
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y = log 1
2
x

สรปุไดวาฟงกชันเลขชี้กำลังมี โดเมนเทากับ (0,∞) และ เรนจเทากับ R
สำหรับ a = 10 เราจะเรยีกวาลอการทิมึฐานสามัญ (common logarithm) เขียนแทนดวย log10 x = logx

ทฤษฎบีท 3.3.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว ฟงกชัน f(x) = loga x เปนฟงกชันลด

• ถา a > 1 แลว ฟงกชัน f(x) = loga x เปนฟงกชันเพิม่

ตัวอยาง 3.3.3 จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1. y = log3 x 2. y = log10 x 3. y = log0.3 x 4. y = log3−1 x

ตัวอยาง 3.3.4 จงเปลีย่นฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันลอการทิมึ

1. y = 5x 2. a = 35 3. 32 = 25 4. a1 = a

ตัวอยาง 3.3.5 จงเปลีย่นฟงกชันลอการทิึม่เปนฟงกชันเลขชี้กำลัง

1. y = log7 x 2. y = log x 3. 4 = log2 16 4. 0 = loga 1
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ทฤษฎบีท 3.3.6 ให a, b, c ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) และ M,N เปนจำนวนจรงิบวก แลว

1. loga 1 = 0 และ loga a = 1

2. logaMN = loga M + logaN

3. loga M
N

= loga M − logaN

4. logaMα = α loga M

5. logaβ M = 1
β

loga M

6. aloga M = M

7. alogb M = M logb a

8. loga b = logc b
logc a

= 1
logb a

ตัวอยาง 3.3.7 จงหาคาลอการทิึม่ตอไปนี้

1. log2 32

2. log 100

3. log 5 + log 2

4. log6 42− log6 7

5. log2 3 log3 4 log4 16

6. log0.5
√
8

7. 4log2 9

8. 1
log5 10

+ 1
log20 10

9. log2(log3(log5(log2 225) + 1))

10. log 343−log 125
2 log 7−log 25
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให a > 0 และ a ̸= 1 เมือ่ x, y เปนจำนวนจรงิบวก แลว

loga x = loga y ก็ตอเมือ่ x = y

ตัวอยาง 3.3.9 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. log2 x = 3

2. logx 4 = 2

3. log x2 = 2

4. log2 x = 9 logx 2

ทฤษฎบีท 3.3.10 ให a > 0 และ a ̸= 1 เมือ่ x, y เปนจำนวนจรงิบวก แลว

• ถา 0 < a < 1 แลว loga x < loga y ก็ตอเมือ่ x > y

• ถา a > 1 แลว loga x < loga y ก็ตอเมือ่ x < y

ตัวอยาง 3.3.11 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. log x > 1

2. log2 x ≤ −1

3. log x+ log(x− 3) > 1

4. log0.5(x+ 2)− log0.5(x− 1) < −1



3.3. ฟงก ชันลอการิทึม (LOGARITHMIC FUNCTION) 67

แบบฝ กหัด 3.3
1. จงพิจารณาฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเพิม่หรอืลด

1.1 y = log5 x 1.2 y = logx 1.3 y = log0.99 x 1.4 y = logπ−2 x

2. จงเปลีย่นฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันลอการทิมึ

2.1 y = 7x 2.2 9 = 32 2.3 64 = 43 2.4 ax = z

3. จงเปลีย่นฟงกชันลอการทิึม่เปนฟงกชันเลขชี้กำลัง

3.1 y = log6 x 3.2 3 = log x 3.3 −1 = log3 z 3.4 −5 = log2 1
32

4. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

4.1 log4 x = 2

4.2 log 1000 = x

4.3 log2 1
x
= 3

4.4 log2 x+ log2(x− 2) = 3

4.5 log3 x− log3 x2 = −1

4.6 xlog4 3 = 27

5. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

5.1 log3 x > 2

5.2 log x ≤ −1

5.3 log6 x+ log6(x− 1) > 1

5.4 4log3(logx) < 16
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3.4 ลอการทิมึธรรมชาติ (Natural Logarithm)
บทนยิาม 3.4.1 ลอการทิมึธรรมชาติ (natural logarithm) หรอืลอการทิมึเนเป ย (Naperian logarithm) คอื
ลอการทิมึทีมี่ฐานเปนคา e เขียนแทนดวย

ln x = loge x

X

Y
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6
y = lnx

เนือ่งจาก e > 1 ทำใหไดวาฟงกชันลอการทิมึธรรมชาตเิปนฟงกชันเพิม่ และ ln e = 1 และ ln 1 = 0

ตัวอยาง 3.4.2 จงเขียนใหอยูในรปูอยางงาย

1. ln ex2

2. 3 ln 1
ex

3. ln(ln ee)

4. elnx

5. e− lnx

6. (√e)lnx
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ตัวอยาง 3.4.3 จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

1. ex = 2

2. 2x = 3

3. ln x = −2

4. ln x = ln(x2 − 2)

5. e2x − 3(ex) + 2 = 0

6. ex2+x − ex − ex
2+1 + e = 0

ตัวอยาง 3.4.4 จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

1. ex > 2x+1 2. e2x ≤ 5(ex)− 6
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แบบฝ กหัด 3.4
1. จงเขียนใหอยูในรปูอยางงาย

1.1 ln e5

1.2 ln e3x
1.3 x

ln e−x

1.4 ln 1
ex+2

1.5 e−2 lnx

1.6 e− ln | cosx|

2. จงหาคาของ

2.1 ln e+ ln e2 + ln e3 + ln e4 + ...+ ln e100

2.2 ln(tan 1◦) + ln(tan 2◦) + ln(tan 3◦) + ...+ ln(tan 89◦)

3. จงหาคา x ทีส่อดคลองสมการตอไปนี้

3.1 ex = 3

3.2 3x = 2

3.3 ln x = −1

3.4 ln x = ln(x2 − 6)

3.5 e2x − 7(ex) + 12 = 0

3.6 4x − 5(2x) = 6

4. จงหาเซตคำตอบของอสมการตอไปนี้

4.1 ex > 3 4.2 e2x+1 < 2x−1 4.3 e4x − e2x ≤ 2



บทที่ 4
เรขาคณติวเิคราะห (Analytical Geometry)

รปูที ่ 4.1: René Descartes

นัก คณติศาสตร ที ่ วาง รากฐาน ทาง เรขาคณติวเิคราะห คอื เรนเน
เดสการ ตส (René Descartes, 1596 - 1650, France) เขาเปนผู
คดิคนระบบพกัิดแบบคารทีเซยีน (Cartesian system) เมือ่รปู
เรขาคณติตาง ๆ สามารถเขียนบนระบบพิกัดคารทีเซยีน ทำใหเรา
สามารถวเิคาระหส วนตาง ๆ ไดงายข้ึน และยังเปนการใหเหตผุลทีรั่ด
กรมุ เช นการหาพ้ืนทีต่างๆ อาทิพ้ืนทีร่ปูวงรีซึง่สามารถหาสตูรพ้ืนที่
ไดโดยใชแคลคลัูส ทำใหระบบพิกัดแบบคารทีเซยีนเปนรากฐานของ
การพัฒนาดานแคลคลัูส เดสการตสไดรับการยกยองใหเปนบุคคลที่
สำคัญทีส่ดุคนหนึง่ในประวัตศิาสตรตะวันตกสมัยใหม

ระบบพิกัดแบบคารทเีซยีน

71
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4.1 จดุและเสนตรง (Point and Line)
คำตอไปนี้ เปนคำอนยิาม (undefined term) ในทางคณติศาสตร
แตใหความหมายกวางๆพอสังเขปไดดังนี้

1. จดุ (Point) คอืตำแหนงบนปรภิมิู (space) ทีแ่นนอน ไมมีความกวาง ความยาว ความสงู ไมมีมิติ (dimension)

2. เสนตรง (Line) คอืเสนโคงในแนวตรงทีส่มบูรณ มีความยาวเปนอนันต ไมมีความกวาง และมีจดุบนเสนตรง
เปนจำนวนอนันต

3. รังส ี (Ray) คอืสวนของเสนตรงทีมี่เริม่ตนทีจ่ดุ ๆ หนึง่ แลวตอความยาวออกไปในทศิทางหนึง่โดยไมสิ้นสดุ

4. สวนของเสนตรง (Line segment) คอืสวนหนึง่ของเสนตรงทีเ่ช ือ่มระหวางจดุปลายสองจดุ ซึง่มีความยาว
จำกัด และมีตำแหนงของจดุทกุจดุบนเสนตรงน้ัน

เสนตรง

จดุ

รังสี −→AB
A B

สวนของเสนตรง PQ
P Q

ตัวอยาง 4.1.1 กำหนดให A(1, 3), B(−3, 4), C(−2,−3) และ D(3,−1) จงวาด (ก) เสนตรงทีผ่าน A และ C (ข)
ส วนของเสนตรง CB และ (ค) รังสี−−→AD
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บทนยิาม 4.1.2 ใหจดุ P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ

P

Q

x1

y1

x2

y2

∆y

∆x

θ

ระยะทาง (distance) ระหวางจดุ P และ Q คอืความยาวของสวนของเสนตรง PQ คอื

d(P,Q) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 =

√
(∆x)2 + (∆y)2

ความชัน (slope) ของสวนเสนตรง PQ คอืคาของแทนเจนตของมุมทีวั่ดแบบทวนเข็มนากิา (counterclockwise)
จากแกน X ไปยัง PQ คอื

mPQ =
y2 − y1
x2 − x1

=
∆y

∆x
= tanθ เมือ่ x1 ̸= x2

จดุกึง่กลาง (midpoint) ของสวนเสนตรง PQ คอืจดุทีแ่บง PQ ออกเปนสองสวนดวยความยาวเทา ๆ กัน

ทฤษฎบีท 4.1.3 ถา P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ จะไดวาจดุกึง่กลาง M ของสวนเสนตรง PQ คอื

M =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
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ตัวอยาง 4.1.4 จงตอบคำถามตอไปนี้

1. จงหาระหวางจดุ P (1,−3) และ Q(4, 1)

2. จงหาความชันของสวนเสนตรง PQ เมือ่ P (−2,−1) และ Q(5,−3)

3. จงหาระหวางจดุ A(−2, 4) และจดุกึง่กลางของสวนเสนตรง PQ เมือ่ P (−2, 5) และ Q(6,−3)

บทนยิาม 4.1.5 เสนตรง (Line หรอื Straight Line) L ทีผ่านจดุ P (x1, y1) และมีความชัน m คอืเซตของจดุ Q ซึง่

ส วนของเสน PQ มีความชันเทากับm เขียนแทนดวยLP,m น้ันคอื

P (x1, y1)

Q(x, y)

LP,m

m
LP,m = {(x, y) : y − y1 = m(x− x1)}

เรยีก y − y1 = m(x− x1) วา สมการของเสนตรง LP,m

ตัวอยาง 4.1.6 จงหาสมการเสนตรงตอไปนี้ พรอมท้ังวาดกราฟ

1. เสนตรงทีผ่านจดุกำเนดิและมีความชันเทากับ 1
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2. เสนตรงทีผ่าน (1, 0) และ (−1, 4)

X

Y
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ตัวอยาง 4.1.7 จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

1.

X

Y
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2.

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

ตัวอยาง 4.1.8 จงเขียนกราฟของเสนตรงตอไปนี้

1. x+ y = 2
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2. 3x− 4y = 12
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บทนยิาม 4.1.9 กำหนดให a และ b เปนคาคงตัว

เสนตรงแนวดิง่ (vertical line) คอืเซตของจดุทีมี่คาบนแกน X คงที่ หรอื

{(a, y) : y ∈ R}

ดังน้ันสมการเสนตรงแนวดิง่คอื x = a

เสนตรงแนวนอน (horizontal line) คอืเซตของจดุทีมี่คาบนแกน Y คงที่ หรอื

{(x, b) : x ∈ R}

ดังน้ันสมการเสนตรงแนวนอนคอื y = b

ตัวอยาง 4.1.10 จงหาสมการเสนตรงตอไปนี้ พรอมวาดกราฟ

1. เสนตรงแนวดิง่ทีผ่านจดุ (2, 3) 2. เสนตรงแนวนอนทีผ่านจดุ (1,−3)
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จากสมการเสนตรง y−y1 = m(x−x1) สามารถจัดรปูใหมเรยีกวาสมการในรปูความชันจดุตัดแกน (Slope-
intercept form) ดังนี้

y = mx+ c

เมือ่ m คอืความชัน และ c = y1 −mx1 คอืระยะตัดแกน Y
ให A และ B เปนคาคงทีท่ีไ่มเปนศนูยพรอมกัน รปูแบบทัว่ไป (General Form) ของสมการเสนตรงคอื

Ax+By + C = 0

ถา A ̸= 0 เราจะไดวาความชัน m = −B
A

และระยะตัดแกน Y คอื −C
A

และถา A = 0 จะเปนเสนตรงแนวนอนทีมี่
สมการคอื y = −C

B
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ตัวอยาง 4.1.11 จงหาความชัน และระยะตัดแกน Y ของสมการเสนตรงตอไปนี้ โดยคำตอบในตารางทีก่ำหนดให
สมการเสนตรง ความชัน ระยะตัดแกน Y

y = 3x+ 2

3x− 1 = 2y

5x− 2y = 10

1

3
(x− 4) =

3

2
(y − 1)

บทนยิาม 4.1.12 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง

1. ถา L1 ∩ L2 = ∅ เราจะกลาววา L1 และ L2 ขนานกัน (parallel)

2. ถา L1 ∩ L2 ̸= ∅ จะมีจดุ P ซึง่ P ∈ L1 ∩ L2 เราจะเรยีกจดุ P วาจดุตัด (intersection point) ของ L1

และ L2

ขอสังเกต จากบทนยิามสรปุไดวา เสนตรงสองเสนถาไมขนานกันยอมตัดกันเสมอ

ทฤษฎบีท 4.1.13 ถา L1 และ L2 มีจดุตัดมากกวาหนึง่จดุ เราจะไดวา L1 ∩L2 = L1 = L2 หรอืกลาวไดวาเปนเสน
ตรงเดยีวกัน

ตัวอยาง 4.1.14 จงพิจารณาเสนตรงแตละเสนตอไปนี้ วา ขนานกัน ตัดกันเพียงหนึง่จดุ หรอืเปนเสนตรงเดยีวกัน

L1 : y = 3x+ 1 L2 : 6x− 2y = −3 L3 : 2y − 6x = 2 L4 : 3y − 6x = 6
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บทนยิาม 4.1.15 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง มุมระหวางเสนตรง (Angle between lines) นยิามดังนี้

L1

L2
Q1

Q2

P

θ

1. ถา L1 และ L2 ขนานกัน แลวมุมระหวางเสนตรงเทากับศนูย

2. ถา L1 และ L2 ไมขนานกัน แลวให P ∈ L1 ∩ L2 มุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 คอืมุมทีเ่ล็กทีส่ดุทีวั่ดได
จาก

θ = Q1P̂Q2

เมือ่ Q1 ∈ L1 และ Q2 ∈ L2 ซึง่ Q1 ̸= P และ Q2 ̸= P

ทฤษฎบีท 4.1.16 ให θ เปนมุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 ทีมี่ความชัน m1 และ m2 ตามลำดับ แลว

tanθ =
m1 −m2

1 +m1m2

บทแทรก 4.1.17 มุมระหวางเสนตรง L1 และ L2 เทากับ 90◦ ก็ตอเมือ่

m1m2 = −1

เราจะกลาววาเสนตรง L1 และ L2 ต้ังฉากกัน (orthogonal)

ตัวอยาง 4.1.18 จงหามุมระหวางเสนตรงตอไปนี้

1. 2y = x+ 5 และ 3y + x = 7 2. 2x+ 5y = 10 และ 5x− 2y = 12
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ตัวอยาง 4.1.19 จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

1. สมการเสนตรงทีผ่านจดุ (1,−2) และขนานกับ 2y + 3x = 5

2. สมการเสนตรงทีต้ั่งฉากกับ 2x− y = 2 ผานจดุตัดของ 3x+ y = 3 และ x− y = 5

บทนยิาม 4.1.20 ระยะทางระหวางจดุกับเสนตรง คอืระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุระหวางจดุน้ันไปยังจดุบนเสนตรง

ทฤษฎบีท 4.1.21 ระยะทางระหวางจดุ P0(x0, y0) ไปยังเสนตรง L : Ax+By+C = 0 คอืความยาวของสวนของ
เสนตรงจาก P0 ไปยัง P ∈ L ซึง่เสนตรงทีผ่านจดุ P และ P0 ต้ังฉากกับเสนตรง L เขียนแทนดวย d(P0;L) และ

d(P0;L) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

L : Ax+By + C = 0
P0(x0, y0)

P
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ตัวอยาง 4.1.22 จงหาระยะทางระหวางจดุ P0 กับเสนตรง L

1. P0 คอืจดุกำเนดิ และ L : 3x+ 4y = 10

2. P0(1, 2) และ L : y = 2x

3. P0(−1, 3) และ L : 5x− 12y + 2 = 0

4. P0(
√
2, 1) และ L : x+ y = 1
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บทนยิาม 4.1.23 ระยะทางระหวางเสนตรงสองเสน คอืระยะทางทีส้ั่นทีส่ดุระหวางจดุบนเสนตรงบนเสนตรงท้ังสอง

ทฤษฎบีท 4.1.24 ให L1 และ L2 เปนเสนตรง ให d(L1, L2) แทนระยะทางระหวางเสนตรงท้ังสอง

1. ถา L1 ∩ L2 ̸= ∅ จะไดวา d(L1, L2) = 0

2. ถา L1 ∩ L2 = ∅ (ขนานกัน) ให P1 ∈ L1 และ P2 ∈ L2 เปนจดุทีท่ำให d(P1, P2) = d(L1, L2) จะไดวา
เสนตรงทีผ่าน P1 และ P2 จะต้ังฉากกับ L1 หรอื L2 แลว

d(L1, L2) =
|C1 − C2|√
A2 +B2

เมือ่ L1 และ L2 มีสมการเปน Ax+By + C1 = 0 และ Ax+By + C2 = 0 ตามลำดับ

L1 : Ax+By + C1 = 0

L2 : Ax+By + C2 = 0

P2

P1

ตัวอยาง 4.1.25 จงหาระยะทางระหวางเสนตรง L1 และ L2

1. L1 : 3x+ 4y = 15 และ L2 : 3x+ 4y = 25

2. L1 : 4x+ 3y = 3 และ L2 : 3x+ 4y = 6

3. L1 : x+ y = 10 และ L2 : 2x+ 2y = 5

4. L1 : x− 2y = 4 และ L2 : 2y − x = 5
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แบบฝ กหัด 4.1

1. จงหาระยะทาง ความชัน และจดุกึง่กลางของสวนเสนตรง PQ เมือ่กำหนดให

1.1 P (−2, 1) และ Q(1, 5)

1.2 P (0, 1) และ Q(5,−11)

1.3 P (1, 1) และ Q(5, 5)

1.4 P (−1, 0) และ Q(1, 7)

1.5 P (π, π + 1) และ Q(π + 1, π)

1.6 P (ℓn2, ℓn3) และ Q(ℓn3, ℓn2)

2. จงหาความชันของเสนตรงตอไปนี้

2.1 x+ 2y = 3

2.2 3− 2x− y = 0

2.3 2(x+ 1) = 3(y − 1)

2.4 x+ 2

y + 2
=

2

3

3. จงหาสมการของเสนตรงตอไปนี้

3.1 เสนตรงทีผ่านจดุ (1, 5) และ (2,−3)

3.2 เสนตรงทีผ่านจดุกำเนดิและขนานกับ 3x− 7y = 3

3.3 เสนตรงทีผ่านจดุ (−3, 2) และต้ังฉากกับ 2y = 3(x− 1)

3.4 เสนตรงทีผ่านจดุกึง่กลางของสวนของเสนตรง P (−2, 0) และ Q(−4, 8) และทำมุม 60◦ กับแกน X

4. จงหามุมระหวางเสนตรงตอไปนี้

4.1 y = 0 และ y =
√
3x+ 1

4.2 x+ y = 2 และ y = x− 3

4.3 3x− 1 = y และ y = 2x+ 5

4.4 x− 1

2− y
=

1

3
และ y = x+ 1

5. จงหาระยะทางระหวางจดุ P0 กับเสนตรง L หรอื d(P0;L)

5.1 P0 คอืจดุกำเนดิ และ L : 3x− 4y = 15

5.2 P0(−2, 2) และ L : y = 3x

5.3 P0(−2, 1) และ L : 7x− 24y = 5

5.4 P0(
√
5, 4) และ L : 2x+ y = 4

6. จงหาระยะทางระหวางเสนตรง L1 และ L2 หรอื d(L1, L2)

6.1 L1 : 3x+ 4y + 13 = 0 และ L2 : 3x+ 4y = 2

6.2 L1 : x+ 3y = 3 และ L2 : 3x+ y = 6

6.3 L1 : 2x+ 3y = 10 และ L2 : 2x+ 3y = 15

6.4 L1 : x = y และ L2 : y − x = 3
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7. ให P (x1, y1) และ Q(x2, y2) เปนจดุบนระนาบ ถา R เปนจดุบนสวนของเสนตรง PQ โดยที่ d(P,R) :

d(R,Q) = m : n เมือ่ n และ m เปนจำนวนนับ จงแสดงวา

R =

(
nx1 +mx2

m+ n
,
ny1 +my2
m+ n

)



4.2. กราฟคาสัมบรูณ (ABSOLUTE VALUE GRAPHS) 85

4.2 กราฟคาสัมบูรณ (Absolute value graphs)
บทนยิาม 4.2.1 คาสัมบูรณ (absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทางบนเสนจำนวน
จาก x ไปยัง 0
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|3| = 3| − 4| = 4

ทฤษฎบีท 4.2.2 สำหรับจำนวนจรงิ x ใดๆ |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 4.2.3 จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีถ่กูตอง

1. y = |x| 2. x = |y| 3. y = |x+ 1| 4. x = −|y − 1|+ 1
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ตัวอยาง 4.2.4 จงวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. y = |x|+ 1
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีถ่กูตอง

1.1 y = −|x| 1.2 x = 2|y| − 1 1.3 y = |x− 1| 1.4 x = −|y − 1|
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2. จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้
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4.3 พาราโบลา (Parabola)
บทนยิาม 4.3.1 พาราโบลา (parabola) คอืเซตของจดุซึง่หางจากจดุคงที ่และเสนตรงเสนหนึง่ดวยระยะเทากัน
เสมอ จดุคงที ่เรยีกวาจดุโฟกัส (focus) ของพาราโบลา เสนตรงเสนน้ันเรยีกวา เสนบังคับหรอืเสนไดเรกทรกิซ
(directrix)

P

F

หมายเหตุ ในวชิานี้ เราจะพิจารณาเสนไดเรกทรกิซเปนเสนตรงแนวดิง่หรอืเสนตรงแนวนอน
พาราโบลา Pa มี F เปนจดุโฟกัส และ D เปนเสนไดเรกทรกิซ ให P เปนจดุบนพาราโบลา แลว

Pa = {P : d(F, P ) = d(P ;D)}

• เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสและตัดต้ังฉากกับเสนไดเรกทรกิซ เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex)
ของพาราโบลา เขียนแทนดวย V

• ให c แทนระยะทางระหวางจดุยอด V ไปยังเสนไดเรกทรกิซ น้ันคอื d(V ;D) = c หรอื d(V, F ) = c

V F

D

cc

• ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ V มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ d(F, P ) = d(P ;D) = c เมือ่ไดเรกทรกิซต้ัง
ฉากกับแกน X จะได

(x− h) = 4c(y − k)2 และ (x− h) = −4c(y − k)2

เมือ่ไดเรกทรกิซต้ังฉากกับแกน Y จะได

(y − k) = 4c(x− h)2 และ (y − k) = −4c(x− h)2
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กรณเีฉพาะทีจ่ดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา

y = ±4cx2 และ x = ±4cy2

ตัวอยาง 4.3.2 จากกราฟพาราโบลาที่กำหนดให จงหาสมการพาราโบลา จดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรก
ทรกิซ
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ตัวอยาง 4.3.3 จากสมการของพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาจดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรกทรกิซ

1. y = 16x2 + 1

2. x = 4(y + 1)2 − 3

3. 8x2 + y = 16x− 3

4. x = 4y2 + 4y − 1

5. x2 + y + 2x = 10
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ตัวอยาง 4.3.4 จงวาดกราฟพาราโบลาตอไปนี้

1. x = 9y2 + 1
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4. y = −16(x+ 1)2 − 3

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4



92 บทท่ี 4. เรขาคณิตวิเคราะห (ANALYTICAL GEOMETRY)

ตัวอยาง 4.3.5 จงหาสมการของพาราโบลา เมือ่กำหนดให

1. มีจดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิ มีความโฟกัสเทากับ 3 หนวย

2. มีจดุกำเนดิเปนจดุโฟกัส และมี y = 6 เปนเสนไดเรกทรกิซ

3. มี (−1, 1) และ (3, 1) เปนจดุยอดและจดุโฟกัสตามลำดับ

4. มี (1, 3) เปนจดุยอด และมี x+ 3 = 0 เปนเสนไดเรกทรกิซ

5. พาราโบลาผานจดุ (1, 0), (−1, 8) และ (2, 1)
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แบบฝ กหัด 4.3
1. จากกราฟพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการพาราโบลา จดุโฟกัส จดุยอด สมการเสนไดเรกทรกิซ
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2. จงวาดกราฟของพราราโบลา เมือ่กำหนดสมการดังตอไปนี้

2.1 y = 4(x− 1)2

2.2 x = −16(y − 2)2 + 1

2.3 y = (x+ 1)(x− 3)

2.4 y = x2 − 2x+ 3

2.5 6x2 + y − 12x = 10

2.6 x = 4(y − 2)(3− y)

3. จากสมการของพาราโบลาทีก่ำหนดให จงหาจดุยอด จดุโฟกัส และสมการเสนไดเรกทรกิซ

3.1 y = 8(x+ 1)2

3.2 x = −12(y − 1)2 + 5

3.3 y = −4(x− 1)(x+ 1)

3.4 y = x2 − 6x− 1

3.5 4x2 + 2y − 16x = 5

3.6 x− y2 + y = 1

4. จงหาสมการพาราโบลาเงือ่นไขทีก่ำหนดใหตอไปนี้

4.1 มีจดุยอดอยูทีจ่ดุกำเนดิ มีความโฟกัสเทากับ 4 หนวย
4.2 มีจดุกำเนดิเปนจดุโฟกัส และมี y = 2 เปนเสนไดเรกทรกิซ
4.3 มี (−2, 2) และ (4, 2) เปนจดุยอดและจดุโฟกัสตามลำดับ
4.4 มี (0, 2) เปนจดุยอด และมี x = 3 เปนเสนไดเรกทรกิซ
4.5 พาราโบลาผานจดุ (0, 3), (1,−2) และ (4, 5)
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4.4 วงกลม (Circle)
บทนยิาม 4.4.1 วงกลม (Circle) คอืเซตของจดุทีห่างจากจดุคงทีด่วยระยะคงที่ เรยีกจดุคงทีว่าจดุศนูยกลาง (center)
และระยะคงทีว่ารัศมี (radius)

r

O

P

กำหนด Cr คอืวงกลมทีมี่จดุศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ O(0, 0) และรัศมี r แลว

Cr = {P : d(P,O) = r} = {(x, y) : x2 + y2 = r2}

และเมือ่จดุศนูยกลางทีจ่ดุ (h, k) และรัศมี r วงกลมคอืเซต

{(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการของวงกลม

ตัวอยาง 4.4.2 จงวาดกราฟของสมการวงกลมตอไปนี้
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ตัวอยาง 4.4.3 จงจับคูสมการตอไปนี้ กับกราฟทีก่ำหนดให

1. x2 + y2 = 9

2. x2 + (y − 2)2 = 4

3. (x+ 1)2 + y2 = 16

4. (x− 2)2 + (y + 3)2 = 1

5. (2x− 1)2+(2y+1)2 = 16

6. x2 + y2 = 4x
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ตัวอยาง 4.4.4 จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีของสมการวงกลมตอไปนี้

1. x2 + y2 = 36

2. x2 + y2 + 2y = 3

3. x2 + y2 + 2x− 2y − 14 = 0

4. 2x2 + 2y2 + 4x+ 8y = 5
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ตัวอยาง 4.4.5 จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีพรอมกับวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. x2 + y2 = 4
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2. (x− 1)2 + y2 = 2y
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3. x2 + y2 − 2x+ 2y = 2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

4. x2 + y2 + 4x+ 2y − 1 = 0
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ตัวอยาง 4.4.6 จงหาสมการของวงกลม เมือ่

1. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และรัศมี 4 หนวย

2. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และเสนผานศนูยกลาง (diameter) ยาว 10π หนวย

3. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุกำเนดิ และมีจดุ (3, 4) อยูบนเสนรอบวง (circumference)

4. มีส วนของเสนตรงทีล่ากจากจดุ (−1, 2) และ (1, 6) เปนเสนผานศนูยกลาง

5. มีจดุศนูยกลางอยูทีจ่ดุ (−3, 5) และมีเสนตรง 3x+ 4y = 1 เปนเสนสัมผัสวงกลมนี้
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แบบฝ กหัด 4.4
1. จงหาสมการของวงกลมตอไปนี้

1.1 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ รัศมี 5 หนวย
1.2 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ เสนรอบวงยาว 12π หนวย
1.3 มีศนูยกลางทีจ่ดุ (0, 3) มีพ้ืนทีเ่ทากับ 9π ตารางหนวย
1.4 มีศนูยกลางทีจ่ดุ (5, 2) และผาน (−1, 3)

1.5 มีสวนของเสนตรงจาก (2,−3) และ (8,−1) เปนเสนผานศนูยกลาง
1.6 มี (6,−2) เปนจดุศนูยกลาง และสัมผัสกับเสนตรง x+ 2y = 6

2. จงหาจดุศนูยกลางและรัศมีพรอมกับวาดกราฟของสมการตอไปนี้

2.1 x2 + y2 = 9

2.2 (x+ 1)2 + y2 = 16

2.3 x2 + y2 − 2x = 3

2.4 x2 + y2 + 2x+ 2y = 7

2.5 x2 + y2 + 2y = 0

2.6 x2 + y2 + 4x+ 2y + 5 = 0
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4.5 วงรี (Ellipse)
บทนยิาม 4.5.1 วงรี (ellipse) คอืเซตของจดุทีมี่ผลบวกของระยะทางจากจดุน้ันไปยังจดุคงทีส่องจดุมีคาคงที ่ เรยีก
จดุคงทีส่องจดุน้ันวาจดุโฟกัส (focus) ของวงรี

P

F1 F2

กำหนดวงรี E มี F1 และ F2 เปนจดุโฟกัส และ P เปนจดุบนวงรี แลว

1. เรยีก C ทีเ่ปนจดุกึง่กลางของ F1 และ F2 วาจดุศนูยกลาง (center) ของวงรี

2. เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสท้ังสอง เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex) ของวงรี เขียนแทนดวย
V1 และ V2

3. เรยีกสวนของเสนตรง V1V2 วาแกนเอก (major axis)

4. ให a แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดหนึง่ น้ันคอื d(C, V1) = a หรอื d(C, V2) = a

5. เลือ่น P มาไวบนสนตรงที ่ผานจดุศนูยกลางของวงรีและต้ังฉากกับแกนเอก เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอดรวม
(co-vertex) ของวงรี เขียนแทนดวย V ′

1 และ V ′
2

6. เรยีกสวนของเสนตรง V ′
1V

′
2 วาแกนโท (minor axis)

7. ให b แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดรวมหนึง่ น้ันคอื d(C, V ′
1) = b หรอื d(C, V ′

2) = b

8. จากการกำหนดดังกลาวเราจะไดวา ผลบวกคงทีข่องวงรมีีคาเทากับความยาวแกนเอก หรอืเทากับ 2a

b

a

CF1 F2
V1 V2

V ′
1

V ′
2
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E = {P : d(F1, P ) + d(F2, P ) = 2a}

9. ให c แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุโฟกัสหนึง่ น้ันคอื d(C,F1) = c หรอื d(C,F2) = c แลวจะไดวา

a2 = b2 + c2

b

c

aa

CF1 F2
V1 V2

V ′
1

V ′
2

10. เรยีกอัตราสวน c

a
วาความเยือ่งศนูยกลาง (eccentricity) เขียนแทนดวย e สำหรับวงรจีะไดวา

0 < e < 1

หมายเหตุ สำหรับวงกลมจะมี e = 0 หรอืกลาวไดวาวงกลมไมมีความเยือ่งศนูยกลาง

11. ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ C มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ d(F1, P )+d(F2, P ) = 2a และความสัมพันธ
a2 = b2 + c2 เมือ่ F1F2 ขนานกับแกน X จะได

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

กรณทีี ่ F1F2 ขนานกับแกน Y จะได
(x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1

กรณเีฉพาะทีจ่ดุศนูยกลางวงรอียูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา

x2

a2
+

y2

b2
= 1 และ x2

b2
+

y2

a2
= 1
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ตัวอยาง 4.5.2 จากกราฟวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคงที ่
a, b และ c

1.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

3.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
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ตัวอยาง 4.5.3 จากสมการวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคง
ที ่ a, b และ c

1. 4x2 + 9y2 = 36

2. x2 + 4y2 + 8y = 0

3. 16x2 + 9y2 − 64x− 36y = 44

4. 9x2 + 16y2 + 18x− 32y = 199
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ตัวอยาง 4.5.4 จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้

1. x2

25
+

y2

16
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2. x2

9
+

y2

25
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

3. (x− 1)2

16
+

(y + 1)2

4
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

4. x2 +
y2

4
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

5. x2 + 25y2 = 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6. 4x2 + 8x+ y2 = 0

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
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ตัวอยาง 4.5.5 จงหาสมการวงรจีากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

1. มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนเอกเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนโทเทากับ 4 หนวย

2. มี (4, 0) และ (−4, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนโท 6 หนวย

3. มี (0, 7) และ (0,−7) เปนจดุยอดรวม และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 24
25

4. มี (1,−2) และ (1, 6) เปนจดุยอด และมีความยาวแกนโท 4 หนวย

5. มี (−1, 0) และ (1, 0) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (1, 3
2
)
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แบบฝ กหัด 4.5
1. จากกราฟวงรทีีก่ำหนดให จงหาสมการวงรี จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุยอดรวม ผลบวกคงที ่ a, b และ

c

1.1

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

1.2

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

1.3

X

Y

−4 −2 0 2 4

−4

−2

0

2

4

2. จงวาดกราฟของวงรี เมือ่กำหนดสมการวงรตีอไปนี้

2.1 x2

16
+

y2

9
= 1

2.2 25(x− 1)2 + 9y2 = 225

2.3 (x+ 1)2

9
+

(y − 1)2

25
= 1

2.4 5x2 + 9y2 + 20x = 25

2.5 9x2 + 4y2 − 36x− 24y + 36 = 0

2.6 25x2 + 21y2 + 100x− 42y − 404 = 0

3. จงหาสมการวงรจีากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนเอกเทากับ 8 หนวย และความยาวแกนโทเทากับ 4 หนวย
3.2 มี (3, 0) และ (−3, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนโท 16 หนวย
3.3 มี (0, 3) และ (0, 3) เปนจดุยอดรวม และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 1

2

3.4 มี (−3,−2) และ (5,−2) เปนจดุยอด และมีความยาวแกนโท 2 หนวย
3.5 มี (0, 1) และ (0,−1) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (3

2
, 1)
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4.6 ไฮเพอรโบลา (Hyperbola)
บทนยิาม 4.6.1 ไฮเพอรโบลา (hyperbola) คอืเซตของจดุทีมี่ผลตางของระยะทางจากจดุน้ันไปยังจดุคงทีส่องจดุมี
คาคงที ่ เรยีกจดุคงทีส่องจดุน้ันวาจดุโฟกัส (focus) ของไฮเพอรโบลา

P

F1 F2

กำหนดให H คอืไฮเพอรโบลามี F1 และ F2 เปนจดุโฟกัส และ P เปนจดุบนไฮเพอรโบลา แลว

1. เรยีก C ทีเ่ปนจดุกึง่กลางของ F1 และ F2 วาจดุศนูยกลาง (center) ของไฮเพอรโบลา

2. เลือ่น P มาไวบนสนตรงทีผ่านจดุโฟกัสท้ังสอง เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุยอด (vertex) ของไฮเพอรโบลา เขียน
แทนดวย V1 และ V2

3. เรยีกสวนของเสนตรง V1V2 วาแกนตามขวาง (major axis)

4. ให a แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุยอดหนึง่ น้ันคอื d(C, V1) = a หรอื d(C, V2) = a

5. ให c แทนระยะทางระหวางจดุ C ไปยังจดุโฟกัสหนึง่ น้ันคอื d(C,F1) = c หรอื d(C,F2) = c

6. จากขอมูลดังกลาวเราจะไดวา ผลตางคงทีข่องไฮเพอรโบลามีคาเทากับความยาวแกนเอก หรอืเทากับ 2a

c

a

CV1 V2F1 F2

H = {P : |d(F1, P )− d(F2, P )| = 2a}
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7. ให V ′
1 และ V ′

2 เปนจดุปลายของสวนเสนตรงทีตั่ดต้ังฉากกับ F1F2 ทีจ่ดุ C และมีระยะ d(C, V ′
1) = b และ

d(C, V ′
2) = b ซึง่หาไดจาก

c2 = a2 + b2

เราจะเรยีกจดุนี้ วาจดุปลายแกนสังยุค ของไฮเพอรโบลา

8. เรยีกสวนของเสนตรง V ′
1V

′
2 วาแกนสังยุค (minor axis)

b

c

c

a

V ′
1

V ′
2

CV1 V2F1 F2

9. เรยีกเสนตรง L1 และ L2 ดังกราฟวา เสนกำกับ (asymptote) ของไฮเพอรโบลา และให (h, k) เปนพิกัดของ
C

L1L2

CV1 V2F1 F2

L1 มีสมการเปน y = b
a
(x− h) + k และ L2 มีสมการเปน y = − b

a
(x− h) + k

10. ความเยือ่งศนูยกลาง e = c

a
สำหรับไฮเพอรโบลาจะไดวา e > 1

11. ให P มีพิกัดเปน (x, y) และ C มีพิกัดเปน (h, k) จากสมการ |d(F1, P ) − d(F2, P )| = 2a และความ
สัมพันธ c2 = a2 + b2 เมือ่ F1F2 ขนานกับแกน X จะได

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

กรณทีี ่ F1F2 ขนานกับแกน Y จะได
(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1

กรณเีฉพาะทีจ่ดุศนูยกลางไฮเพอรโบลาอยูทีจ่ดุกำเนดิจะไดวา
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x2

a2
− y2

b2
= 1 และ y2

a2
− x2

b2
= 1

ตัวอยาง 4.6.2 จากกราฟไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุ
ปลายแกนสังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4
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−2

−1
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2.

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

ตัวอยาง 4.6.3 จากสมการไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุ
ปลายแกนสังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1. x2 − 4y2 = 16 2. 16y2 − 9x2 + 36x+ 32y + 124 = 0
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ตัวอยาง 4.6.4 จงวาดกราฟของสมการตอไปนี้

1. x2

9
− y2

16
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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2. y2

9
− x2

9
= 1

X

Y
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3. (x− 1)2

16
− (y + 1)2

4
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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4. 5x2 − y2

5
= 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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5. y2 − x2 = 1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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6. 2x2 − 4x− y2 = 0

X

Y
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ตัวอยาง 4.6.5 จงหาสมการไฮเพอรโบลาจากขอทีก่ำหนดใหตอไปนี้

1. มีศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิ มีความยาวแกนตามขวางเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนสังยุคเทากับ 4 หนวย

2. มี (5, 0) และ (−5, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนสังยุค 6 หนวย

3. มี (0, 1) และ (0,−1) เปนจดุยอด และมี y = x เปนเสนกำกับเสนหนึง่

4. มี (2,−4) และ (2, 8) เปนจดุปลายแกนสังยุค และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 5
4

5. มี (−
√
2, 0) และ (√2, 0) เปนจดุโฟกัส และไฮเพอรโบลาผานจดุ (

√
2, 1)
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แบบฝ กหัด 4.6
1. จากกราฟไฮเพอรโบลาทีก่ำหนดให จงหาสมการไฮเพอรโบลา จดุศนูยกลาง จดุโฟกัส จดุยอด จดุปลายแกน

สังยุค สมการเสนสัมผัส ผลตางคงที ่ a, b และ c

1.1

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

1.2

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

1.3

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

2. จงวาดกราฟของไฮเพอรโบลา เมือ่กำหนดสมการดังตอไปนี้

2.1 x2

16
− y2

9
= 1

2.2 4(x− 1)2 − 9y2 = 36

2.3 (y + 1)2

9
− (x− 1)2

9
= 1

2.4 y2 − 2x2 + 8x− 6 = 0

2.5 9x2 − 16y2 − 18x+ 64y − 199 = 0

2.6 4x2 − 25y2 + 25x− 100y − 164

3. จงหาสมการของไฮเพอรโบลาจากเงือ่นไขทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 มีศนูยกลางที ่จดุกำเนดิ มีความยาวแกนตามขวางเทากับ 6 หนวย และความยาวแกนสังยุคเทากับ 6

หนวย
3.2 มี (3, 0) และ (−3, 0) เปนจดุโฟกัส และมีความยาวแกนสังยุค 2 หนวย
3.3 มี (2, 0) และ (2, 0) เปนจดุปลายแกนสังยุค และมีความยาวแกนตามขวาง 8 หนวย
3.4 มี (3,−2) และ (5,−2) เปนจดุยอด และมีความเยือ่งศนูยกลางเทากับ 2

3.5 มี (0,−
√
2) และ (0,√2) เปนจดุโฟกัส และวงรผีานจดุ (1,

√
2)



112 บทท่ี 4. เรขาคณิตวิเคราะห (ANALYTICAL GEOMETRY)



บทที่ 5
ตรโีกณมติิ (Trigonometry)

5.1 ตรโีกณมติพิื้ นฐาน (Basic Trigonometry)
บทนยิาม 5.1.1 กำหนดคาตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิดังนี้

c
b

a
θ

1. ไซน (sine) ของมุม θ คอือัตราสวนของ b
c
เขียนแทนดวย sin θ = b

c

2. โคไซน (cosine) ของมุม θ คอือัตราสวนของ a
c
เขียนแทนดวย cos θ = a

c

3. แทนเจนต (tangent) ของมุม θ คอือัตราสวนของ b
a
เขียนแทนดวย tan θ = sin θ

cos θ = b
a

4. โคเซกเกนต (cosecant) ของมุม θ คอืสวนกลับของไซน เขียนแทนดวย csc θ = 1
sin θ = c

b

5. เซกเกนต (secant) ของมุม θ คอืสวนกลับของโคไซน เขียนแทนดวย sec θ = 1
cos θ = c

a

6. โคแทนเจนต (cotangent) ของมุม θ คอืสวนกลับของแทนเจนต เขียนแทนดวย cot θ = 1
tan θ = cos θ

sin θ = a
b

ตัวอยาง 5.1.2 จงหาคาตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิของมุม θ และ α

4

3

θ

α

113
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ทฤษฎบีท 5.1.3 กำหนดให θ และ α เปนมุมแหลม (acute angle) และ θ + α = 90◦ แลว

sin θ = cosα tan θ = cotα sec θ = cscα

ตัวอยาง 5.1.4 กำหนดให sin θ = 5
13

จงหาคาของ

1. cos θ

2. tan θ

3. cot θ

4. sec θ

5. csc θ

6. cos(90◦ − θ)

7. tan(90◦ − θ)

8. sin(90◦ − θ)

9. cot(90◦ − θ)

10. sec(90◦ − θ)

ทฤษฎบีท 5.1.5 จากการนยิามคาตรโีกณมิตจิะไดวา

sin2 θ + cos2 θ = 1 sec2 θ − tan2 θ = 1 csc2 θ − cot2 θ = 1

ตัวอยาง 5.1.6 จงตอบคำถามตอไปนี้

1. จงหาคาของ sin2 35◦ + sin2 57◦ + sin2 55◦ + sin2 33◦

2. กำหนดให sec θ − tan θ = 5 จงหาคาของ tan θ + sec θ

3. จงหาคาของ tan 1◦ · tan 2◦ · tan 3◦ · ... · tan 89◦

4. กำหนดให tan 12◦ = a จงหาคาของ tan 78◦+cot 12◦
1−tan 78◦ cot 12◦ ในรปู a
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คาตรโีกณมติมิาตรฐาน

√
2 1

1

45◦

45◦
2 1

√
3

30◦

60◦

θ 30◦ 45◦ 60◦

sin θ 1
2

1√
2

√
3
2

cos θ
√
3
2

1√
2

1
2

tan θ 1√
3

1
√
3

ตัวอยาง 5.1.7 จงหาคาของ

1. cos2 45◦ + tan2 30◦

2. sin 60◦ cos 30◦

3. cot 45◦ + sec 60◦ + csc 30◦

4. sin 45◦(cos 45◦ + csc 45◦)

5. 1
tan 30◦+cot 60◦

6. 1
sin 60◦+cos 30◦ +

1
sin 60◦−cos 30◦
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จากรปู จงหาคาของตรโีกณมิตท้ัิง 6 ชนดิ ของมุม θ และ α

1.1

5 4

θ

α

1.2

24

7

θ

α

1.3

√
5

2

θ

α

2. กำหนดให tan θ = 2 จงหาคาของ

2.1 cos θ

2.2 tan θ

2.3 cot θ

2.4 sec θ

2.5 csc θ

2.6 cos(90◦ − θ)

2.7 tan(90◦ − θ)

2.8 sin(90◦ − θ)

2.9 csc(90◦ − θ)

2.10 sec(90◦ − θ)

3. ให A เปนมุมแหลมและ tanA+ cotA = 3 จงหาคาของ

3.1 tan2A+ cot2A

3.2 tan2A− cot2 A

3.3 tanA− cotA

3.4 tan4A− cot4 A

3.5 tan3A− cot3 A

3.6 tan3A+ cot3A

4. จงหาคาของ sin2 1◦ + sin2 2◦ + sin2 3◦ + ...+ sin2 89◦

5. จงหาคาของ

5.1 1− cos 45◦ sin 45◦

5.2 tan3 30◦ − cot3 30◦

5.3 sin 30◦ + cos 60◦

5.4 sec 30◦ − csc 60◦

5.5 cos 60◦(sin 45◦ + cot 45◦)

5.6 1
tan 30◦−cot 30◦

5.7 1
sin2 30◦+cos2 30◦

5.8 1
cot 45◦−tan 60◦ +

1
cot 45◦+tan 60◦

5.9 sin 45◦+cos 60◦
sin 45◦−cos 60◦ +

sin 45◦−cos 60◦
sin 45◦+cos 60◦
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5.2 วงกลมหนึง่หนวย (Unit Circle)
พิจารณาวงกลมหนึง่หนวย x2 + y2 = 1

X

Y

θ

(x, y)

(1, 0)(−1, 0)

(0, 1)

(0,−1)

ให (1, 0) เปนจดุเริม่ตน เมือ่วัดความยาวเสนรอบลงไปทวนเข็มนากิา (counterclockwise) ไปยังจดุสิ้นสดุ
ความยาวทีวั่ดไดใหมีคาเปนบวก เมือ่วัดวัดความยาวเสนรอบลงไปตามนากิา (clockwise) ไปยังจดุสิ้นสดุ ความ
ยาวทีวั่ดไดใหมีคาเปนลบ และเรยีกตัวเลขเหลาน้ันตามดวยหนวยเรเดยีน (radian) ดังน้ัน

π เรเดยีน เทยีบเทากับ 180 องศา

จะไดวา

• θ มีหนวยเปนองศา จะเทยีบเทากับ θ
180

π ในหนวยเรดยีน

• θ มีหนวยเปนเรเดยีน จะเทยีบเทากับ θ
π
180 ในหนวยองศา

ตัวอยาง 5.2.1 จงแปลงมุมในหนวยองศาใหเปนเรเดยีน

1. 0◦

2. 30◦

3. 45◦

4. 60◦

5. 90◦

6. 180◦

7. 270◦

8. 255◦

9. −360◦

10. −600◦

ตัวอยาง 5.2.2 จงแปลงมุมในหนวยเรเดยีนใหเปนองศา

1. π
6

2. π
3

3. 2π
3

4. 3π
4

5. 5π
6

6. 2π

7. 7π
3

8. 11π
6

9. −9π
4

10. −13π
2
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ถาลากเสนโคงจากจดุ (1, 0) ในทศิทวนเข็มนากิาไปสิ้นสดุทีจ่ดุ (x, y) ดวยความยาว θ เรเดยีน เราจะไดวา

X

Y

θ
(x, y)

(1, 0) 0(−1, 0)π

(0, 1)

π
2

(0,−1)

3π
2

x = cos θ และ y = sin θ

ตัวอยาง 5.2.3 จงหาคูอันอับ (x, y) บนวงกลมหนึง่หนวยของมุมตอไปนี้

1. 0

2. π
2

3. π

4. 3π
2

5. 2π

6. 2π
3

7. 3π
4

8. 5π
6

9. 2π

10. 11π
6

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาคาของ

1. sin π
4

2. cos 5π
3

3. sin 11π
6

4. tan π
4

5. cot 3π
4

6. sec 7π
6

7. csc 2π
3

8. tan 7π
3
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ถาลากเสนโคงจากจดุ (1, 0) ในทศิตามเข็มนากิาไปสิ้นสดุทีจ่ดุ (x, y) ดวยความยาว θ เรเดยีน เราจะไดวา

X

Y

θ
(x, y)

(1, 0) 0(−1, 0)−π

(0, 1)

−3π
2

(0,−1)

−π
2

ตัวอยาง 5.2.5 จงหาคูอันอับ (x, y) ของมุมตอไปนี้

1. −π 2. −3π
4

3. −5π
6

4. −4π
3

5. −11π
6

ตัวอยาง 5.2.6 จงหาคาของ

1. sin(−π
4
) 2. tan(−5π

3
) 3. cos(−7π

6
) 4. sec(−13π

4
)

ตัวอยาง 5.2.7 จงหาคาของ

1. sin2( π
12
) + sin2(5π

12
) 2. sin2(4π

3
) + cos2(19π

3
)
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงแปลงมุมในหนวยองศาใหเปนเรเดยีน

1.1 120◦

1.2 150◦

1.3 15◦

1.4 215◦

1.5 36◦

1.6 390◦

1.7 600◦

1.8 −90◦

1.9 −540◦

1.10 −330◦

2. จงแปลงมุมในหนวยเรเดยีนใหเปนองศา

2.1 π
2

2.2 4π
3

2.3 13π
6

2.4 17π
4

2.5 6π
5

2.6 4π

2.7 7π
12

2.8 11π
18

2.9 − π
18

2.10 −8π
36

3. จงหาคูอันอับ (x, y) บนวงกลมหนึง่หนวยของมุมตอไปนี้

3.1 π
4

3.2 7π
6

3.3 3π

3.4 −3π
2

3.5 −20π

3.6 17π
3

3.7 133π
4

3.8 2015π
6

3.9 −36π
18

3.10 111π
4

4. จงหาคาของ

4.1 sin(3π
4
)

4.2 tan(11π
3
)

4.3 cos(5π
6
)

4.4 sec(21π
4
)

4.5 csc(8π
3
)

4.6 cos(111π
4

)

4.7 cot(−121π
4

)

4.8 tan(−2016π
3

)

5. จงหาคาของ

5.1 sin2 0◦ + sin2 1◦ + sin2 2◦ + sin2 3◦ + ...+ sin2 180◦

5.2 tan 0◦ + tan 1◦ + tan 2◦ + ...+ tan 89◦ + tan 91◦ + ...+ tan 180◦
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5.3 เอกลักษณตรโีกณมติิ (Trigonometric Identity)
เอกลักษณการบวกมุมและการลบมุม (Angle-Sum and Angle-Difference Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.1 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sin(A+B) = sinA cosB + cosA sinB sin(A−B) = sinA cosB − cosA sinB

2. cos(A+B) = cosA cosB − sinA sinB cos(A−B) = cosA cosB + sinA sinB

3. tan(A+B) = tanA+tanB
1−tanA tanB tan(A−B) = tanA−tanB

1+tanA tanB

4. sin(−A) = − sinA cos(−A) = cosA tan(−A) = − tanA

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาคาของ

1. sin 75◦ 2. tan 15◦ 3. cos 165◦

ตัวอยาง 5.3.3 จงหาคาของ

1. sin 50◦ cos 10◦ + cos 50◦ sin 10◦

2. sin 70◦ sin 40◦ + cos 70◦ cos 40◦

3. sin 220◦ cos 100◦ − cos 220◦ sin 100◦

4. tan 80◦+tan 55◦
1−tan 80◦ tan 55◦

ตัวอยาง 5.3.4 กำหนดให tan θ = 3
4

เมือ่ π < θ < 3π
2

จงหาคาของ

1. sin θ

2. cos(π − θ)

3. tan(θ − π
4
)

4. sec(π
2
+ θ)
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เอกลักษณมุมสองเทา (Double-Angle Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.5 กำหนดให A เปนมุม แลว

1. sin(2A) = 2 sinA cosA

2. cos(2A) = cos2 A− sin2 A = 1− 2 sin2A = 2 cos2A− 1

3. tan(2A) = 2 tanA
1−tan2 A

ตัวอยาง 5.3.6 จงหาคาของ

1. sin 15◦ cos 15◦

2. 1− 2 cos2 75◦

3. sin2 105◦

4. tan 15◦
1−tan2 15◦

ตัวอยาง 5.3.7 กำหนดให sec θ = 5
3

เมือ่ −π
2
< θ < 0 จงหาคาของ

1. sin(2θ)

2. cos(2θ)

3. tan(π − 2θ)

4. csc(π
2
+ 2θ)
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เอกลักษณมุมครึง่เทา (Half-Angle Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.8 กำหนดให A เปนมุม แลว

1. sin(A
2
) = ±

√
1−cosA

2
sin2(A

2
) = 1−cosA

2

2. cos(A
2
) = ±

√
1+cosA

2
cos2(A

2
) = 1+cosA

2

3. tan(A
2
) = ±

√
1−cosA
1+cosA = 1−cosA

sinA = sinA
1+cosA

ตัวอยาง 5.3.9 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณมุมครึง่เทา

1. sin 15◦ 2. cos 75◦

ตัวอยาง 5.3.10 กำหนดให cosA = − 7
25

เมือ่ π
2
< A < π จงหาคาของ

1. sin(A
2
) 2. cos(−A

2
) 3. tan(A

2
)

ตัวอยาง 5.3.11 จงลดกำลังของคาตรโีกณตอไปนี้ โดยใช sin2 A = 1−cos 2A
2

และ cos2A = 1+cos 2A
2

1. sin2 2x 2. cos2 3x 3. cos4 x
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เอกลักษณการบวก (Sum Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.12 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sinA+ sinB = 2 sin(A+B
2

) cos(A−B
2

)

2. sinA− sinB = 2 cos(A+B
2

) sin(A−B
2

)

3. cosA+ cosB = 2 cos(A+B
2

) cos(A−B
2

)

4. cosA− cosB = −2 sin(A+B
2

) sin(A−B
2

)

ตัวอยาง 5.3.13 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณการบวก

1. sin 75◦ + sin 15◦ 2. cos 105◦ + cos 15◦

เอกลักษณการคณู (Product Identities)

ทฤษฎบีท 5.3.14 กำหนดให A และ B เปนมุม แลว

1. sinA cosB = 1
2
[sin(A+B) + sin(A−B)]

2. cosA sinB = 1
2
[sin(A+B)− sin(A−B)]

3. cosA cosB = 1
2
[cos(A+B) + cos(A−B)]

4. sinA sinB = −1
2
[cos(A+B)− cos(A−B)]

ตัวอยาง 5.3.15 จงหาคาของโดยใชเอกลักษณการคณู

1. sin 105◦ cos 15◦ 2. cos 50◦ cos 10◦ + cos2 20◦ − sin 30◦
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาคาตอไปนี้

1.1 sin 20◦ cos 40◦ + cos 20◦ sin 40◦

1.2 cos 55◦ cos 10◦ + sin 55◦ sin 10◦
1.3 sin 95◦ sin 55◦ − cos 95◦ cos 55◦

1.4 tan 160◦−tan 40◦
1−tan 160◦ tan 40◦

2. ให cosA = 3
5

เมือ่ 0 < A < π
2

และ sinB = 5
13

เมือ่ 0 < B < π
2
จงหาคาของ

2.1 sin(A+B)

2.2 cos(A−B)

2.3 tan(A+B)

2.4 sin(A− 2B)

2.5 cos(A+B − π)

2.6 sec(2π − A−B)

2.7 cos(A+B + π)

2.8 sin(2A−π
2

)

3. กำหนดให cosA = −4
5

เมือ่ π < A < 3π
2

จงหาคาของ

3.1 sin(A
2
)

3.2 cos(A
2
)

3.3 tan(2A)

3.4 sin(2A)

3.5 cos(2A− π)

3.6 sec(A− 2π)

3.7 cos 2(A+ π)

3.8 sin(A−π
2

)

4. จงหาคาของ

4.1 cos 36◦ sin 18◦

4.2 sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦
4.3 sin 70◦ sin 50◦ sin 10◦

4.4 sin 500◦ − cos 110◦ − cos 10◦
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5.4 ฟงกชันตรโีกณมติิ (Trigonometric Function)
บทนยิาม 5.4.1 ให f เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ เราจะเรยีก f วาฟงกชันเป นคาบ (periodic function) ทีมี่คาบ p

ถา

f(x+ np) = f(x) ทกุๆ n = 1, 2, 3, ...

แอมพลจิดู (amplitude) ของฟงกชันคอื ครึง่หนึง่ของผลตางระหวางคาสงูสดุและคาตำ่สดุ (ถามีคาสงูสดุและตำ่สดุ)

ฟงกชันไซน (Sine function)

X

Y

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

1

−1

y = sinx

จากกราฟของฟงกชันไซน y = sinx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian)

2. เรนจ (range)

3. แอมพลจิดู (amplitude)

4. คาบ (period)

ฟงกชันโคไซน (Cosine function)

X

Y

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

1

−1

y = cosx

จากกราฟของฟงกชันโคไซน y = cosx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian)

2. เรนจ (range)

3. แอมพลจิดู (amplitude)

4. คาบ (period)
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ทฤษฎบีท 5.4.2 ให y = A sin(kx + ϕ) + b (หรอื y = A cos(kx + ϕ) + b) เมือ่ A, k เปนจำนวนจรงิทีไ่มใช 
ศนูย และ ϕ, b เปนจำนวนจรงิ แลวฟงกชันนี้ มี

1. โดเมนเปน R

2. เรนจเปน [−|A|+ b, |A|+ b]

3. คาบเปน 2π
k

4. แอมพลจิดูเปน |A|

ตัวอยาง 5.4.3 จงหา โดเมน เรนจ แอมพลจิดู และคาบ ของฟงกชันตอไปนี้

1. y = 5 sin 3x

2. y = 3 cos(πx+ π
2
)

3. y = π sin π(πx− π) + π

4. y = −10 cos(1000x+ π
3
)

5. y = cos2 x+ 1

6. y = sinx+ cos x
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ฟงกชันแทนเจนต (Tangent function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = tanx

จากกราฟของฟงกชันแทนเจนต y = tanx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)

ฟงกชันโคแทนเจนต (Cotangent function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = cotx

จากกราฟของฟงกชันโคแทนเจนต y = cot x จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)
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ฟงกชันเซกเกนต (Secant function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = secx

จากกราฟของฟงกชันเซกเกนต y = secx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)

ฟงกชันโคเซกเกนต (Cosecant function)

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

y = cscx

จากกราฟของฟงกชันโคเซกเกนต y = cscx จงตอบคำถามตอไปนี้

1. โดมเน (domian) 2. เรนจ (range) 3. คาบ (period)
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แบบฝ กหัด 5.4
1. จงหา โดเมน เรนจ แอมพลจิดู และคาบ ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 y = 2 sin 2x

1.2 y = 4 cos(4x+ 4) + 4

1.3 y = e sin π(x− 1)

1.4 y = −7 cos 3(3x+ π) + 5

1.5 y = 1
3

sin(π
2
x− 1) + π

1.6 y = sin2 x

1.7 y = cosx sinx+ 1
2

1.8 y = 3 sin 2x+ 4 cos 2x

2. จงวาดกราฟตอไปนี้

2.1 y = 2 sinx

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

2.2 y = cos 2x

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π

2.3 y = −2 sin 1
2
x

X

Y

−2

−1

1

2

−π
2

−π− 3π
2

−2π− 5π
2

−3π 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π
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5.5 ฟงกชันตรโีกณมติผิกผัน (Inverse Trigonometric Function)
บทนยิาม 5.5.1 ใหฟงกชัน y = sinx เมือ่ x ∈ [−π

2
, π
2
] แลวฟงกชันผกผันของไซนคอื x = sin y เขียนแทนดวย

y = arcsin x

X

Y

−π
2

0 π
2

1

−1

y = sin x

X

Y

−π
2

0

π
2

1−1

y = arcsinx

ดังน้ันฟงกชันผกผันของไซนมีโดเมนเทากับ [−1, 1] และเรนจเทากับ [−π
2
, π
2
]

บทนยิาม 5.5.2 ใหฟงกชัน y = cos x เมือ่ x ∈ [0, π] แลวฟงกชันผกผันของโคไซนคอื x = cos y เขียนแทนดวย

y = arccosx

X

Y

0 π
2

π

1

−1

y = cosx

X

Y

0

π
2

π

1−1

y = arccosx

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคไซนมีโดเมนเทากับ [−1, 1] และเรนจเทากับ [0, π]

ตัวอยาง 5.5.3 จงหาคาตอไปนี้

1. arcsin 0

2. arccos 1

3. arcsin 1
2

4. arcsin(−1
2
)

5. arccos(−
√
3
2
)

6. arcsin(−1)
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บทนยิาม 5.5.4 ใหฟงกชัน y = tanx เมือ่ x ∈ (−π
2
, π
2
) แลวฟงกชันผกผันของแทนเจนตคอื x = tan y เขียนแทน

ดวย
y = arctan x

X

Y

−π
2

0 π
2

−2

−1

1

2 y = tan x

X

Y

−π
2

0

π
2

−2 −1 1 2

y = arctan x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของแทนเจนตมีโดเมนเทากับ R และเรนจเทากับ (−π
2
, π
2
)

บทนยิาม 5.5.5 ใหฟงกชัน y = cotx เมือ่ x ∈ (0, π) แลวฟงกชันผกผันของโคแทนเจนตคอื x = cot y เขียนแทน
ดวย

y = arccotx

X

Y

0 π
2

π

−2

−1

1

2 y = cotx

X

Y

−π
2

0

π
2

π

−2 −1 1 2

y = arccot x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคแทนเจนตมีโดเมนเทากับ R และเรนจเทากับ (0, π)

ตัวอยาง 5.5.6 จงหาคาตอไปนี้

1. arctan 0

2. arctan 1

3. arccot (−1)

4. arctan √3

5. arctan (− 1√
3
)

6. arccot 0
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บทนยิาม 5.5.7 ใหฟงกชัน y = secx เมือ่ x ∈ [0, π
2
) ∪ (π

2
, pi] แลวฟงกชันผกผันของเซกแกนตคอื x = sec y

เขียนแทนดวย
y = arcsec x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของเซกเกนตมีโดเมนเทากับ (−∞,−1] ∪ [1,∞) และเรนจเทากับ [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

บทนยิาม 5.5.8 ใหฟงกชัน y = cscx เมือ่ x ∈ [−π
2
, 0)∪ (0, π

2
] แลวฟงกชันผกผันของโคเซกแกนตคอื x = sec y

เขียนแทนดวย
y = arccsc x

ดังน้ันฟงกชันผกผันของโคเซกเกนตมีโดเมนเทากับ (−∞,−1] ∪ [1,∞) และเรนจเทากับ [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]

ตัวอยาง 5.5.9 จงหาคาตอไปนี้

1. arcsec √2 2. arcsec (−2) 3. arccsc (−1)

ตัวอยาง 5.5.10 จงหาคาตอไปนี้

1. sin (arccos 3
5
)

2. sec (1
2
arcsin (−3

5
))

3. arctan 1
2
+ arctan 1

3

4. tan
[ arcsin 7

25
+arccos 7

25

2

]
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แบบฝ กหัด 5.5
1. จงหาคาตอไปนี้

1.1 arcsin 1
2

1.2 arccos (−1
2
)

1.3 arcstan (−√
3)

1.4 arcsin (−1)

1.5 arccot 2
1.6 arccos (−

√
3
2
)

1.7 arccsc (−2)

1.8 arcssec √2

2. จงหาคาตอไปนี้

2.1 arccos (sin 60◦)
2.2 arccos (sin 120◦)

2.3 arcsin (cos 7π
4
)

2.4 cos (arccos (−1
2
))

2.5 tan (arcsin
√
3
2
)

2.6 sec (arccot (−2))

3. จงหาคาตอไปนี้

3.1 sin (arcsin 1
3
)

3.2 cos (arcsin (−3
5
)

3.3 tan (arccos 1√
5
)

3.4 sec (arccos (− 5
13
))

3.5 cot (arcsin
√
2√
3
)

3.6 tan (arccot 2 + arccot 3)
3.7 tan (2arcsin (− 1√

5
))

3.8 cos (3arctan (−2))

3.9 sin (arctan 2 + arctan 3)
3.10 sin2 (1

2
arctan 4

3
)

4. จงหาคาของ arctan 1
3
+ arctan 1

5
+ arctan 1

7
+ arctan 1

8

5. จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืไม พรอมใหเหตผุลประกอบ

5.1 sin (arcsin x) = x

5.2 arcsin (sin x) = x

5.3 arctan x = arccot 1
x

เมือ่ x ̸= 0

5.4 arcsin x+ arccos x = π
2

5.5 arctan x+ arctan y = arctan ( x+y
1−xy

)



บรรณานกุรม

[1] กรรณกิา กวักเพฑรูย , หลักคณติศาสตร, สำนักพิมพแหงจฬุาลงกรณมหาวทิยาลัย, กทม., 2542

[2] คณะผูเขียนตำราวชิาคณติศาสตร, ทฤษฎจีำนวน, มูลนธิิ สอวน, กรงุเทพฯ, 2552

[3] อนกุรรมการปรับปรงุหลักสตูรวทิยาศาสตร ทบวงมหาวทิยาลัย, ตรรกศาสตร และระบบจำนวนจรงิ, โรง
พิมพพิทักษการพิมพ , กรงุเทพฯ, 2545

[4] พิมพเพ็ญ เวชชาชวีะ, ระบบจำนวน, ว.ีพริ้ นท(1991), กรงุเทพฯ, 2558

[5] อัจฉรา หาญชวูงศ, ทฤษฎจีำนวน, จฬุาลงกรณมหาวทิยาลัย, กรงุเทพฯ, 2542

[6] David S. Dummit and Richard M. Foote, Abstract Algebra, John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, NJ, 2004

135


