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บททีÉ ř
ลาํดับและอนุกรม

ř.ř ลาํดับของจาํนวนจริง

บทนิยาม ř.ř.ř ลาํดับ (Sequence) ของจาํนวนจรงิ คือฟังกช์นัทีÉโดเมนเป็นจาํนวนเตม็บวก และ
คา่เป็นจาํนวนจรงิ

ให้ a : N → R เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ นิยมเขียน a(n) แทนดว้ย an ดงันัÊน
a = {(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}

เนืÉองจาก an ตอ้งคูก่บั n เสมอ ในคูอ่นัดบั (n, an) ดงันัÊนจะเขียนลาํดบั a ดว้ยสญัลกัษณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} หรอื a1, a2, a3, ..., an, ... หรอื {an}

โดยเรยีก an วา่พจนที์É n หรอืพจนท์ัÉวไปของลาํดบั {an}

ตัวอย่าง ř.ř.Ś จงหาพจนท์ัÉวไปของลาํดบัตอ่ไปนีÊ
ř. {1, 3, 5, 7, ...} คาํตอบ

Ś. 2, 7, 12, 17, ... คาํตอบ

ś. {−1, 1,−1, 1, ...} คาํตอบ

Ŝ. 1, 3, 7, 15, ... คาํตอบ

ŝ.
{
1,

1

2
,
1

4
,
1

8
, ...

}
คาํตอบ

Ş.
{
1,

1

2
,
1

6
,
1

24
,

1

120
, ...

}
คาํตอบ

ř



Ś บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม
พิจารณากราฟของลาํดบั { 1

n
}

X

Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

จากกราฟขา้งตน้แนวโนม้ 1

n
จะเขา้ใกล้ Ř เมืÉอ n มีคา่มาก ๆ นัÉนหมายถงึ lim

n→∞

1

n
= 0 แต่เป็นเพียง

การคาดเดาเทา่นัÊนไมใ่ชก่ารพิสจูน์ ซึÉงการยืนยนัคา่ดงักลา่วตอ้งอาศยับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม ř.ř.ś ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L ∈ R จะกลา่ววา่ L เป็นลิมิตของ {an}
ก็ตอ่เมืÉอ สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก ε ใด ๆ จะมี N ∈ N ทีÉทาํให้

|an − L| < ε ทกุ ๆ จาํนวนนบั n ≥ N

และเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ lim
n→∞

an = L และแสดงความหมายไดด้งักราฟตอ่ไปนีÊ

X

Y

ř Ś ś · · · N N + 1· · ·

L+ ε

L

L− ε

ตอ่ไปจะเรากลา่วถงึ หลักการอารค์ีมิดสี (Archimedes Principle) เพืÉอใชใ้นการพิสจูนเ์กีÉยว
กบัลมิิตของลาํดบั ซึÉงกลา่วไวว้า่

สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก x ใด ๆ จะไดว้า่มี n ∈ N ซึÉง 1

n
< x



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ ś

ตัวอย่าง ř.ř.Ŝ จงพิสจูนว์า่ lim
n→∞

1

n
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 โดยหลกัการอารคี์มิดีส จะไดว้า่มี N เป็นจาํนวนนบัซึÉง 1

N
< ε

ให้ n ∈ N ซึÉง n ≥ N จะไดว้า่ ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
≤ 1

N
< ε

ดงันัÊน lim
n→∞

1

n
= 0

ทฤษฎบีท ř.ř.ŝ ให้ t เป็นจาํนวนเตม็บวก จะไดว้า่
lim

n→∞

1

nt
= 0

บทพิสูจน์. ให้ ε > 0 และ t ∈ Z+ ทาํใหไ้ดว้า่ t
√
ε > 0

โดยหลกัการอารคี์มิดีส จะไดว้า่มี N เป็นจาํนวนนบัซึÉง 1

N
< t

√
ε

ให้ n ∈ N ซึÉง n ≥ N จะไดว้า่ nt ≥ N t ฉะนัÊน∣∣∣∣ 1nt
− 0

∣∣∣∣ = 1

nt
≤ 1

N t
< ε

ดงันัÊน lim
n→∞

1

nt
= 0

เราอาจขยายทฤษฎีบทนีÊไปยงั t ทีÉเป็นจาํนวนจรงิบวก ผลทีÉไดย้งัคงเหมือนเดิม

ทฤษฎบีท ř.ř.Ş สาํหรบัคา่คงตวั k ใด ๆ จงแสดงวา่
lim

n→∞
k = k

บทพิสูจน์. ให้ an = k และ ε > 0 ไมว่า่ N เป็นจาํนวนนบัใด ๆ จะไดว้า่
|an − k| = |k − k| = 0 < ε ทกุ ๆ จาํนวนนบั n ≥ N

ดงันัÊน lim
n→∞

k = k

ทฤษฎบีท ř.ř.ş ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L, k ∈ R โดยทีÉ lim
n→∞

an = L จะไดว้า่
lim

n→∞
kan = k lim

n→∞
an = kL



Ŝ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ř.ř.Š ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L,M ∈ R

โดยทีÉ lim
n→∞

an = L และ lim
n→∞

bn = M จะไดว้า่
ř. lim

n→∞
[an + bn] = lim

n→∞
an + lim

n→∞
bn = L+M

Ś. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = LM

ś. lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

L

M
เมืÉอ M ̸= 0

Ŝ. lim
n→∞

(an)
m =

(
lim

n→∞
an

)m
= Lm เมืÉอ m ∈ N

ŝ. lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim

n→∞
an =

m
√
L เมืÉอ m ∈ N และ m

√
L ∈ R

ตัวอย่าง ř.ř.š จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

n→∞

n2 + n+ 3

1− 3n+ 2n2

Ś. lim
n→∞

√
9n2 + 1

n+ 3
√
n3 + 1



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ ŝ

ตัวอย่าง ř.ř.řŘ จงหาคา่ลมิิต lim
n→∞

(
√
n2 + n− n)

ทฤษฎบีท ř.ř.řř ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่
lim

n→∞
an = 0 ก็ตอ่เมืÉอ lim

n→∞
|an| = 0

ตัวอย่าง ř.ř.řŚ จงหาคา่ลมิิตของ lim
n→∞

(−1)n

n



Ş บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ř.ř.řś ทฤษฎบีทการบบี (The Squeeze Theorem)
ให้ {an}, {bn} และ {cn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ n0 ∈ N เมืÉอ L ∈ R ซึÉง

an ≤ bn ≤ cn ทกุจาํนวนนบั n ≥ n0

และ lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L แลว้ lim
n→∞

bn = L

ตัวอย่าง ř.ř.řŜ จงใชท้ฤษฎีบทการบีบแสดงวา่ lim
n→∞

sinn√
n

= 0

ทฤษฎบีท ř.ř.řŝ ให้ r เป็นจาํนวนจรงิซึÉง |r| < 1 จะไดว้า่
lim

n→∞
rn = 0

ตัวอย่าง ř.ř.řŞ จงหาคา่ลมิิตของ lim
n→∞

3n + 2n+1

3n−1 − 3 · 2n



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ ş

ลาํดับลู่เข้าและลาํดับลู่ออก
บทนิยาม ř.ř.řş ให้{an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็นลาํดับลู่เข้า (convergent)
ก็ตอ่เมืÉอ มีจาํนวนจรงิ L ซึÉง lim

n→∞
an = L นอกจากนัÊน {an} เป็น ลาํดับลู่ออก (divergent)

ตัวอย่าง ř.ř.řŠ จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
{
(n+ 1)2√
n4 + 1

}

Ś. {n−
√
n
}



Š บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม
ในบางกรณีเราสามารถหาลมิิต lim

n→∞
an ไดจ้ากการหาลมิิต

lim
x→∞

f(x)

เมืÉอ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีÉกาํหนดบนชว่ง [1,∞) และ f(n) = an ทกุ ๆ n ∈ N โดยอาศยัความรูใ้น
วิชาแคลคลูสั ř จะไดทาํใหส้รุปไดว้า่

ถา้ lim
x→∞

f(x) = L, ∞ หรอื −∞ แลว้ lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

an

ตัวอย่าง ř.ř.řš จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
{
2n

n

}

Ś.
{
ℓnn
n

}



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ š

ตัวอย่าง ř.ř.ŚŘ จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
{
nsin

(
1

n

)}

Ś.
{
n

1
n

}



řŘ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ลาํดับย่อย
บทนิยาม ř.ř.Śř ให้ {nk} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ซึÉง

n1 < n2 < n3 < · · ·

สาํหรบัลาํดบั {an} ใด ๆ ถา้ให้ bk = ank
จะไดว้า่ {bk} เป็นลาํดบัทีÉมีพจนที์É k เป็นพจนที์É nk ของ

ลาํดบั {an} จะเรยีกวา่ลาํดบั {bk} วา่ ลาํดับย่อย (subsequence) ของ {an}
ตัวอย่าง ř.ř.ŚŚ จงยกตวัอยา่งของลาํดบัยอ่ยของ {2n− 1} มาอยา่งนอ้ย Ś ลาํดบั

ทฤษฎบีท ř.ř.Śś ถา้ลาํดบั {an} มีลมิิตเป็นจาํนวนจรงิ L แลว้จะไดว้า่
ทกุลาํดบัยอ่ยของ {an} มีลมิิตเป็น L

จากทฤษฎีบท ř.ř.Śś เราจะไดข้อ้สรุปตอ่ไปนีÊ
ř. ถา้ลาํดบั {an} มีลาํดบัยอ่ยทีÉลูอ่อก แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูอ่อก
Ś. ถา้ลาํดบั {an} มีสองลาํดบัยอ่ยทีÉลมิิตตา่งกนั แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.ř.ŚŜ จงแสดงวา่
{
(−1)nn

n+ 1

}
เป็นลาํดบัลูอ่อก



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ řř

ลาํดับมขีอบเขต

บทนิยาม ř.ř.Śŝ จะกลา่ววา่ลาํดบัของจาํนวนจรงิ {an} มี ขอบเขต (bounded) ก็ตอ่เมืÉอ
มีจาํนวนจรงิบวก M ซึÉง |an| ≤ M ทกุ n ∈ N

ทฤษฎบีท ř.ř.ŚŞ (ทฤษฎบีทการลู่เข้าแบบมขีอบเขต (Bounded Convergent Theorem))
ถา้ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ แลว้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขต

บทนิยาม ř.ř.Śş ให้ {an} เป็นลาํดบัจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็น
ř. ลาํดับไม่เพิÉม (nonincreasing sequence) ก็ตอ่เมืÉอ an ≥ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

Ś. ลาํดับไม่ลด (nondecreasing sequence) ก็ตอ่เมืÉอ an ≤ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

และ {an} เป็น ลาํดับทางเดยีว (monotone sequence) ก็ตอ่เมืÉอ {an} เป็นลาํดบัไม่เพิÉมหรอืเป็น
ลาํดบัไมล่ด
ตัวอย่าง ř.ř.ŚŠ จงแสดงวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัทางเดียว

ř.
{
1

n

}

Ś.
{

n

n+ 1

}



řŚ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ř.ř.Śš (ทฤษฎบีทการลู่เข้าของลาํดับทางเดยีว (Monotone Convergent Theorem))
ถา้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขตและลาํดบัทางเดียว แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้

ตัวอย่าง ř.ř.śŘ จงแสดงวา่
{
2n

n!

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้



ř.ř. ลาํดบัของจาํนวนจรงิ řś

แบบฝึกหดั ř.ř
ř. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
n→∞

√
4n2 + 1 + n

3
√
n3 + 3

ř.Ś lim
n→∞

(2n+ 1)5(1− n)2

n4(2n− 1)3

ř.ś lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

ř.Ŝ lim
n→∞

(√
n2 + 1− n+ 1

)
ř.ŝ lim

n→∞

(−1)n

n
√
n

ř.Ş lim
n→∞

5− 3n√
n+ 5

ř.ş lim
n→∞

en + n2

en + n

ř.Š lim
n→∞

n2sin
(
1

n

)
ř.š lim

n→∞

sin(n)− 2n2

n2 + 1

ř.řŘ lim
n→∞

ℓn(3n2 + 1)

ℓn(n+ 1)

ř.řř lim
n→∞

√
n2 +

√
n4 + 1

2n+ 3
√
n3 + 5

ř.řŚ lim
n→∞

n

cos2n
ř.řś lim

n→∞

cosnπ
n2 + 1

ř.řŜ lim
n→∞

sinncosn
n2 + 1

Ś. จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ś.ř
{√

9n + n

2n + 3n

}
Ś.Ś

{
n

ℓn(en + 1)

}
Ś.ś

{
3n + 2

2n + 1

}
Ś.Ŝ

{
en(2n4 + n3 + 1)

n4(en + 2n)

}
Ś.ŝ

{
n+ (−1)n

2n+ 1

}
Ś.Ş

{
n

n(−1)n + 2

}
Ś.ş

{
ℓnn

ℓn(n+ 1)

}
Ś.Š

{
(2n− 1)!

(2n+ 1)!

}
Ś.š

{
n!2n

(2n)!

}

ś. จงพิจารณาวา่ลาํดบั {an} ทีÉนิยามตอ่ไปนีÊ เป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
ś.ř a1 = 1, an+1 = 5an − 3 เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

ś.Ś a1 = 6, an+1 =
an
n

เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

ś.ś a1 = 2, an+1 =
an

1 + an
เมืÉอ n = 1, 2, 3, ...

Ŝ. จงทดสอบวา่ลาํดบั an =
1 · 3 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



řŜ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ř.Ś อนุกรมของจาํนวนจริง

บทนิยาม ř.Ś.ř ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ
S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

เรยีก Sn วา่ ผลบวกย่อย (partial sum) ของ n พจนแ์รกของ {an}
และเรยีก {Sn} วา่ อนุกรมอนันต์ (infinite series) ของจาํนวนจรงิ หรอืเรยีกสัÊน ๆ วา่ อนุกรม
(series) ซึÉงจะเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

ตอ่ไปจะกลา่วถงึสมบตัิเบื Êองตน้เกีÉยวกบัสญัลกัษณ์แทนการบวก โดยให้ {an} และ {bn} เป็น
ลาํดบัของจาํนวนจรงิ เมืÉอ m ∈ N และ c เป็นคา่คงทีÉ จะไดว้า่

ř.
n∑

k=1

c = cn

Ś.
n∑

k=1

cak = c

n∑
k=1

ak

ś.
n∑

k=1

(ak + bk) =
n∑

k=1

ak +
n∑

k=1

bk

ตัวอย่าง ř.Ś.Ś ถา้
5∑

k=1

ak = 25 และ
5∑

k=1

bk = 15 จงหาคา่
5∑

k=1

(ak + 2bk − 4)



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ řŝ

อนุกรมเทเลสโคป

ทฤษฎบีท ř.Ś.ś (อนุกรมเทเลสโคป (Telescoping Series))
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่

n∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an+1

ตัวอย่าง ř.Ś.Ŝ จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř.
100∑
k=1

1

k(k + 1)

Ś.
80∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1

ś.
50∑
n=1

ℓn
(

n

n+ 1

)



řŞ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ř.Ś.ŝ (สูตรของเกาส์ (Gauss' Formula))
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

ทฤษฎบีท ř.Ś.Ş จะไดว้า่

ř.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

Ś.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ řş

ตัวอย่าง ř.Ś.ş จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř.
10∑
n=1

(3k + 1)

Ś.
10∑
n=1

(2k + 1)2

ś.
10∑
n=1

(k − 1)3



řŠ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ř.Ś.Š จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ 22 + 42 + 62 + · · ·+ 1002

ตัวอย่าง ř.Ś.š จงแสดงวา่ 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ řš

อนุกรมเรขาคณิต

ทฤษฎบีท ř.Ś.řŘ (อนุกรมเรขาคณิต (Geometric Series))
ให้ a และ r เป็นคา่คงตวัทีÉไมใ่ชศ่นูย์ แลว้

n∑
k=1

ark−1 เรยีกวา่อนกุรมเรขาคณิต โดยทีÉ
n∑

k=1

ark−1 =
a(1− rn)

1− r
เมืÉอ r ̸= 1

ตัวอย่าง ř.Ś.řř จงหาผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř.
10∑
k=1

2k

Ś.
10∑
k=1

2−k

ś. 2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 39



ŚŘ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ผลบวกของอนุกรม

บทนิยาม ř.Ś.řŚ ถา้ {Sn} เป็นลาํดบัลู่เขา้ ซึÉง lim
n→∞

Sn = S เมืÉอ S ∈ R จะกลา่ววา่
∞∑
n=1

an เป็น

อนุกรมลู่เข้า (convergent) และเรยีก S วา่ ผลบวกของอนุกรม ซึÉงเขียนแทนดว้ย
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn = S

ตัวอย่าง ř.Ś.řś จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.řŜ จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ Śř

ตัวอย่าง ř.Ś.řŝ จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

(
1

2

)n

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ทฤษฎบีท ř.Ś.řŞ (การทดสอบอนุกรมเทเลสโคป (Telescoping Series Test))
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะได้วา่ {an} เป็นลาํดบัลู่เขา้ ก็ตอ่เมืÉอ

∞∑
n=1

(an − an+1) เป็น
อนกุรมลูเ่ขา้ และ

∞∑
n=1

(an − an+1) = a1 − lim
n→∞

an+1

ตัวอย่าง ř.Ś.řş จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

4n2 − 1



ŚŚ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

Ś.
∞∑
n=1

ℓn
(

n

n+ 1

)

ตัวอย่าง ř.Ś.řŠ
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ Śś

ตัวอย่าง ř.Ś.řš
∞∑
n=1

1

(n+ 1)
√
n+ n

√
n+ 1

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ŚŜ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

การทดสอบอนุกรมเรขาคณิต

ทฤษฎบีท ř.Ś.ŚŘ (การทดสอบอนุกรมเรขาคณิต (Geometric series Test))
∞∑
n=1

arn−1 เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมืÉอ |r| < 1 โดยมีผลบวกของอนกุรมเป็น a

1− r

และเป็นอนกุรมลูอ่อกเมืÉอ |r| ≥ 1

ตัวอย่าง ř.Ś.Śř จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

3n

Ś.
∞∑
n=1

(
√
2− 1)−n



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ Śŝ

ทฤษฎบีท ř.Ś.ŚŚ ให้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ โดยทีÉ α, β ∈ R เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
∞∑
n=1

(αan + βbn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

และ
∞∑
n=1

(αan + βbn) = α
∞∑
n=1

an + β
∞∑
n=1

bn

ตัวอย่าง ř.Ś.Śś จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

3n + 2n+1

4n

Ś.
∞∑
n=1

(1 + 2n)2

5n



ŚŞ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ř.Ś.ŚŜ จงพิจารณาวา่
∞∑
n=2

1

n2 − 1
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.Śŝ จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ Śş

การทดสอบอนุกรมลู่ออก

ทฤษฎบีท ř.Ś.ŚŞ ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้จะไดว้า่ lim
n→∞

an = 0

โดยกฎแยง้สลบัทีÉของทฤษฎีบทนีÊเรยีกวา่ การทดสอบอนุกรมลู่ออก (Divergent Test)

ถา้ lim
n→∞

an ̸= 0 หรอืไมมี่ลมิิต แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.Śş จงแสดงวา่
∞∑
n=1

n2 − 1

n2 + 1
อนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.ŚŠ จงแสดงวา่
∞∑
n=1

(−1)n อนกุรมลูอ่อก



ŚŠ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท ř.Ś.Śš ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จะไดว้า่
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.śŘ จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

(
1

2n
+

n

n+ 1

)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ś.śř จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

(1 + 2n)2

3n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.Ś. อนกุรมของจาํนวนจรงิ Śš

แบบฝึกหดั ř.Ś

ř. ถา้
8∑

k=1

ak = 20 และ
8∑

k=1

bk = 5 จงหาคา่

ř.ř
8∑

k=1

(3ak − 2bk) ř.Ś
8∑

k=1

2(ak + 3bk − 1)

Ś. จงหาคา่ผลบวกตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
11∑
k=1

k(3− 2k)

Ś.Ś
11∑
k=1

(k + 1)3

Ś.ś
15∑
k=1

√
(k − 2)2

Ś.Ŝ
100∑
k=1

k(1 + (−1)k)

Ś.ŝ
99∑
k=1

1

k2 + 4k + 3

Ś.Ş
100∑
k=1

ℓn
(

n2 + n

n2 + 3n+ 2

)
Ś.ş 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · ·+ 50 · 51 · 52

Ś.Š 1 · 99 + 2 · 97 + 3 · 95 + · · ·+ 49 · 3

Ś.š 12 + 32 + 52 + · · ·+ 992

Ś.řŘ 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + · · ·+ (1 + 3 + 5 + · · ·+ 99)

ś. จงแสดงวา่ 1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 1) = n2

Ŝ. จงแสดงวา่ 1 · 2 · 3+ 2 · 3 · 4+ 3 · 4 · 5+ · · ·+ n(n+1)(n+2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4

ŝ. จงใชอ้นกุรมเทเลสโคปพิสจูนว์า่

ŝ.ř
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

ŝ.Ś
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2



śŘ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

Ş. จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก ถา้ลูเ่ขา้จงหาผลบวกของอนกุรมนัÊน

Ş.ř
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)

Ş.Ś
∞∑
n=1

√
n4 + n− 1

3n2 + 1

Ş.ś
∞∑
n=2

1

n2 − 1

Ş.Ŝ
∞∑
n=1

ℓn
(
1 +

1

n

)

Ş.ŝ
∞∑
n=1

(
4

3n
+

(
−3

5

)n)

Ş.Ş
∞∑
n=1

32n

3n + 5n

Ş.ş
∞∑
n=1

32n − 4n

10n

Ş.Š
∞∑
n=1

5−n + 1

2n

Ş.š
∞∑
n=1

n

2n

Ş.řŘ
∞∑
n=1

n2

2n

Ş.řř
∞∑
n=1

(
1

n2 + 4n+ 3
+ 4−n

)

Ş.řŚ
∞∑
n=1

1

n2 − 3n+ 2

Ş.řś
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

Ş.řŜ
∞∑
n=1

(
n− n2

n+ 1

)

Ş.řŝ
∞∑
n=1

1√
2n− 1 +

√
2n+ 1

Ş.řŞ
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

Ş.řş
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

Ş.řŠ
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

Ş.řš
∞∑
n=2

1

n3 − n

Ş.ŚŘ
∞∑
n=1

sinn

Ş.Śř
∞∑
n=1

((
−2

3

)n

+
1

n(n+ 1)

)

Ş.ŚŚ
∞∑
n=1

1

2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n)

ş. จงยกตวัอยา่งอนกุรม
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก ทีÉทาํให้

ş.ř
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก ş.Ś
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Š. ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จงพิสจูนว์า่

∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก



ř.ś. การทดสอบแบบปรพินัธ์ śř

ř.ś การทดสอบแบบปริพนัธ์

ทฤษฎบีท ř.ś.ř การทดสอบแบบปริพนัธ์ (Integral Test)
ให้ n0 ∈ N และ f : [n0,∞) → R มีคา่เป็นบวก เป็นฟังกช์นัไมเ่พิÉม และเป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง บนชว่ง
[n0,∞) จะไดว้า่

∞∑
k=n0

f(k) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมืÉอ lim
n→∞

∫ n

n0

f(x) dx มีคา่เป็นจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง ř.ś.Ś จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n
Ś.

∞∑
n=1

1

n2



śŚ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ř.ś.ś จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

1

n2 + 1
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.ś.Ŝ จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

1√
ne

√
n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.ś. การทดสอบแบบปรพินัธ์ śś

อนุกรมพแีละการทดสอบอนุกรมพี

บทนิยาม ř.ś.ŝ อนุกรมพี (p-Series) คืออนกุรมทีÉเขียนในรูป
∞∑
n=1

1

np
เมืÉอ p ∈ R เป็นคา่คงตวั

ทฤษฎบีท ř.ś.Ş (การทดสอบอนุกรมพี (p-Series Test))

อนกุรมพีจะเป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมืÉอ p > 1 และเป็นอนกุรมลูอ่อก เมืÉอ p ≤ 1

ตัวอย่าง ř.ś.ş จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n
√
n

Ś.
∞∑
n=1

n√
n3

ตัวอย่าง ř.ś.Š จงพิจารณาวา่
∞∑
n=1

(
n−2 + (−2)n

) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



śŜ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

แบบฝึกหดั ř.ś
ř. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก โดยใชก้ารทดสอบแบบปรพินัธ์

ř.ř
∞∑
n=1

n2

n4 + 1

ř.Ś
∞∑
n=1

1√
2n− 1

ř.ś
∞∑
n=1

ℓn(n+ 2)

n+ 2

ř.Ŝ
∞∑
n=1

1

n2 + n

ř.ŝ
∞∑
n=1

arctan(n)
n2 + 1

ř.Ş
∞∑
n=1

n3

n4 + 4

ř.ş
∞∑
n=1

sin( 1
n
)

n2

ř.Š
∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)

ř.š
∞∑
n=1

n√
2n2 + 1

ř.řŘ
∞∑
n=1

n2e−n3

ř.řř
∞∑
n=2

1

nℓnn

ř.řŚ
∞∑
n=1

2−ℓnn
n(2−ℓnn + 1)

ř.řś
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

ř.řŜ
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

ř.řŝ
∞∑
n=1

ℓnn
n

ř.řŞ
∞∑
n=2

1

n2 − 1

ř.řş
∞∑
n=1

n

n2 + 1

ř.řŠ
∞∑
n=2

n√
n+ 1

Ś. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ś.ř
∞∑
n=2

n2

√
n5

Ś.Ś
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

Ś.ś
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

Ś.Ŝ
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

Ś.ŝ
∞∑
n=1

(√
3−n +

√
n√
n5

)

Ś.Ş
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

Ś.ş
∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

n2

)

Ś.Š
∞∑
n=1

(
3n

2n
+

1

n3

)



ř.Ŝ. การทดสอบโดยใชก้ารเปรยีบเทยีบ śŝ

ř.Ŝ การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.ř (การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ (The Comparision Test))
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ สมมติวา่มี n0 ∈ N ทีÉทาํให้

0 ≤ an ≤ bn สาํหรบั n ≥ n0

จะไดว้า่
ř. ถา้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ถา้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ś จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n2 + 1

Ś.
∞∑
n=1

(sinn
n

)2



śŞ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ś จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n2n

Ś.
∞∑
n=1

ℓnn√
n



ř.Ŝ. การทดสอบโดยใชก้ารเปรยีบเทยีบ śş

ทฤษฎบีท ř.Ŝ.Ŝ (การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบด้วยลิมิต (The Limit Comparision Test))
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ an ≥ 0 และ bn ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

an
bn

= L

เมืÉอ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
ř. ถา้ L > 0 แลว้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมืÉอ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ถา้ L = 0 และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ś. ถา้ L = ∞ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ŝ จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

1

n2 + 1

Ś.
∞∑
n=1

n+ 1

3n4 + n+ 1



śŠ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ś.
∞∑
n=1

√
n2 + 1

n2 + n+ 1

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ş จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

2n

4n − 3n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ř.Ŝ. การทดสอบโดยใชก้ารเปรยีบเทยีบ śš

ตัวอย่าง ř.Ŝ.ş จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

√
n

2n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Š จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

1

ℓn(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ŜŘ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

แบบฝึกหดั ř.Ŝ
ř. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∞∑
n=1

n+ 3

n3 + 3n2 + 1

ř.Ś
∞∑
n=1

n2 + 1

(3n− 1)4

ř.ś
∞∑
n=1

(
1 + cosn

n

)4

ř.Ŝ
∞∑
n=1

1√
nℓn(n+ 1)

ř.ŝ
∞∑
n=1

3n

n3n + 5

ř.Ş
∞∑
n=1

3
√
n2 + 1√
n3 + 1

ř.ş
∞∑
n=1

ℓnn
n
√
n

ř.Š
∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

ř.š
∞∑
n=1

ℓnn
enℓn(n+ 2)

ř.řŘ
∞∑
n=1

n

n3n − 2

ř.řř
∞∑
n=1

(n+ 2)−2ℓnn

ř.řŚ
∞∑
n=1

n+ 1

n3n − 1

ř.řś
∞∑
n=1

2n

6n + 5n

ř.řŜ
∞∑
n=1

1

(n+ 1)5

ř.řŝ
∞∑
n=1

1√
n3 + 1

ř.řŞ
∞∑
n=1

3−n2

Ś. ถา้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขต และ an ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N จงพิสจูนว์า่
∞∑
n=1

an
(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ทกุ ๆ p > 1



ř.ŝ. การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์ Ŝř

ř.ŝ การลู่เข้าแบบสัมบรูณ์

ทฤษฎบีท ř.ŝ.ř ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ś จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

(−1)n

n3
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

บทนิยาม ř.ŝ.ś ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้เรยีกอนกุรมนีÊวา่เป็นอนกุรม

ř. ลู่เข้าแบบสัมบรูณ์ (absolute convergece) ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś. ลู่เข้าแบบมเีงืÉอนไข (conditional convergence) ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ŝ จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

sinn
n2

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืไม่



ŜŚ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง ř.ŝ.ŝ จงแสดงวา่
∞∑
n=1

(−1)nn

n3 + 5
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์

การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน

ทฤษฎบีท ř.ŝ.Ş (การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน (The Ratio Test))
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยทีÉ an ̸= 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L

เมืÉอ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
ř. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์

Ś. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.ŝ.ş จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

2n

n!
Ś.

∞∑
n=1

(−1)nn

2n



ř.ŝ. การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์ Ŝś

ตัวอย่าง ř.ŝ.Š จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

en

3ℓnn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง ř.ŝ.š จงทดสอบวา่
∞∑
n=1

nn

n!
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



ŜŜ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์

ทฤษฎบีท ř.ŝ.řŘ (การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ (The Root Test))
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

lim
n→∞

n
√
|an| = L

เมืÉอ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
ř. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณ์

Ś. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

บทพิสูจน์. ขอละไวใ้นวิชานี Ê

ตัวอย่าง ř.ŝ.řř จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

(
2

3

)n2

Ś.
∞∑
n=1

(
3n+ 1

n+ 2

)n



ř.ŝ. การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์ Ŝŝ

แบบฝึกหดั ř.ŝ
ř. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.ř
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

en

ř.Ś
∞∑
n=1

(−1)n

n!

ř.ś
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

ř.Ŝ
∞∑
n=1

2n

4n + n+ 1

ř.ŝ
∞∑
n=1

cosn
nn

ř.Ş
∞∑
n=1

1

n5n

ř.ş
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

ř.Š
∞∑
n=1

(
n

ℓn(n+ 1)

)n

ř.š
∞∑
n=1

cos(n2)

2n

ř.řŘ
∞∑
n=1

(−1)n

3n

ř.řř
∞∑
n=1

nℓn(n+ 1)

3n

ř.řŚ
∞∑
n=1

2n

ℓn(n+ 1)

ř.řś
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n3

ř.řŜ
∞∑
n=1

(−3)n

(2n+ 1)!

ř.řŝ
∞∑
n=1

arctann
n2 + 1

ř.řŞ
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

ř.řş
∞∑
n=1

(−2)n

nn

ř.řŠ
∞∑
n=1

(
− 2n

n+ 1

)−5n

ř.řš
∞∑
n=1

n100100n

n!

ř.ŚŘ
∞∑
n=1

(
en+1 + 2n

3en + 5

)n

ř.Śř
∞∑
n=1

(
n

ℓn(2n + 1)

)n

Ś. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีÉทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś.ř
∞∑
n=1

xn

nn
Ś.Ś

∞∑
n=1

xn

n!



ŜŞ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

ř.Ş อนุกรมสลับ

บทนิยาม ř.Ş.ř ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ an > 0 ทกุ n ∈ N อนกุรมในรูป
∞∑
n=1

(−1)nan หรอื
∞∑
n=1

(−1)n+1an

เรยีกวา่ อนุกรมสลับ (alternating series)

ทฤษฎบีท ř.Ş.Ś (การทดสอบอนุกรมสลับ (Alternating Series Test : AST))
อนกุรมสลบั

∞∑
n=1

(−1)nan เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ถา้สอดคลอ้ง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

lim
n→∞

an = 0 และ {an} เป็นลาํดบัลด หรอืมี n0 ∈ N ซึÉง an+1 < an ทกุ n ≥ n0

ตัวอย่าง ř.Ş.ś จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ř.
∞∑
n=1

(−1)n

n

Ś.
∞∑
n=1

(−1)nn

n+ 1



ř.Ş. อนกุรมสลบั Ŝş

ตัวอย่าง ř.Ş.Ŝ จงแสดงวา่
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข



ŜŠ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

แบบฝึกหดั ř.Ş
ř. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊ เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข

ř.ř
∞∑
n=1

(−1)n

n!

ř.Ś
∞∑
n=1

(−1)n√
n

ř.ś
∞∑
n=1

(−1)nn

ℓn(n+ 2)

ř.Ŝ
∞∑
n=1

(−1)n

2ℓnn

ř.ŝ
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 − n+ 1

ř.Ş
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 1

ř.ş
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n + 3n

ř.Š
∞∑
n=1

(−1)narctann
4n3 − 1

ř.š
∞∑
n=1

(−1)nsin
(π
n

)
ř.řŘ

∞∑
n=1

(−1)narctann

Ś. จงหาคา่ p ทีÉทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

Ś.ř
∞∑
n=1

(−1)n−1

np

Ś.Ś
∞∑
n=1

(−1)n

pn

Ś.ś
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p

Ś.Ŝ
∞∑
n=2

(−1)n−1 (ℓnn)p
n



ř.Ş. อนกุรมสลบั Ŝš

แบบฝึกหดับททีÉ ř
ř. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
n→∞

√
n2 + 1 + n√
n2 + n+ 1

ř.Ś lim
n→∞

(n+ 1)2(1− n)3

n(2n− 1)4

ř.ś lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1− n

)
ř.Ŝ lim

n→∞

(
1 +

2

n

)n

Ś. จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีÊเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ś.ř
{
ℓnn
n2

}
Ś.Ś

{
nsin (nπ

2

)
n+ 1

}
Ś.ś

{
(3n+ 1)2√

n4 + 4

}

ś. จงหาลมิิตของลาํดบั
{√

2,
√
2
√
2,

√
2
√

2
√
2, ...

}
Ŝ. จงหาคา่ผลบวกตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř
15∑
k=1

(2− k)(1− k)

Ŝ.Ś
20∑
k=1

(2k + 1)2

Ŝ.ś
100∑
k=1

1

k2 + 4k + 3

Ŝ.Ŝ 22 + 42 + 62 + · · ·+ 1002

Ŝ.ŝ 2 + (2 + 4) + (2 + 4 + 6) + · · ·+ (2 + 4 + 6 + · · ·+ 100)

ŝ. จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก ถา้ลูเ่ขา้จงหาผลบวกของอนกุรมนัÊน

ŝ.ř
∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 4)

ŝ.Ś
∞∑
n=1

√
n4 + n+ 1

n2 + 3

ŝ.ś
∞∑
n=1

(
4

5n
+

(
−2

3

)n)

ŝ.Ŝ
∞∑
n=1

(2n + 1)2

5n

Ş. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

Ş.ř
∞∑
n=1

n2 + 1

(2n+ 3)2

Ş.Ś
∞∑
n=1

sec4n
3
√
n

Ş.ś
∞∑
n=1

( √
n

n2 + 1
+ n−n

)

Ş.Ŝ
∞∑
n=1

n33−n



ŝŘ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

Ş.ŝ
∞∑
n=1

(cosn
n+ 1

)2

Ş.Ş
∞∑
n=1

n+ ℓnn
n(n+ 1)3

Ş.ş
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

Ş.Š
∞∑
n=1

n2 + 1√
n7 + 3

Ş.š
∞∑
n=1

(√
n2 + n+ 1− n

)
Ş.řŘ

∞∑
n=1

(−1)n

3n− 1

Ş.řř
∞∑
n=1

nn

3nn!

Ş.řŚ
∞∑
n=1

1

(n+ 3)ℓn(n+ 3)

Ş.řś
∞∑
n=1

n4−n2

Ş.řŜ
∞∑
n=1

2n

5n − n

Ş.řŝ
∞∑
n=1

(
1

n

2

2n+ 1

)

Ş.řŞ
∞∑
n=1

(n+ 2)−ℓn(en+n)

Ş.řş
∞∑
n=1

1

nℓn(n+ 4)

Ş.řŠ
∞∑
n=1

(π − 2arctann)

Ş.řš
∞∑
n=1

√
n

ℓn(n+ 1)

Ş.ŚŘ
∞∑
n=1

2−n2

nn

Ş.Śř
∞∑
n=1

ℓnn
n 4
√
n

Ş.ŚŚ
∞∑
n=1

1

ℓn(3n + 1)

Ş.Śś
∞∑
n=1

(3 + cosn)−n

Ş.ŚŜ
∞∑
n=1

(n!)3

(3n)!

Ş.Śŝ
∞∑
n=1

ℓn
(
n+ 10

n+ 5

)
Ş.ŚŞ

∞∑
n=1

(√
n4 + 1− n2

)
Ş.Śş

∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n2 + 1

Ş.ŚŠ
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

n!

Ş.Śš
∞∑
n=1

1

n(2 + ℓnn)2

Ş.śŘ
∞∑
n=1

9−ℓnn

Ş.śř
∞∑
n=1

ℓnn
3n − n

Ş.śŚ
∞∑
n=1

2n√
n2n + 1

Ş.śś
∞∑
n=1

(
1

n
+

3n

4n − 1

)
Ş.śŜ

∞∑
n=1

n

(
5

4

)−n

Ş.śŝ
∞∑
n=1

(
n
√
n+ 1 + 1

)−2n

Ş.śŞ
∞∑
n=1

(−1)n

1 + ℓnn
Ş.śş

∞∑
n=1

ℓnn
2n

Ş.śŠ
∞∑
n=1

4−n3

Ş.śš
∞∑
n=1

(
n!

3n
+
cos2n
4n

)
Ş.ŜŘ

∞∑
n=1

(n+ 1)9

n3(n+ 2)10

Ş.Ŝř
∞∑
n=1

sin
(
1

n

)



ř.Ş. อนกุรมสลบั ŝř

Ş.ŜŚ
∞∑
n=1

n!

(5)(7)(9) · · · (2n+ 3)

Ş.Ŝś
∞∑
n=1

(2)(4)(6) · · · (2n)
n!

Ş.ŜŜ
∞∑
n=1

(−1)n
(1)(3)(5) · · · (2n− 1)

(2n− 1)!

Ş.Ŝŝ
∞∑
n=1

1

1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n

Ş.ŜŞ
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

Ş.Ŝş
∞∑
n=1

1

n+ ℓnn

Ş.ŜŠ
∞∑
n=1

sinn
3n

Ş.Ŝš
∞∑
n=1

nsin
(

1

n3

)

Ş.ŝŘ
∞∑
n=1

3−ℓn(en+1)

Ş.ŝř
∞∑
n=1

cos(n!)
n!

Ş.ŝŚ
∞∑
n=1

1 + n− 3n2

√
n6 + 2

Ş.ŝś
∞∑
n=1

(−1)nℓn(n+ 2)

n

Ş.ŝŜ
∞∑
n=1

(sin2n
n

+
1√
n

)

Ş.ŝŝ
∞∑
n=1

n

sinn

Ş.ŝŞ
∞∑
n=1

[(√
n2 + 1− n

)
cosn

]n
Ş.ŝş

∞∑
n=1

cos(nπ
3
)

n!

Ş.ŝŠ
∞∑
n=1

(
n2 + 1

2n2 + 1

)n

Ş.ŝš
∞∑
n=1

3− cosn
n

2
3 − 2

Ş.ŞŘ
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

Ş.Şř
∞∑
n=1

1

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

Ş.ŞŚ
∞∑
n=1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

Ş.Şś
∞∑
n=1

(
3
√
n3 + n2 + 1− n

)

Ş.ŞŜ
∞∑
n=1

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n!

ş. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีÊ เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืลูเ่ขา้แบบมีเงืÉอนไข

ş.ř
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!

ş.Ś
∞∑
n=1

(−1)n

n2n

ş.ś
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(en + 1)

ş.Ŝ
∞∑
n=1

(−1)nℓnn
ℓn(n+ 2)

ş.ŝ
∞∑
n=1

(−1)n
(√

n+ 1−
√
n
)

ş.Ş
∞∑
n=1

(−1)ne
1
n

ş.ş
∞∑
n=1

(−1)n

3n + ℓnn

ş.Š
∞∑
n=1

(−1)ntan
(π
n

)
ş.š

∞∑
n=1

sin (n+ 1
2

)
π

1 +
√
n

ş.řŘ
∞∑
n=1

ncosnπ
2n

Š. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีÉทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีÊเป็นอนกุรมลูเ่ขา้



ŝŚ บททีÉ ř. ลาํดบัและอนกุรม

Š.ř
∞∑
n=1

(−1)n

xn
Š.Ś

∞∑
n=1

(−3x)n

2n

š. จงหาเงืÉอนไขของจาํนวนจรงิ p ซึÉงทาํใหอ้นกุรม
∞∑
n=1

1

(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้และเป็นอนกุรมลูอ่อก



บททีÉ Ś
อนุกรมกาํลัง

อนุกรมกาํลัง (power series) รอบจดุ a เมืÉอ a ∈ R คืออนกุรมอนนัตใ์นรูป
∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · ·

เรยีก a วา่ จุดศูนยก์ลางของอนุกรมกาํลัง (center of power series)
และเรยีก cn ∈ R วา่ สัมประสิทธิÍของอนุกรมกาํลัง (coefficients of power series)
หมายเหตุ อนกุรมกาํลงัเป็นอนกุรมลูเ่ขา้ c0 เมืÉอ x = a เสมอ

Ś.ř รัศมแีละช่วงแหง่การลู่เข้า

ตัวอย่าง Ś.ř.ř จงหา x ทีÉทาํให้
∞∑
n=1

(x− 3)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ŝś



ŝŜ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

ทฤษฎบีท Ś.ř.Ś สาํหรบัอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะเป็นไปตามกรณีใดกรณีหนึÉงใน ś กรณีนี Êเทา่นัÊน
ř. อนกุรมลูเ่ขา้เฉพาะเพียงจดุเดียวทีÉจดุศนูยก์ลาง a
Ś. มีจาํนวนจรงิบวก R ทีÉทาํให้

อนกุรมลูเ่ขา้ทกุคา่ x ซึÉง |x− a| < R และ อนกุรมลูอ่อกทกุคา่ x ซึÉง |x− a| > R

ś. อนกุรมลูเ่ขา้ทกุคา่ x ∈ R

บทนิยาม Ś.ř.ś จาํนวนR ในทฤษฎีบท ?? ขอ้ Ś เรยีกวา่ รัศมีแหง่การลู่เข้า (radius of convergence)
ของอนกุรมกาํลงั ในขอ้ ř ให้ R = 0 และในขอ้ ś ให้ R = ∞

บทนิยาม Ś.ř.Ŝ เรยีกเซต {
x :

∞∑
n=0

cn(x− a)n เป็นอนกุรมลูเ่ขา้
}

วา่ ช่วงแหง่การลู่เข้า (interval of convergent) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะไดว้า่อนกุรมกาํลงัทีÉมีรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ R มีช่วงแหง่การลูเ่ขา้แบบใดแบบหนึÉงเทา่นัÊน
(a−R, a+R), (a−R, a+R], [a−R, a+R), [a−R, a+R] และ (−∞,∞)

ตัวอย่าง Ś.ř.ŝ จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=1

xn

n



Ś.ř. รศัมแีละช่วงแหง่การลูเ่ขา้ ŝŝ

Ś.
∞∑
n=0

(x+ 1)n

n!

ś.
∞∑
n=1

nnxn



ŝŞ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง Ś.ř.Ş จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=1

(2x− 1)n

n2n

ตัวอย่าง Ś.ř.ş จงหา x ทีÉทาํให้
∞∑
n=0

(x− 2)2n

9n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้



Ś.ř. รศัมแีละช่วงแหง่การลูเ่ขา้ ŝş

ทฤษฎบีท Ś.ř.Š ให้
∞∑
n=1

cn(x− a)n เป็นอนกุรมกาํลงั สมมติวา่มี n0 ∈ R ซึÉง cn ̸= 0 ทกุ ๆ n ≥ n0

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ

lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ หรอื lim
n→∞

1
n
√

|cn|

ตัวอย่าง Ś.ř.š จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=1

xn

nn

Ś.
∞∑
n=1

(3x− 1)n

n



ŝŠ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

แบบฝึกหดั Ś.ř
ř. จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.ř
∞∑
n=1

(−1)nnxn

ř.Ś
∞∑
n=0

(−1)n
n2xn

2n

ř.ś
∞∑
n=1

n(x− 1)n

3n

ř.Ŝ
∞∑
n=1

(
n(x− 3)

cosn
)n

ř.ŝ
∞∑
n=0

(n+ 1)(x− 2)n

n4 + 1

ř.Ş
∞∑
n=1

nxn

n2 + 1

ř.ş
∞∑
n=1

(x− e)n

nen

ř.Š
∞∑
n=0

2n
2

xn

ř.š
∞∑
n=0

(2x− 1)n

5n

ř.řŘ
∞∑
n=1

(3x+ 1)n

n4n

ř.řř
∞∑
n=1

(x− 1)2n+1

n24n

ř.řŚ
∞∑
n=1

x3n

n · 27n

ř.řś
∞∑
n=1

(−1)nxn

√
n+ 1

ř.řŜ
∞∑
n=1

n(x+ 2)n

3n+1

ř.řŝ
∞∑
n=1

(−3)nxn

n
√
n

ř.řŞ
∞∑
n=1

(−1)n
(x+ 1)n

4nℓ lnn

ř.řş
∞∑
n=1

(5x− 3)n

n3

ř.řŠ
∞∑
n=1

(−1)n(x+ 1)2n+1

(2n+ 1)!

Ś. จงหาโดเมนของ ฟังกชั์นเบสเซล (Bessel function) อนัดบั Ř และ ř ทีÉกาํหนดโดย

Ś.ř J0(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

22n(n!)2
Ś.Ś J1(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(n+ 1)!22n+1



Ś.Ś. ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั ŝš

Ś.Ś ฟังกชั์นในรูปอนุกรมกาํลัง

บทนิยาม Ś.Ś.ř ใหอ้นกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n ลูเ่ขา้บนชว่ง I

ถา้อนกุรมนีÊมีผลบวกเป็น f(x) ทกุ ๆ x ∈ I นัÉนคือ

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n ทกุ ๆ x ∈ I

เรยีก f วา่ ฟังกชั์นผลบวก (sum function) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n บน I

ตอ่ไปเราจะใชอ้นกุรมเรขาคณิต (เป็นอนกุรมกาํลงัรอบจดุ Ř)
1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · =

∞∑
n=0

xn เมืÉอ |x| < 1

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · =

∞∑
n=0

(−x)n เมืÉอ |x| < 1

เป็นเครืÉองมือสาํคญัในการหาฟังกช์นัผลบวกดงัตวัอยา่งตอ่ไปนีÊ
ตัวอย่าง Ś.Ś.Ś จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=0

x2n

Ś.
∞∑
n=0

xn+2



ŞŘ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง Ś.Ś.ś จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=0

(1− x)n Ś.
∞∑
n=0

(2x− 1)n

ตัวอย่าง Ś.Ś.Ŝ จงหาอนกุรมกาํลงัทีÉมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ

ř. 1

1− 2x
Ś. 1

1 + x2



Ś.Ś. ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั Şř

ตัวอย่าง Ś.Ś.ŝ จงหาอนกุรมกาํลงัทีÉมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนีÊ
ř. 1

x2 + 4

Ś. x

x2 − 1

ś. 1

x2 + 2x+ 2



ŞŚ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
บทนิยาม Ś.Ś.Ş กาํหนดให้

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n บนช่วง (a−R, a+R)

เมืÉอ R เป็นรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมนีÊ จะไดว้า่ f มีอนพุนัธท์กุคา่ x ∈ (a−R, a+R) และ

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 ทกุคา่ x ∈ (a−R, a+R)

เมืÉอ C เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่ ∫
f(x) dx = C +

∞∑
n=0

cn(x− a)n+1

n+ 1

ตัวอย่าง Ś.Ś.ş จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=1

nxn

Ś.
∞∑
n=2

n2xn+2



Ś.Ś. ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั Şś

ตัวอย่าง Ś.Ś.Š จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.
∞∑
n=1

n3n(−x)n+1

Ś.
∞∑
n=0

(x+ 1)n

n+ 1



ŞŜ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง Ś.Ś.š จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x) =
1

(1− x)2

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŘ จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x) =
x2

(1− 4x2)2



Ś.Ś. ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั Şŝ

ตัวอย่าง Ś.Ś.řř ให้ f(x) = ℓn(x+ 1)

ř. จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x)

Ś. จงแสดงวา่ ℓn2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n



ŞŞ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง Ś.Ś.řŚ ให้ f(x) = arctanx

ř. จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x)

Ś. จงแสดงวา่ π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1



Ś.Ś. ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั Şş

แบบฝึกหดั Ś.Ś
ř. จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.ř
∞∑
n=1

(−3)n−1nxn

ř.Ś
∞∑
n=0

n(n+ 1)xn

2

ř.ś
∞∑
n=1

nx2n−1

ř.Ŝ
∞∑
n=0

n(−x)n−1

ř.ŝ
∞∑
n=1

n(2x)n

ř.Ş
∞∑
n=0

nx3n

ř.ş
∞∑
n=1

4n−1xn+1

ř.Š
∞∑
n=0

2nxn

n+ 1

Ś. จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกพรอ้มทัÊงช่วงแหง่การลูเ่ขา้

Ś.ř f(x) =
2

3− 2x

Ś.Ś f(x) =
3

1− x4

Ś.ś f(x) =
1

x+ 10

Ś.Ŝ f(x) =
x

9 + x2

Ś.ŝ f(x) =
1 + x

1 + x

Ś.Ş f(x) =
x

2x2 + 1

Ś.ş f(x) =
1

x2 − x− 2

Ś.Š f(x) =
1

x2 + 2x+ 2

Ś.š f(x) = − x3

(1 + x)2

Ś.řŘ f(x) =
1

(1− x)4

Ś.řř f(x) =
x

(1− x2)2

Ś.řŚ f(x) =
x2

(1− 5x)2

ś. จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกพรอ้มทัÊงช่วงแหง่การลูเ่ขา้
ś.ř f(x) = ℓn(5− x)

ś.Ś f(x) = xℓn(x+ 1)

ś.ś f(x) = x2arctan(x3)

ś.Ŝ f(x) =
x3

(x− 2)2

ś.ŝ f(x) =

(
x

2− x

)3

ś.Ş f(x) =
x2 + x

(1− x)3



ŞŠ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

Ś.ś ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์

บทนิยาม Ś.ś.ř ให้ f เป็นฟังกช์นัซึÉงมีอนพุนัธที์Éจดุ a ถงึอนัดบัทีÉ n จะกลา่ววา่ Tn(x)

เป็น พหุนามเทยเ์ลอร์ (Taylor polynomial) ดีกรี n ของ f ทีÉจดุ x = a ก็ตอ่เมืÉอ

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

ในกรณีทีÉ a = 0 จะเรยีกวา่ พหุนามแมคลอริน (Maclaurin polynomial) นัÉนคือ

Tn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง Ś.ś.Ś จงหาพหนุามแมคลอรนิดีกรี ŝ ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
ř. f(x) = ex

Ś. f(x) = sinx



Ś.ś. ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ Şš

ตัวอย่าง Ś.ś.ś จงหาพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี Ŝ รอบจดุ x = 1 ของ f(x) = ℓnx

ทฤษฎบีท Ś.ś.Ŝ ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ (Taylor's Theorem)
ให้ f เป็นฟังกช์นัซึÉงมีอนพุนัธถ์งึอนัดบัทีÉ n+ 1 บนชว่งเปิด I สาํหรบั x, a ∈ I

จะไดว้า่มี c อยูร่ะหวา่ง a กบั x ทีÉทาํให้
f(x) = Tn(x) +Rn(x)

เมืÉอ Rn(x) =
f (n+1)(c)

n!
(x− a)n+1 เรยีกวา่ เศษเหลือ (remainder)

หมายเหตุ ความผิดพลาด Rn(x) โดยทีÉ
|Rn(x)| < 0. 000...0︸ ︷︷ ︸

r+1

5

จะบอกคา่ประมาณความถกูตอ้งอยา่งนอ้ยทศนิยม r ตาํแหนง่



şŘ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง Ś.ś.ŝ ให้ f(x) =

√
x จงหาประมาณคา่ของ √

2 โดยใช้พหุนามเทยเ์ลอรดี์กรี ś ของ f

รอบจดุ x = 1 พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดพลาด



Ś.ś. ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ şř

ตัวอย่าง Ś.ś.Ş ให้ f(x) = ℓn(x + 1) จงหาประมาณคา่ของ ℓn(1.5) โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี
ş ของ f พรอ้มทัÊงบอกคา่ประมาณนีÊวา่ถกูตอ้งอยา่งนอ้ยทศนิยมกีÉตาํแหน่ง



şŚ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง Ś.ś.ş ให้ f(x) = xsinx จงหาประมาณคา่ของ
∫ 1

0

f(x) dx โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี
ŝ ของ f พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดพลาด



Ś.ś. ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ şś

แบบฝึกหดั Ś.ś
ř. จงหาพหนุามเทยเ์ลอร์ Tn(x) ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ รอบจดุ a

ř.ř f(x) = sinx เมืÉอ a = 0 และ n = 9

ř.Ś f(x) = cosx เมืÉอ a = 0 และ n = 8

ř.ś f(x) = ℓn(x+ 1) เมืÉอ a = 0 และ n = 6

ř.Ŝ f(x) =
√
x+ 1 เมืÉอ a = 3 และ n = 5

ř.ŝ f(x) = ex
2 เมืÉอ a = 0 และ n = 6

ř.Ş f(x) = x2ℓnx เมืÉอ a = 1 และ n = 4

ř.ş f(x) = 4x3 + 5x2 − 3x+ 1 เมืÉอ a = 1 และ n = 3

ř.Š f(x) = ℓn(cosx) เมืÉอ a = π
4
และ n = 3

ř.š f(x) = xcosx เมืÉอ a = 0 และ n = 7

ř.řŘ f(x) = x2sinx เมืÉอ a = 0 และ n = 7

Ś. จงหาคา่ประมาณของคา่ตอ่ไปนี Ê โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์ทีÉทาํให้คาํตอบถกูตอ้งอยา่งนอ้ย
ทศนิยมตาํแน่งทีÉ ś
Ś.ř sin12◦
Ś.Ś cos12◦
Ś.ś ℓn(1.02)

Ś.Ŝ √
4.2

Ś.ŝ e0.5

Ś.Ş 3
√
7.9

ś. ให้ f(x) = √
x+ 1 จงหาประมาณคา่ของ√1.2 โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี ŝ ของ f พรอ้ม

ทัÊงหาขอบเขตความผิดพลาด
Ŝ. ให้ f(x) = ex จงหาประมาณคา่ของ

∫ 0.6

0

e−x2

dx โดยใช้พหุนามแมคลอรนิดีกรี Ŝ ของ f

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดพลาด



şŜ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

Ś.Ŝ อนุกรมเทยเ์ลอร์

สมมติวา่ f เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n โดยทีÉ |x− a| < R จะไดว้า่

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + c4(x− a)4 + · · · (Ś.ř)
f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + 4c4(x− a)3 + · · · (Ś.Ś)
f ′′(x) = 2c2 + 2 · 3c3(x− a) + 3 · 4c4(x− a)2 + · · · (Ś.ś)
f ′′′(x) = 2 · 3c3 + 2 · 3 · 4c4(x− a)2 + · · · (Ś.Ŝ)

เมืÉอแทน x = a ในสมการ (Ś.ř)-(Ś.Ŝ) จะได้
c0 = f(a), c1 = f ′(a), c2 =

f ′′(a)

2!
และ c3 =

f ′′(a)

3!

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ cn =
f (n)(a)

n!
เมืÉอ n = 0, 1, 2, 3, ...

บทนิยาม Ś.Ŝ.ř ให้ f เป็นฟังกช์นัซึÉงมีอนพุนัธท์กุอนัดบั และ f มีคา่ทีÉจดุ a อนกุรมทีÉเขียนในรูป

f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

หรอื
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

เรยีกวา่ อนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor series) ของ f รอบจดุ a

ในกรณีทีÉ a = 0 จะเรยีกวา่ อนุกรมแมคลอริน (Maclaurin series) นัÉนคือ

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · หรอื

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ś จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์อง f(x) =
1

x
รอบจดุ 1



Ś.Ŝ. อนกุรมเทยเ์ลอร์ şŝ

ทฤษฎบีท Ś.Ŝ.ś ให้ Tn(x) เป็นพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี n ของ f รอบจดุ a

f(x) = Tn(x) +Rn(x)

สาํหรบั |x− a| < R เมืÉอ R คือรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n จะไดว้า่

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n ก็ตอ่เมืÉอ lim

n→∞
|Rn(x)| = 0

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ŝ จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั f(x) = ex



şŞ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ŝ จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั

ř. f(x) = sinx

Ś. f(x) = cosx



Ś.Ŝ. อนกุรมเทยเ์ลอร์ şş

ตารางอนุกรมเทยเ์ลอร์

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + · · · R = 1

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · R = ∞

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · R = ∞

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x3

3!
− x4

4!
+ · · · R = ∞

arctanx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · R = 1

ℓn(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
= x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · R = 1

(1 + x)k =
∞∑
n=0

(
k

n

)
xn = 1 + kx+

k(k − 1)

2!
x2 + · · · R = 1

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ş จงใชอ้นกุรมแมคลอรนิของ ex หาคา่ลมิิตของ lim
x→0

ex − 1− x

x2



şŠ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ş จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นั f(x) = xℓnx รอบจดุ 1



Ś.Ŝ. อนกุรมเทยเ์ลอร์ şš

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Š จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=0

x2n+1

n!



ŠŘ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั

แบบฝึกหดั Ś.Ŝ
ř. จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ รอบจดุ a

ř.ř f(x) = ℓn(1− x) เมืÉอ a = 0

ř.Ś f(x) = cosx เมืÉอ a = π

ř.ś f(x) =
√
x เมืÉอ a = 1

ř.Ŝ f(x) = 3
√
x เมืÉอ a = 1

ř.ŝ f(x) = 3
√
x+ 2 เมืÉอ a = −1

ř.Ş f(x) =
1

3− x
เมืÉอ a = 2

ř.ş f(x) =
1

1 + x2
เมืÉอ a = 0

ř.Š f(x) =
√
x+ 1 เมืÉอ a = 3

Ś. จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ โดยใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร์
Ś.ř f(x) = sin(x2)

Ś.Ś f(x) = x2cosx
Ś.ś f(x) = xℓn(x− 1)

Ś.Ŝ f(x) = sin2x

Ś.ŝ f(x) = ex + e2x

Ś.Ş f(x) = xcos(1
2
x)

Ś.ş f(x) = x2ℓn(1 + x3)

Ś.Š f(x) =
x√

4 + x2

ś. จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั f(x) = (x+ 1)k เมืÉอ k เป็นจาํนวนจรงิ
Ŝ. จงฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมตอ่ไปนีÊ

Ŝ.ř
∞∑
n=0

(−1)nx4n+3

(2n)!
Ŝ.Ś

∞∑
n=0

(n+ 1)xn

n!

ŝ. จงใชอ้นกุรมแมคลอรนิหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

x− ℓn(1 + x)

x2



Ś.Ŝ. อนกุรมเทยเ์ลอร์ Šř

แบบฝึกหดับททีÉ Ś
ř. จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

ř.ř
∞∑
n=1

(−1)nxn

ℓn(n+ 1)

ř.Ś
∞∑
n=1

(−1)nxn

(n+ 1)!

ř.ś
∞∑
n=1

2n(x+ 1)n

n!

ř.Ŝ
∞∑
n=0

(−1)nn(x+ 1)n

4n

ř.ŝ
∞∑
n=0

(3x)2n

n+ 1

ř.Ş
∞∑
n=1

(2x− 1)n

5n · n2

Ś. จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∞∑
n=1

n(−3x)n+1

Ś.Ś
∞∑
n=0

(2x+ 1)n

2n

Ś.ś
∞∑
n=0

4nx2n+2

2n+ 1

Ś.Ŝ
∞∑
n=1

n(−3x)n+1

ś. จงหาอนกุรมกาํลงัซึÉงมีฟังกช์นัผลบวกพรอ้มทัÊงช่วงแหง่การลูเ่ขา้

ś.ř f(x) =
1

1 + 3x

ś.Ś f(x) =
x

2x− 2

ś.ś f(x) =
x4

(1− 2x2)2

ś.Ŝ f(x) =

(
x

2− x

)3

ś.ŝ f(x) =
x+ 2

2x2 − x− 1

ś.Ş f(x) =
1

x2 + 2x+ 2

ś.ş f(x) =
1

(1− x)4

ś.Š f(x) = ℓn
(
1 + x

1− x

)

Ŝ. จงหาพหนุามเทยเ์ลอร์ T5(x) ของฟังกช์นั
f(x) = 10x5 + 4x3 − x2 + 2x+ 1

รอบจดุ ř พรอ้มทัÊงพิจารณาวา่ T5(x) และ f(x) เป็นฟังกช์นัเดียวกนัหรอืไม่
ŝ. ให้ f(x) = 3

√
x จงประมาณคา่ของ √7.99 โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี ŝ ของ f

พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด

Ş. ให้ f(x) = xcosx จงประมาณคา่ของ
∫ 1

0

f(x) dx โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี ŝ ของ f
พรอ้มทัÊงหาขอบเขตความผิดผลาด



ŠŚ บททีÉ Ś. อนกุรมกาํลงั
ş. จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์อง

f(x) =
1

3− 2x
รอบจดุ 0

และหาอนกุรมกาํลงัของฟังกช์นั f พรอ้มทัÊงตรวจสอบวา่อนกุรมทีÉไดเ้ทา่กนัหรอืไม่
Š. จงหาอนกุรมเทยเ์ลอร์ f(x) = xℓn(2− x) รอบจดุ ř โดยใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร์
š. จงหาอนกุรมเทยเ์ลอร์ f(x) = sin2x รอบจดุ Ř โดยใชต้ารางเทยเ์ลอร์

řŘ. จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=1

(−1)nnx4n+3

(2n)!

řř. จงใชอ้นกุรมเทยเ์ลอรห์าคา่ลมิิตของ lim
x→0

x− arctanx
x3



บททีÉ ś
ปริภมูสิามมติิ

ś.ř ระบบพกัิดฉากในปริภมูสิามมติิ
การบอกตาํแหนง่ของจดุใน ปริภมูิสามมติิ (three-dimensional space) ทาํไดจ้ากการอา้งอิง

เสน้ตรงสามเสน้คือ แกน X แกน Y และแกน Z ซึÉงตดัการทีÉจดุ O เรยีกวา่ จุดกาํเนิด (origin) และ
เรยีก

ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Y วา่ ระนาบ XY (XY-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน X และแกน Z วา่ ระนาบ XZ (XZ-plane)
ระนาบทีÉผา่น แกน Y และแกน Z วา่ ระนาบ YZ (YZ-plane)

รูปทีÉ ś.ř: ระนาบ XY, XZ และ YZ

X

Y

Z

ระนาบ XY

X

Y

Z

ระนาบ XZ

X

Y

Z

ระนาบ YZ

Šś



ŠŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ระนาบพิกดัฉากทัÊงสามจะแบง่ปรภิมิูสามมิติออกเป็น Š สว่นเรยีกวา่ อัฐภาค (Octance)

รูปทีÉ ś.Ś: แสดงการแบง่อฐัภาค

X

Y

Z

การเลือกทิศทางทีÉเป็นบวกของพิกดัฉาก เรานิยมใชก้ฎมือขวาโดยใหนิ้วหวัแมมื่อไปทางแกน Z บวก
นิÊวชี Ê ไปทางแกน X บวก และนิÊวกลาง ชี Êไปทางแกน Y บวก ตัÊงฉากกนัเสมอ ตวัอยา่งดงัรูปตอ่ไปนีÊ
เราจะเลือกใชแ้บบใดแบบหนึÉงตามความเหมาะสม

รูปทีÉ ś.ś: แสดงการตัÊงแกนในปรภิมิูสามมิติ

X

Y

Z

Z

X

Y

X

Y

Z

Y

X

Z



ś.ř. ระบบพกิดัฉากในปรภูิมสิามมติิ Šŝ

การบอกตาํแหน่งของจดุ P ในปรภิมิูสามมิติ มีแกนพิกดัเป็นทีÉอา้งอิงบอกได้โดยใช้จาํนวนจรงิ
(x, y, z) เรยีกวา่พิกดัฉากของจดุ P และใช้ R3 แทนเซตของจดุ (x, y, z) ในปรภิมิูสามมิติ

รูปทีÉ ś.Ŝ: แสดงจดุ P และภาพฉายตา่ง ๆ ของ P

X
Y

Z

P (x, y, z)

(x, 0, 0)

(x, 0, z)

(0, 0, z)

(x, y, 0)

(0, y, 0)

(0, y, z)

จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ XY ไปยงัแกน Z จะไดจ้ดุ (0, 0, z)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉาย (projection) ของ P แกน Z
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ YZ ไปยงัแกน X จะไดจ้ดุ (x, 0, 0)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของ P แกน X
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ XZ ไปยงัแกน Y จะไดจ้ดุ (0, y, 0)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของ P แกน Y
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน Z ไปทีÉระนาบ XY จะไดจ้ดุ (x, y, 0)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ XY
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน X ไปทีÉระนาบ YZ จะไดจ้ดุ (0, y, z)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ YZ
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน Y ไปทีÉระนาบ XZ จะไดจ้ดุ (x, 0, z)

เรยีกจดุนี Êวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ XZ
ตัวอย่าง ś.ř.ř จงหาภาพฉายทัÊงหมดของจดุ P (1, 2, 3)

ř. ภาพฉายบนระนาบ XY ของจดุ P คือ
Ś. ภาพฉายบนระนาบ XZ ของจดุ P คือ
ś. ภาพฉายบนระนาบ YZ ของจดุ P คือ
Ŝ. ภาพฉายบนแกน X ของจดุ P คือ
ŝ. ภาพฉายบนแกน Y ของจดุ P คือ
Ş. ภาพฉายบนแกน Z ของจดุ P คือ



ŠŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ř.Ś จงเขียนจดุตอ่ไปนีÊในปรภิมิูสามมิติ
ř. P (1, 2, 3)

X

Y

Z

Ś. Q(1,−2, 2)

X

Y

Z



ś.ř. ระบบพกิดัฉากในปรภูิมสิามมติิ Šş

แบบฝึกหดั ś.ř
ř. จงเขียนกราฟในปรภิมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนีÊ

ř.ř A(5, 0, 0)

ř.Ś B(0, 2, 1)

ř.ś C(3, 1, 0)

ř.Ŝ D(−3, 0, 2)

ř.ŝ E(1, 1, 3)

ř.Ş F (−4, 2,−3)

ř.ş G(2, 1,−2)

ř.Š H(3,−2, 6)

Ś. จงหาภาพฉายของจดุ P บนระนาบ XY, XZ และ YZ
Ś.ř P (3, 1, 2)

Ś.Ś P (1, 2,−2)

Ś.ś P (4,−1, 0)

Ś.Ŝ P (−8, 9, 7)

ś. จงหาภาพฉายของจดุ P บนแกน X, Y และ Z
ś.ř A(5, 0, 0)

ś.Ś B(0, 2, 1)

ś.ś C(3, 1, 0)

ś.Ŝ D(−3, 0, 2)



ŠŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ś.Ś เวกเตอรใ์นปริภมูิสามมิติ
เวกเตอร์ (vector) คือปรมิาณทีÉมีทัÊงขนาดและทิศทาง โดยทัÉวไปใช้สว่นของเสน้ตรงเชืÉอมโยงกนั
ระหวา่งจดุสองจดุและมีลกูศรกาํกบัแทนเวกเตอร์ และความยาวของเสน้ตรงแทนขนาดของเวก
เตอร์ ใชส้ญัญาลกัษณ์ −→

PQ แทนเวกเตอรที์ÉมีจดุเริÉมตน้ทีÉจดุ P สิ ÊนสดุทีÉจดุ Q มีทิศทางจาก P ไป
Q และใช้ ∥−→PQ∥ แทนความยาวหรอืขนาด (length/magnitude/norm) ของ −→

PQ และเวกเตอรท์ัÊง
สองจะเทา่กนัก็ตอ่เมืÉอทัÊงสองมีขนาดเทา่กนัและทิศทางเดียวกนั

รูปทีÉ ś.ŝ: เวกเตอรที์Éเทา่กบั ∥
−→
PQ∥

X

Y

Z

P

Q

O

A

บทนิยาม ś.Ś.ř กาํหนดให้ P (x1, y1, z1) และ Q(x2, y2, z2)

แลว้ a⃗ เป็นเวกเตอรต์าํแหน่ง (position vector) ของ −→PQ คือ
a⃗ = ⟨x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1⟩

ถา้ a1 = x2 − x1, a2 = y2 − y1 และ a3 = z2 − z1 ดงันัÊน a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ เรยีก a1, a2 และ a3

วา่ส่วนประกอบ (component) ของ a⃗ ตามแกน X แกน Y และ แกน Z ตามลาํดบั

รูปทีÉ ś.Ş: แสดงเวกเตอร์ a⃗ ในปรภิมิูสามมิติ

X
Y

Z

O
A

a1 a2

a3

a⃗

จากรูปโดยใชค้วามสมัพนัธข์องสามเหลีÉยมมมุฉากจะไดว้า่

∥a⃗∥ =
√
a21 + a22 + a23



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ Šš

บทนิยาม ś.Ś.Ś เวกเตอรที์Éมีตวัประกอบทกุตวัเป็นศนูยเ์รยีกวา่ เวกเตอรศู์นย์ (zero vector) เขียน
แทนดว้ย 0⃗ = ⟨0, 0, 0⟩

ข้อตกลง เมืÉอ P เป็นจดุใน R3 และ O เป็นจดุกาํเนิด เราจะเขียนเวกเตอร์−→OP แทนดว้ย P⃗

หมายเหตุ ∥v⃗∥ = ∥ − v⃗∥ และ ∥kv⃗∥ = |k|∥v⃗∥ เมืÉอ k เป็นคา่คงตวั

มุมแสดงทศิทาง
บทนิยาม ś.Ś.ś ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ ≠ 0⃗ เป็นเวกเตอรที์Éทาํมมุ α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน
Z ดา้นบวกตามลาํดบัโดยทีÉ α, β, γ ∈ [0, π] เรยีก α, β, γ วา่มุมแสดงทศิทาง (direction angles)
ของ a⃗ และ cosα, cosβ, cosγ วา่โคไซนแ์สดงทศิทาง (direction cosines) ของ a⃗

รูปทีÉ ś.ş: มมุแสดงทิศทางของเวกเตอร์ a⃗

X
Y

Z

O

a1 a2

a3

a⃗

α

β

γ

จากรูปจะไดว้า่ cosα =
a1
∥a⃗∥

cosβ =
a2
∥a⃗∥

cosγ =
a3
∥a⃗∥

ตัวอย่าง ś.Ś.Ŝ จงหา เวก เตอร์ตาํแหน่ง ขนาด และ โคไซน์แสดง ทิศทางของ เวก เตอร์ −→PQ เมืÉอ
P (1, 2,−3) และ Q(−1, 0− 4)



šŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
ตัวอย่าง ś.Ś.ŝ จงหามมุแสดงทิศทางของเวกเตอร์ a⃗ = ⟨−1, 1,

√
2⟩

บทนิยาม ś.Ś.Ş ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ k ∈ R

ř. a⃗ = b⃗ ก็ตอ่เมืÉอ a1 = b1, a2 = b2 และ a3 = b3

Ś. a⃗+ b⃗ = ⟨a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3⟩

ś. ka⃗ = ⟨ka1, ka2, ka3⟩

Ŝ. a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)

ตัวอย่าง ś.Ś.ş ให้ a⃗ = ⟨1,−2, 5⟩ และ b⃗ = ⟨−1,−4, 7⟩ จงหาเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
ř. a⃗+ b⃗

Ś. 2a⃗+ 3⃗b

ś. 3a⃗− 2⃗b



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ šř

ทฤษฎบีท ś.Ś.Š ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ c, k ∈ R แลว้
ř. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

Ś. (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

ś. a⃗+ 0⃗ = a⃗

Ŝ. a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

ŝ. (ck)⃗a = c(ka⃗) = k(c⃗a)

Ş. c(⃗a+ b⃗) = c⃗a+ c⃗b

ş. (c+ k)⃗a = c⃗a+ ka⃗

Š. 1a⃗ = a⃗

š. 0a⃗ = 0⃗



šŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

เวกเตอรห์นึÉงหน่วย
บทนิยาม ś.Ś.š เราเรยีกเวกเตอรที์ÉมีขนาดหนึÉงหนว่ยวา่ เวกเตอรห์นึÉงหน่วย (unit vector)

ให้ a⃗ เป็นเวกเตอรที์Éไมใ่ชเ่วกเตอรศ์นูยใ์น R3 และจะไดว้า่
a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นึÉงหนว่ยทีÉมีทศิเดยีวกบั a⃗

− a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉมีทศิตรงข้ามกบั a⃗

ตัวอย่าง ś.Ś.řŘ จงหาเวกเตอรห์นึÉงหนว่ยของเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
ř. u⃗ = ⟨1,−2, 2⟩

Ś. v⃗ = ⟨1, 1,
√
2⟩

ś. w⃗ = ⟨3sinθ, 4sinθ, 5cosθ⟩

เวกเตอรห์นึÉงหนว่ยตามแนวแกน X แกน Y และ แกน Z คือ i⃗, j⃗ และ k⃗ ตามลาํดบั
i⃗ = ⟨1, 0, 0⟩ j⃗ = ⟨0, 1, 0⟩ k⃗ = ⟨0, 0, 1⟩

ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ แลว้จะไดว้า่
a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ = a1⟨1, 0, 0⟩+ a2⟨0, 1, 0⟩+ a3⟨0, 0, 1⟩ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ šś

ผลคูณเชิงสเกลาร์
บทนิยาม ś.Ś.řř ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงสเกลาร์ (scalar product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗ · b⃗ นิยามโดย

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

ตัวอย่าง ś.Ś.řŚ จงหาผลคณูเชิงสเกลารข์องเวกเตอร์ a⃗ และ b⃗

ř. a⃗ = ⟨3,−1, 5⟩ และ b⃗ = ⟨1, 6,−3⟩

Ś. a⃗ = ⟨2, 1,−7⟩ และ b⃗ = ⟨4, 6, 2⟩

ś. a⃗ = ⟨2sinx, cosx, 1⟩ และ b⃗ = ⟨sinx, 2cosx, 1⟩

ทฤษฎบีท ś.Ś.řś ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้
ř. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

Ś. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

ś. k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b)

Ŝ. a⃗ · a⃗ = ∥a⃗∥2



šŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ทฤษฎบีท ś.Ś.řŜ ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จะไดว้า่
ř. ∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2

Ś. ∥a⃗− b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 − 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2

ś. ∥a⃗+ b⃗∥2 + ∥a⃗− b⃗∥2 = 2∥a⃗∥2 + 2∥⃗b∥2

Ŝ. ∥a⃗+ b⃗∥2 − ∥a⃗− b⃗∥2 = 4a⃗ · b⃗

ตัวอย่าง ś.Ś.řŝ ให้ u⃗ และ v⃗ เวกเตอรห์นึÉงหน่วยในปรภิมิูสามมิติ จงหาคา่ของ
∥2u⃗+ 3v⃗∥2 + ∥3u⃗− 2v⃗∥2



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ šŝ

มุมระหว่างเวกเตอร์

ทฤษฎบีท ś.Ś.řŞ ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้
a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥cosθ

เมืÉอ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ เมืÉอ 0 ≤ θ ≤ π ดงัรูป

a⃗

b⃗

θ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ตัÊงฉากกัน (orthogonal) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗ · b⃗ = 0 หรอื θ =
π

2



šŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.Ś.řş ให้ A(1, 2, 0), B(0, 4, 2) และ C(3, 2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลีÉยม ABC

จงหามมุ BÂC

ตัวอย่าง ś.Ś.řŠ ให้ a⃗ = ⟨3, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 1⟩ และ c⃗ = ⟨3, 4,−2⟩
จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตัÊงฉากกนั

ตัวอย่าง ś.Ś.řš ให้ u⃗ และ v⃗ เวกเตอรห์นึÉงหน่วยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ
∥3u⃗+ 4v⃗∥
∥5u⃗− 12v⃗∥



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ šş

ภาพฉายเวกเตอร์
บทนิยาม ś.Ś.ŚŘ ให้ a⃗ ̸= 0⃗, b⃗ ̸= 0⃗ และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ ลากเสน้ตรงจาก A ไปตัÊงฉาก
กบั −−→

OB ทีÉจดุ C ดงัรูป

รูปทีÉ ś.Š: แสดงตวัอยา่งภาพฉายเวกเตอร์

B

A

θ

O C

a⃗

b⃗
B

A

θ

OC

a⃗

b⃗

เรยีก −→
OC วา่ ภาพฉายเวกเตอร์ (vector projection) ของ a⃗ บน b⃗ เขียนแทนดว้ย Proj⃗ba⃗

ทฤษฎบีท ś.Ś.Śř ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ แลว้จะไดว้า่

Proj⃗ba⃗ =

(
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥2

)
b⃗

ตัวอย่าง ś.Ś.ŚŚ จงหาภาพฉายเวกเตอรแ์ละภาพฉายสเกลารข์อง a⃗ บน b⃗

ř. a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2,−2⟩

Ś. a⃗ = ⟨3, 1, 2⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2, 4⟩



šŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ผลคูณเชิงเวกเตอร์
บทนิยาม ś.Ś.Śś ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (vector product/cross product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗× b⃗ คือ

a⃗× b⃗ = ⟨a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1⟩

หรอื
a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
เมืÉอ |M | แทนดีเทอรมิ์แนนทข์องเมตรกิซ์M

รูปทีÉ ś.š: แสดงตวัอยา่งผลคณูเชิงเวกเตอร์

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

ตัวอย่าง ś.Ś.ŚŜ กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨0, 2, 1⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 1,−1⟩ จงหา
ř. a⃗× b⃗ Ś. a⃗× (⃗b+ c⃗) ś. c⃗× (⃗a× b⃗)



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ šš

ทฤษฎบีท ś.Ś.Śŝ ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้
ř. a⃗× a⃗ = 0⃗

Ś. a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗)

ś. k(⃗a× b⃗) = (ka⃗)× b⃗ = a⃗× (k⃗b)

Ŝ. a⃗× (⃗b+ c⃗) = (⃗a× b⃗) + (⃗a× c⃗)

บทตัÊง ś.Ś.ŚŞ ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จะไดว้า่
∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)2

ทฤษฎบีท ś.Ś.Śş ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ แลว้
∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥sinθ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ขนานกัน (paralell) ก็ตอ่เมืÉอ a⃗× b⃗ = 0⃗ หรอื θ = 0 หรอื π



řŘŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

พืÊนทีÉสีเหลีÉยมด้านขนาน

ทฤษฎบีท ś.Ś.ŚŠ ให้ a⃗ และ b⃗ เป็น เวก เตอร์ ใน R3 แลว้ พื ÊนทีÉ รูปสี เหลีÉยม ด้าน ขนาน
(parallelogram) ทีÉมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั ∥a⃗× b⃗∥

รูปทีÉ ś.řŘ: พื ÊนทีÉสีเหลีÉยมดา้นขนานทีÉมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗

a⃗

b⃗

ข้อสังเกต พื ÊนทีÉรูปสามเหลีÉยมทีÉมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั 1

2
∥a⃗× b⃗∥

ตัวอย่าง ś.Ś.Śš จง หา พื ÊนทีÉ ของ สามเหลีÉยม ทีÉ มี จดุ ยอด เป็น A(2,−1, 2), B(−1, 3, 1) และ
C(0, 2,−3)



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ řŘř

ผลคูณเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอร์
บทนิยาม ś.Ś.śŘ ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้ผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์
(scalar triple products) ของ a⃗, b⃗ และ c⃗ คือ a⃗ · b⃗× c⃗ หรอื a⃗ · (⃗b× c⃗) นัÊนคือ

a⃗ · b⃗× c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
เมืÉอ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩, b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ c⃗ = ⟨c1, c2, c3⟩

ตัวอย่าง ś.Ś.śř กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨0, 1, 2⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 0, 1⟩ จงหา
ř. a⃗ · b⃗× c⃗ Ś. (⃗a+ b⃗)× (⃗a− b⃗) · c⃗

ทฤษฎบีท ś.Ś.śŚ ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จะไดว้า่
ř. a⃗ · (⃗a× b⃗) = 0 = b⃗ · (⃗a× b⃗) หรอืกลา่วไดว้า่ a⃗ และ b⃗ ตัÊงฉากกบั a⃗× b⃗

Ś. a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗

ś. ถา้ a⃗ · b⃗× c⃗ = 0 แลว้ a⃗, b⃗ และ c⃗ อยูบ่นระนาบเดยีวกัน (coplanar)

ตัวอย่าง ś.Ś.śś จงหาเวกเตอรที์ÉตัÊงฉากกบั a⃗ = ⟨1,−3, 4⟩ และ b⃗ = ⟨2, 2, 1⟩



řŘŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
ตัวอย่าง ś.Ś.śŜ จงใช้ผลคณูเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์แสดงวา่ ⟨1, 4,−7⟩, ⟨2,−1, 4⟩ และ
⟨0,−9, 18⟩ อยูบ่นระนาบเดียวกนั

ปริมาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหน้าขนาน

ทฤษฎบีท ś.Ś.śŝ ปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหน้าขนาน (parallepiped) ซึÉงมีดา้นประชิดเป็น
a⃗, b⃗ และ c⃗ เทา่กบั |⃗a · b⃗× c⃗|

รูปทีÉ ś.řř: ปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนานซึÉงมีดา้นประชิดเป็น a⃗, b⃗ และ c⃗

b⃗× c⃗

c⃗

b⃗

a⃗

A

h

θ

บทพิสูจน์. จากรูป ś.řř จะไดว่า่ V = Ah = ∥⃗b× c⃗∥∥a⃗∥|cosθ| = |⃗a · b⃗× c⃗|

ตัวอย่าง ś.Ś.śŞ จงหาปรมิาตรของ รูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนานซึÉง มีดา้นประชิด เป็น ⟨1, 1,−1⟩,
⟨2, 1, 0⟩ และ ⟨0, 1, 3⟩



ś.Ś. เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ řŘś

แบบฝึกหดั ś.Ś
ř. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 0⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 2⟩, c⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ d⃗ = ⟨−2, 1, 5⟩ จงหา

ř.ř 2a⃗− 3⃗b

ř.Ś ∥c⃗+ 2d⃗∥+ ∥2a⃗+ b⃗∥

ř.ś เวกเตอรห์นึÉงหนว่ยของ 2c⃗− d⃗

ř.Ŝ โคไซนแ์สดงทิศทางของ b⃗+ c⃗

ř.ŝ มมุระหวา่ง a⃗+ c⃗ กบั a⃗− c⃗

ř.Ş (⃗a× b⃗)× (c⃗× d⃗)

ř.ş ภาพฉายเวกเตอรข์อง b⃗ บน c⃗

ř.Š เวกเตอร์ ŝ หน่วยทีÉตัÊงฉากกบั a⃗ และ c⃗

ř.š จงหาเวกเตอรที์ÉตัÊงฉากกบั a⃗ และ d⃗

Ś. ให้ u⃗ และ v⃗ เวกเตอรห์นึÉงหนว่ยทีÉตัÊงฉากกนั จงหาคา่ของ
∥3u⃗+ 2v⃗∥+ ∥3u⃗− 5v⃗∥

ś. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ c, k ∈ R จงพิสจูนว์า่
ś.ř (ck)⃗a = c(ka⃗) = k(c⃗a)

ś.Ś c(⃗a+ b⃗) = c⃗a+ c⃗b

ś.ś (c+ k)⃗a = c⃗a+ ka⃗

ś.Ŝ 1a⃗ = a⃗

ś.ŝ 0a⃗ = 0⃗

Ŝ. ให้ a⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่
a⃗ · a⃗ = 0 ก็ตอ่เมืÉอ a⃗ = 0⃗

ŝ. จงหาพื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น (−3, 1, 2), (−5, 1, 0) และ (4,−2, 1)

Ş. กาํหนดให้ A(1, 1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 0, 0) และ D(2, 1,−1) จงแสดงวา่รูปสีÉเหลีÉยม ABCD

เป็นสีÉเหลีÉยมดา้นขนาน และหาพืÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมนี Ê
ş. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนานซึÉงมีดา้นประชิดเป็น a⃗ = ⟨2, 1,−3⟩,

b⃗ = ⟨4,−1, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 4,−1⟩

Š. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ทีÉทาํให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

š. จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 5,−2⟩, ⟨3,−1, 0⟩ และ ⟨5, 9,−4⟩
อยูบ่นระนาบเดียวกนั



řŘŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
řŘ. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่

řŘ.ř ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ แลว้ a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

řŘ.Ś (⃗a− b⃗)× (⃗a+ b⃗) = 2(⃗a× b⃗)

řŘ.ś a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

řŘ.Ŝ a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) = 0⃗

řŘ.ŝ (⃗a× b⃗) · (c⃗× d⃗) =

∣∣∣∣∣a⃗ · c⃗ b⃗ · c⃗
a⃗ · d⃗ b⃗ · d⃗

∣∣∣∣∣
řŘ.Ş a⃗× (⃗b+ c⃗) = (⃗a× b⃗) + (⃗a× c⃗)

řŘ.ş ∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)2

řř. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงพิสจูนว์า่
řř.ř a⃗ · (⃗a× b⃗) = 0 = b⃗ · (⃗a× b⃗) หรอืกลา่วไดว้า่ a⃗ และ b⃗ ตัÊงฉากกบั a⃗× b⃗

řř.Ś a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗

řř.ś ถา้ a⃗ · b⃗× c⃗ = 0 แลว้ a⃗, b⃗ และ c⃗ อยูบ่นระนาบเดยีวกัน (coplanar)



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řŘŝ

ś.ś เส้นตรงในปริภมูสิามมติิ

บทนิยาม ś.ś.ř ให้ P0 เป็นจดุใน R3 และ A⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 เรยีกเซตของจดุ P ใด ๆ ซึÉง
ทาํให้−−→P0P ขนานกบั A⃗ วา่ เส้นตรง (Line) ทีÉผา่นจดุ P0 และขนานกบั A⃗ และเรยีก A⃗ วา่ เวกเตอร์
แสดงทศิทาง (direction vector) ของเสน้ตรง

รูปทีÉ ś.řŚ: เสน้ตรงในปรภิมิูสามมิติ

X

Y

Z P

P0

L

O

A⃗

เนืÉองจาก −−→
P0P ขนานกบั A⃗ ดงันัÊนจะไดว้า่มี t ∈ R ทีÉทาํให้

−−→
P0P = tA⃗ หรอื P⃗ = P⃗0 + tA⃗ (ś.ř)

ถา้กาํหนดจดุ P (x, y, z) และ P0(x0, y0, z0) และ A⃗ = ⟨a, b, c⟩ ดงันัÊน
⟨x, y, z⟩ = ⟨x0, y0, z0⟩+ t⟨a, b, c⟩ = ⟨x0 + at, y0 + bt, z0 + ct⟩ (ś.Ś)

เรยีกสมการ (ś.ř) หรอื (ś.Ś) วา่ สมการเวกเตอร์ (vector equation) ของเสน้ตรง L
จากสมการ (ś.Ś) เราจะแยกเขียนสมการสาํหรบัสว่นประกอบไดเ้ป็น

x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

หรอื
x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct (ś.ś)

เรยีกสมการ (ś.ś) วา่ สมการอ้างองิตัวแปรเสริม (parametric equation) ของเสน้ตรง L
ถา้ a, b, c ไมมี่จาํนวนใดเป็นศนูย์ จะไดว้า่

x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
(ś.Ŝ)

เรยีกสมการ (ś.Ŝ) วา่ สมการสมมาตร (symmetric equation) ของเสน้ตรง L



řŘŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ś.Ś จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงทีÉ
ผา่นจดุ P0(1, 2, 3) และขนานกบั A⃗ = ⟨1, 2,−1⟩

ตัวอย่าง ś.ś.ś จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงทีÉ
ผา่นจดุ P1(1, 3, 4) และ P2(1,−2, 3)



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řŘş

ตัวอย่าง ś.ś.Ŝ จงตรวจสอบวา่จดุ P (1,−2, 3) อยูบ่นเสน้ตรงตอ่ไปนีÊหรอืไม่

ř. L1 :
x+ 1

2
=

y + 5

3
= z − 2 Ś. L2 : x = 3− t, y = 2− 4t, z = 3 + t

ตัวอย่าง ś.ś.ŝ จดุ A(1, 2, 0), B(−1, 3, 4) และ C(−1, 1,−4) อยูบ่นเสน้ตรงเดียวกนัหรอืไม่



řŘŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ś.Ş จงหาจดุทีÉเสน้ตรงตอ่ไปนีÊตดัระนาบ XY ระนาบ XZ และ ระนาบ YZ
ř. x = 1 + t, y = 2− 2t, z = t− 3

Ś. 3− x

3
=

y − 10

5
, z = 4

การขนานกันของเส้นตรง
บทนิยาม ś.ś.ş เส้นตรงสองเส้นขนานกัน (parallel line) ก็ตอ่เมืÉอเวกเตอรแ์สดงทิศทางของเสน้
ตรงทัÊงสองเสน้ขนานกนั
ตัวอย่าง ś.ś.Š จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2, 3) และขนานกบัเสน้ตรง

L : x+ 2 =
4− y

2
= 1− z



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řŘš

การตัดกันของเส้นตรง
ความสมัพนัธข์องเสน้ตรง L1 และ L2 ในปรภิมิูสามมิติมีลกัษณะดงันี Ê

ř. เกิดจดุตดั
ř.ř เกิดตดักนัเพียงจดุเดียว
ř.Ś เกิดตดักนัมากกวา่จดุเดียว

รูปทีÉ ś.řś: ลกัษณะของเสน้ตรง L1 และ L2 ทีÉตดักนั

X

Y

Z

L1

L2

O

X

Y

Z

L1, L2

O

Ś. ไมเ่กิดจดุตดั
Ś.ř ไมเ่กิดจดุตดักนั และเสน้ตรงไมข่นานกนั
Ś.Ś ไมเ่กิดจดุตดั แตเ่สน้ตรงขนานกนั

รูปทีÉ ś.řŜ: ลกัษณะของเสน้ตรง L1 และ L2 ทีÉไมต่ดักนั

X

Y

Z

L1 L2

O

X

Y

Z

L1

L2

O



řřŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
ตัวอย่าง ś.ś.š จงตรวจสอบวา่ L1 และ L2 ตดักนัหรอืไม่ ถา้ตดักนัจงหาจดุตดั

L1


x = 1 + t

y = 4 − 4t

z = 3 + 2t

L2


x = 1 − s

y = 9 + 3s

z = 2 + s

ตัวอย่าง ś.ś.řŘ จงตรวจสอบวา่ L1 และ L2 ตดักนัหรอืไม่ ถา้ตดักนัจงหาจดุตดั
L1 : 2− x = 3− y =

z − 1

2
และ L2 : 7− x

3
= y = z − 1



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řřř

การไขว้ต่างระนาบของเส้นตรง
บทนิยาม ś.ś.řř เราจะเรยีกเสน้ตรงสองเสน้วา่ เส้นไขว้ต่างระนาบ (skew line) ก็ตอ่เมืÉอเราไม่
สามารถหาระนาบทีÉเสน้ตรงทัÊงสองอยู่บนระนาบเดียวกนัได้ หรอืกลา่วไดอี้กอยา่งวา่เสน้ตรงทัÊงสอง
ไมต่ดักนัไมไ่มข่นานกนั
ตัวอย่าง ś.ś.řŚ จงพิจารณา L1 และ L2 วา่เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบกนัหรอืไม่

L1


x = 1 + t

y = 2 − 2t

3z = 2 + t

L2


x = 2 − 2s

y = 1 + 4s

z = 1 − 2s

ตัวอย่าง ś.ś.řś จงพิจารณา L1 และ L2 วา่เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบกนัหรอืไม่
L1 : x =

y

2
= z − 1 และ L2 : x+ 1

2
= y − 1 =

z + 2

3



řřŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

มุมระหว่างเส้นตรง
บทนิยาม ś.ś.řŜ มุมระหว่างเส้นตรงสองเส้น คือมมุระหวา่งเวกเตอรแ์สดงทิศทางของเสน้ตรง
ทัÊงสองเสน้นัÊน

รูปทีÉ ś.řŝ: มมุระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้

X
Y

Z

L1

L2

O

A⃗1

A⃗2

θ

cosθ =
A⃗1 · A⃗2

∥A⃗1∥∥A⃗2∥

ตัวอย่าง ś.ś.řŝ จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง L1 และ L2

ř. L1 : x = 2 + t, y = 1 + 2t, 2z = 1 + 4t

L2 : x = −3s, y = 2 + 4s, z = 5s− 1

Ś. L1 : 2x− 1 = y =
1− z

3
และ L2 : x

4
= y − 1 = z



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řřś

ระยะทางระหว่างจุดกับเส้นตรง
การวดัระยะทางระหวา่งจดุ B กบัเสน้ตรง L คือความยาวทีÉสัÊนทีÉสดุจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรง L

หมายถงึความยาวของเสน้ตัÊงฉากทีÉลากจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรง L ทีÉจดุ M เรยีกจดุ M วา่ จุดเชิง
เส้นตัÊงฉาก (Orthogonal point)

รูปทีÉ ś.řŞ: จดุเชิงเสน้ตัÊงฉากจาก B ไปยงัเสน้ตรง L

X

Y

Z

P0

M

B

L

O

A⃗

θ

จากรูป ś.řŞ จะไดว้า่ ∥
−−→
BM∥ = ∥

−−→
P0B∥sinθ เนืÉองจาก A⃗ ขนานกบั −−→

P0M ดงันัÊน θ เป็นมมุระหวา่ง
−−→
PB กบั A⃗ ดงันัÊน

∥
−−→
BM∥ =

∥
−−→
P0B∥∥A⃗∥sinθ

∥A⃗∥
=

∥
−−→
P0B × A⃗∥

∥A⃗∥

จากรูป ś.řŞ เห็นไดช้ดัวา่ −−→
P0M คือภาพฉายเวกเตอรข์อง −−→P0B บน A⃗ ฉะนัÊน

−−→
P0M =

(−−→
P0B · A⃗
∥A⃗∥2

)
A⃗

M⃗ − P⃗0 =

(−−→
P0B · A⃗
∥A⃗∥2

)
A⃗

ดงันัÊน
M⃗ = P⃗0 +

(−−→
P0B · A⃗
∥A⃗∥2

)
A⃗



řřŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ś.řŞ จงหาจดุเชิงเสน้ตัÊงฉากของจดุ B(2, 1,−1) บนเสน้ตรง
L : x = 5 + 4t, y = 2− t, z = 4 + 3t

พรอ้มทัÊงหาระยะทางจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรงนี Ê



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řřŝ

ตัวอย่าง ś.ś.řş จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ B(1,−1, 2) ซึÉงตดัและตัÊงฉากกบัเสน้ตรง

L : x− 1 =
3− y

2
= −z



řřŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้น
บทนิยาม ś.ś.řŠ ระยะทางระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ คือระยะทีÉสัÊนทีÉสดุระหวา่งเสน้ตรงทัÊงสอง

ř. ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้นทีÉขนานกัน

รูปทีÉ ś.řş: ระยะทางระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ทีÉขนานกนั

X

Y

Z

P2

P1 L2

L1

O

ให้ L1 และ L2 เป็นเสน้ตรงสองเสน้ทีÉขนานกนั ซึÉงผา่นจดุ P1 และ P2 ตามลาํดบั ระยะทางระหวา่ง
L1 และ L2 คือ ระยะทางระหวา่งจดุ P1 ไปยงั L2 หรอื P2 ไปยงั L1 นัÊนคือ

ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั ∥
−−→
P1P2 × A⃗1∥

∥A⃗1∥
หรอื ∥

−−→
P2P1 × A⃗2∥

∥A⃗2∥

ตัวอย่าง ś.ś.řš จงหาระยะทางระหวา่งเสน้ตรง
L1 : x = 1 + t, y = 2− 2t, z = −1 + 2t และ L2 : x = 2− s, y = 1 + 2s, z = −2s



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řřş

Ś. ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้นทีÉไม่ขนานกัน

รูปทีÉ ś.řŠ: ระยะทางระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ทีÉไมข่นานกนั

X
Y

Z P1

Q1

P2

Q2

L1

L2

O

A⃗1 × A⃗2

L1

L2

P2

P1

−−−→
Q1Q2

จากรูป Q1 และ Q2 เป็นจดุปลายของสว่นเสน้ตรงทีÉตัÊงฉากกบั L1 และ L2 ดงันัÊน
ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั ∥

−−−→
Q1Q2∥

เนืÉองจาก −−−→
Q1Q2 ตัÊงฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 จะไดว้า่ −−−→

Q1Q2 ขนานกบั A⃗1 × A⃗2 จากรูปจะไดว้า่
∥
−−−→
Q1Q2∥ = ขนาดของภาพฉายสเกลารข์อง −−→P2P1 บน A⃗1 × A⃗2

ดงันัÊน

ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั |
−−→
P2P1 · (A⃗1 × A⃗2)|

∥A⃗1 × A⃗2∥

ตัวอย่าง ś.ś.ŚŘ จงหาระยะทางระหวา่งเสน้ตรง
L1 : x− 1

2
= −y = −z

2
และ L2 : x = −3t, y = 1 + 2t, z = t



řřŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

แบบฝึกหดั ś.ś
ř. จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ P0

และขนานกบั A⃗

ř.ř P0(2, 1, 1) และ A⃗ = ⟨1,−1, 3⟩

ř.Ś P0(−1, 3, 5) และ A⃗ = ⟨0, 2,−1⟩

Ś. จงหาสมการของเสน้ตรงทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ś.ř ผา่นจดุ (1,−1, 0) และ (2,−3, 5)

Ś.Ś ผา่นจดุ (−1,−3,−2) และขนานกบั ⟨−5, 0, 1⟩

Ś.ś ผา่นจดุ (1, 2,−2) และขนานกบัเสน้ตรง x = y = z

ś. จงตรวจสอบวา่จดุ (1, 2,−3) อยูบ่นเสน้ตรงใดตอ่ไปนีÊหรอืไม่
ś.ř x = 3− 2t, y = 3 + t, z = 1− 4t

ś.Ś 2x = 3 + 2t, y = 1− 2t, 3z = 4t− 7

ś.ś 2x− 1 =
y + 2

2
=

z

3

ś.Ŝ x+ 7

4
= 4− y =

z + 9

3

Ŝ. จงพิจารณาวา่จดุ A(3, 3, 1), B(−1, 5,−7) และ C(5, 2, 5) อยูบ่นเสน้ตรงเดียวกนัหรอืไม่
ŝ. จงหาระยะทางจากจดุ B(1,−2, 1) ไปยงัเสน้ตรงตอ่ไปนีÊ และจดุเชิงตัÊงฉาก

ŝ.ř x = 6 + 4t, y = 3− 2t, z = 1 + t

ŝ.Ś x− 1

2
=

1− y

3
=

z + 1

4

Ş. จงหาพิกดัของจดุบนเสน้ตรงตอ่ไปนีÊ ทีÉอยูใ่กลจ้ดุกาํเนิดมากทีÉสดุ
Ş.ř x = 9 + 4t, y = t, z = 3 + 2t

Ş.Ś 8− x

6
=

y − 2

2
=

z + 7

8

ş. จงตรวจสอบวา่ L1 และ L2 ตดักนัหรอืไม่ ถา้ตดัจงหาจดุตดั

ş.ř L1


x = 2 + t

y = −1 + 3t

3z = 2 − 3t

L2


x = 4 + s

y = 5 + 3s

z = 0 + s

ş.Ś L1 : x− 1

2
= 2− y = z และ L2 : 2x+ 1

3
= y = z − 2

Š. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง L1 และ L2 ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ



ś.ś. เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ řřš

Š.ř L1


x = 2 + t

y = 1 − t

3z = 5 + t

L2


x = 2 + s

y = 5 − 2s

z = 1 − s

Š.Ś L1 : 1− x = y =
z + 3√

2
และ L2 : x√

2
=

y − 3√
2

=
z + 1

2

š. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุกาํเนิด ซึÉงตดัและตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x =
3− y

2
= z − 2

řŘ. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (−1, 2, 1) และขนานกบัเสน้ตรง x+ 3

2
=

1− y

5
= 2− z

řř. จงพิจารณา L1 และ L2 วา่เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบกนัหรอืไม่

řř.ř L1


2x = 1 + 4t

y = 2 − t

z = 0 + t

L2


x = 0 − 4s

y = 1 + 2s

3z = 1 − 6s

řř.Ś L1 : x− 1 =
3− y

2
= 2z + 1 และ L2 : 2− x =

y − 1

2
=

1− 4z

2

řŚ. จงระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

řŚ.ř L1


x = 2 + 3t

y = 1 + t

z = 5 − t

L2


x = 4 − 3s

y = −3 − s

z = 1 + s

řŚ.Ś L1


x = 0 + 7t

y = 2 + t

3z = 4 − 3t

L2


x = 3 − s

y = 5

z = 6 + 2s

řŚ.ś L1 : x+ 5 =
y + 3

4
=

6− z

9
และ L2 : 2− x =

4− y

4
=

z + 1

−9

řŚ.Ŝ L1


x = 5 + 4t

y = 2 − t

3z = 4 + 3t

L2


x = 2 − 8s

y = 1 + 2s

z = −1 − 6s

řŚ.ŝ L1 : x+ 1 =
z + 1

2
, y = 2 และ L2 : x = 2− t, y = 3 + 4t, z = 2t



řŚŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ś.Ŝ ระนาบในปริภมูสิามมติิ

บทนิยาม ś.Ŝ.ř ให้ P0 เป็นจดุใน R3 และ N⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 เรยีกเซตของจดุ P ใด ๆ ซึÉง
ทาํให้ −−→P0P ตัÊงฉากกบั N⃗ วา่ ระนาบ (plane) ทีÉผา่นจดุ P0 และตัÊงฉากกบัเวกเตอร์ N⃗ และเรยีก N⃗

วา่ เวกเตอรแ์นวฉาก (normal vector)

รูปทีÉ ś.řš: ระนาบในปรภิมิูสามมิติ

X Y

Z

O

N⃗

P0

P

เนืÉองจาก −−→
P0P ตัÊงฉากกบั N⃗ ดงันัÊน −−→

P0P · N⃗ = 0 หรอื
(P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 (ś.ŝ)

เราจะเรยีกสมการ (ś.ŝ) วา่ สมการเวกเตอรข์องระนาบ (vector equation of the plane)
ถา้กาํหนดให้ P0 = (x0, y0, z0), P = (x, y, z) และ N⃗ = ⟨a, b, c⟩ จะไดว้า่

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 (ś.Ş)

เรยีกสมการ (ś.Ş) วา่ สมการสเกลาร์ (scalar equation) ของระนาบทีÉผา่นจดุ (x0, y0, z0) และมี
⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก
ถา้เราจดัรูปสมการ (ś.Ş) โดยกาํหนดให้ d = ax0 + by0 + cz0 จะไดว้า่

ax+ by + cz = d (ś.ş)

เรยีกสมการ (ś.ş) วา่ สมการคารท์ีเซยีน (cartesian equation) ของระนาบ ทีÉมี ⟨a, b, c⟩ เป็นเวก
เตอรแ์นวฉาก
ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś จงหาสมการเวกเตอร์ สมการสเกลาร์ และสมการคารที์เซียนของระนาบทีÉผา่นจดุ
P0(1, 2, 3) และตัÊงฉากกบั N⃗ = ⟨1,−1, 4⟩



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řŚř

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ś จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุ P (1, 2, 3), Q(3,−1, 6) และ R(5, 1, 0)

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ŝ จงรา่งกราฟของระนาบตอ่ไปนีÊ
ř. x = 2

X

Y

Z

Ś. y = 1

X

Y

Z

ś. z = 3

X

Y

ZZ

Ŝ. x+ y + z = 2

X

Y

ZZ



řŚŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
ตัวอย่าง ś.Ŝ.ŝ จงตรวจสอบวา่ P (1, 2,−1) และ Q(2, 3, 1) อยูบ่นระนาบ x− 2y − 4z = 1 หรอืไม่

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ş จงตรวจสอบวา่ P (1, 2,−1), Q(2, 0, 3), R(3, 4, 1) และ S(−2, 1, 2) อยู่บนระนาบ
เดียวกนัหรอืไม่

เส้นตรงกับระนาบ
เสน้ตรงกบัระนาบมีความสมัพนัธก์นั ś ลกัษณะคือ

ř. เสน้ตรงกบัระนาบมีจดุรว่มกนัจดุเดียว เรยีกวา่เสน้ตรงตดักบัระนาบ
Ś. เสน้ตรงกบัระนาบมีจดุรว่มกนัมากกวา่หนึÉงจดุ เรยีกวา่เสน้ตรงอยูบ่นระนาบ
ś. เสน้ตรงกบัระนาบมีไมมี่จดุรว่ม เรยีกวา่เสน้ตรงขนานกบัระนาบ

รูปทีÉ ś.ŚŘ: ลกัษณะเสน้ตรงกบัระนาบ

ข้อสังเกต ถา้ A⃗ · N⃗ = 0 แลว้จะไดว้า่ เสน้ตรงขนานกบัระนาบ หรอื เสน้ตรงอยูบ่นระนาบ
ถา้ A⃗ · N⃗ ̸= 0 แลว้จะไดว้า่ เสน้ตรงตดักบัระนาบ



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řŚś

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ş จงพิจารณาวา่เสน้ตรงกบัระนาบตอ่ไปนีÊตดักนัหรอืขนานกนั ถา้ตดักนัจงหาจดุตดั
ถา้ขนานกนัจงพิจารณาวา่เสน้ตรงอยูบ่นระนาบหรอืไม่

ř. L : x = 1 + 2t, y = 2 + t, z = 3− 3t และ M : x+ 4y + 2z = 5

Ś. L : x− 1 =
y + 3

2
= z และ M : 2x− y + z = 7

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Š จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง L : x = y− 1 =
z

2
และผา่นจดุ Q(1, 3,−1)



řŚŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.Ŝ.š จงหาสมการของระนาบทีÉขนานกบัเสน้ตรง
L1 : x− 1 =

y

2
= z และ L2 :

x

2
= y =

z

3

และผา่นจดุ Q(2,−3, 1)

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řŘ จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุ Q(3,−6, 3) และตัÊงฉากกบัเสน้ตรง
P⃗ = ⟨2, 0, 1⟩+ t⟨3,−1, 1⟩



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řŚŝ

ระยะทางระหว่างจุดกับระนาบ

บทนิยาม ś.Ŝ.řř ระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบ คือระยะทางตัÊงฉากจากจดุนัÊนไปยงัระนาบ
ใหร้ะนาบ M มีสมการเวกเตอรเ์ป็น (P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 และ P1 เป็นจดุใน R3 ลากไปตัÊงฉากกบัระ
ราบ M ทีÉจดุ Q ดงัรูป

รูปทีÉ ś.Śř: ระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบ
N⃗

P0

P1

Q

N⃗

P0

P1

Q

จากรูปทีÉ ś.Śř จะไดว้า่ ∥
−−→
QP1∥ = ขนาดของภาพฉายของ −−→P0P1 บน N⃗ จะไดว้า่

∥
−−→
QP1∥ =

|
−−→
P0P1 · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |

∥N⃗∥

กาํหนดใหร้ะนาบ M ผา่นจดุ P0 = (x0, y0, z0) และมี N⃗ = ⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก M จะมี
สมการคารที์เซียนเป็น ax+ by + cz = d เมืÉอ d = ax0 + by0 + cz0 แลว้

∥
−−→
QP1∥ =

|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|⟨x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0⟩ · ⟨a, b, c⟩|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − (ax0 + by0 + cz0)|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2

ดงันัÊนระยะทางระหวา่งจดุ P1(x1, y1, z1) กบัระนาบ ax+ by + cz = d คือ
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řŚ จงหาระยะทางระหวา่งจดุ P1(4, 3,−1) กบัระนาบ x− 2y + 2z = 5



řŚŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řś จงระยะทางระหวา่งเสน้ตรง x− 1

2
= y =

z + 2

3
กบัระนาบ x+ y − z = 9

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řŜ จงหาจดุบนระราบ 2x+ y − 3z + 10 = 0 ซึÉงอยูใ่กลที้Éสดุกบัจดุ P (4, 2, 2)



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řŚş

มุมระหว่างเส้นตรงกับระนาบ

บทนิยาม ś.Ŝ.řŝ ถา้เวกเตอรแ์สดงทิศทาง A⃗ ของ L ทาํมมุ θ กบัเวกเตอรแ์นวฉาก∣∣∣π
2
− θ
∣∣∣ เรเดียน หรอื |90− θ| องศา

และจะเห็นวา่
cosθ =

A⃗ · N⃗
∥A⃗∥∥N⃗∥

แสดงดงัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ś.ŚŚ: มมุระหวา่งเสน้ตรง L กบัระนาบ M

L

A⃗

N⃗

M

θ
π
2
− θ

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řŞ จงหามมุระวา่งเสน้ตรง L :
x

5
=

1− y

2
=

z

5
กบัระนาบ M : 2x+ y − 7z = 1



řŚŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

การขนานกันของระนาบและระยะทางระหว่างระนาบทัÊงสอง
ระนาบขนานกนั ก็ตอ่เมืÉอเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทัÊงสองขนานกนั

รูปทีÉ ś.Śś: การขนานกนัของระนาบ

N⃗1

N⃗2

M2

M1

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řş จงหาสมการระนาบทีÉผา่นจดุ (1, 2,−3) และขนานกบัระนาบ x+ 2y − z = 5



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řŚš

บทนิยาม ś.Ŝ.řŠ ระยะทางระหวา่งระนาบทัÊงสองคือระยะฉากระหวา่งระนาบทัÊงสอง
ให้M1 และ M2 เป็นระนาบทีÉขนานกนัมีสมการดงันี Ê ax + by + cz = d1 และ ax + by + cz = d2

ตามลาํดบั ให้ P1(x1, y1, z1) เป็นจดุบนระนาบ M1 ดงันัÊน
ระยะทางระหวา่งระนาบ M1 และ M2 = ระยะทางระหวา่งจดุ P1 กบัระนาบ M2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d2|√

a2 + b2 + c2

=
|d1 − d2|√
a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง ś.Ŝ.řš จงหาระยะทางระหวา่งระนาบ x+ 2y − 2z = 10 และ x+ 2y − 2z = 1

ตัวอย่าง ś.Ŝ.ŚŘ จงหาสมการระนาบทีÉขนานกบัระนาบ x + y −
√
2z = 1 และระยะทางระหวา่ง

ระนาบทัÊงสองเทา่กบั 5 หน่วย



řśŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
การตัดกันของระนาบ
ระนาบทีÉตดักนัคือระนาบทีÉไม่ขนานกนั (พิจารณาจากเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทัÊงสองขนานกนั
หรอืไม)่ รอยตดัทีÉเกิดยอ่มเป็นเสน้ตรง

รูปทีÉ ś.ŚŜ: รอยตดัของของระนาบทัÊงสอง

L

M2

M1

จากรูปเนืÉองจากเสน้ตรง L อยู่บนระนาบ M1 และ M2 ดงันัÊนเวกเตอรแ์สดงทิศทางของเสน้ตรง L

ตอ้งตัÊงฉากกบั N⃗1 และ N⃗2 ดงันัÊน A⃗ = N⃗1 × N⃗2 และจดุผา่น L คือจดุทีÉอยูบ่น M1 และ M2

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Śř จงหาสมการเสน้ตรงทีÉเกิดจากการตดักนัของระนาบ
2x− y + z = 1 และ x+ y − 2z = 5



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řśř

มุมระหว่างระนาบ

บทนิยาม ś.Ŝ.ŚŚ มมุระหวา่งระนาบสองระนาบคือมมุระหวา่งเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทัÊงสอง

รูปทีÉ ś.Śŝ: มมุระหวา่งเวกเตอรแ์นวฉาก N⃗1 และ N⃗2

N⃗1

N⃗2

θ

ตัวอย่าง ś.Ŝ.Śś จงหามมุระหวา่งระนาบ 2x+ y + 2z = 1 กบั 5x− 3y + 4z = 5



řśŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

แบบฝึกหดั ś.Ŝ
ř. จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุ P0 และมี N⃗ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก

ř.ř P0(2, 1, 1) และ N⃗ = ⟨2,−1, 5⟩

ř.Ś P0(−1, 0, 5) และ N⃗ = ⟨3, 2, 1⟩

ř.ś P0(1, 3,−3) และ N⃗ = ⟨0, 3,−2⟩

ř.Ŝ P0(2, 6,−4) และ N⃗ = ⟨−1,−3, 1⟩

Ś. จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุทัÊง ś จดุ
Ś.ř (1,−1, 0), (0,−1, 2) และ (−1,−3, 5)

Ś.Ś (−1,−3,−2), (2, 5, 0) และ (1,−2, 1)

ś. จงเขียนกราฟของระนาบตอ่ไปนีÊ
ś.ř x = z

ś.Ś 3x+ y = 2

ś.ś x− y + z = 2

ś.Ŝ 2x− y + z = 5

ś.ŝ 5x+ 2y − 3z = 15

ś.Ş 3x+ 3y + 2z = 6

Ŝ. จงพิจารณาวา่จดุทัÊง Ŝ จดุอยูบ่นระนาบเดียวกนัหรอืไม่
Ŝ.ř (1, 1, 1), (−2, 4, 1), (3, 1, 2) และ (5, 1, 3)

Ŝ.Ś (1, 2, 7), (−1, 1, 2), (2, 0, 7) และ (1, 1, 2)

ŝ. จงหาระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบทีÉกาํหนดใหต้อ่ไปนีÊ
ŝ.ř (1,−2, 3) กบั 3x+ 2y − z = 12

ŝ.Ś (−1, 1,−2) กบั 3x+ 4y − 5z = 15

Ş. จงหาจดุบนระราบ x− 2y + 3z = 4 ซึÉงอยูใ่กลที้Éสดุกบัจดุ (2, 3,−2)

ş. พิจารณาเสน้ตรง L กบัระนาบ M ทีÉกาํหนดใหต้ดักนัหรอืขนานกนั ถา้ตดักนัจงหาจดุตดัและ
มมุระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบ ถา้ขนานกนัจงพิจารณาวา่เสน้ตรงอยูบ่นระนาบหรอืไม่ และจง
หาระยะทางระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบ
ş.ř L :

x

6
= y =

1− z

2
และ M : x− 2y + 2z = 4

ş.Ś L :
x

2
=

y

2
= z และ M : 5x+ 4y − 3z = 15

ş.ś L : x = 3 + t, y = −1 + 3t, z = 1 + 2t และ M : 2x− y + 3z = 5

ş.Ŝ L : 1− x =
y

2
= z − 2 และ M : 3x+ y + z = 3

Š. จงหาสมการระนาบทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ



ś.Ŝ. ระนาบในปรภูิมสิามมติิ řśś

Š.ř ผา่นจดุ (1, 0, 2) และเสน้ตรง x

3
= y + 1 =

2− z

2

Š.Ś ผา่นเสน้ตรง x− 2

2
= y + 1 = −z และ 1− x

2
= −y = z + 1

Š.ś ผา่นจดุ (2, 1,−3) และขนานกบัเสน้ตรง x

2
= y =

z

3
และ x− 1 = y + 1 =

z

2

Š.Ŝ ผา่นเสน้ตรง x = 3 + 2t, y = −t, z = 2t และ x− 2 =
−1− y

2
= −3− z

Š.ŝ ผา่นจดุ (2,−1, 0) และตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x

2
=

y

3
= z

Š.Ş ผา่นจดุ (1, 2, 3) และ (2, 0, 2) และขนานกบัเสน้ตรง x = y − 1 =
z

2

š. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉเกิดจากการตดักนัของระนาบ M1 และ M2

š.ř M1 : x+ y + z = 2

M2 : 2x− y + z = 3

š.Ś M1 : x+ y + 3z = 5

M2 : x− 5y + z = 1

řŘ. จงหามมุระหวา่งระนาบ M1 และ M2

řŘ.ř M1 : 2x− 5y + 5z = 2

M2 : 1x− 2y + 7z = 1

řŘ.Ś M1 : x+ y + z = 3

M2 : x− y − z = 4

řř. จงหาสมการระนาบทีÉผา่นจดุ (1, 2, 3) , (2, 0, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ x+ y − z = 1

řŚ. จงหาสมการระนาบทีÉขนานกบัระนาบ x+2y− 2z = 10 และระยะทางระหวา่งระนาบทัÊงสอง
เทา่กบั ś หน่วย

řś. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุกาํเนิดและอยูบ่นระนาบ x+ y = 3z



řśŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ś.ŝ ฟังกชั์นค่าเวกเตอร์

บทนิยาม ś.ŝ.ř ให้ n ∈ Z ซึÉง n ≥ 2 และ x1, x2, ..., xn เป็นฟังกช์นัคา่จรงิบนชว่ง I แลว้
F⃗ (t) = ⟨x1(t), x2(t), ..., xn(t)⟩

เรยีกวา่ฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ (vector value function) จาก I ไป Rn

ในหวัขอ้นี Êจะกลา่วถงึฟังกช์นัคา่เวกเตอรใ์นกรณี n = 2, 3 นัÉนคือ
F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ หรอื F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ś ให้ F⃗ (t) = ⟨t, t2⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2 จงหา
ř. F⃗ (1) Ś. F⃗ (2)

บทนิยาม ś.ŝ.ś ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรจ์าก I ไป R3 และ u เป็นฟังกช์นัจาก I ไป R
และ t ∈ I แลว้

ř. (F⃗ + G⃗)(t) = F⃗ (t) + G⃗(t)

Ś. (uG⃗)(t) = u(t)F⃗ (t)

ś. (F⃗ · G⃗)(t) = F⃗ (t) · G⃗(t)

Ŝ. (F⃗ × G⃗)(t) = F⃗ (t)× G⃗(t)

ตัวอย่าง ś.ŝ.Ŝ ให้ F⃗ (t) = ⟨1, t, t2⟩ และ G⃗(t) = ⟨1 + t, 2t, 1− t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2 จงหา
ř. (F⃗ + G⃗)(1)

Ś. (F⃗ · G⃗)(1)

ś. (F⃗ × G⃗)(1)



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řśŝ

ลิมติของฟังกชั์นเวกเตอร์

บทนิยาม ś.ŝ.ŝ ให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ ลิมิตของ F⃗ (t) เมืÉอ t เขา้ใกล้
t0 เขียนแทนดว้ย lim

t→t0
F⃗ (t) แลว้

lim
t→t0

F⃗ (t) มีคา่ ก็ตอ่เมืÉอ lim
t→t0

x(t), lim
t→t0

y(t) และ lim
t→t0

z(t) มีคา่

และจะไดว้า่ lim
t→t0

F⃗ (t) =

⟨
lim

t→t0
x(t), lim

t→t0
y(t), lim

t→t0
z(t)

⟩
ตัวอย่าง ś.ŝ.Ş จงหาคา่ของ lim

t→1

⟨
t2 + 1, cosπt, t2 − 1

⟩

บทนิยาม ś.ŝ.ş กาํหนดให้ F⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์
F⃗ มีความตอ่เนืÉอง t = t0 ก็ตอ่เมืÉอ F⃗ (t0) และ lim

t→t0
F⃗ (t) มีคา่ และ lim

t→t0
F⃗ (t) = F⃗ (t0)

ถา้ F⃗ ตอ่เนืÉองทกุจดุบนชว่ง I แลว้จะกลา่ววา่ F⃗ มีความตอ่เนืÉองบนชว่ง I

อนุพนัธข์องฟังกชั์นเวกเตอร์

บทนิยาม ś.ŝ.Š กาํหนดให้ F⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรแ์ละตอ่เนืÉองบนชว่ง I และ t0 ∈ I ถา้

lim
h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h
มีคา่

จะเขียนแทนดว้ย
d

dt
F⃗ (t)|t=t0 = lim

h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h
หรอื F⃗ ′(t0) = lim

h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h

เรยีกวา่ อนุพนัธ์ (derivative) ของ F⃗ ทีÉจดุ t0 ∈ I

ทฤษฎบีท ś.ŝ.š กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมืÉอ t ∈ I และ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีÉมี
อนพุนัธบ์นชว่ง I จะไดว้า่ F⃗ มีอนพุนัธที์É t และ

F⃗ ′(t) = ⟨x′(t), y′(t), z′(t)⟩



řśŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ
ตัวอย่าง ś.ŝ.řŘ กาํหนดให้ F⃗ (t) =

⟨
t2 + t− 3, cos2t, etsint⟩ จงหา (F⃗ × F⃗ ′)(0)

ทฤษฎบีท ś.ŝ.řř ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ และ u เป็นฟังกช์นัคา่จรงิ ถา้ F⃗ , G⃗ และ u

มีอนพุนัธที์É t แลว้
ř. (F⃗ + G⃗)′(t) = F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

Ś. (uG⃗)′(t) = (u′F⃗ )(t) + (uF⃗ ′)(t)

ś. (F⃗ · G⃗)′(t) = F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)

Ŝ. (F⃗×G⃗)′(t) = F⃗ ′(t)×G⃗(t)+F⃗ (t)×G⃗′(t)

บทพิสูจน์. เห็นไดช้ดัจากการใชบ้ทนิยามและทฤษฎีบทเกีÉยวกบัลมิิต
ตัวอย่าง ś.ŝ.řŚ กาํหนดให้ F⃗ = ⟨1, t, sint⟩ และ G⃗ = ⟨t2, t, 1⟩ จงหา

ř. (F⃗ · G⃗)′(t)

Ś. F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řśş

ปริพนัธข์องฟังกชั์นเวกเตอร์

บทนิยาม ś.ŝ.řś กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรบ์นโดเมน D ⊂ R
ถา้ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีÉอินทิเกรตได้บนช่วง [a, b] แลว้ F⃗ เป็นฟังกช์นัทีÉ หาปริพนัธ์ได้
(integrable) บนช่วง [a, b] ⊂ D และ∫ b

a

F⃗ (t)dt =

⟨∫ b

a

x(t)dt,

∫ b

a

y(t)dt,

∫ b

a

z(t)dt

⟩
ทฤษฎบีท ś.ŝ.řŜ ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์และ c1, c2 เป็นคตา่คงตวั และ u เป็นฟังกช์นั
คา่จรงิ และ C⃗ เป็นเวกเตอรค์งตวั แลว้

ř.
∫ b

a

(c1F⃗ (t) + c2G⃗)dt = c1

∫ b

a

F⃗ (t)dt+ c2

∫ b

a

G⃗(t)dt

Ś.
∫ b

a

F⃗ (t)dt =

∫ c

a

F⃗ (t)dt+

∫ b

c

F⃗ (t)dt เมืÉอ a < c < b

ś.
∫ b

a

(uC⃗(t)dt =

∫ b

a

u(t)dtC⃗

Ŝ.
∫ b

a

(C⃗ · F⃗ )(t)dt = C⃗ ·
∫ b

a

F⃗ (t)dt เมืÉอ C⃗ · F⃗ อินทิเกรตไดบ้นชว่ง [a, b]

ตัวอย่าง ś.ŝ.řŝ กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨cost, sint, t⟩ และ C⃗ = ⟨1, 2, 1⟩ จงหา

ř.
∫ π

0

F⃗ (t)dt Ś.
∫ π

0

C⃗ · F⃗ (t)dt



řśŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ŝ.řŞ จงหา
∫ 2π

0

∥⟨cost, sint, 1⟩∥dt

ตัวอย่าง ś.ŝ.řş ถา้นิยามความยาวของสว่นเสน้โคง้ r⃗(t) บนชว่ง [a, b] คือ

L(a, b) =

∫ b

a

∥r⃗′(t)∥dt

จงหา L(0, 2π) ของเสน้โคง้ r⃗(t) = ⟨3cost, 5sint, 4cost⟩



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řśš

กราฟแสดงการเคลืÉอนทีÉของฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
กราฟของการเคลืÉอนทีÉ r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมืÉอ a ≤ t ≤ b ซึÉงเรยีกวา่ฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉ คือ

กราฟความสมัพนัธ์ {(x(t), y(t)) : r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมืÉอ a ≤ t ≤ b}

กราฟตวัอยา่งของฟังกช์นัคา่เวกเตอรใ์น R2

r⃗(t) = ⟨t, t2⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 4
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กราฟของการเคลืÉอนทีÉ r⃗(t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมืÉอ a ≤ t ≤ b ซึÉงเรยีกวา่ฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉคือ
กราฟความสมัพนัธ์ {(x(t), y(t), z(t)) : r⃗(t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมืÉอ a ≤ t ≤ b}

กราฟตวัอยา่งของฟังกช์นัคา่เวกเตอรใ์น R3

r⃗(t) = ⟨t, 0, 2− t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2

X

Y

Z
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t = 1

t = 2
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⟨
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2

⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π

X

Y

Z

t = 0

t = π
2

t = π

t = 2π



řŜŘ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

เวกเตอรค์วามเร็วและความเร่ง
ให้ r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ หรอื r⃗(t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉ

เวกเตอรค์วามเร็ว v⃗(t) = r⃗′(t)

อัตราความเร็ว v(t) = ∥v⃗(t)∥

เวกเตอรค์วามเร่ง a⃗(t) = r⃗′′(t) = v⃗′(t)

อัตราความเร่ง a(t) = ∥a⃗(t)∥

ตัวอย่าง ś.ŝ.řŠ ให้ r⃗(t) = ⟨2cost, 2sint, 3t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการการเคลืÉอนทีÉของวตัถุ
จงหาตาํแหนง่ของการเคลืÉอนทีÉ เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราความเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราความเรง่
เมืÉอเวลา t = π

3



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řŜř

ตัวอย่าง ś.ŝ.řš รถคนัหนึÉงเคลืÉอนทีÉในระนาบ XY ดว้ยความเรง่ a⃗(t) = 2⃗i m/s2 ถา้รถคนันี ÊเริÉม
เคลืÉอนทีÉเมืÉอเวลา Ř วินาที มีความเรว็เริÉมตน้ v⃗0 = v⃗(0) = 10⃗i− 5⃗j m/s

ř. เวกเตอรค์วามเรว็ทีÉเวลาใด ๆ
Ś. เวกเตอรค์วามเรว็และอตัราความเรว็ทีÉเวลา ř วินาที
ś. ฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉของวตัถทีุÉเวลาใด ๆ



řŜŚ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

เวกเตอรสั์มผัสหน่วย เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย และเวกเตอรแ์นวฉากคู่
ใหเ้สน้โคง้หนึÉงเป็นกราฟฟังกช์นัเวกเตอร์ r⃗(t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมืÉอ a ≤ t ≤ b

ř. จะไดว้า่ r⃗′(t) เป็นเวกเตอรใ์นแนวสมัผสัของเสน้โคง้ ณ จดุ r⃗(t) เวกเตอรที์ÉมีขนาดหนึÉงหน่วย
และทิศเดียวกนักบั r⃗′(t) เรยีกวา่ เวกเตอรสั์มผัสหน่วย (unit tangent vector) ณ จดุ r⃗(t)

เขียนแทนดว้ย T⃗ (t) นัÉนคือ

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
เมืÉอ ∥r⃗′(t)∥ ≠ 0

เสน้ตรงทีÉผา่นจดุ r⃗(t) และขนานกบั T⃗ (t) เรยีก เส้นสัมผัส (tangent) ของเสน้โคง้ ณ จดุ r⃗(t)

Ś. เนืÉองจาก T⃗ ′(t) เป็นเวกเตอรซ์ึÉงตัÊงฉากกบั T⃗ (t) ณ จดุ r⃗(t) เวกเตอรที์ÉมีขนาดหนึÉงหน่วยและ
ทิศเดียวกนักบั T⃗ ′(t) เรยีกวา่ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย (unit normal vector) เขียนแทนดว้ย
N⃗(t) นัÉนคือ

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
เมืÉอ ∥T⃗ ′(t)∥ ̸= 0

เสน้ตรงทีÉผา่นจดุ r⃗(t) และขนานกบั N⃗(t) เรยีก เส้นแนวฉาก (normal line) ของเสน้โคง้ ณ
จดุ r⃗(t)

ś. เวกเตอรแ์นวฉากคู่ (binormal vector)ณ จดุ r⃗(t) เขียนแทนดว้ย B⃗(t) นิยามโดย
B⃗(t) = T⃗ (t)× N⃗(t)

เสน้ตรงทีÉผา่นจดุ r⃗(t) และขนานกบั B⃗(t) เรยีก เส้นแนวฉากคู่ (binormal line) ของเสน้โคง้
ณ จดุ r⃗(t)

รูปทีÉ ś.ŚŞ: T⃗ (t), N⃗(t) และ B⃗(t) ในแนวสมัผสัของเสน้โคง้ ณ จดุ r⃗(t)

X
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Z

r⃗(t)

T⃗N⃗

B⃗



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řŜś

ตัวอย่าง ś.ŝ.ŚŘ ให้ r⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นฟังกช์นัการเคลืÉอนทีÉ จงหาเวกเตอร์
สมัผสัหนว่ย เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ เมืÉอ t = π



řŜŜ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง ś.ŝ.Śř ให้ r⃗(t) = ⟨1 + sint, 1− cost, 2⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการการเคลืÉอนทีÉ
จงหาสมการของเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้ทีÉจดุ (1, 2, 2)



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řŜŝ

แบบฝึกหดั ś.ŝ
ř. จงหาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
t→1

⟨
2t+ 1,

t− 1

1−
√
t
, tsinπt

⟩
ř.Ś lim

t→0

⟨
2− t2, tant, sint

t

⟩ ř.ś lim
t→0

⟨
t2 + 1,

t3 − 1

t2 − 1
, 1− 2t

⟩
ř.Ŝ lim

t→0

⟨
ttant, 2t3, 1

t− 1

⟩

Ś. กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t⟩ และ G⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ จงหา
Ś.ř F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

Ś.Ś (F⃗ · G⃗)′(t)

Ś.ś (F⃗ ′ × G⃗′)(t)

Ś.Ŝ (F⃗ · G⃗′)(t)

ś. จงหาคา่ตอ่ไปนีÊ

ś.ř
∫ 3

1

⟨
t, 2t+ 1, t2

⟩
dt

ś.Ś
∫ π

0

⟨
tsint, cos2t, t+ 1

⟩
dt

ś.ś
∫ 1

0

⟨
2cost, 3sint+ 1, sec22t⟩ dt

ś.Ŝ
∫ 1

0

⟨
et,

1

1− t
,
√
2− t

⟩
dt

Ŝ. จงเขียนกราฟแสดงการการเคลืÉอนทีÉของฟังกช์นัเวกเตอรต์อ่ไปนีÊ
Ŝ.ř r⃗(t) = ⟨t, 2 + t⟩ เมืÉอ 1 ≤ t ≤ 3

Ŝ.Ś r⃗(t) =
⟨
t, t2 + 1

⟩ เมืÉอ 1 ≤ t ≤ 4

Ŝ.ś r⃗(t) = ⟨1 + t, 2 + t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 5

Ŝ.Ŝ r⃗(t) = ⟨sint, cost, 4⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ π
2

Ŝ.ŝ r⃗(t) = ⟨2sint, 3cost, t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π

ŝ. จงหา ตาํแหน่งของการเคลืÉอนทีÉ เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราความเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัรา
ความเรง่ เมืÉอกาํหนดสมการการเคลืÉอนทีÉดงันี Ê ขณะเวลาทีÉกาํหนดให้
ŝ.ř r⃗(t) = ⟨t, t2 + 1⟩ เมืÉอ t = 2

ŝ.Ś r⃗(t) =

⟨
t+

1

t
, t− 1

t

⟩
เมืÉอ t = 1

ŝ.ś r⃗(t) = ⟨sin3t, cos2t⟩ เมืÉอ t = π
4

ŝ.Ŝ r⃗(t) = ⟨sin2t, etcost, t⟩ เมืÉอ t = 0

ŝ.ŝ r⃗(t) = ⟨ℓn2t, e2t, tcost⟩ เมืÉอ t = 1

ŝ.Ş r⃗(t) = ⟨tan2t, costsint, 2t⟩ เมืÉอ t = π
3



řŜŞ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

Ş. เรอืลาํ นี ÊเคลืÉอนทีÉ ในระนาบ XY โดยมีฟังกช์นัตาํแหน่ง ทีÉ เวลาใด ๆ ในระบบพิกดัฉากเป็น
x(t) = 3t2 − 2t + 1 และ y(t) = −t2 + 2t − 3 จงหาอตัราความเรว็ของเรอืลาํนี ÊทีÉเวลา ś
วินาที

ş. ถา้การเดินทางของอนภุาคตวัหนึÉงเป็น r⃗(t) = x(t)⃗i + y(t)⃗j โดยมี x(t) = at2 + bt + c และ
y(t) = dt+ e เมืÉอ a, b, c, d, e เป็นคา่คงทีÉ จงหาการกระจดัของอนภุาคนีÊทีÉเวลา Ř วินาที

Š. เรอืมีฟังกช์นัความเรว็เป็น v⃗(t) = at2⃗i+ bt⃗j โดยกาํหนดให้ a = 10 m/s2 และ b = −5 m/s2

จงหา
Š.ř ความเรว็ทีÉเวลา ř วินาที และ Ś วินาที
Š.Ś ความเรง่ทีÉเวลา ř.ŝ วินาที
Š.ś ความเรง่เฉลีÉยระหวา่งชว่งเวลา ř ถงึ Ś วินาที

š. จงหา เวกเตอรส์มัผสัหน่วย เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย และเวกเตอรแ์นวฉากคู่ ของเสน้โคง้ตอ่
ไปนีÊทีÉจดุทีÉกาํหนด

š.ř r⃗(t) = ⟨sint, cost, 0⟩ เมืÉอ t = π

š.Ś r⃗(t) = ⟨t, t, t2⟩ เมืÉอ t = 1

š.ś r⃗(t) = ⟨1 + t, 1− t, 1 + t2⟩ เมืÉอ t = 1

š.Ŝ r⃗(t) = ⟨sint, cost, sint⟩ เมืÉอ t = 0

š.ŝ r⃗(t) = ⟨sin2t, cos2t, t⟩ เมืÉอ t = π

š.Ş r⃗(t) = ⟨sint+ cost, sint− cost, et⟩ เมืÉอ t = 0

řŘ. จงหาสมการของเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้ตอ่ไปนีÊทีÉจดุทีÉกาํหนด

řŘ.ř r⃗(t) = ⟨sintcost, sint+ cost, t⟩ เมืÉอ t = 0

řŘ.Ś r⃗(t) = ⟨sin2t, cos2t, t⟩ เมืÉอ t = π

řŘ.ś r⃗(t) = ⟨t, t, t2⟩ เมืÉอ t = 1

řŘ.Ŝ r⃗(t) = ⟨1 + t2, 1− t2, t− 2⟩ เมืÉอ t = 1

řŘ.ŝ r⃗(t) = ⟨3sint, 5cost, 4sint⟩ เมืÉอ t = π
2

řř. ให้ r⃗(t) = ⟨2cost, 2sint, t⟩ เมืÉอ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการของเสน้โคง้ จงหาสมการของเสน้
สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้ทีÉจดุ (−2, 0, π)



ś.ŝ. ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ řŜş

แบบฝึกหดับททีÉ ś
ř. จงหาสมการของเสน้ตรงทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ

ř.ř ผา่นจดุ (0, 1, 2) และ (1, 3,−1)

ř.Ś ผา่นจดุ (0,−1, 1) และขนานกบั ⟨−1, 3, 7⟩

ř.ś ผา่นจดุ (1, 0, 2) และขนานกบัเสน้ตรง x− 1 = y + 1 = 2z

Ś. จงพิจารณาวา่จดุ A(1, 2, 1), B(2, 3,−2) และ C(1, 2, 3) อยูบ่นเสน้ตรงเดียวกนัหรอืไม่

ś. จงระยะทางระหวา่ง L1 : 2x =
z − 1

3
, y = 1 และ L2 : x = 1 + t, y = 3 + t, z = 3− t

Ŝ. จงหาสมการของระนาบทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไขตอ่ไปนีÊ
Ŝ.ř ผา่นจดุ (−2, 3, 4) และเวกเตอรแ์นวฉาก N⃗ = ⟨0,−1, 1⟩

Ŝ.Ś ผา่นจดุ (2, 1, 0), (1, 0, 3) และ (2,−1, 4)

Ŝ.ś ผา่นเสน้ตรง x = y = z และ x+ 1 =
y + 3

2
= 2z

ŝ. จงหาจดุบนระราบ x+ 3y + z = 1 ซึÉงอยูใ่กลที้Éสดุกบัจดุ (−1, 0, 2)

Ş. ถา้ a⃗ = ⟨x, 1, 2⟩ ตัÊงฉากกบั b⃗ = ⟨−1, 1, 3⟩ จงหาเวกเตอรที์ÉตัÊงฉากกบัทัÊง a⃗ และ b⃗

ş. ให้A(1, 2, 3), B(2, 5, 5) และ C(0, 1, 2) เป็นจดุในปรภิมิูสามมิติ ถา้ลากเสน้ตรงจากจดุ B ไป
ตัÊงฉากกบัเสน้ตรง AC ทีÉจดุ D จงหาพิกดัของจดุ D

Š. ให้ u⃗ และ v⃗ เวกเตอรใ์นปรภิมิูสามมิติซึÉงตัÊงฉากกนั โดยทีÉ ∥u⃗ − 2v⃗∥ = 3 และ ∥2u⃗ + v⃗∥ = 4

จงหา ∥u⃗+ v⃗∥

š. จงหาพื ÊนทีÉของสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น A(−1, 2, 3), B(2,−1, 3) และ C(4,−1, 2)

řŘ. จงตรวจสอบวา่ a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩, b⃗ = ⟨4, 5, 6⟩ และ c⃗ = ⟨7, 8, 9⟩ อยูบ่นระนาบเดียวกนัหรอืไม่

řř. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีÉเหลีÉยมหนา้ขนาน ซึÉงมีดา้นประชิดเป็น a⃗ = ⟨2, 1,−3⟩,
b⃗ = ⟨4,−1, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 4,−1⟩

řŚ. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ใน R3 ทีÉทาํให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

řś. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ จงแสดงวา่ a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

řŜ. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุกาํเนิด ซึÉงตดัและตัÊงฉากกบัเสน้ตรง x =
4− y

2
= z − 2

řŝ. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 2,−1) และจดุตดัของเสน้ตรง



řŜŠ บททีÉ ś. ปรภูิมสิามมติิ

L1 : x− 1 =
y − 1

2
= z และ L2 :

x

3
=

y − 3

2
= z − 1

řŞ. จงหาพิกดับนเสน้ตรง L ทีÉอยูใ่กลจ้ดุกาํเนิดมากทีÉสดุ เมืÉอ L :


x = 3 + 2t

y = 1 + t

z = 1 + 2t

řş. ให้ A(−2, 3, k) เป็นจดุบนระนาบ M : 3x− 2y + 4z = 12 จงหาสมการเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ A

และตัÊงฉากกบัระนาบ M

řŠ. จงหาจดุบนระนาบ x− 2y + 3z = 4 ทีÉอยูใ่กลที้Éสดุกบัจดุ (2, 3,−2)

řš. จงหาสมการเสน้ตรงทีÉเกิดจากการตดักนัของระนาบ x+ y + z = 1 และ 2x− y + z = 3

ŚŘ. จงหาสมการของระนาบทีÉผา่นจดุ (1, 2, 3), (2, 0, 1) และตัÊงฉากกบัระนาบ x+ y − z = 1

Śř. จงหาสมการระนาบทีÉผา่นเสน้ตรง x = y = z และเสน้ตรง x− 1

2
=

y

3
=

z + 1

4

ŚŚ. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x

6
= y =

1− z

2
กบัระนาบ x− 2y + 2z = 4

Śś. จงหามมุระหวา่งระนาบ z + 2y − z = 2 และ 2x+ y + z = 3

ŚŜ. กาํหนดให้ F⃗ = ⟨1, 0, t⟩ และ G⃗ = ⟨0, cost, t⟩ จงหา (F⃗ × G⃗)′(0)

Śŝ. จงหา
∫ π

4

0

∥ ⟨5tant, 3, 4⟩ ∥dt

ŚŞ. จงหา ตาํแหน่งของการเคลืÉอนทีÉ เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่
เมืÉอกาํหนดสมการการเคลืÉอนคือ

r⃗(t) = ⟨sin2t, etcost, t⟩ เมืÉอ t = 0

Śş. จงหา เวกเตอรส์มัผสัหน่วย เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย เวกเตอรแ์นวฉากคู่ ของเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨3sint,−3cost, 4⟩ เมืÉอ t = π

ŚŠ. จงหาสมการของเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้

r⃗(t) = ⟨3sint, 5cost, 4sint⟩ เมืÉอ t = 0



บททีÉ Ŝ
ระบบพกัิดเชิงขัÊว

Ŝ.ř พกัิดเชิงขัÊว
บทนิยาม Ŝ.ř.ř ให้ P เป็นจดุใด ๆ ในระนาบ XY

ถา้ r เป็นระยะทางจาก O (จดุกาํเนิด) ไปยงัจดุ P และสว่นของเสน้ตรง OP ทาํมมุ θ กบัแกน OX

เรยีกจดุ (r, θ) วา่พกัิดเชิงขัÊว (polar coordinate) ของจดุ P

รูปทีÉ Ŝ.ř: แสดงความหมายพิกดัเชิงขัÊว (r, θ)

X

O
ขัÊว

P (r, θ)

r

แกนเชิงขัÊว
θ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ś จงเขียนจดุ A(3, π
4
), B(4, 2π

3
), C(5,−π) และ D(3.5,−π

6
) ในระบบพิกดัเชิงขัÊว

1 2 3 4 5
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

řŜš



řŝŘ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

บทนิยาม Ŝ.ř.ś ถา้ P มีพิกดัเชิงขัÊวเป็น (r, θ) เมืÉอ r > 0 แลว้ (−r, θ) หมายถงึพิกดัของจดุปลายทีÉ
ไดจ้ากการลากเสน้ตรงจากขัÊวไปในทิศตรงกนัขา้มกบั −→

OP เป็นระยะ r

รูปทีÉ Ŝ.Ś: แสดงพิกดัเชิงขัÊว (r, θ) และ (−r, θ)

X

π
2

O

P (r, θ)

r

Q(−r, θ)

r

θ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ŝ จงเขียนจดุ A(−3, π
3
), B(−4, 3π

4
) และ C(−5,−π) ในระบบพิกดัเชิงขัÊว

1 2 3 4 5
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6



Ŝ.ř. พกิดัเชงิขัÊว řŝř

ความสัมพนัธร์ะหว่างพกัิดเชิงขัÊวและพกัิดฉาก
ความสมัพนัธร์ะหวา่งพิกดัเชิงขัÊว (r, θ) และพิกดัฉาก (x, y) ของจดุ P ใด ๆ ทีÉไมใ่ชจ่ดุกาํเนิด

รูปทีÉ Ŝ.ś: ความสมัพนัธร์ะหวา่งพิกดัเชิงขัÊวและพิกดัฉาก

X

Y

O

P (r, θ), P (x, y)
r

x

y

θ

จะได้ x2 + y2 = r2

x = rcosθ y = rsinθ และ θ = arctan
(y
x

)
ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŝ จงหาพิกดัเชิงขัÊวของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนีÊ เมืÉอ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

ř. P (2, 0)

Ś. Q(2, 2)

ś. R(−2, 2
√
3)

Ŝ. S(−√
3,−1)

ŝ. T (0,−3)

Ş. U(3,−3)



řŝŚ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ş จงหาพิกดัเชิงขัÊวของจดุพิกดัฉาก (1, 1) มาอยา่งนอ้ย ś จดุ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ş จงหาพิกดัฉากของจดุซึÉงมีพิกดัเชิงขัÊวตอ่ไปนีÊ
ř. A(4, π

3
)

Ś. B(2, 3π
4
)

ś. C(5, 3π
2
)

Ŝ. D(4,−4π
3
)

ŝ. E(−2, π
6
)

Ş. F (−4,−3π
4
)



Ŝ.ř. พกิดัเชงิขัÊว řŝś

สาํหรบัฟังกช์นัในระบบพิกดัฉาก y = f(x) อาจแปลงใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว
r = g(θ) หรอื θ = h(r)

โดยทีÉ x2 + y2 = r2, x = rcosθ, y = rsinθ และ θ = arctan
(y
x

)
ตัวอย่าง Ŝ.ř.Š จงแปลงสมการในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนีÊ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว

ř. x = 3

Ś. y = 5

ś. y = x

Ŝ. y = x+ 1



řŝŜ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

ตัวอย่าง Ŝ.ř.š จงแปลงสมการในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนีÊ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว
ř. x2 + y2 = 4

Ś. x2 + y2 = 2x

ś. y = x2

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŘ จงแปลงสมการในระบบพิกดัเชิงขัÊวตอ่ไปนีÊ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
ř. r = 3

Ś. r = 4sinθ



Ŝ.ř. พกิดัเชงิขัÊว řŝŝ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řř จงแปลงสมการในระบบพิกดัเชิงขัÊว r =
6

3cosθ + 2sinθ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก



řŝŞ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

แบบฝึกหดั Ŝ.ř
ř. จงหาพิกดัเชิงขัÊวของจดุในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนีÊ เมืÉอ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

ř.ř (−1, 1)

ř.Ś (−3,−3)

ř.ś (−1,
√
3)

ř.Ŝ (4
√
3,−1)

ř.ŝ (3
√
2,−3

√
2)

ř.Ş (8, 4
√
3)

Ś. จงเขียนจดุในระบบพิกดัฉาก และหาพิกดัฉากของจดุตอ่ไปนีÊ
Ś.ř A(2, π

4
)

Ś.Ś B(−1, 3π
3
)

Ś.ś C(−3, 5π
6
)

Ś.Ŝ D(4,−π
4
)

Ś.ŝ E(−5, 11π
6
)

Ś.Ş E(2.5, 4π
3
)

1 2 3 4 5
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

ś. จงหาพิกดัเชิงขัÊวของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนีÊมาอยา่งนอ้ย ś จดุ
ś.ř (−1, 1) ś.Ś (−3,−

√
3) ś.ś (

√
2,
√
6)

Ŝ. จงเขียนสมการในระบบพิกดัฉากใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว
Ŝ.ř x+ y = 2

Ŝ.Ś y = x2

Ŝ.ś x2 + y2 = 2y

Ŝ.Ŝ x2 + y2 = 4

Ŝ.ŝ x2 + y2 = 2x

Ŝ.Ş x2 − y2 = xy

Ŝ.ş y2 = 4x

Ŝ.Š 4x2 + 9y2 = 36

Ŝ.š x2 − y2 = 1

ŝ. จงเขียนสมการในระบบเชิงขัÊวใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
ŝ.ř r = 2

ŝ.Ś r = 5sinθ
ŝ.ś r = 2cos2θ

ŝ.Ŝ r = 1− sinθ
ŝ.ŝ r =

1

1− sinθ
ŝ.Ş r = tanθ

ŝ.ş r = tanθcscθ
ŝ.Š r = sin2θ
ŝ.š r = sinθ + cosθ



Ŝ.Ś. กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŝş

Ŝ.Ś กราฟของสมการในระบบพกัิดเชิงขัÊว
การเขียนกราฟของสมการ r = f(θ) หรอื θ = h(r) ในระบบพิกดัเชิงขัÊว มีแนวคิดเหมือนกบัการ
เขียนกราฟของสมการในระบบพิกดัฉาก โดยการนาํจดุ (r, θ) ทีÉสอดคลอ้งสมการไปเขียนลงบนพิกดั
ตอ่ไปตวัอยา่งกราฟของระบบพิกดัฉากทีÉสาํคญั

ř. สมการ f(θ) = k

สมการ r = f(θ) = k เมืÉอ k ̸= 0 เป็นกราฟวงกลมทีÉมีรศัมี |k| มีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (0, 0)

รูปทีÉ Ŝ.Ŝ: ตวัอยา่งกราฟของ r = 3 และ r = −4

X
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r = 3

X

Y
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r = 3

Ś. สมการ θ = θ0

สมการ θ = θ0 เป็นกราฟเสน้ตรงทีÉทาํมมุ θ0 กบัแกนเชิงขัÊว

รูปทีÉ Ŝ.ŝ: ตวัอยา่งกราฟของ θ = π
4

X
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θ = π
4

X

Y
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θ = π
4



řŝŠ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว
ś. สมการ f(θ) = 2ksinθ และ f(θ) = 2kcosθ
สมการ r = f(θ) = 2ksinθ เมืÉอ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยู่ทีÉ
(k, π

2
) รศัมี |k|

รูปทีÉ Ŝ.Ş: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4sinθ

X
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r = 4sinθ
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r = 4sinθ

สมการ r = f(θ) = 2kcosθ เมืÉอ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยู่ทีÉ
(k, 0) รศัมี |k|

รูปทีÉ Ŝ.ş: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4cosθ
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r = 4cosθ
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r = 4cosθ



Ŝ.Ś. กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŝš
Ŝ. สมการ f(θ) = ksin2nθ และ f(θ) = kcos2nθ
สมการ r = f(θ) = ksin2nθ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 4n กลีบ
โดยทีÉแกนสมมาตรของแตล่ะกลีบไมอ่ยูบ่นแกน X และ Y

รูปทีÉ Ŝ.Š: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4sin2θ

X
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r = 4sin2θ

X

Y
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r = 4sin2θ

สมการ r = f(θ) = kcos2nθ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ Z และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 4n กลีบ
โดยทีÉมีแกนสมมาตรของบา้งกลีบอยูบ่นแกน X และ Y

รูปทีÉ Ŝ.š: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4cos2θ

X
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0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 4cos2θ

X

Y
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r = 4cos2θ



řŞŘ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว
ŝ. สมการ f(θ) = ksin(2n − 1)θ และ f(θ) = kcos(2n − 1)θ

สมการ r = f(θ) = ksin(2n − 1)θ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ
2n− 1 กลีบ โดยทีÉมีแกนสมมาตรของบา้งกลีบอยูบ่นแกน Y

รูปทีÉ Ŝ.řŘ: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4sin3θ

X
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r = 4sin3θ
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r = 4sin3θ

สมการ r = f(θ) = kcos(2n − 1)θ เมืÉอ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ
2n− 1 กลีบ โดยทีÉมีแกนสมมาตรของบา้งกลีบอยูบ่นแกน X

รูปทีÉ Ŝ.řř: ตวัอยา่งกราฟของ r = 4cos3θ

X
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r = 4cos3θ
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r = 4cos3θ



Ŝ.Ś. กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŞř
Ş. สมการ f(θ) = r = a + bsinθ และ f(θ) = r = a + bcosθ

ถา้ |a| = |b| แลว้กราฟนีÊจะผา่นขัÊว และเรยีกกราฟนีÊวา่ คารด์อิอยด์ (cardioid)
ถา้ |a| ̸= |b| จะเรยีกกราฟนีÊวา่ ลีมาซอง (limacon)

ถา้ |a| > |b| กราฟนีÊจะไมผ่า่นขัÊว
ถา้ |a| < |b| กราฟนีÊจะผา่นขัÊว และมีวงวน (loop) อยูภ่ายใน

รูปทีÉ Ŝ.řŚ: ตวัอยา่งกราฟคารด์ิออยดแ์ละลีมาซอง
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r = 2 + 2sinθ
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r = 2 + 2sinθ
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r = 2 + 3sinθ
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r = 2 + 3sinθ
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r = 3 + 2cosθ
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r = 3 + 2cosθ



řŞŚ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ř จงจบัคูข่องสมการตอ่ไปนีÊกบักราฟทีÉกาํหนดให้
ř. r = −2

Ś. r = −3cosθ
ś. r = 1 + cosθ

Ŝ. r = −3cos4θ
ŝ. r = 2sin5θ
Ş. r = −3sinθ

ş. r = 1− 2cosθ
Š. r = 3cos2θ
š. θ = 3π
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X
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Ŝ.Ś. กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŞś

ตัวอย่างกราฟเชิงขัÊว

X

r = 3

X

θ = π
4

X

r = 4sinθ

X

r = 4cosθ

X

r = 4sin2θ

X

r = 4sin4θ

X

r = 4cos2θ

X

r = 4cos4θ

X

r = 4sin3θ

X

r = 4sin5θ

X

r = 4cos3θ

X

r = 4cos5θ



řŞŜ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

X

r = 4cos8θ

X

r = θsinθ

X

r = 4sin2θ

X

r = 2 + 2sinθ

X

r = 2 + 3sinθ

X

r = 3 + 2sinθ

X

r = 2 + 2cosθ

X

r = 2 + 3cosθ

X

r = 3 + 2cosθ

X

r = 2− 2cosθ

X

r = 2− 2sinθ

X

r = 2 + 2sin2θ



Ŝ.Ś. กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŞŝ

1−1

1

−1

r = sin2(2.4θ) + cos4(2.4θ)

2−2

2

−2

r = sin2(1.2θ) + cos3(6θ)

1−1

1

−1

r = sin(8
5
θ)

6−6

6

−6

r =
√
θ



řŞŞ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

แบบฝึกหดั Ŝ.Ś
ř. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขัÊวตอ่ไปนีÊ

ř.ř r = 2

ř.Ś 2θ = π

ř.ś 4θ = 3π

ř.Ŝ r = 5cos2θ
ř.ŝ r = −3sin4θ
ř.Ş r = 4cos3θ

ř.ş r = 5sin6θ
ř.Š r = 6cos7θ
ř.š r = −4cos5θ

Ś. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขัÊวตอ่ไปนีÊ
Ś.ř r = 1− 3cosθ
Ś.Ś r = 3 + 4cosθ

Ś.ś r = 1 + cosθ
Ś.Ŝ r = 2− 4sinθ

Ś.ŝ r = 3 + 3cosθ
Ś.Ş r = −4− 4sinθ

ś. จงยกตวัอยา่งสมการทีÉใหก้ราฟกลีบกหุลาบ ŝ กลีบ มาอยา่งนอ้ย ś สมการ
Ŝ. จงยกตวัอยา่งสมการทีÉใหก้ราฟกลีบกหุลาบ Š กลีบ มาอยา่งนอ้ย ś สมการ
ŝ. จงจบัคูส่มการในระบบเชิงขัÊวในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊกบักราฟทีÉกาํหนดให้

ŝ.ř r = 3sin3θ
ŝ.Ś r = 3cosθ

ŝ.ś r = 2 + 2cosθ
ŝ.Ŝ r = 1− 2sinθ

ŝ.ŝ r = 3cos4θ
ŝ.Ş r = 3sinθ
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Ŝ.ś. การหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŞş

Ŝ.ś การหาพืÊนทีÉของอาณาบริเวณในระบบพกัิดเชิงขัÊว
ให้ R เป็นพื ÊนทีÉอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยฟังกช์นั

r = f(θ) และเสน้ตรง θ = α และ θ = β

เมืÉอ r > 0 แบง่ [α, β] ออกเป็น n ช่วงยอ่ยดว้ยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยทีÉ
α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

แสดงไดด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Ŝ.řś: การแบง่พื ÊนทีÉยอ่ย ๆ ของ R ในระบบพิกดัเชิงขัÊว

X

O

r = f(θ)

R θ0 = α
θ1

θi−1

θi

θn−1

β = θn

สาํหรบั i = 1, 2, 3, ..., n ให้
Ri เป็นพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย θ = θi−1 และ θ = θi ดว้ยเสน้โคง้ r = f(θ)

Pi เป็นจดุ (f(θi), θi) และ Pi−1 เป็นจดุ (f(θi−1), θi−1)

ให้ θ∗i ∈ [θi−1, θi] และ P ∗
i เป็นจดุ (f(θ∗i ), θ

∗
i ) แสดงดงัรูป

รูปทีÉ Ŝ.řŜ: พื ÊนทีÉของ Ri ทีÉปิดลอ้มดว้ย θ = θi−1, θ = θi และ r = f(θ)

X

O

Pi P ∗
i

Qi

Pi−1

Qi−1
r = f(θ)

θ∗i

θi−1

θi

พิจารณาวงกลมรศัมี OP ∗
i ตดักบัเสน้ตรง θ = θi−1 ทีÉจดุ Qi−1 และเสน้ตรง θ = θi ทีÉจดุ Qi และให้

∆θi = θi − θi−1

Ri ≈ พื ÊนทีÉเซกเตอร์OQiQi−1 =
1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi



řŞŠ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

ดงันัÊน

R =
n∑

i=1

Ri ≈
n∑

i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi

เมืÉอแบง่ n มาก ๆ และทาํให้∆θi มีคา่นอ้ย ๆ และ r = f(θ) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืÉอง โดยใชผ้ลบวกของ
รมีนันจ์ะไดว้า่

พื ÊนทีÉ R = lim
n→∞

n∑
i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi =

∫ β

α

1

2
r2 dθ

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ř จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉเปิดลอ้มดว้ย r = 2− 2sinθ

X

Y



Ŝ.ś. การหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขัÊว řŞš

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ś จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉเปิดลอ้มดว้ย r = 4sin2θ บนชว่ง [0, π
2
]

X

Y



řşŘ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ś จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณภายในวงกลม
x2 + y2 − x− y = 0 และ x2 + y2 + x− y = 0



Ŝ.ś. การหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขัÊว řşř

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝ จงหาพื ÊนทีÉ (แรเงา) ของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยคอรด์และสว่นของวงกลมทีÉมี
รศัมี Ś หน่วย ดงัรูปตอ่ไปนีÊ โดย (ř) ใชป้รพินัธใ์นระบบพิกดัเชิงขัÊว (Ś) ใชเ้รขาคณิต

Ś30◦



řşŚ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

แบบฝึกหดั Ŝ.ś
ř. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้

ř.ř r = 1 + cosθ
ř.Ś r = 2sin2θ
ř.ś r = sinθ + cosθ
ř.Ŝ r = 2cos2θ

ř.ŝ r = 3− 2cosθ
ř.Ş r = 2sin3θ
ř.ş r = 4cos2θ
ř.Š r = 4cos3θ

Ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
Ś.ř r = 4 + 3cosθ บนช่วง [0, π]
Ś.Ś r = 8cos2θ บนช่วง

[
0,

π

4

]
Ś.ś r = 12sin3θ บนช่วง

[
0,

π

6

]
Ś.Ŝ r = 2 + 2cosθ บนช่วง [0, 2π]
Ś.ŝ r = 3sinθ บนช่วง

[π
6
,
π

4

]
Ś.Ş r = 2− 2sinθ บนช่วง

[
0,

π

4

]
ś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉเปิดลอ้มดว้ย r = 6sinθ และ r = 2 + 2sinθ บนช่วง [π

6
, 5π

6
]

Ŝ. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 4sinθ และ r = 4
√
3cosθ

ŝ. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 4sin2θ และ r = 4cosθ
Ş. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 2sin2θ และภายนอกวงกลม r =

√
3

ş. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 2x และ x2 + y2 = 2y

Š. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4y = 0 เฉพาะสว่นทีÉ x ≥
√
3

š. จงหาพื ÊนทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4x− 4y = 0 เฉพาะสว่นทีÉ y ≥ 4



Ŝ.ś. การหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขัÊว řşś

แบบฝึกหดับททีÉ Ŝ
ř. ให้ a > 0 ถา้ (a− 1, a) เป็นจดุในระบบพิกดัฉาก เมืÉอเปลีÉยนไปอยู่ในระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

(−5, θ) จงหาคา่ของ a
Ś. ให้ a < 0 ถา้ (a + 1, a) เป็นจดุในระบบพิกดัฉาก เมืÉอเปลีÉยนไปอยู่ในระบบพิกดัเชิงขัÊวคือจดุ

(−5, θ) จงหาคา่ของ a
ś. จงเขียนสมการ 1

x2
+

1

y2
= 1 ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว

Ŝ. จงเขียนสมการ cosθ
sinθ + 1

+
cosθ

sinθ − 1
= 1 ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก

ŝ. จงเขียนสมการ r = sinθsin2θ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
Ş. จงหาจดุตดัทัÊงหมดของกราฟ r = 1 + 2cosθ และ r = 1− 2sinθ
ş. จงหาจดุตดัทัÊงหมดของกราฟ r = sin3θ และ r = sin5θ
Š. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ r = cos2θ บนชว่ง [0, π

4
]

š. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ r = 2− sinθ บนช่วง [0, π
3
]

řŘ. จงหาพื ÊนทีÉทีÉแรเงาตอ่ไปนีÊ โดยใชก้ารปรพินัธใ์นรูปเชิงขัÊว

řŘ.ř

X

Y

0 1 2

1

30◦

řŘ.Ś

X

Y

0 1 2

1

2



řşŜ บททีÉ Ŝ. ระบบพกิดัเชงิขัÊว

řŘ.ś

X

Y

−1 0 1

−1

1 θ =
π

4r = sin2θ

řř. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณภายในวงกลม x2 + y2 − x− y = 0 และ x2 + y2 + x− y = 0

řŚ. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 2 + sinθ และ r = 2 +
√
3cosθ

řś. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 2sin3θ และ r = 2sinθ



บททีÉ ŝ
ฟังกชั์นหลายตัวแปร
ปัญหาทีÉมกัพบโดยทัÉวไปมกัเกีÉยวขอ้งกบัหลายตวัแปรเชน่ พื ÊนทีÉของรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ A = wl เมืÉอ
w คือความกวา้ง และ l คือความยาว กลา่วไดว้า่ A ขัÊนกบัตวัแปรสองตวัคือ w และ l เขียนแทนดว้ย

A(w, l) = wl

ทาํนอง เดียวกนัปรมิาตรของปรซิมึฐานสีÉเหลีÉยม ผืนผา้ V = wlh เมืÉอ w คือความกวา้ง l คือ
ความยาว และ h คือความสงู นัÉนคือ V ขัÊนกบัตวัแปรสามตวัคือ w, l และ h เขียนแทนดว้ย

V (w, l, h) = wlh

ในบทนีÊเราจะกลา่วถงึฟังกช์นัลกัษณะดงักลา่วและศกึษาลมิิตและอนพุนัธข์องฟังกช์นัเหลา่นี Ê

ŝ.ř ฟังกชั์นค่าจริงสองตัวแปร
บทนิยาม ŝ.ř.ř ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊂ Rn เมืÉอ Rn = R× R× ...× R (n พจน)์
เรยีก f วา่ ฟังกชั์นค่าจริงของ n ตัวแปร (real value function of n variables)
โดยเรยีก D วา่ โดเมน (domain) ของฟังกช์นั
สาํหรบัฟังกช์นัทีÉไม่ระบโุดเมนใหถื้อวา่เป็นโดเมนใหญ่สดุทีÉเป็นสบัเซตของ Rn และในหวัขอ้นี Êเราจะ
ศกึษาในกรณี n = 2 โดยเรยีกฟังกช์นั f วา่ฟังกชั์นค่าจริงสองตัวแปร (real value function of
two variables) เขียนแทนดว้ย z = f(x, y)

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ś กาํหนดให้ f(x, y) = ℓn(1− x2 − y2)

ř. จงหา k ซึÉงทาํให้ f(0, k) + f(k, 0) = f(0, 0)

Ś. จงหาโดเมนและเขียนกราฟแสดงโดเมน

řşŝ



řşŞ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง ŝ.ř.ś จงหาโดเมนและเขียนกราฟแสดงโดเมนของฟังกช์นั

ř. f(x, y) = 1√
x2 − y − 1

Ś. f(x, y) =√4− x2 − 4y2



ŝ.ř. ฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปร řşş

กราฟของฟังกชั์นสองตัวแปร
สาํหรบั f : D → R เมืÉอ D ⊂ R2 กราฟของ f คือ

S = {(x, y, z) : z = f(x, y) เมืÉอ (x, y) ∈ D}

เมืÉอลงจดุ (x, y, z) สาํหรบัทกุจดุ (x, y) ∈ D จะได้กราฟของในลกัษณะพืÊนผิว หรอือาจเรยีก S

วา่พืÊนผิว (surface) ของ z = f(x, y)

รูปทีÉ ŝ.ř: แสดงความสมัพนัธพื์ Êนผิวกบัโดเมน

X

Y

Z z = f(x, y)

(x, y)D

(x, y, z)

ตอ่ไปเป็นกราฟตวัอยา่งของพื Êนผิว

รูปทีÉ ŝ.Ś: ตวัอยา่งกราฟพืÊนผิว
ř. z = x2 + y2

−4 −2 0 2 4 −2
0

20

20

Ś. z = y2

−4 −2 0 2 4 −2
0

20

5

ś. z = x2

−4 −2 0 2 4 −2
0

20

10

20

Ŝ. z = x2 − y2

−4 −2 0 2 4 −2
0

2

0

20



řşŠ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั ŝ.ř
ř. จงหาคา่ของฟังกช์นัทีÉจดุตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x, y) = x+
√
y ทีÉจดุ (0, 1)

ř.Ś f(x, y) = x+ y + xy ทีÉจดุ (1, 2)

ř.ś f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2 ทีÉจดุ (1,−2, 2)

ř.Ŝ f(x, y, z) = x2y2 − x4 + 4zx2 ทีÉจดุ (a+ b, a− b, ab)

Ś. กาํหนดให้ f(x, y) =√x2 + y2 จงหา a ทีÉทาํให้ f(0, a) + f(a, 0) = f(3, 4)

ś. จงหาโดเมนของ f พรอ้มเขียนกราฟแสดงโดเมน
ś.ř f(x, y) = ℓn(1− x2 + y2)

ś.Ś f(x, y) =

√
x+ y

x− y

ś.ś f(x, y) =

√
4− x2 − y2

y

ś.Ŝ f(x, y) =
1

y − x2

ś.ŝ f(x, y) =
1√

x2 − y2

ś.Ş f(x, y) =
√
1− x+ ℓny

Ŝ. จงหาโดเมนพรอ้มรา่งกราฟของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ
Ŝ.ř f(x, y) = x− 2y

Ŝ.Ś f(x, y) = 3− x2

Ŝ.ś f(x, y) = 1 + y2

Ŝ.Ŝ f(x, y) = 1 + x2 + y2

Ŝ.ŝ f(x, y) = 4x2 + 9y2

Ŝ.Ş f(x, y) = 1− x2 − 9y2

Ŝ.ş f(x, y) =
√
x2 + y2

Ŝ.Š f(x, y) =
√
1− x2 + y2



ŝ.Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัสองตวัแปร řşš

ŝ.Ś ลิมติและความต่อเนืÉองของฟังกชั์นสองตัวแปร

บทนิยาม ŝ.Ś.ř ให้D ⊂ R2 เราจะกลา่ววา่ (x0, y0) ∈ R2 เป็น จุดลิมิต (limit point) ใน D

ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ r > 0

(Br(x0, y0)− {(x0, y0)}) ∩D ̸= ∅

เมืÉอ Br(x0, y0) = {(x, y) :
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r} เรยีกวา่ แผ่นกลมเปิด (open ball) ทีÉ
มีศนูยก์ลางทีÉ (x0, y0) รศัมี r แสดงดงัรูป

รูปทีÉ ŝ.ś: แสดงจดุลมิิต (x0, y0) ของ D

X

Y

Br(x0, y0)

(x0, y0)

r

D

บทนิยาม ŝ.Ś.Ś ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊂ R2 และให้ (x0, y0) เป็นจดุลิมิตของ D เราจะกลา่ววา่
f(x, y) มีลมิิตเป็น L เมืÉอ (x, y) เขา้ใกล้ (x0, y0) เขียนแทนดว้ย

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ จาํนวนจรงิ ε > 0 มีจาํนวนจรงิบวก δ > 0 ทีÉทาํให้
|f(x, y)− L| < ε ทกุ ๆ (x, y) ∈ D ซึÉง 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

ตัวอย่าง ŝ.Ś.ś จงหาแสดงวา่ lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0



řŠŘ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.Ŝ ให้ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ R2 และให้ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้
ř. lim

(x,y)→(x0,y0)
c = c

Ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

x = x0

ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

y = y0

การหาลิมิตโดยใชบ้ทนิยามอาจทาํไดโ้ดยยาก เราจงึมกัจะใชท้ฤษฎีบทเกีÉยวกบัลิมิตซึÉงคลา้ยคลงึ
กบัลิมิตของฟังกชนัตวัแปรเดียวดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ แต่ขอ้ละการพิสจูนไ์วห้รอืผูอ้า่นอาจพิสจูนไ์ด้
ดว้ยตนเอง

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.ŝ ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R และ (x0, y0) เป็นจดุลิมิตของ D และให้
L,M เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L และ lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = M แลว้

ř. lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y) + g(x, y)] = L+M

Ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)g(x, y) = LM

ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=

L

M
เมืÉอ M ̸= 0

Ŝ. lim
(x,y)→(x0,y0)

|f(x, y)| = |L|

ŝ. lim
(x,y)→(x0,y0)

n
√
f(x, y) =

n
√
L เมืÉอ n ∈ N และ n

√
L เป็นจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Ş จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ
ř. lim

(x,y)→(1,−1)
(x2y − y − 4x+ 1)

Ś. lim
(x,y)→(2,−5)

x
√
x2 − y

ś. lim
(x,y)→(−2,−1)

|x+ y − 1|

Ŝ. lim
(x,y)→(1,0)

x+ y

x− y



ŝ.Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัสองตวัแปร řŠř

สาํหรบั lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
อยู่ในรูป ซึÉงเรยีกวา่รูปแบบไม่กาํหนด I.F.0

0
เราอาจจะใชว้ิธีเช่นเดียว

กบัลมิิตของฟังกช์นัตวัแปรเดียว
ตัวอย่าง ŝ.Ś.ş จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř. lim
(x,y)→(1,1)

x3 − y3

x2 − y2

Ś. lim
(x,y)→(1,−1)

x4 − y4

x2 + 3xy + 2y2

ś. lim
(x,y)→(−1,3)

x2y + y2 − 3x2 − 3y

xy − 3x− y + 3



řŠŚ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.Š ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R และ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ D ถา้
ř. มีจาํนวนจรงิบวก M และ δ0 ซึÉง

|f(x, y)| < M ทกุ ๆ (x, y) ∈ D ซึÉง 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ0

Ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = 0

จะไดว้า่
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y)g(x, y) = 0

ตัวอย่าง ŝ.Ś.š จงใชโ้ดยทฤษฎีบท ŝ.Ś.Š แสดงวา่ lim
(x,y)→(0,0)

2x2y3

x2 + y2
= 0



ŝ.Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัสองตวัแปร řŠś

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŘ จงหาลมิิตของ lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řř จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (ถา้มี) lim
(x,y)→(0,0)

x2√
x2 + y2



řŠŜ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.řŚ (ทฤษฎบีทการบบี (The Squeez Theorem))
ให้ f, g, h : D → R2 และ D ⊆ R2 สมมติวา่ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ D และ r > 0 โดยทีÉ

f(x, y) ≤ g(x, y) ≤ h(x, y) ทกุ ๆ (x, y) ∈ D ซึÉง 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r

ถา้ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L = lim
(x,y)→(x0,y0)

h(x, y) จะไดว้า่

lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = L

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řś ให้ f : D → R2 และ D ⊆ R2 สมมติวา่ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ D และ
lim

(x,y)→(x0,y0)
|f(x, y)| = 0

จงพิสจูนว์า่ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŜ จงแสดงวา่ lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0



ŝ.Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัสองตวัแปร řŠŝ
ลิมติตามเส้นโค้ง

บทนิยาม ŝ.Ś.řŝ ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊂ R2 และให้ (x0, y0) เป็นจดุลิมิตของ D ให้ C เป็นเสน้
โคง้ใน R2 ทีÉผา่นจดุ (x0, y0) เราจะกลา่ววา่ f(x, y) มีลิมิตเป็น L เมืÉอ (x, y) เขา้ใกล้ (x0, y0) ตาม
เสน้โคง้ C เขียนแทนดว้ย

lim
(x,y)→(x0,y0)บน C

f(x, y) = L

ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ จาํนวนจรงิ ε > 0 มีจาํนวนจรงิบวก δ > 0 ทีÉทาํให้
|f(x, y)− L| < ε ทกุ ๆ (x, y) ∈ C ∩D ซึÉง 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

รูปทีÉ ŝ.Ŝ: เสน้โคง้ C ใน R2 ทีÉผา่นจดุลมิิต (x0, y0) ของ D

X

Y

(x0, y0)

r

D C

จากบทนิยามดงักลา่วทาํใหไ้ดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนีÊจะใชเ้พืÉอแสดงวา่ลมิิตไมมี่คา่โดยอาศยัการหาลมิิต
ตามเสน้โคง้ ซึÉงบทพิสจูนจ์ะขอละไวใ้นวิชานี Ê

ทฤษฎบีท ŝ.Ś.řŞ ให้ f : D → R และ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ D จะไดว้า่
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L ก็ตอ่เมืÉอ

lim
(x,y)→(x0,y0)บน C

f(x, y) = L ทกุ ๆ เสน้โคง้ C ใน R2 ทีÉผา่นจดุ (x0, y0)



řŠŞ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řş จงแสดงวา่ lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
ไมมี่คา่

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŠ จงแสดงวา่ lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y3

x2 + y4
ไมมี่คา่



ŝ.Ś. ลมิติและความตอ่เนืÉองของฟังกช์นัสองตวัแปร řŠş

ความต่อเนืÉอง

บทนิยาม ŝ.Ś.řš ให้ f : D → R และ (x0, y0) ∈ D จะกลา่ววา่ f ต่อเนืÉองทีÉจดุ (x0, y0)

ก็ตอ่เมืÉอ
ř. lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) มีคา่

Ś. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

และกลา่ววา่ f ตอ่เนืÉองบนเซต S ⊂ D ก็ตอ่เมืÉอ f ตอ่เนืÉองทกุจดุในเซต S

ตัวอย่าง ŝ.Ś.ŚŘ กาํหนดให้ f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

แลว้ f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ (0, 0) หรอืไม่

ตัวอย่าง ŝ.Ś.Śř กาํหนดให้ f(x, y) = xy

x+ y
แลว้ f ตอ่เนืÉองบนโดเมน f หรอืไม่



řŠŠ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั ŝ.Ś
ř. จงหาคา่ของลมิิตตอ่ไปนีÊ

ř.ř lim
(x,y)→(1,2)

(xy + x2)

ř.Ś lim
(x,y)→(1,−1)

x2 − y2

x4 − y4

ř.ś lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x2y − xy2

ř.Ŝ lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y

x2 + y2

ř.ŝ lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y4

ř.Ş lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y6

ř.ş lim
(x,y)→(0,0)

x3y4

x6 + y6

ř.Š lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y4

x2 + y2

ř.š lim
(x,y)→(0,0)

x4y4

(x2 + y4)3

ř.řŘ lim
(x,y)→(0,0)

y2x− y2

xy − y

ř.řř lim
(x,y)→(−1,2)

xy − 2x

xy − 6− 2x+ 3y

ř.řŚ lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + x2y2 + y4

ř.řś lim
(x,y)→(1,0)

√
x+ y −

√
x− y

y

ř.řŜ lim
(x,y)→(0,0)

y2x

x2 + |xy|+ y2

ř.řŝ lim
(x,y)→(1,1)

x3 + 3xy − x2y − 3y2

x4 + xy2 − x3y − y3

ř.řŞ lim
(x,y)→(2,1)

x3 − 8y3

x2 − xy − 2y2

Ś. จงพิจารณาวา่ f ตอ่เนืÉองบนจดุทีÉกาํหนดใหห้รอืไม่

Ś.ř f(x, y) =
x3y2

1− xy
ทีÉจดุ (1, 1)

Ś.Ś f(x, y) =


x2 − y2

x− y
เมืÉอ (x, y) ̸= (1, 1)

1 เมืÉอ (x, y) = (1, 1)

ทีÉจดุ (1, 1)

Ś.ś f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

1 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

ทีÉจดุ (0, 0)

ś. กาํหนดให้ f(x, y) =

x4 − y4

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

แลว้ f ตอ่เนืÉองบนโดเมน f หรอืไม่
Ŝ. จงพิจารณาวา่ f มีความตอ่เนืÉองทีÉจดุใดบา้ง

Ŝ.ř f(x, y) =
√
y − x

Ŝ.Ś f(x, y) =
x2 + 4y2

x2 − 4y2

Ŝ.ś f(x, y) =
1

3
√
x2 + y2 − 4

Ŝ.Ŝ f(x, y) = exycos(xy2 + 1)

Ŝ.ŝ f(x, y) = 5x2yℓn|1− x2 − y2|

Ŝ.Ş f(x, y) = arcsin(xy)



ŝ.ś. อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร řŠš

ŝ.ś อนุพนัธย์่อยของฟังกชั์นสองตัวแปร

บทนิยาม ŝ.ś.ř ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R2 โดยทีÉ z = f(x, y) และ (x0, y0) ∈ D

อนุพนัธย์่อย (partial deivatives) ของ f เทยีบกับ x ทีÉจดุ (x0, y0) คือ

fx(x0, y0) = lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
ถา้ลมิิตมีคา่

อนุพนัธย์่อยของ f เทยีบกับ y ทีÉจดุ (a, b) คือ

fy(x0, y0) = lim
h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h
ถา้ลมิิตมีคา่

ดงันัÊนอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f คือ fx และ fy

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
และ fy(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

สญัลกัษณที์Éนิยมใชแ้ทนอนพุนัธย์อ่ย

fx(x, y) = fx = f1 = D1f = Dxf =
∂f

∂x
=

∂f

∂x
(x, y) =

∂z

∂x

fy(x, y) = fy = f2 = D2f = Dyf =
∂f

∂y
=

∂f

∂y
(x, y) =

∂z

∂y

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ś กาํหนดให้ f(x, y) = x2y จงหาคา่ของ fx(1, 0) และ fy(1, 0) โดยใชบ้ทนิยาม



řšŘ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ตัวอย่าง ŝ.ś.ś ให้ f(x, y) =

x3y − xy3

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fx(0, 0) และ fy(0, 0)

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ŝ กาํหนดให้ f(x, y) = xy+x2 จงหาคา่ของ fx(x, y) และ fy(x, y) โดยใชบ้ทนิยาม



ŝ.ś. อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร řšř

จากบทนิยามและตวัอยา่งขา้งตน้ จะเห็นวา่การหาอนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปรเมืÉอเทียบ
ตวัแปร x จะเป็นมีเปลีÉยนแปลงเพียงตวัแปรเดียวนัÉนคือไมข่ึ Êนกบั y ถา้อนพุนัธย์อ่ยเมืÉอเทียบตวัแปร
y จะเป็นมีเปลีÉยนแปลงเพียงตวัแปรเดียวนัÉนคือไม่ขึ Êนกบั x ดงันัÊนเราสามารถนาํสตูรตา่ง ๆ ใน
ฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรมาใชไ้ด้
ตัวอย่าง ŝ.ś.ŝ จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) =

2x+ y2

x+ y

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ş จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) = ex
2ysin2(5y)



řšŚ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ตัวอย่าง ŝ.ś.ş กาํหนดให้ f(x, y) = yx+ x2 + y2 + 2x+ 7y จงหา (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข
∂f

∂x
= 0 และ ∂f

∂y
= 0

ตัวอย่าง ŝ.ś.Š กาํหนดให้ u(x, t) = cosxsint จงหา (x, t) ทีÉทาํให้ ux + ut = 0



ŝ.ś. อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร řšś

การหาอนุพนัธไ์ด้

บทนิยาม ŝ.ś.š ให้ f : D → R2 และ D ⊆ R2 เรากลา่ววา่ f หาอนุพนัธไ์ด้ (differentiable) ทีÉจดุ
(x0, y0) ถา้ทกุ ๆ (x, y) ∈ Bδ(x0, y0)− {(x0, y0)} สาํหรบับาง δ > 0 ซึÉง

f(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) + E(x, y)

โดยทีÉ
lim

(x,y)→(x0,y0)

E(x, y)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

และ f หาอนพุนัธไ์ดบ้น S ⊆ D ก็ตอ่เมืÉอ f หาอนพุนัธไ์ดท้กุจดุใน S

ทฤษฎบีท ŝ.ś.řŘ ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R2 ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ (x0, y0) แลว้
f ตอ่เนืÉองทีÉจดุ (x0, y0)

ทฤษฎบีท ŝ.ś.řř ให้ f : D → R เมืÉอ D ⊆ R2 และ (x0, y0) ∈ D ถา้ f มีอนพุนัธ์ยอ่ยบน
Br(x0, y0) ⊆ D สาํหรบับาง r > 0 แลว้ f หาอนพุนัธไ์ดที้Éจดุ (x0, y0)

ตัวอย่าง ŝ.ś.řŚ จงแสดงวา่ f(x, y) = xy2 + x2y + x+ y มีความตอ่เนืÉองบน R2



řšŜ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั ŝ.ś
ř. จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x, y) = 3xy − 5x4y4

ř.Ś f(x, y) = 3

√
1− sin2(xy)

ř.ś f(x, y) = ℓn(cos√x+ y)

ř.Ŝ f(x, y) =
x+ y

x2 + y2

ř.ŝ f(x, y) = y2 + x2tan(xy)
ř.Ş f(x, y) = 5ex

2y2 + exsin(x+ y2)

ř.ş f(x, y) = ex(cosxy + sinxy)
ř.Š f(x, y) = arctan

(
x

y

)

Ś. กาํหนดให้ f(x, y) = x2yexy จงหาคา่ของ D1f(1, 1) และ D2f(1, 1)

ś. กาํหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)
√
x2 − y2 จงหาคา่ของ f1(2, 1) และ f2(2, 1)

Ŝ. กาํหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)−
3
2 esin(x2y) จงหาคา่ของ fx(1, 0)

ŝ. กาํหนดให้ f(x, y) = 3
√

x3 + y3 จงหาคา่ของ fx(0, 0)

Ş. กาํหนดให้ f(x, y) =

x3 + y3

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fx(0, 0) และ fy(0, 0)

ş. กาํหนดให้ f(x, y) =


x2y3

x2 + 4y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ ∂f

∂x
(0, 0) และ ∂f

∂y
(0, 0)

Š. กาํหนดให้ f(x, y) = 2yx+x2+ y2+2x+10y จงหา (x, y) ทีÉสอดคลอ้งเงืÉอนไข ∂f
∂x

= 0 และ
∂f
∂y

= 0

š. จงแสดงวา่ f หาอนพุนัธไ์ดที้ÉจดุทีÉกาํหนด
š.ř f(x, y) = x2 + y ทีÉจดุ (0, 1)

š.Ś f(x, y) = xy2 ทีÉจดุ (1, 0)

š.ś f(x, y) = x2 + y2 ทีÉจดุ (1, 1)

š.Ŝ f(x, y) = 2x2 − 4y ทีÉจดุ (2,−3)



ŝ.Ŝ. กฎลูกโซ่สาํหรบัฟังกช์นัหลายตวัแปร řšŝ

ŝ.Ŝ กฎลูกโซ่สาํหรับฟังกชั์นหลายตัวแปร

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.ř (กฎลูกโซ่สาํหรับหนึÉงตัวแปร (Chain rule for one independent variable))
ถา้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปรทีÉหาอนพุนัธ์ได้ และ x = x(t), y = y(t) เป็นฟังกช์นัหนึÉง
ตวัแปรหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่ z = f(x(t), y(t)) เป็นฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรหาอนพุนัธไ์ด้ และ

dz

dt
=

∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt

อาจแสดงกฎลกูโซด่ว้ยแผนภาพตน้ไมด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ŝ.ŝ: แผนภาพตน้ไมข้องกฎลกูโซส่าํหรบัหนึÉงตวัแปร

z

x

y

t

t

∂z
∂x

∂z
∂y

dx
dt

dy
dt

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Ś กาํหนดให้
z = f(x, y) = 2x2 + 3y2, x = x(t) = cost และ y = y(t) = sint

จงหา dz

dt



řšŞ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ś กาํหนดให้

z = f(x, y) = ℓn(2x2 + xy), x = x(t) =
√
t และ y = y(t) = 3t− 1

จงหา dz

dt
เมืÉอ t = 1



ŝ.Ŝ. กฎลูกโซ่สาํหรบัฟังกช์นัหลายตวัแปร řšş

ทฤษฎบีท ŝ.Ŝ.Ŝ (กฎลูกโซ่สาํหรับสองตัวแปร (Chain rule for two independent variables))
ถา้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปรทีÉหาอนพุนัธ์ได้ และ x = x(s, t), y = y(s, t) เป็นฟังกช์นั
สองตวัแปรหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่ z = f(x(s, t), y(s, t)) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปรหาอนพุนัธไ์ด้ และ

∂z

∂s
=

∂z

∂x
· ∂x
∂s

+
∂z

∂y
· ∂y
∂s

และ ∂z

∂t
=

∂z

∂x
· ∂x
∂t

+
∂z

∂y
· ∂y
∂t

อาจแสดงกฎลกูโซด่ว้ยแผนภาพตน้ไมด้งัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ ŝ.Ş: แผนภาพตน้ไมข้องกฎลกูโซส่าํหรบัสองตวัแปร

z

x

s

t

y

t

s

∂z
∂x

∂z
∂y

∂x
∂s

∂x
∂t

∂y
∂s

∂y
∂t

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ŝ กาํหนดให้
z = f(x, y) = 3x2 − 2xy + y2, x = x(s, t) = 3s+ 2t และ y = y(s, t) = 4s− t

จงหา ∂z

∂s
และ ∂z

∂t



řšŠ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Ş กาํหนดให้

u = f(x, y) = s2 − t2, s = s(x, y) = x+ yℓnx และ t = t(x, y) = y + xℓny
จงหา ∂u

∂x
และ ∂u

∂y
เมืÉอ (x, y) = (1, 1)

ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.ş กาํหนดให้ z = f(u− v, v − u) จงแสดงวา่ ∂z

∂u
+

∂z

∂v
= 0



ŝ.Ŝ. กฎลูกโซ่สาํหรบัฟังกช์นัหลายตวัแปร řšš

แบบฝึกหดั ŝ.Ŝ
ř. จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř dz

dt
เมืÉอ z = x2ey, x = 2sint และ y = t4

ř.Ś dz

dt
เมืÉอ z = arctan

(y
x

)
, x = ℓnt และ y = cost2

ř.ś dz

dt
เมืÉอ z = x2y3 + xsiny + tx, x = t+

1

t
และ y =

√
t

ř.Ŝ ∂z

∂s
และ ∂z

∂t
เมืÉอ z = 3x2 + xy + 2y2 + 3x− y, x = 2s− 3t และ y = st+ s2

ř.ŝ ∂z

∂t
และ ∂z

∂r
เมืÉอ z = e

y
x , x = rcos2t และ y = r2sint

ř.Ş ∂z

∂r
และ ∂z

∂θ
เมืÉอ z = xyexy, x = rcosθ และ y = rsinθ

Ś. กาํหนดให้ z = f(x, y) = 3x4 − 2x2y + y, x = x(s, t) = s2 + t2 และ y = y(s, t) = st

จงหา ∂z

∂s
และ ∂z

∂t

ś. กาํหนดให้ z =
√
5 + x− 2xy4 เมืÉอ x = t2 และ y = t− 1

จงหา dz

dt
เมืÉอ t = 1

Ŝ. กาํหนดให้ z = xyexy เมืÉอ x = rcosθ และ y = rsinθ
จงหา ∂z

∂r
และ ∂z

∂θ
เมืÉอ (x, y) = (1, π

2
)

ŝ. กาํหนดให้ z = f(x2 − y2) จงแสดงวา่ x
∂z

∂y
+ y

∂z

∂x
= 0

Ş. ให้ u = f(x, y) เมืÉอ x = rcosθ และ y = rsinθ จงแสดงวา่
Ş.ř ∂u

∂x
=

∂u

∂r
· cosθ − ∂u

∂θ
· sinθ

r

Ş.Ś ∂u

∂y
=

∂u

∂r
· sinθ + ∂u

∂θ
· cosθ

r

ş. จากบทพิสจูนข์องกฎลกูโซส่าํหรบัหนึÉงตวัแปร จงพิสจูนว์า่

lim
t→t0

E(x(t), y(t))

t− t0
= 0



ŚŘŘ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ŝ.ŝ อนุพนัธอั์นดับสูง

บทนิยาม ŝ.ŝ.ř ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร จะเรยีก ∂f

∂x
และ ∂f

∂y

วา่อนุพนัธย่์อยอันดับหนึÉง (fisrt-order partial derivative) และนิยามอนุพนัธย่์อยอันดับสอง
(second-order partial derivative) ดงันี Ê

ř. ∂

∂x
(
∂f

∂x
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂x2
, fxx, f11 หรอื D11f

Ś. ∂

∂y
(
∂f

∂x
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂y∂x
, fxy, f12 หรอื D12f

ś. ∂

∂x
(
∂f

∂y
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂x∂y
, fyx, f21 หรอื D21f

Ŝ. ∂

∂y
(
∂f

∂y
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂y2
, fyy, f22 หรอื D22f

อนพุนัธย์อ่ยอนัดบัอืÉน ๆ นิยามทาํนองเดียวกนั

ตัวอย่าง ŝ.ŝ.Ś จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองของ f(x, y) = yexy + xy2

ตัวอย่าง ŝ.ŝ.ś กาํหนดให้ f(x, y) = xsin(xy) จงหา fyxx



ŝ.ŝ. อนพุนัธ์อนัดบัสูง ŚŘř

ตัวอย่าง ŝ.ŝ.Ŝ กาํหนดให้ u = ye−x + sin(2x+ 3y) จงหา ∂3z

∂x2∂y
(0, 0)

ตัวอย่าง ŝ.ŝ.ŝ จงแสดงวา่ u(x, t) = e−kω2tcos(ωx) เป็นผลเฉลยของสมการความรอ้น
∂u

∂t
= k

∂2u

∂2x

เมืÉอ k, ω เป็นคา่คงตวั



ŚŘŚ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง ŝ.ŝ.Ş กาํหนดให้

z = f(x, y), x = x(r, θ) = rcosθ และ y = y(r, θ) = rsinθ

จงหา ∂2z

∂r2
และ ∂2z

∂θ∂r



ŝ.ŝ. อนพุนัธ์อนัดบัสูง ŚŘś

ทฤษฎบีท ŝ.ŝ.ş (ทฤษฎบีทไคลร์อท (Clairaut's Theorem))
ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร และ (x0, y0) ∈ D ถา้ f มีอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสอง โดยทีÉ fxy
และ fyx ตอ่เนืÉองทีÉจดุ (x0, y0) แลว้

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

ตัวอย่าง ŝ.ŝ.Š ให้ f(x, y) =

x3y − xy3

x2 + y2
เมืÉอ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมืÉอ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fxy(0, 0) และ fyx(0, 0)



ŚŘŜ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั ŝ.ŝ
ř. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x, y) = x2 − 2xy3 + 5y6 + 3

ř.Ś f(x, y) = ℓn(x2 − 5y)

ř.ś f(x, y) = xey + yex

ř.Ŝ f(x, y) = sin(cos(2x+ 3y))

ř.ŝ f(x, y) = exy + y
√
x

ř.Ş f(x, y) = sin(3x− 2y) + cos(2x− 3y)

Ś. กาํหนดให้ f(x, y) = x3y5 − 2x2y + x จงหา ∂3f

∂y∂x2
, ∂3f

∂y∂x∂y
และ ∂3f

∂y3

ś. กาํหนดให้ f(x, y) = (2x+ y)5 จงหา ∂3f

∂y∂x∂y
, ∂3f

∂x2∂y
และ ∂4f

∂y2∂x2

Ŝ. กาํหนดให้ f(x, y) = x3e−5y จงหา fxyy(0, 1), fxxx(0, 1) และ fyyxx(0, 1)

ŝ. ให้ u = 3xy − 4y2, x = 2ser และ y = re−s จงหา ∂2u

∂r2

Ş. ให้ f(x, y, z) = 2z3 − 3(x2 + y2)z จงแสดงวา่ fxx + fyy + fzz = 0

ş. ให้ z = ℓn(a2x2 + b2y2) จงแสดงวา่ b2
∂2z

∂x2
+ a2

∂2z

∂y2
= 0

Š. ให้ u = xey + yex จงแสดงวา่ uyx = uyxx + uxyy

š. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัขอ้ใดตอ่ไปนีÊสอดคลอ้งเงืÉอนไข uxx + uyy = 0

š.ř u(x, y) = x3 − 3xy2

š.Ś u(x, y) = ye−xy + ey

š.ś u(x, y) = ℓn(x2 + y2) + exsiny
š.Ŝ u(x, y) = x2 + y2 + 3xy

š.ŝ u(x, y) = arctan
(

2xy

x2 − y2

)



ŝ.Ş. การประมาณคา่เชงิเสน้ ŚŘŝ

ŝ.Ş การประมาณค่าเชิงเส้น
สาํหรบัฟังกช์นั z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปรทีÉหาอนพุนัธไ์ด้ จะไดว้า่

f(x, y)− f(x0, y0) = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) + E(x, y)

เมืÉอคา่ผิดพลาด E(x, y) มีคา่เขา้ใกล้ Ř เราจะประมาณคา่ของฟังกช์นัสองตวัแปรในลกัษณะเดียว
กบัหนึÉงตวัแปร
บทนิยาม ŝ.Ş.ř ค่าเชิงอนุพนัธร์วม (total differential) ของ f ทีÉจดุ (x, y) เขียนแทนดว้ย df(x, y)

และกาํหนดโดย
df(x, y) = fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y

หรอือาจจะเขียน ∆x = dx และ ∆y = dy

df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง ŝ.Ş.Ś กาํหนดให้ f(x, y) = x2sinxy จงหา df(x, y)

เราจะประมาณคา่ f(x+ dx, y + dy)− f(x, y) ≈ df(x, y) เมืÉอ dx, dy มีคา่นอ้ย ๆ เราจะไดส้ตูร
การประมาณค่าเชิงเส้น (Linear approximation) ดงันี Ê

f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง ŝ.Ş.ś จงใชค้า่อนพุนัธป์ระมาณคา่ของ 3
√
(2.01)2 + (1.98)2



ŚŘŞ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั ŝ.Ş
ř. จงหาคา่เชิงอนพุนัธร์วม df(x, y) ของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ

ř.ř f(x, y) =
√
x2 + xy

ř.Ś f(x, y) = excosxy
ř.ś f(x, y) =

xy

x+ y

ř.Ŝ f(x, y) = x3sinxℓny

Ś. จงประมาณคา่ตอ่ไปนีÊ
Ś.ř √(3.01)2 + (3.97)2

Ś.Ś (1.002)e0.001

Ś.ś 1
3
√

(0.003)3+(7.979)3

Ś.Ŝ (0.99)3.001

Ś.ŝ 2.01sin32◦
Ś.Ş 0.88

√
1.11

ś. จงหาปรมิาตรโดยประมาณของกลอ่งรูปสีÉเหลีÉยมมมุฉากทีÉมีฐานเป็นรูปสีÉเหลีÉยมจตุรสัซึÉงมี
ความยาวดา้นละ ŝ.ŘŘś เซนติเมตร และสงู š.ššş เซนติเมตร

Ŝ. ทรงกระบอกใบหนึÉงรศัมีฐานเป็น ŝ.ŘŚŞ เซนติเมตร และวดัสว่นสงูได้ ŚŜ.ŘŘś เซนติเมตร จง
คาํนวณปรมิาตรโดยประมาณของทรงกระบอกนีÊ

ŝ. กรวยกลมใบหนึÉงมีการเปลีÉยนแปลงรศัมีจาก ś ฟตุ และสงู Ŝ ฟตุ ไปเป็นรศัมี Ś.š ฟตุ และสงู
Ŝ.ś ฟตุ จงหาคา่สว่นการเปลีÉยนแปลงของปรมิาตรของกรวยใบนีÊโดยใชค้า่อนพุนัธร์วม

Ş. ในการคาํนวณปรมิาตรของกลอ่งรูปทรงสีÉเหลีÉยมมมุฉากซึÉงวดัความกวา้ง ความยาว และ
ความสงูได้ řŘ řś และ řŞ นิ Êวตามลาํดบั ถา้วดัความผิดพลาดไมเ่กิน Ř.Řś นิ Êว จงหาขอบเขต
ของความผิดพลาดสมัพทัธ์



ŝ.Ş. การประมาณคา่เชงิเสน้ ŚŘş

แบบฝึกหดับททีÉ ŝ
ř. จงหาโดเมนของฟังกช์นัตอ่ไปนีÊ พรอ้มวาดกราฟประกอบ

ř.ř f(x, y) =
ℓn(x2 − y2 + 1)√

4− x2 − y2

ř.Ś f(x, y) = arcsin(x+ y) +
√
x2 − y2

ř.ś f(x, y) =
1

xy
+
√
1− x2 − y2

ř.Ŝ f(x, y) = ℓn(2 + x2 + y2) +
1

x

√
4− x2 − y2

Ś. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (ถา้มี) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x3 + y2

ś. จงหาลมิิตตอ่ไปนีÊ (ถา้มี) lim
(x,y)→(0,0)

x2√
x2 + y2

Ŝ. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองทีÉจดุ (0, 0) หรอืไม่

f(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
: (x, y) ̸= (0, 0)

0 : (x, y) = (0, 0)

ŝ. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีÊตอ่เนืÉองทีÉจดุ (0, 0) หรอืไม่

f(x, y) =


3x3

x2 + y4
: (x, y) ̸= (0, 0)

0 : (x, y) = (0, 0)

Ş. ให้ f(x, y) =

x2 − xy

x+ y
เมืÉอ x+ y ̸= 0

0 เมืÉอ x+ y = 0

จงหาคา่ของ D1f(0, y) เมืÉอ y ̸= 0 และ D2f(x, 0) เมืÉอ x ̸= 0

ş. จงใชนิ้ยามหาอนพุนัธย์อ่ยของ fx(1, 1) และ fy(1, 1) เมืÉอ f(x, y) =
x

x+ y

Š. จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) = xe−sin(xy)

š. จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) =
ex

2+y2

ℓnx
řŘ. ให้ z = exy, x = rcosθ และ y = rsinθ จงหา ∂z

∂r
และ ∂z

∂θ

řř. ให้ z = f(x2 − y2) จงแสดงวา่ x
∂z

∂y
+ y

∂z

∂x
= 0



ŚŘŠ บททีÉ ŝ. ฟังกช์นัหลายตวัแปร
řŚ. ให้ z = f(x, y) และ x = s

√
t และ y = s2 + t2

จงหา ∂z

∂t
เมืÉอ (s, t) = (1, 1)

โดยทีÉ fx(1, 2) = 2 และ fy(1, 2) = 1

řś. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = xey
2
+ yex

2

řŜ. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของฟังกช์นั f(x, y) = ysin
(
x

y

)
řŝ. ให้ u = sin(xy) จงแสดงวา่

xuxx + yuyx − ux + 2xy2u = 0

řŞ. จงแสดงวา่ u(x, y, t) = 5sin(3πx)sin(4πy)cos(10πt) เป็นผลเฉลยของสมการ
4utt = 4(uxx + uyy)

řş. จงแสดงวา่ u(x, y, t) = 2sin(x
3
)sin(y

4
)e

−25t
16 เป็นผลเฉลยของสมการ

ut = 9(uxx + uyy)

řŠ. จงประมาณคา่ตอ่ไปนีÊโดยใชค้า่เชิงอนพุนัธ์ 1.001e0.009

řš. จงประมาณคา่ตอ่ไปนีÊโดยใชค้า่เชิงอนพุนัธ์ (0.98)1.005



บททีÉ Ş
ปริพนัธข์องฟังกชั์นสองตัวแปร
เราอาจเคยศกึษาปริพนัธข์องฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรซึÉงมีโดเมนเป็นสบัเซตของ R ในบทนีÊเราจะศกึษา
การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัหนึÉงตวัแปรซึÉง มี โดเมนเป็นสบั เซตของ R2 โดยเริÉมตน้จากโดเมนรูป
สีÉเหลีÉยมผืนผา้ และขยายแนวคิดไปยงัโดเมนทัÉวไป โดยบางปัญหาอาจเปลีÉยนไปอยู่ในรูปพิกดัเชิง
ขัÊวดงัจะกลา่วตอ่ไปนีÊ

Ş.ř ปริพนัธส์องชัÊนบนโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผืนผ้า
ให้ f : D → R เมืÉอ

D = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b และ c ≤ y ≤ d}

พิจารณาการแบง่ชว่ง [a, b] ออกเป็น m ช่วง ดว้ยจดุ x0, x1, x2, ..., xm โดยทีÉ
a = x0 < x1 < x2 < ... < xm = b

แบง่ [c, d] ออกเป็น n ชว่ง ดว้ยจดุ y0, y1, y2, ..., yn โดยทีÉ
c = y0 < y1 < y2 < ... < yn = d

ให้Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] เป็นสีÉเหลีÉยมผืนผา้ยอ่ยของรูป ij เมืÉอ i = 1, 2, ...,m และ
j = 1, 2, ..., n

รูปทีÉ Ş.ř: การแบง่พื ÊนทีÉยอ่ยของโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้

X

Y

a = x0 x1 xi−1 xi xm−1 xm = b

c = y0
y1

yj−1

yj

yn−1

d = yn

Dij

ŚŘš



ŚřŘ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร
ให้∆xi = xi − xi−1 และ ∆yj = yj − yj−1 และ Dij = ∆Aij = ∆xi∆yj ให้ (xij, yij) ∈ Dij แลว้

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

เรยีก Smn วา่ ผลบวกรีมันน์ (Reimann sum) ของ f บน D

ถา้เราแบง่ ∆xi และ ∆yi มีคา่เขา้ใกลศ้นูยเ์มืÉอ m และ n มีคา่มาก ๆ และ
lim

m→∞
n→∞

Smn = L

แลว้จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกช์นัทีÉ หาปริพนัธไ์ด้ (integrable) บน D

และเรยีกคา่ลมิิต L วา่ปริพนัธส์องชัÊน (double integral) ของ f บน D ซึÉงเขียนแทนดว้ย∫∫
D

f หรอื
∫∫
D

f dA หรอื
∫∫
D

f dxdy

เราสรุปไดว้า่ ∫∫
D

f(x, y) dxdy = lim
m→∞
n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

ตัวอย่าง Ş.ř.ř กาํหนดให้ f(x, y) = xy และ D = [0, 1]× [0, 2] จงหา
∫∫
D

f dA



Ş.ř. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผนืผา้ Śřř

จากตวัอยา่งขา้งตน้จะเห็นวา่การคาํนวนคา่ปริพนัธ์สองชัÊนผา่นลิมิตของผลบวกรีมนันค์อ่นขา้งยุง่
ยาก เราจงึพิจารณา เหมือนกบัการอินทิเกรตในหนึÉงตวัแปรดงับทนิยามตอ่ไปนีÊ
บทนิยาม Ş.ř.Ś (การหาปริพนัธส์องชัÊน (Iterated integration))
การหาปรพินัธส์องชัÊน f(x, y) บนโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ D = [a, b]× [c, d] คือ∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y) dy

]
dx

หรอื ∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y) dx

]
dy

ตัวอย่าง Ş.ř.ś ให้ f(x, y) = xy จงหา
∫ 1

0

∫ 2

0

f(x, y) dydx และ
∫ 2

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy

ตัวอย่าง Ş.ř.Ŝ จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫ 4

2

∫ 3

0

(3x2 − 2xy + 3y2 + 2) dydx



ŚřŚ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.ř.ŝ จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫ 1

−1

∫ 2

1

x+ y

y
dxdy

จากบทนิยามของการหาปรพินัธส์องชัÊนถา้ f(x, y) = g(x)h(y) เราจะไดว้า่∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ b

a

[∫ d

c

g(x)h(y) dy

]
dx =

∫ b

a

g(x)

[∫ d

c

h(y) dy

]
dx

=

[∫ b

a

g(x)dx

] [∫ d

c

h(y) dy

]
ทาํนองเดียวกนั ∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy =

[∫ d

c

h(y)dy

] [∫ b

a

g(x) dx

]

ตัวอย่าง Ş.ř.Ş จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫ 2

−2

∫ 3

1

x(yx2 + y) dxdy



Ş.ř. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผนืผา้ Śřś

ตัวอย่าง Ş.ř.ş จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫ 3

0

∫ 1

0

2x
√
x2 + y dxdy

ฟังกช์นัสองตวัแปร f(x, y) ทีÉหาปริพนัธ์ไดโ้ดยใชผ้ลบวกรีมนัน์ ∫∫
D

f(x, y) dA มีความสมัพนัธ์กบั
บทนิยาม Ş.ř.Ś โดยใชท้ฤษฎีบทฟบูินีซึÉงจะละการพิสจูนใ์นวิชานี Ê

ทฤษฎบีท Ş.ř.Š (ทฤษฎบีทฟูบนีิ (Fubini’s Theorem))
ให้ f : D → R เมืÉอ D = [a, b]× [c, d] ถา้ f ตอ่เนืÉองบน D แลว้ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้น D

และ ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy

ตัวอย่าง Ş.ř.š จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫∫
D

xsin(xy) dA เมืÉอ D = [0, 1]× [0, π
2
]



ŚřŜ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

แบบฝึกหดั Ş.ř
ř. กาํหนดให้ f(x, y) = x2y และ D = [0, 1]× [0, 1] จงหา ∫∫

D

f dA โดยใชผ้ลบวกรมีนัน์

Ś. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊนตอ่ไปนีÊ

Ś.ř
∫ 1

0

∫ 3

−1

(3− x+ 4y) dydx

Ś.Ś
∫ 2

1

∫ 3

2

(x2y + xy2) dxdy

Ś.ś
∫ 1

0

∫ 6

1

1

x+ y
dxdy

Ś.Ŝ
∫ 2

−2

∫ 8

3

dxdy

Ś.ŝ
∫ 2

0

∫ 1

0

ysinx dydx

Ś.Ş
∫ 1

0

∫ π
2

0

eycosx dxdy

Ś.ş
∫ 3

0

∫ 2

1

1

x(y + 1)
dxdy

Ś.Š
∫ 1

0

∫ 3

1

x− y

x+ y
dxdy

Ś.š
∫ π

π
2

∫ 2

1

ycos(xy) dxdy

Ś.řŘ
∫ ℓn2

0

∫ ℓn3

0

ex+ysinx dxdy

ś. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊนตอ่ไปนีÊบนอาณาบรเิวณทีÉกาํหนดให้
ś.ř

∫∫
D

(3x2 − y)dA D = [0, 2]× [0, 3]

ś.Ś
∫∫
D

ydA D = {(x, y) : −3 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 5}

ś.ś
∫∫
D

y

(xy + 1)2
dA D = [0, 1]× [0, 1]

ś.Ŝ
∫∫
D

x
√
1− x2dA D = อาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย x = 0, x = 1, y = 2

และ y = 3

ś.ŝ
∫∫
D

xcos(xy)cos2(πx)dA D = [0, 1
2
]× [0, π]

ś.Ş
∫∫
D

xexydA D = [0, 1]× [0, ℓn5]

Ŝ. จงหาปรพินัธส์องชัÊน
∫ 1

−1

∫ 1

0

(x+ 1)2565(xy + y)100 dydx

ŝ. จงหาปรพินัธส์องชัÊน
∫ 2

1

∫ 1

0

1

y2 + x2
dxdy



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป Śřŝ

Ş.Ś ปริพนัธส์องชัÊนบนโดเมนทัÉวไป
ให้ f : S −→ R เมืÉอ S ⊂ D = [a, b]× [c, d]

รูปทีÉ Ş.Ś: โดเมนทัÉวไปของฟังกช์นัสองตวัแปร

X

Y

a b

c

d

S

ให้ f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมืÉอ x ∈ S

0 เมืÉอ x /∈ S

ถา้ f̃ เป็นฟังกช์นัทีÉหาปริพนัธ์ไดบ้น D เราจะกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปริพนัธ์ไดบ้น S โดย
นิยามคา่ของปรพินัธเ์ป็น ∫∫

S

f =

∫∫
D

f̃



ŚřŞ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.ř กาํหนดให้ f(x, y) = 4xy และ S เป็นอาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x

และเสน้ตรง x = 2y จงหาคา่ของ
∫∫
S

f



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป Śřş

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ś จงหาคา่ของ
∫∫
S

y เมืÉอ S = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π
8
และ sinx ≤ y ≤ cosx}



ŚřŠ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.ś จงหาคา่ปริพนัธส์องชัÊนของ f(x, y) = x2 + y2 บนอาณาบรเิวณทีÉลอ้มรอบดว้ย
y = |x| และ y = 2



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป Śřš

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ŝ จงหาคา่ของ
∫∫
S

xy2 dA

เมืÉอ S เป็นอาณาบรเิวณทีÉลอ้มรอบดว้ย y = x2 และ x+ y = 2



ŚŚŘ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.ŝ จงเปลีÉยนลาํดบัการปรพินัธข์อง
∫ 0

−2

∫ 5

1+y2
f(x, y) dxdy



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป ŚŚř

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ş จงเปลีÉยนลาํดบัการปรพินัธข์อง
∫ 6

2

∫ x
2

|x−3|
f(x, y) dydx



ŚŚŚ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.ş จงหาคา่ของ
∫ 4

0

∫ 2

√
y

ex
3

dxdy



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป ŚŚś

บทประยุกตข์องปริพนัธส์องชัÊน
พิจารณาฟังกช์นั f(x, y) ≥ 0 ทกุ (x, y) ∈ S ซึÉงอินทิเกรตไดบ้น S จากนิยามของการหาปรพินัธไ์ด้
โดยใชผ้ลบวกรมีนัน์ จะมีความหมายคลา้ยคลงึกบัปรพินัธใ์นฟังกช์นัตวัแปรเดียวนัÉนคือ∫∫

S

f dA = ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงอยูภ่ายใตพื้ Êนผิว z = f(x, y) บน S

จากรูป Ş.ř เราจะแสดงตวัอยา่งของปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงอยูภ่ายใตพื้ Êนผิว z = f(x, y)

บน D = [a, b]× [c, d] ซึÉงเป็นโดเมนรูปสีÉเหลีÉยมผืนผา้ ดงัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Ş.ś: ปรมิาตรของรูปทรงตนัซึÉงอยูภ่ายใตพื้ Êนผิว z = f(x, y) บน D = [a, b]× [c, d]

X

Y

Z

a

xi−1

xi

b

c
yj−1

yj

d

(xij, yij)

Dij

f(xij, yij)

z = f(x, y)

สาํหรบักรณี f(x, y) = 1 จะไดว้า่∫∫
S

dA = พื ÊนทีÉอาณาบรเิวณของ S



ŚŚŜ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.Š จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีÉอยูเ่หนือระนาบ XY ซึÉงปิดลอ้มดว้ย ระนาบ x+ y+ z = 4

และปิดลอ้มดว้ยระนาบ x = 0, x = 1, y = 1 และ y = 2

X

Y

Z

z = 4− x− y

x = 0

x = 1
y = 1

y = 2

D



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป ŚŚŝ

ตัวอย่าง Ş.Ś.š จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงอยู่เหนือระนาบ XY และปิดลอ้ม
ดว้ยพื Êนผิว x2 + y2 = 4 และระนาบ y + z = 3

X

Y

Z

y =
√
4− x2

z = 3− yś

S Ś
Ś



ŚŚŞ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŘ จงใช้ปริพนัธ์สองชัÊนหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณ R ทีÉ ปิดลอ้มดว้ย y = x2 และ
x+ y = 2



Ş.Ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนโดเมนทัÉวไป ŚŚş

แบบฝึกหดั Ş.Ś
ř. จงเปลีÉยนลาํดบัการหาปรพินัธ์ และเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณของการหป่รพินัธ์

ř.ř
∫ 0

−2

∫ 2+
√
4−x2

2−
√
4−x2

f(x, y) dydx

ř.Ś
∫ 2

0

∫ ey

1

f(x, y) dxdy

ř.ś
∫ 1

0

∫ 0

x2−4

f(x, y) dxdy

ř.Ŝ
∫ 3

0

∫ y+1

(y−1)2
f(x, y) dxdy

Ś. จงหาคา่ของ

Ś.ř
∫ 2

0

∫ √
4−y2

0

x dxdy

Ś.Ś
∫ 2

1

∫ 2x

x

1

(x+ y)3
dydx

Ś.ś
∫ 1

−1

∫ y

−1

xyex
2

dxdy

Ś.Ŝ
∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y| dydx

Ś.ŝ
∫ 1

0

∫ y

0

x
√
y2 − x2 dxdy

Ś.Ş
∫ π

π
2

∫ x2

0

1

x
cos

(y
x

)
dydx

Ś.ş
∫ 3

1

∫ x

0

2

x2 + y2
dydx

Ś.Š
∫ 1

0

∫ 3
√
x

√
x

(1 + y6) dydx

Ś.š
∫ 1

0

∫ x

4x

e−y2 dydx

Ś.řŘ
∫ 1

0

∫ π
2

arcsiny
sec2(cosx) dxdy

ś. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนีÊบนอาณาบรเิวณทีÉกาํหนดให้

ś.ř f(x, y) = cos(x+ y) S คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = x, x = π และแกน X
ś.Ś f(x, y) = xy2 S คืออาณาบรเิวณเหนือเสน้ตรง y = 1− x

และอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 1

ś.ś f(x, y) =
2y − 1

x+ 1
S คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = 2x− 4, y = 0

และ x = 1

Ŝ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉปิดลอ้มดว้ย
Ŝ.ř ระนาบ x+ 2y + 3z = 6 ในอฐัภาคทีÉหนึÉง
Ŝ.Ś พื Êนผิว z = 1− x2 − y2 เหนือระนาบ XY

ŝ. จงใชป้รพินัธส์องชัÊนหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณ R ทีÉปิดลอ้มดว้ย
ŝ.ř y2 + x = 0 และ y = x+ 2

ŝ.Ś y = x2 และ y =
√
x

ŝ.ś xy = 16, y = x, y = 0 และ x = 8



ŚŚŠ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

Ş.ś ปริพนัธส์องชัÊนบนระบบพกัิดเชิงขัÊว
พิจารณาโดเมนในระบบพิกดัเชิงขัÊว

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b และ α ≤ θ ≤ β}

รูปทีÉ Ş.Ŝ: โดเมนในระบบพิกดัเชิงขัÊว

X

O r = a r = b

D

θ = β

θ = α

ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้น D จะแบง่อาณาบรเิวณ D ออกเป็นสว่นยอ่ย ๆ คือ
แบง่ [a, b] ออกเป็น m ช่วงยอ่ยดว้ยจดุ r0, r1, r2, ..., rm โดยทีÉ

a = r0 < r1 < r2 < ... < rm = b

แบง่ [α, β] ออกเป็น n ช่วงยอ่ยดว้ยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยทีÉ
α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

สาํหรบั i = 1, 2, 3, ...,m และ j = 1, 2, 3, ..., n ให้
Dij = {(r, θ) : ri−1 ≤ r ≤ ri และ θj−1 ≤ θ ≤ θj}

รูปทีÉ Ş.ŝ: การแบง่พื ÊนทีÉยอ่ยของโดเมนในระบบพิกดัเชิงขัÊว

X

O a = r0 r1 ri−1 ri rm−1 rm = b

Dij

θ0 = α

θ1

θj−1

θj

θn−1

θn = β



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว ŚŚš

ให้ (xij, yij) เป็นจดุใน Dij ดงันัÊน
xij = rijcosθij และ yij = rijsinθij เมืÉอ ri−1 ≤ rij ≤ ri และ θj−1 ≤ θij ≤ θj

และ ∆Aij เป็นพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณ Dij ดงันัÊนผลบวกรมีนันคื์อ

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

รูปทีÉ Ş.Ş: พื ÊนทีÉยอ่ยทีÉเกิดจากการแบง่โดเมนในระบบพิกดัเชิงขัÊว

O

ri−1
ri

Dij
θj−1

θj

∆Aij =
1

2
r2i (θj − θj−1)−

1

2
r2i−1(θj − θj−1) =

1

2
(r2i − r2i−1)(θj − θj−1)

=
1

2
(ri + ri−1)(ri − ri−1)(θj − θj−1)

= rij(ri − ri−1)(θj − θj−1) ( เลือก rij =
1

2
(ri + ri−1) เป็นจดุกึÉงกลาง )

ดัÊนนัÊน
Smn =

m∑
i=1

n∑
j=1

f(rijcosθij, rijsinθij)rij(ri − ri−1)(θj − θj−1)

เนืÉองจาก f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปรพินัธไ์ดบ้น D ดงันัÊน∫∫
D

f = lim
m→∞
n→∞

Smn =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

สรุปไดว้า่ ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

หรอื ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ β

α

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr



ŚśŘ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.ś.ř กาํหนดให้ f(x, y) =√x2 + y2 จงหาคา่ของ
∫ π

0

∫ 1

0

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

ตัวอย่าง Ş.ś.Ś ให้ D เป็นอาณาบรเิวณในจตุภาคทีÉหนึÉง ซึÉงอยู่ระหวา่งวงกลม x2 + y2 = 1 และ
x2 + y2 = 4 จงหา ∫∫

D

1

x2 + y2 + 1
dA



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว Śśř

ตัวอย่าง Ş.ś.ś จงหาคา่ของ
∫∫
D

cos(x2 + y2) dA เมืÉอ D เป็นอาณาบรเิวณในจตภุาคทีÉหนึÉงทีÉ

ปิดลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 4 และ เสน้ตรง y = 0 และ y = x



ŚśŚ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.ś.Ŝ จงหาคา่ของ
∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

ex
2+y2 dxdy



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว Śśś

การปริพนัธ์บนโดเมนทัÉวไป S เมืÉอ f : S → R เป็นฟังกช์นัทีÉหาปริพนัธ์ได้ เมืÉอ x = rcosθ และ
y = rsinθ เราจะหาคา่ของ ∫∫

S

f โดยการสรา้งรูป

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}

ลอ้มรอบ S แสดงดงัรูปตอ่ไปนีÊ

รูปทีÉ Ş.ş: การสรา้งรูป D ลอ้มรอบโดเมนทัÉวไป S ในระบบพิกดัเชิงขัÊว

X

Y

O

D

r = a r = b

S

θ = α

θ = β

และกาํหนดฟังกช์นั f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมืÉอ x ∈ S

0 เมืÉอ x /∈ S

ถา้ f̃ เป็นฟังกช์นัทีÉหาปริพนัธ์ไดบ้น D เราจะกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีÉหาปริพนัธ์ไดบ้น S โดย
นิยามคา่ของปรพินัธเ์ป็น ∫∫

S

f(x, y) dA =

∫∫
D

f̃(x, y) dA



ŚśŜ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

การหาปรพินัธส์องชัÊนในระบบพิกดัเชิงขัÊวโดยพิจารณาโดเมนได้ Ś ชนิด ตามลาํดบัการหาปรพินัธ์
ชนิดทีÉ ř drdθ (Type I) S = {(r, θ) : α ≤ θ ≤ β และ g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ)}

รูปทีÉ Ş.Š: โดเมนทัÉวไปของฟังกช์นัสองตวัแปรชนิดทีÉ ř drdθ

X

Y

O

Dg1(θ)

g2(θ)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(rcosθ, rsinθ) =


0 เมืÉอ a ≤ r < g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ) เมืÉอ g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ)

0 เมืÉอ g2(θ) < r ≤ b∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ g2(θ)

g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

ชนิดทีÉ Ś dθdr (Type II) S = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b และ h1(r) ≤ θ ≤ h2(r)}

รูปทีÉ Ş.š: โดเมนทัÉวไปของฟังกช์นัสองตวัแปรชนิดทีÉ Ś dθdr

X

Y

O

D
h1(r)

h2(r)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(rcosθ, rsinθ) =


0 เมืÉอ α ≤ θ < h1(r)

f(rcosθ, rsinθ) เมืÉอ h1(r) ≤ θ ≤ h2(r)

0 เมืÉอ h2(θ) < θ ≤ β∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ h2(r)

h1(r)

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว Śśŝ

ตัวอย่าง Ş.ś.ŝ จงเขียนปรพินัธ์
∫ 2

0

∫ 2

x

f(x, y) dydx ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว



ŚśŞ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.ś.Ş จงเขียนปรพินัธ์
∫ 2

−2

∫ 2+
√

4−y2

2−
√

4−y2
f(x, y) dxdy ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขัÊว



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว Śśş

ตัวอย่าง Ş.ś.ş จงหาคา่ของ
∫ 2

1

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

1√
x2 + y2

dydx



ŚśŠ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง Ş.ś.Š จงหาปรมิาตรทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงอยู่เหนือระนาบ XY และปิดลอ้มดว้ยพื Êน
ผิว x2 + y2 = 4 และระนาบ y + z = 3 โดยใชก้ารหาปรพินัธส์องชัÊนในระบบพิกดัเชิงขัÊว

X

Y

Z

y =
√
4− x2

z = 3− yś

S Ś
Ś



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว Śśš

ตัวอย่าง Ş.ś.š จงใชป้รพินัธส์องชัÊนในระบบพิกดัเชิงขัÊว แสดงวา่พื ÊนทีÉวงกลมรศัมี R เทา่กบั πR2



ŚŜŘ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

แบบฝึกหดั Ş.ś
ř. จงเขียนปรพินัธต์อ่ไปนีÊใหอ้ยูใ่นรูปพิกดัเชิงขัÊวพรอ้มเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณ

ř.ř
∫ 3

0

∫ x

0

f(x, y) dydx

ř.Ś
∫ 1

0

∫ √
1−y2

1−y

f(x, y) dxdy

ř.ś
∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

f(x, y) dydx

ř.Ŝ
∫ √

2

−
√
2

∫ √
4−y2

|y|
f(x, y) dxdy

ř.ŝ
∫ 1

−1

∫ 1

x2

f(x, y) dydx

Ś. จงเขียนปรพินัธต์อ่ไปนีÊใหอ้ยูใ่นรูปพิกดัฉากพรอ้มเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณ

Ś.ř
∫ π

2

0

∫ cosθ

0

r2 drdθ

Ś.Ś
∫ π

2

π
3

∫ 2cscθ

cscθ
rcosθ drdθ

Ś.ś
∫ π

2

0

∫ 2secθ

0

r2sin2θ drdθ

ś. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน ∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนีÊบนอาณาบรเิวณทีÉกาํหนดให้

ś.ř f(x, y) =
√
1 + 4x2 + 4y2 S คืออาณาบรเิวณในจตภุาคทีÉหนึÉงทีÉปิดลอ้มดว้ย

x2 + y2 = 4

ś.Ś f(x, y) =
1√

x2 + y2
S คืออาณาบรเิวณทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4x

และอยูภ่ายนอกวงกลม x2 + y2 = 4

ś.ś f(x, y) = x+ y S คืออาณาบรเิวณในจตภุาคทีÉหนึÉงทีÉปิดลอ้มดว้ย
x2 + y2 = 4, y =

√
3x และ y = 0

ś.Ŝ f(x, y) = y
√

x2 + y2 S คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ยครึÉงวงกลม
y =

√
2x− x2 และแกน X

Ŝ. จงหาพื ÊนทีÉของบรเิวณซึÉงปิดลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 และเสน้ตรง x = 3, y = x และ
y = 0

ŝ. จงหาพื ÊนทีÉของบรเิวณทีÉอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4 เมืÉอ y ≥ 3

Ş. จงหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณในจตุภาคทีÉหนึÉงซึÉงอยู่ภายในวงกลม x2 + y2 = 1 และวงกลม
x2 + y2 = 2y



Ş.ś. ปรพินัธ์สองชัÊนบนระบบพกิดัเชงิขัÊว ŚŜř

แบบฝึกหดับททีÉ Ş
ř. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน

∫ 2

0

∫ π
4

0

ysin2(xy)dxdy

Ś. จงหาคา่ปรพินัธส์องชัÊน
∫ 1

−1

∫ 1

0

y2eyxdydx

ś. จงเปลีÉยนลาํดบัการหาปรพินัธ์
∫ 1

−2

∫ 2−x

x2

f(x, y)dydx

Ŝ. จงเปลีÉยนลาํดบัการหาปรพินัธ์
∫ 3

0

∫ y+1

(y−1)2
f(x, y)dxdy

ŝ. จงหาคา่
∫ π

π
2

∫ x2

0

1

x
cos

(y
x

)
dydx

Ş. จงหาคา่
∫ 1

0

∫ 4

4x

e−y2dydx

ş. จงหาคา่
∫ 3

1

∫ x

0

1

x2 + y2
dydx

Š. จงหา
∫∫
S

f เมืÉอ f(x, y) =
2y − 1

x+ 1
และ S คืออาณาบรเิวณทีÉปิดลอ้มดว้ย y = 2x−4, y = 0

และ x = 1

š. จงเขียนปรพินัธต์อ่ไปนีÊในรูปพิกดัเชิงขัÊว
∫ √

2

−
√
2

∫ √
4−y2

|y|
f(x, y) dxdy

řŘ. จงเขียนปรพินัธต์อ่ไปนีÊในรูปพิกดัเชิงขัÊว
∫ 1

0

∫ √
3

√
3x

f(x, y) dydx

řř. จงหา
∫∫

S

f(x, y)dA เมืÉอ f(x, y) =
1√

x2 + y2

และ S คืออาณาบรเิวณภายในวงกลม x2 + y2 = 4x และภายนอกวงกลม x2 + y2 = 4

řŚ. จงหาพื ÊนทีÉทีÉปิดลอ้มดว้ย x2 + y2 = 1, y = x, y = 0 และ x = 3 โดยใชป้ริพนัธส์องชัÊนใน
ระบบพิกดัเชิงขัÊว

řś. จงหาพื ÊนทีÉของบรเิวณซึÉงปิดลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 4x และเสน้โคง้ y =
√
2x กบัแกน X

řŜ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซึÉงอยู่ภายใตพื้ Êนผิว z = 1 − x2 − y2 และลอ้ม
รอบดว้ยพื Êนผิวดา้นขา้งดว้ย x2 + y2 = x

řŝ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซึÉงอยู่ภายใตพื้ Êนผิว z = 4 + x + 2y และลอ้ม
รอบดว้ยพื Êนผิวดา้นขา้งดว้ย x2 + y2 = 1



ŚŜŚ บททีÉ Ş. ปรพินัธ์ของฟังกช์นัสองตวัแปร

řŞ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงปิดลอ้มดา้นขา้งดว้ย x2 + y2 = 4y และสว่น
บนปิดดว้ย z =

√
x2 + y2

řş. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซึÉงลอ้มรอบดว้ยดา้นขา้งดว้ยพื Êนผิว x2 + y2 −

2x = 0 และสว่นบนปิดดว้ยพื Êนผิว z =
√

4− x2 − y2

řŠ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉอยูภ่ายใตพื้ ÊนทีÉผิว z = 4x3 + 3x2y และอยูเ่หนือรูปสีÉเหลีÉยมผืน
ผา้ D = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 4}

řš. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงปิดลอ้มดว้ย

ระนาบ x = 0, z = 0, x = 5, z − y = 0 และ z = 6− 2y

ŚŘ. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีÉปิดลอ้มดว้ย
ŚŘ.ř ระนาบ x+ y + z = 3, y = x, x+ y = 2, x = 0 และ z = 0 โดยทีÉ x+ y ≥ 2

ŚŘ.Ś พื Êนผิว 4x2 + y2 = 9 ระนาบ z = y + 3 และอยูเ่หนือระนาบ XY
ŚŘ.ś พื Êนผิว z = x2 + y2 และ x2 + y2 = 4 ในอฐัภาคทีÉหนึÉง

Śř. จงหาปรมิาตรทรงตนัในอฐัภาคทีÉหนึÉงซึÉงปิดลอ้มดว้ยพื Êนผิว z = 4 − x2 − y2 และระนาบ
x+ y = 1 โดยทีÉ x+ y ≤ 1

ŚŚ. จงใชป้รพินัธส์องชัÊนหาพื ÊนทีÉของอาณาบรเิวณ R ทีÉปิดลอ้มดว้ย
ŚŚ.ř y = 2|x| และ y = x+ 1

ŚŚ.Ś y2 = 9− x และ y2 = 9− 9x

ŚŚ.ś y = x2 + x และ y = 3− x2



บททีÉ ş
สมการเชิงอนุพนัธเ์บืÊองต้น

ş.ř สมการเชิงอนุพนัธ์
สมการทีÉแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง ฟังกช์นักบัอนพุนัธข์องฟังกช์นันัÊน เรยีกวา่สมการเชิงอนุพนัธ์
(differential equation) ตวัอยา่งเช่น

ř. สมการการเคลืÉอนทีÉ (Equation of motion)
m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

Ś. สมการการเติบโตของจาํนวนประชากร (Population growth equation)
dP

dt
= kP

ś. สมการคลืÉนในหนึÉงมิติ (One-dimensional wave equation)
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนิยาม ş.ř.ř สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตวัแปรเดียวเรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ
(Ordinary Differential Equation : ODE ) ถา้สมการเชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัมากกวา่หนึÉงตวัแปร
เรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธย์่อย (Partial Differential Equation : PDE )

ตัวอย่าง ş.ř.Ś จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊเป็น ODE หรอื PDE
สมการเชิงอนพุนัธ์ ODE PDE
d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx

ŚŜś



ŚŜŜ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

บทนิยาม ş.ř.ś อันดับ (order) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คืออนัดบัสงูสดุของอนพุนัธ์ทีÉปรากฎใน
สมการนัÊน ดกีรี (degree) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คือกาํลงัสงูสดุของอนพุนัธอ์นัดบัสงูสดุทีÉปรากฎ
ในสมการนัÊน เมืÉอจดัทกุ ๆ กาํลงัเป็นจาํนวนเตม็บวก

ตัวอย่าง ş.ř.Ŝ จงบอกอนัดบัและดีกรขีองสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
สมการเชิงอนพุนัธ์ อนัดบั ดีกรี
dy

dx
= x3

y
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

= 0

xu

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂3u

∂t3

)3

= cost ś ś

xy2 = y′ +
√

1 + y′

บทนิยาม ş.ř.ŝ เรยีกสมการเชิงอนพุนัธว์า่ สมการเชิงเส้น (linear equation) ถา้
ř. ทกุ ๆ ตวัแปรตามและอนพุนัธข์องตวัแปรตามมีเลขชี Êกาํลงัเป็น ř
Ś. ไมมี่พจนใ์นรูปผลคณูของตวัแปรตาม และ/หรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ
ś. ไมมี่พจนใ์นรูปฟังกช์นัอดิสยัของตวัแปรตามหรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ

และเรยีกสมการเชิงอนพุนัธที์Éไมเ่ป็นสมการเชิงเสน้วา่ สมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation)

ตัวอย่าง ş.ř.Ş จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊเป็นสมการเชิงเสน้หรอืไม่
สมการเชิงอนพุนัธ์ สมการเชิงเสน้ สมการไมเ่ชิงเสน้
d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 3x2

y
d3y

dx3
+

dy

dx
= tanx

∂u

∂x
+

(
∂3u

∂t3

)2

= sinu

xy2 = y′ + yy′′

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2



ş.ř. สมการเชงิอนพุนัธ์ ŚŜŝ

สมการเชิงอนพุนัธอ์นัดบัหนึÉงดีกรหีนึÉงจะเขียนไดเ้ป็น
dy

dx
= f(x, y) หรอื M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

บทนิยาม ş.ř.ş ฟังกช์นัซึÉงไม่เป็นฟังกช์นัของอนพุนัธ์ และสอดคลอ้งสมการเชิงอนพุนัธ์ เรยีกวา่
ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิงอนพุนัธ์
ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อาจอยู่ในรูปของฟังกช์นัทีÉนิยามแบบแจม่ชดั (explicite function)
หรอืฟังกช์นัทีÉนิยามโดยปรยิาย (implicite function) ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธที์Éมีคา่คงตวัไม่
เจาะจงเรยีกวา่ ผลเฉลยทัÉวไป (general solution) และผลเฉลยทีÉกาํหนดคา่คงตวัแนน่อนเรยีกวา่
ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)

ตัวอย่าง ş.ř.Š จงแสดงวา่ y = Ae−3x +Bex ผลเฉลยทัÉวไปของสมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอย่าง ş.ř.š จงแสดงวา่ y =
1 + cet

1− cet
เป็นผลเฉลยทัÉวไปของสมการ dy

dt
=

1

2
(y2 − 1)



ŚŜŞ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ตัวอย่าง ş.ř.řŘ จงแสดงวา่ y = x− 1

x
ผลเฉลยเฉพาะของสมการ xy′ + y = 2x

ตัวอย่าง ş.ř.řř จงแสดงวา่ y = sinxcosx− cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ
y′ + (tanx)y = cos2x

ตัวอย่าง ş.ř.řŚ จงแสดงวา่ x2y − xy2 = c สอดคลอ้งสมการ (x2 − 2xy)y′ = y2 − 2xy



ş.ř. สมการเชงิอนพุนัธ์ ŚŜş

แบบฝึกหดั ş.ř
ř. จงบอกอนัดบั ดีกรี รวมทัÊงระบวุา่สมการใดเป็นสมการเชิงเสน้ หรอืเป็นสมการไมเ่ชิงเสน้

ř.ř dy

dx
+ 2xy = 4x

ř.Ś y′′′ + 2y′′ + 3y′ + 4y = cosx
ř.ś ex

dy

dx
=
√

x2 + y′

ř.Ŝ
(
dy

dx

)5

+ x
d2y

dx2
= ℓnx

ř.ŝ (x2 − 1)y′ + xy2 + 1 = 0

ř.Ş u
∂2u

∂t2
= −∂u

∂x

Ś. จงแสดงวา่ฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหเ้ป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
Ś.ř y = cx+

√
1− c2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

Ś.Ś (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

Ś.ś y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

Ś.Ŝ y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0



ŚŜŠ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ş.Ś สมการแยกตัวแปรได้

บทนิยาม ş.Ś.ř สมการเชิงอนพุนัธที์Éสามารถเขียนในรูป
dy

dx
= f(x)g(x) หรอื M1(x)M2(y)dx+N1(x)N2(y)dy = 0

เรยีกวา่เป็น สมการแบบแยกตัวแปรได้ (variable separable equation)

วธีิหาผลเฉลย สมการแบบแยกตวัแปรได้ คือสมการทีÉสามารถเขียนไดใ้นรูป
M1(x)

N1(x)
dx+

N2(y)

M2(y)
dy = 0

การหาผลเฉลยของสมการแบบแยกตวัแปรไดคื้อการอินทิิเกรตแตล่ะสว่น∫
M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = c

เมืÉอ c เป็นคา่คงตวัไมเ่จาะจง
ตัวอย่าง ş.Ś.Ś จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř. 3(1− y2) dx− 2xy dy = 0

Ś. dy

dx
=

y − xy

x2 + 1



ş.Ś. สมการแยกตวัแปรได้ ŚŜš

ตัวอย่าง ş.Ś.ś จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
ř. (ℓn y)2y′ = x2y เมืÉอ y(3) = 1

Ś. 4sin2x dy + sec2y dx = 0 เมืÉอ y
(π
4

)
= 1



ŚŝŘ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

แบบฝึกหดั ş.Ś
ř. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř dy

dx
+ 2xy = 4x

ř.Ś (y4 + y)y′ = sinx− cosx
ř.ś x3 dy

dx
=
√

x2 − x2y2 เมืÉอ x > 0

ř.Ŝ 3(4y2 + 1) dx = y(x− 1) dy

ř.ŝ 1 + ex

1− e−y
dy + ex+y dx = 0

ř.Ş (x2y + x2) dx = (xy2 − y2) dy

ř.ş (x2 + 1)y′ + y2 + 1 = 0

ř.Š (x2y2secxtanx+ xy2secx) dx+ xy3 dy = 0

Ś. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

Ś.ř cos2xdy
dx

= sin2y เมืÉอ y(0) =
π

2

Ś.Ś √
x2 + 1

dy

dx
=

x

y
เมืÉอ y(

√
3) = 2

Ś.ś dy =
9ex

ey2 + y2e2
dx เมืÉอ y(1) = 3

Ś.Ŝ x dy =
y

x− x3
dx เมืÉอ y(2) = −2



ş.ś. สมการเอกพนัธ์ุ Śŝř

ş.ś สมการเอกพนัธ์ุ

บทนิยาม ş.ś.ř เรยีกฟังกช์นั F (x, y) วา่ฟังกชั์นเอกพนัธุ์ดกีรี n (homogeneous function of
degree n) ถา้มีจาํนวนเตม็ n ทีÉทาํให้

F (λx, λy) = λnF (x, y) สาํหรบัทกุ ๆ จาํนวนจรงิบวก λ

ตัวอย่าง ş.ś.Ś จงพิจารณาฟังกช์นัตอ่ไปนีÊวา่เป็นฟังกช์นัเอกพนัธุห์รอืไม่ ถา้เป็นดีกรเีทา่ใด
ř. f(x, y) = x3 + 2xy2

Ś. f(x, y) = x2 − 2y2

xy

ś. f(x, y) = 1

y
cos

(
x

y

)

Ŝ. f(x, y) = x2sin(xy)



ŚŝŚ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้
บทนิยาม ş.ś.ś สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธเ์อก
พนัธ์ุ (homogeneous differential equation) ถา้ M(x, y) และ N(x, y) เป็นฟังกช์นัเอกพนัธุ์ทีÉมี
ดีกรเีทา่กนั หรอืพิจารณาสมการเชิงอนพุนัธ์

dy

dx
= F (x, y)

เป็นสมการเชิงอนพุนัธเ์อกพนัธ์ก็ุตอ่เมืÉอ F (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุดี์กรี Ř
วธีิหาผลเฉลย เนืÉองจาก F (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุดี์กรี Ř ดงันัÊน F (x, y) = F (λx, λy)

ให้ λ =
1

x
เมืÉอ x > 0 และ λ = −1

x
เมืÉอ x < 0 จะไดว้า่

F (x, y) = F (λx, λy) = F
(
1,

y

x

)
= G

(y
x

)
ดงันัÊนสมการเชิงอนพุนัธเ์อกพนัธุจ์ะอยูใ่นรูป

dy

dx
= G

(y
x

)
ให้ v =

y

x
แลว้ y = vx ดงันัÊน dy

dx
= v + x

dv

dx
ทาํใหไ้ดว้า่

v + x
dv

dx
= G(v)

เห็นไดช้ดัวา่เป็นสมการแบบแยกตวัแปรไดใ้นพจนข์อง x และ v

ตัวอย่าง ş.ś.Ŝ จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์
(y2 − x2) dx+ xy dy = 0



ş.ś. สมการเอกพนัธ์ุ Śŝś

ตัวอย่าง ş.ś.ŝ จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์

x
dy

dx
− y = xcos

(y
x

)



ŚŝŜ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้
ตัวอย่าง ş.ś.Ş จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

xyy′ = x2e−
y
x + y2 เมืÉอ y(1) = 0



ş.ś. สมการเอกพนัธ์ุ Śŝŝ

แบบฝึกหดั ş.ś
ř. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř dy

dx
=

y2 + 2xy

x2

ř.Ś x dy −
(
xtan

(y
x

)
+ y
)
dx = 0

ř.ś (x2y + y3) dx+ x3 dy = 0

ř.Ŝ 2xy dx+ (x2 + y2) dy = 0

ř.ŝ xy′ = x+ y

ř.Ş x
(
1 + ℓn

(y
x

))
y′ = y

ř.ş 2x dy − 2y dx =
√
x2 + 4y2 dx เมืÉอ x > 0

ř.Š 2ye
x
y dx = (2xe

x
y − y) dy

Ś. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

Ś.ř dy

dx
=

x+ y

x− y
เมืÉอ y(−1) = 0

Ś.Ś x2y dx− (x3 − y3) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 1

Ś.ś 14xyy′ = 6x2 − 7y2 เมืÉอ y(−2) = 1

Ś.Ŝ x2y′ = 3x2 − 2xy + y2 เมืÉอ y(1) =
3

2



ŚŝŞ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ş.Ŝ สมการแม่นตรง

บทนิยาม ş.Ŝ.ř สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธแ์ม่น
ตรง (exact differential equation) ก็ตอ่เมืÉอมีฟังกช์นั F (x, y) ทีÉทาํให้

∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

ทกุ ๆ (x, y) ในอาณาบรเิวณ R

วธีิหาผลเฉลย เนืÉองจาก M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 ดงันัÊน dF (x, y) = 0 นัÊนคือ
ผลเฉลยทัÉวไปของสมการแมน่ตรงคือ F (x, y) = c

จากสมบตัิคา่เชิงอนพุนัธจ์ะไดว้า่
dF (x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy = M(x, y) dx+N(x, y) dy

ดงันัÊน
∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

จะไดว้า่ ∂2F

∂y∂x
=

∂M

∂y
และ ∂2F

∂x∂y
=

∂N

∂x
ถา้ M,N,

∂M

∂y
และ ∂N

∂x
ตอ่เนืÉองในอาณา

บรเิวณ R จะไดว้า่
∂M

∂y
=

∂N

∂x

ดงันัÊน
F (x, y) =

∫
M(x, y) dx+ C(y)

หา C(y) ไดจ้าก ∂F

∂y
= N(x, y)

ในทาํนองเดียวกนั
F (x, y) =

∫
N(x, y) dy + C(x)

หา C(x) ไดจ้าก ∂F

∂x
= M(x, y)



ş.Ŝ. สมการแม่นตรง Śŝş

ตัวอย่าง ş.Ŝ.Ś จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์
(2xy3 − ye−x) dx+ (3x2y2 + e−x − 4) dy = 0



ŚŝŠ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้
ตัวอย่าง ş.Ŝ.ś จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

x+ y2

xy2
dy − y − 4

x2
dx = 0 เมืÉอ y(−1) = 1



ş.Ŝ. สมการแม่นตรง Śŝš

แบบฝึกหดั ş.Ŝ
ř. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř 2x− y3 − 3xy2y′ = 0

ř.Ś (2x− 5y) dy = (6x− 2y) dx

ř.ś x(xcos(x2y)− 2y)y′ + 2xycos(x2y) = y2

ř.Ŝ (sinxy + xy + cosxy)dy
dx

+ y2cosxy = 0

ř.ŝ 3xy + 1

y
dx+

2y − x

y2
dy = 0

ř.Ş πy + (πx+ arcsiny)dy
dx

= sinx
ř.ş ℓny

x
dx+ (

ℓnx
y

+ siny) dy = 0

ř.Š (2xyex
2
+ siny) dx+ (x2ex

2y + xcosy − y) dy = 0

Ś. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
Ś.ř (3x2y + 2xy) dx+ (x3 + x2 + 2y) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 2

Ś.Ś (ey + yex) dx− (ex + xey) dy = 0 เมืÉอ y(1) = 0

Ś.ś (sin2x− 2ycosx)y′ − 2ysinxcosx+ y2sinx = 0 เมืÉอ y(0) = −2

Ś.Ŝ ℓn(1 + y2) =

(
1

y
− 2xy

1 + y2

)
dy

dx
เมืÉอ y(2) =

√
e− 1



ŚŞŘ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ş.ŝ ตัวประกอบปริพนัธ์
ในกรณีทีÉ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นไมเ่ป็นสมการแมน่ตรงแตมี่ µ(x, y) ทีÉทาํให้

µ(x, y)(M(x, y) dx+N(x, y) dy) = 0

เป็นสมการแมน่ตรง เราจะเรยีกฟังกช์นั µ(x, y) นี Êวา่ตัวประกอบปริพนัธ์ (integrating factor) ของ
สมการเชิงอนพุนัธนี์ Ê แลว้

∂(µM)

∂y
=

∂(µN)

∂x

µ
∂M

∂y
+M

∂µ

∂y
= µ

∂N

∂x
+N

∂µ

∂x

ดงันัÊน
1

µ

(
N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y

)
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

กรณีทีÉ ř. µ เป็นฟังกช์นัของตวัแปร x เพียงอยา่งเดียว
1

µ
N
dµ

dx
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
d

dx
ℓn|µ| = ∂M

∂y
− ∂N

∂x

d

dx
ℓn|µ| = 1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= f(x)

ดงันัÊน µ = e
∫
f(x) dx

กรณีทีÉ Ś. µ เป็นฟังกช์นัของตวัแปร y เพียงอยา่งเดียว
d

dy
ℓn|µ| = 1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
= g(y)

ดงันัÊน µ = e
∫
g(y) dy สรุปไดว้า่

ř. สาํหรบั f(x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
มีตวัประกอบปรพินัธเ์ป็น µ = e

∫
f(x) dx

Ś. สาํหรบั g(y) =
1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
มีตวัประกอบปรพินัธเ์ป็น µ = e

∫
g(y) dy



ş.ŝ. ตวัประกอบปรพินัธ์ ŚŞř

ตัวอย่าง ş.ŝ.ř จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
ř. (3x+ 2y2) dx+ 2xy dy = 0

Ś. (x2 + y2 + 1) dx+ x(x− 2y) dy = 0



ŚŞŚ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้
ตัวอย่าง ş.ŝ.Ś จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

y(1 + x2y)dx− xdy = 0 เมืÉอ y(0) = −1



ş.ŝ. ตวัประกอบปรพินัธ์ ŚŞś

แบบฝึกหดั ş.ŝ
ř. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř 2xy dx+ (x3 + 2xy) dy = 0

ř.Ś (4xy − 3x− 3x2) dy − (2xy − y2 + y) dx = 0

ř.ś (xy + y − 1) dx+ x3 x dy = 0

ř.Ŝ y(x+ y3) dx+ x(y3 − x) dy = 0

ř.ŝ (xy − x2)y′ − xy + 1 = 0

ř.Ş (1 + xsiny)y′ + cosy = 0

Ś. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ
Ś.ř 2y(x2 − y + x) dx+ (x2 − 2y) dy = 0 เมืÉอ y(0) = −1

Ś.Ś (x2 + y) dx+ (x2cosy − x) dy = 0 เมืÉอ y(2) = 0

Ś.ś 1 + (xtany − 2secy)y′ = 0 เมืÉอ y(−1) = π



ŚŞŜ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ş.Ş สมการเชิงเส้นอันดับหนึÉง

บทนิยาม ş.Ş.ř สมการเชิงเสน้อนัดบัหนึÉง คือสมการเชิงอนพุนัธที์Éอยูใ่นรูป
dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

วธีิหาผลเฉลย สามารถจดัรูปไดเ้ป็น [P (x)y −Q(x)] dx+ dy = 0

ดงันัÊน M(x, y) = P (x)y −Q(x) และ N(x, y) = 1 จะไดว้า่

P (x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

ดงันัÊน µ = e
∫
P (x) dx

µ
dy

dx
+ µP (x)y = µQ(x)

d

dx
(µy) = µQ(x)

µy =

∫
µQ(x) dx+ C

ดงันัÊนผลเฉลยทัÉวไปคือ
y =

1

µ

(∫
µQ(x) dx+ C

)
ตัวอย่าง ş.Ş.Ś จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ dy

dx
− 2xy = x



ş.Ş. สมการเชงิเสน้อนัดบัหนึÉง ŚŞŝ

ตัวอย่าง ş.Ş.ś จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ (ycotx− sec2x) dx+ dy = 0

ตัวอย่าง ş.Ş.Ŝ จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
(xy + x+ x3) dx+ (1 + x2) dy = 0 เมืÉอ y(0) = 1



ŚŞŞ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

สมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัหนึÉงดีกรีหนึÉงบางสมการไม่เป็นสมการเชิงเสน้ เราอาจทาํให้เป็นสมการ
เชิงเสน้โดยอาศยัการเปลีÉยนตวัแปรทีÉเหมาะสม เชน่สมการตอ่ไปนีÊจะเรยีกวา่ สมการแบร์นูลลี
(Bernoulli's equation)

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn

เมืÉอ n เป็นคา่คงตวั เปลีÉยนตวัแปรโดยให้ z = y1−n จะสมการแบรน์ลูลีจะเปลีÉยนเป็นสมการเชิงเสน้
อนัดบัหนึÉง

dz

dx
+ (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x)

จะได้ µ = e
∫
(1−n)P (x) dx ดงันัÊนผลเฉลยทัÉวไปคือ z =

1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
หรอื

y1−n =
1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
ตัวอย่าง ş.Ş.ŝ จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ (1 + x2)

dy

dx
+ xy = xy3



ş.Ş. สมการเชงิเสน้อนัดบัหนึÉง ŚŞş
ตัวอย่าง ş.Ş.Ş จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

dy

dx
+

y

2x
=

x

y3
เมืÉอ y(1) = 2



ŚŞŠ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

แบบฝึกหดั ş.Ş
ř. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

ř.ř dy

dx
+ ycotx = 5ecosx

ř.Ś x2y′ + 3xy + 2x5 = 0

ř.ś (2y − 4) dx+ dy = 0

ř.Ŝ x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2

ř.ŝ y′ − y =
1

1− e−x

ř.Ş dy

dx
+

y

xℓnx = x2

ř.ş (3xy − 4y − 3x) dx+ (x2 − 3x+ 2) dy = 0

ř.Š 2(y − 3sinx)cosx dx+ sinx dy = 0

ř.š (x2 + y2) dx− 2xy dy = 0

ř.řŘ (y + xy2) dx− dy = 0

Ś. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีÊ

Ś.ř (x− 1)3
dy

dx
+ 4(x− 1)2y = x+ 1 เมืÉอ y(3) =

1

2

Ś.Ś (y − exsinx) dx+ dy = 0 เมืÉอ y(0) = −1

Ś.ś (cosx)y′ + y = 1 เมืÉอ y(π
4
) = 2

Ś.Ŝ dy

dx
+

x3y

x4 + 1
= x7 เมืÉอ y(0) = 1

Ś.ŝ xy′ + y = y2x2ex เมืÉอ y(1) = e

Ś.Ş x
dy

dx
+ y + 3 = x3(y + 3)3 เมืÉอ y

(
−1

2

)
= −1



ş.Ş. สมการเชงิเสน้อนัดบัหนึÉง ŚŞš

แบบฝึกหดับททีÉ ş
ř. จงแสดงวา่ฟังกช์นัทีÉกาํหนดใหเ้ป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์

ř.ř y = cx+
√
1− c2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

ř.Ś (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทัÉวไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

ř.ś y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

ř.Ŝ y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0

Ś. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ 3(4y2 + 1)dx = y(x− 1)dy

ś. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ 1 + ex

1− e−y
dy + ex+ydx = 0

Ŝ. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
√
x2 + 1

dy

dx
=

x

y
เมืÉอ y(

√
3) = 2

ŝ. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการเชิงอนพุนัธ์
ŝ.ř xy′ = x− y

ŝ.Ś (x3 + y3)dx+ 2y2xdy = 0

ŝ.ś (sin2x− 2ycosx)y′ + 2y sinxcosx+ y2sinx = 0

ŝ.Ŝ ℓny
x

dx+

(
ℓnx
y

+ siny
)
dy = 0

ŝ.ŝ (xy − x2)y′ − xy + 1 = 0

ŝ.Ş x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2

ŝ.ş dy

dx
+ ycotx = 3e2cosx

ŝ.Š x2y′ + 3xy + 2x5 = 0

ŝ.š (2y − 4) dx+ dy = 0

ŝ.řŘ y(1 + x2y)dx− xdy = 0

ŝ.řř (y − sinx)cosxdx+ sinxdy = 0

ŝ.řŚ 1 + ex

1− e−y
dy + ex+y dx = 0

ŝ.řś (x2y + x2) dx = (xy2 − y2) dy

ŝ.řŜ (x2 + 1)y′ + y2 + 1 = 0

ŝ.řŝ (x2y2secxtanx+ xy2secx) dx+ xy3 dy = 0



ŚşŘ บททีÉ ş. สมการเชงิอนพุนัธ์เบื Êองตน้

ŝ.řŞ 3xy + 1

y
dx+

2y − x

y2
dy = 0

ŝ.řş πy + (πx+ arcsiny)dy
dx

= sinx
ŝ.řŠ ℓny

x
dx+ (

ℓnx
y

+ siny) dy = 0

ŝ.řš (2xyex
2
+ siny) dx+ (x2ex

2y + xcosy − y) dy = 0

Ş. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
Ş.ř (ey + yex)dx+ (ex + xey)dy = 0 เมืÉอ y(1) = 0

Ş.Ś dy

dx
=

x+ y

x− y
เมืÉอ y(−1) = 0

Ş.ś (y − exsinx)dx+ xdy = 0 เมืÉอ y(0) = 0

Ş.Ŝ x2y′ = 2x2 − 2xy + y2 เมืÉอ y(1) = 3

Ş.ŝ (y − exsinx)dx+ dy = 0 เมืÉอ y(0) = −1

Ş.Ş cosxdy
dx

+ ysinx = 1 เมืÉอ y
(π
4

)
= 0

Ş.ş sinxdy
dx

+ ycosx = sec2x เมืÉอ y
(π
4

)
=

√
2

Ş.Š x2 dy

dx
− 2xy = 3y4 เมืÉอ y(1) = 1

Ş.š ℓn(1 + y2) =

(
1

y
− 2xy

1 + y2

)
dy

dx
เมืÉอ y(2) =

√
e− 1

Ş.řŘ y(1 + x2y) dx− x dy = 0 เมืÉอ y(1) = −1

Ş.řř (x2 + y) dx+ (x2cosy − x) dy = 0 เมืÉอ y(2) = 0

Ş.řŚ 1 + (xtany − 2secy)y′ = 0 เมืÉอ y(−1) = π

Ş.řś dy

dx
+

x3y

x4 + 1
= x7 เมืÉอ y(0) = 1

Ş.řŜ xy′ + y = y2x2ex เมืÉอ y(1) = e

Ş.řŝ x
dy

dx
+ y + 3 = x3(y + 3)3 เมืÉอ y

(
−1

2

)
= −1

ş. จงหาผลเฉลยทัÉวไปของสมการ
dy

dx
=

2x+ y

x+ 2y

Š. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ
(x2 − 1)

dy

dx
+ 2y = (x+ 1)2(x− 1) เมืÉอ y(0) = 1

š. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ
(sin2x− 2ycosx)y′ − 2ysinxcosx+ y2sinx = 0

เมืÉอ y(0) = −2
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สรุปสูตรเกีÉยวกับแคลคูลัส
เอกลักษณต์รีโกณมติิ

ř. sinxcscx = 1

Ś. cosxsecx = 1

ś. cotxtanx = 1

Ŝ. sin2x+ cos2x = 1

ŝ. sec2x− tan2x = 1

Ş. csc2x− cot2x = 1

ş. sin(−x) = −sinx
Š. cos(−x) = cosx
š. tan(−x) = −tanx
řŘ. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
řř. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny
řŚ. tan(x± y) =

tanx± tany
1∓ tanxtany

řś. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x
řŜ. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

řŝ. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

řŞ. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

řş. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

řŠ. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

řš. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x
sin2x

ŚŘ. sin3x = 3sinx− 4sin3x
Śř. cos3x = 4cos3x− 3cosx
ŚŚ. sin3x =

1

4
[3sinx− sin3x]

Śś. cos3x =
1

4
[3cosx+ cos3x]

ŚŜ. tan3x =
3tanx− tan3x
1− 3tan2x

Śŝ. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

ŚŞ. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

Śş. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

ŚŠ. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

Śš. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

śŘ. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

śř. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

śŚ. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



อนุพนัธข์องฟังกชั์น

ř. d

dx
C = 0

Ś. d

dx
x = 1

ś. d

dx
xn = nxn−1

Ŝ. (af)′(x) = af ′(x)

ŝ. (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

Ş. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

ş.
(
f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

Š. (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

š. d

dx
ex = ex

řŘ. d

dx
ax = axℓna

řř. d

dx
ℓn|x| = 1

x

řŚ. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
řś. d

dx
sinx = cosx

řŜ. d

dx
cosx = −sinx

řŝ. d

dx
tanx = sec2x

řŞ. d

dx
secx = secxtanx

řş. d

dx
cotx = −csc2x

řŠ. d

dx
cscx = −cscxcotx

řš. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

ŚŘ. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

Śř. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

ŚŚ. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

Śś. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

ŚŜ. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ค่าเชิงอนุพนัธ์
ř. dC = 0

Ś. d(u+ v) = du+ dv

ś. d(ku) = kdu

Ŝ. u′dx = du

ŝ. d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2

Ş. d(uv) = vdu+ udv

ş. df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy



ปริพนัธข์องฟังกชั์น
ř.
∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx

Ś.
∫

f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

ś.
∫

kdx = kx+ C

Ŝ.
∫

vdu = uv −
∫

vdu

ŝ.
∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1

Ş.
∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C

ş.
∫

exdx = ex + C

Š.
∫

eaxdx =
1

a
eax + C

š.
∫

axdx =
ax

ℓna + C

řŘ.
∫

sinxdx = −cosx+ c

řř.
∫

cosxdx = sinx+ C

řŚ.
∫

sec2xdx = tanx+ C

řś.
∫

secxtanxdx = secx+ C

řŜ.
∫

csc2xdx = −cotx+ C

řŝ.
∫

cscxcotxdx = −cscx+ C

řŞ.
∫

tanxdx = ℓn|secx|+ C

řş.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

řŠ.
∫

cotxdx = ℓn|sinx|+ C

řš.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C



ŚŘ.
∫

eaxsinbxdx =
eax

a2 + b2
(asinbx− bcosbx) + C

Śř.
∫

eaxcosbxdx =
eax

a2 + b2
(acosbx+ bsinbx) + C

ŚŚ.
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

Śś.
∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

ŚŜ.
∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C

Śŝ.
∫

ℓnxdx = xℓnx− x+ C

ŚŞ.
∫

cosaxdx =
1

a
sinax+ C

Śş.
∫

sinaxdx = −1

a
cosax+ C

ŚŠ.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

Śš.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

śŘ.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

śř.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

śŚ.
∫

arcsecxdx = xarcsecx− ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C

śś.
∫

arccscxdx = xarccscx+ ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C
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