
เฉลย Assignment 4
MAC1303 แคลคูลัส ๒

หัวขอ อนุกรมเทยเลอร ฟงกชันในรูปอนุกรมกำลัง สัปดาหที่ 4 คะแนน 10 คะแนน
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

1. จงหาพหุนามเทยเลอร T4(x) ของฟงกชัน

f(x) = 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1

รอบจุด 1 พรอมทั้งพิจารณาวา T4(x) และ f(x) เปนฟงกชันเดียวกันหรือไม
แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) = 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1 f(1) = 15

f ′(x) = 20x3 + 12x2 + 6x+ 2 f ′(1) = 40

f ′′(x) = 60x2 + 24x+ 6 f ′′(1) = 90

f ′′′(x) = 120x+ 24 f ′′′(1) = 144

f (4)(x) = 120 f (4)(1) = 120

จะไดวา

T4(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3 +

f (4)(1)

4!
(x− 1)4

= 15 + 40(x− 1) +
90

2
(x− 1)2 +

144

6
(x− 1)3 +

120

24
(x− 1)4

= 15 + 40(x− 1) + 45(x− 1)2 + 24(x− 1)3 + 5(x− 1)4

กระจายพจนในพหุนาม T4(x) จะได

T4(x) = 15 + 40(x− 1) + 45(x− 1)2 + 24(x− 1)3 + 5(x− 1)4

= 15 + 40x− 40 + 45x− 45(x2 − 2x+ 1) + 24(x3 − 3x2 + 3x− 1)

+ 5(x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1)

= 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1

ดังนั้น f(x) = T4(x)
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2. ให f(x) =
√
x+ 1 จงประมาณคาของ

√
1.2 โดยใชพหุนามแมคลอรินดีกรี 5 ของ f

พรอมทั้งหาขอบเขตความผิดผลาด
แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) =
√
x+ 1 f(0) = 1

f ′(x) =
1

2
(x+ 1)−

1
2 f ′(0) =

1

2

f ′′(x) = −1

4
(x+ 1)−

3
2 f ′′(0) = −1

4

f ′′′(x) =
3

8
(x+ 1)−

5
2 f ′′′(0) =

3

8

f (4)(x) = −15

16
(x+ 1)−

7
2 f (4)(0) = −15

16

f (5)(x) = +
105

32
(x+ 1)−

9
2 f (5)(0) =

105

32

f (6)(x) = −945

64
(x+ 1)−

11
2

จะไดวา

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4 +

f (5)(0)

5!
x5

= 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 − 5

128
x4 +

7

8
x5

ประมาณคา
√
1.2 โดยแทน x = 0.2 ใน T5(x) จะได
√
1.2 = f(0.2)

≈ T5(0.2) = 1 +
1

2
(0.2)− 1

8
(0.2)2 +

1

16
(0.2)3 − 5

128
(0.2)4 +

7

256
(0.2)5

= 1 + 0.1− 0.005 + 0.0005− 0.0000625 + 0.000000178571

= 1.09544625

ให 0 < c < 0.2 และ

|R5(0.2)| =
∣∣∣∣f (5)(c)

6!
(0.2)6

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−945(c+ 1)−

11
2

64 · 6!
(0.2)6

∣∣∣∣∣
=

945(0.2)6

64 · 6!
·

∣∣∣∣∣ 1

(c+ 1)
11
2

∣∣∣∣∣
พิจารณา

1 < c+ 1 < 1.2

1 < (c+ 1)
11
2 < 1.2

11
2

1

1.2
11
2

<
1

(c+ 1)
11
2

< 1

จะไดวา

|R5(0.2)| =
945(0.2)6

64 · 6!
·

∣∣∣∣∣ 1

(c+ 1)
11
2

∣∣∣∣∣ < 945(0.2)6

64 · 6!
· 1 = 0.0000013125
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3. ให f(x) = x sin x จงประมาณคาของ
∫ 1

0

f(x) dx โดยใชพหุนามแมคลอรินดีกรี 5 ของ f

พรอมทั้งหาขอบเขตความผิดผลาด
แนวคำตอบ พิจารณา

g(x) = sinx g(0) = 0

g′(x) = cosx g′(0) = 1

g′′(x) = − sinx g′′(0) = 0

g′′′(x) = − cosx g′′′(0) = −1

g(4)(x) = sinx g(4)(0) = 0

g(5)(x) = cosx g(5)(0) = 1

g(6)(x) = − sinx

จะไดวา

g(x) = g(0) + g′(0)x+
g′′(0)

2!
x2 +

g′′′(0)

3!
x3 +

g(4)(0)

4!
x4 +

g(5)(0)

5!
x5 +R5(x)

g(x) = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 +R5(x)

f(x) = x sin x = xg(x) = x2 − 1

3!
x4 +

1

5!
x6 + xR5(x)

จะไดวา ∫ 1

0

f(x) dx ≈
∫ 1

0

x2 − 1

3!
x4 +

1

5!
x6dx

=

[
1

3
x3 − 1

3! · 5
x5 +

1

5! · 7
x7

]1
0

=
1

3
− 1

3! · 5
+

1

5! · 7
= 0.301190476

ให 0 < c < 1 จะไดวา R5(x) =
f (6)(c)

6!
x6 =

− sin c

6!
x6 ดังนั้นความผิดผลาดคือ∣∣∣∣∫ 1

0

xR5(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|xR5(x)| dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣x · − sin c

6!
x6

∣∣∣∣ dx
≤

∫ 1

0

∣∣∣∣ 16!x7

∣∣∣∣ dx (| sin c| ≤ 1)

=
1

6!

∫ 1

0

x7 dx =
1

6!

[
1

8
x8

]1
0

=
1

6! · 8
= 0.000173611
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4. จงหาอนุกรมเทยเลอรของ
f(x) =

1

2 + x
รอบจุด 0

และหาอนุกรมกำลังของฟงกชัน f พรอมทั้งตรวจสอบวาอนุกรมที่ไดเทากันหรือไม
แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) =
1

2 + x
f(0) =

1

2

f ′(x) = (−1)(2 + x)−2 f ′(0) =
(−1)

22

f ′′(x) = (−1)(−2)(2 + x)−3 f ′′(0) =
2!

23

f ′′′(x) = (−1)(−2)(−3)(2 + x)−4 f ′′′(0) =
(−1)3!

24

f (4)(x) = (−1)(−2)(−3)(−4)(2 + x)−5 f (4)(0) =
4!

25
...

f (n)(x) = (−1)nn!(2 + x)−(n+1) f (n)(0) =
(−1)nn!

2n+1

จะไดวา

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)nn!

n! · 2n+1
xn =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
xn

หาอนุกรมกำลังของฟงกชันนี้โดยใชอนุกรมเรขาคณิต

1

2 + x
=

1

2

[
1

1 + x
2

]
=

1

2

∞∑
n=0

(−x

2
)n เมื่อ

∣∣∣−x

2

∣∣∣ < 1

=
1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n
xn เมื่อ

∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1

=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
xn เมื่อ |x| < 2

การหาอนุกรมกำลังของ f จากทั้งสองวิธีเปนอนุกรมเดียวกัน
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5. จงหาอนุกรมเทยเลอร f(x) = x ln(2− x) รอบจุด 1 โดยใชตารางอนุกรมเทยเลอร
แนวคำตอบ พิจารณา

ln(x+ 1) =
∞∑
n=0

(−1)n−1x
n

n
เมื่อ |x| < 1

ln(2− x) = ln((1− x) + 1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 (1− x)n

n
เมื่อ |1− x| < 1

=
∞∑
n=1

(−1)n−1 (−1)n(x− 1)n

n
เมื่อ 0 < x < 1

=
∞∑
n=1

(−1)
(x− 1)n

n
เมื่อ 0 < x < 1

ให 0 < x < 1 จะไดวา

x ln(2− x) = (x− 1 + 1) ln(2− x) = (x− 1) ln(2− x) + ln(2− x)

= (x− 1)
∞∑
n=1

(−1)
(x− 1)n

n
+

∞∑
n=1

(−1)
(x− 1)n

n

=
∞∑
n=1

(−1)
(x− 1)n+1

n
+

∞∑
n=1

(−1)
(x− 1)n

n

= −(x− 1)2 − 1

2
(x− 1)3 − 1

3
(x− 1)4 − 1

4
(x− 1)5 − · · ·

− (x− 1)− 1

2
(x− 1)2 − 1

3
(x− 1)3 − 1

4
(x− 1)4 − · · ·

= −(x− 1)− 3

2
(x− 1)2 − 5

6
(x− 1)3 − 7

12
(x− 1)4 − · · ·

6. จงหาอนุกรมเทยเลอร f(x) = sin2 x รอบจุด 0 โดยใชตารางเทยเลอร
แนวคำตอบ พิจารณา

f(x) = sin2 x =
1

2
− 1

2
cos 2x

=
1

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!

=
1

2
−

∞∑
n=0

(−1)n
22n−1x2n

(2n)!

=
1

2
− 1 + x2 − 1

3
x4 +

2

45
x6 − · · ·

= −1

2
+ x2 − 1

3
x4 +

2

45
x6 − · · ·
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7. จงหาฟงกชันผลบวกของอนุกรม
∞∑
n=1

(−1)nnx4n+3

(2n)!

แนวคำตอบ พิจารณา

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

cos(x2) =
∞∑
n=0

(−1)n
(x2)2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)n
x4n

(2n)!

d

dx
cos(x2) =

d

dx

∞∑
n=0

(−1)n
(x2)2n

(2n)!

−2x sin(x2) =
∞∑
n=0

(−1)n
4nx4n−1

(2n)!

−1

2
x sin(x2) =

∞∑
n=0

(−1)n
nx4n−1

(2n)!

−x41

2
x sin(x2) = x4

∞∑
n=0

(−1)n
nx4n−1

(2n)!

−1

2
x5 sin(x2) =

∞∑
n=0

(−1)n
nx4n+3

(2n)!

8. จงใชอนุกรมเทยเลอรหาคาลิมิตของ lim
x→0

x− arctanx

x3

แนวคำตอบ จาก

arctan x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·

จะไดวา

lim
x→0

x− arctanx

x3
= lim

x→0

x−
(
x− x3

3
+ x5

5
− x7

7
+ · · ·

)
x3

= lim
x→0

x3

3
− x5

5
+ x7

7
− · · ·

x3

= lim
x→0

(
1

3
− x2

5
+

x4

7
− · · ·

)
=

1

3
#
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