
เฉลย Assignment 13
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน

หัวขอ้ สมการพทีาโกรัส สัปดาห์ที่ 15 คะแนนเตม็ 10 คะแนน
ผูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. ให้ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน จงแสดงวา่ gcd(a, c) = 1

บทพิสจูน์ . สมมติ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน นัน่คอื gcd(a, b, c) = 1 ให้ gcd(a, c) = d สมมตวิา่
มจีำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | d จะไดว้า่

p | a และ p | c ดังน้ัน p | −a2 และ p | c2

ฉะน้ัน p | (c2 − a2) แลว้ p | b2 นัน่คอื p | b ทำใหไ้ดว้า่ p | gcd(a, b, c) หรอื p | 1 เกดิขอ้ขัดแยง้ ดังน้ัน d = 1

2. ให้ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน จงแสดงวา่ gcd(b, c) = 1

บทพิสจูน์ . สมมติ {a, b, c} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน นัน่คอื gcd(a, b, c) = 1 ให้ gcd(b, c) = d สมมตวิา่
มจีำนวนเฉพาะ p ซึง่ p | d จะไดว้า่

p | b และ p | c ดังน้ัน p | −b2 และ p | c2

ฉะน้ัน p | (c2 − b2) แลว้ p | a2 นัน่คอื p | a ทำใหไ้ดว้า่ p | gcd(a, b, c) หรอื p | 1 เกดิขอ้ขัดแยง้ ดังน้ัน d = 1

3. ในป ี ค.ศ. 1920 Leonard Eugene Dickson ไดใ้หผ้ลเฉลยสมการพทีาโกรัส x2 + y2 = z2 คอื

x = r + s, y = r + t และ z = r + s+ t เมือ่ r2 = 2st โดยที่ r, s, t ∈ N

จงแสดงวา่ {r + s, r + t, r + s+ t} โดยที่ r2 = 2st เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส
และจงยกตัวอยา่งสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน (PTT) ทีไ่ดจ้ากสตูรของ Dickson มาอยา่งนอ้ย 3 ชดุ

บทพิสจูน์ . ให้ r, s, t ∈ N โดยที่ r2 = 2st จะไดว้า่

(r + s)2 + (r + t)2 = r2 + 2rs+ s2 + r2 + 2rt+ t2

= r2 + s2 + t2 + 2rs+ 2rt+ 2st

= (r + s+ t)2

ดังน้ัน {r + s, r + t, r + s+ t} เปน็สามสิง่อันดับพทีาโกรัส เมือ่ r2 = 2st โดยที่ r, s, t ∈ N

พจิารณาคา่ตา่ง ๆ ทีส่อดคลอ้งจากตาราง

r s t r2 = 2st x = r + s y = r + t z = r + s+ t
1 2 2 4 3 4 5
1 18 6 216 7 24 25
2 9 6 36 8 15 17
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4. จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานทีเ่กดิจากจำนวน 39 และ 40
แนวคำตอบ
กรณี x = 39 จะไดว้า่ 39 = 1 · 39 = 3 · 13 = (u− v)(u+ v) ดังน้ัน

u− v = 1 u− v = 3
u+ v = 39 u+ v = 13

u = 20 u = 8
v = 19 v = 5

ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานคอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

8 5 39 80 89
20 19 39 760 761

กรณี x = 40 จะไดว้า่ 40 = 2 · 20 = 2(1 · 20) = 2(2 · 10) = 2(4 · 5) = 2uv ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐม
ฐานคอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

20 1 399 40 401
5 4 9 40 41

5. จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานทีเ่กดิจากจำนวน 36 และ 45
แนวคำตอบ
กรณี x = 36 จะไดว้า่ 36 = 2 · 18 = 2(1 · 18) = 2(2 · 9) = 2(3 · 6) = 2uv ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐาน
คอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

18 1 321 36 325
9 2 77 36 85

กรณี x = 45 จะไดว้า่ 45 = 1 · 45 = 5 · 9 = (u− v)(u+ v) ดังน้ัน

u− v = 1 u− v = 5
u+ v = 45 u+ v = 9

u = 23 u = 7
v = 22 v = 2

ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานคอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

7 2 45 28 89
23 12 45 552 673
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6. จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจากจำนวน 100
แนวคำตอบ
กรณี 100 = 2 · 50 = 2(1 · 50) = 2(2 · 25) = 2(5 · 10) = 2uv

กรณี 100 = 1 · 100 = 2 · 50 = 4 · 25 = 5 · 20 = 10 · 10 = (u− v)(u+ v) ดังน้ัน

u− v = 2
u+ v = 50

u = 26
v = 24

ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานคอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

50 1 2499 100 2501
25 2 621 100 629
10 5 125 100 75
26 24 100 1248 1252

7. จงหาสามสิง่อันดับพทีาโกรัสทีเ่กดิจากจำนวน 144
แนวคำตอบ
กรณี 144 = 2 · 72 = 2(1 · 72) = 2(2 · 36) = 2(3 · 24) = 2(4 · 18) = 2(6 · 12) = 2(8 · 9) = 2uv

กรณี 144 = 1 · 144 = 2 · 72 = 3 · 48 = 4 · 36 = 6 · 24 = 8 · 18 = 9 · 16 = 12 · 12 = (u− v)(u+ v) ดังน้ัน

u− v = 2 u− v = 4 u− v = 6 u− v = 8
u+ v = 72 u+ v = 36 u+ v = 24 u+ v = 18

u = 37 u = 20 u = 15 u = 13
v = 35 v = 16 v = 9 v = 5

ดังน้ันสามสิง่อันดับพทีาโกรัสปฐมฐานคอื

u v a = u2 − v2 b = 2uv c = u2 + v2

72 1 5183 144 5185
36 2 1292 144 1300
24 3 585 144 603
18 4 308 144 340
12 6 108 144 180
9 8 17 144 145
37 35 144 2590 2594
20 16 144 640 656
15 9 144 270 306
13 5 144 130 194
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8. จงแสดงวา่ ถา้ 4 | (x2 + y2 + z2) แลว้ x, y, z เปน็จำนวนคู่

บทพิสจูน์ . โดยข้ันตอนการหาร สำหรับจำนวนเตม็ a ใด ๆ a ≡ 0, 1, 2, 3 (mod 4) ดังน้ัน a2 ≡ 0, 1, 4, 9 (mod 4)

นัน่คอื
a2 ≡ 0, 1 (mod 4)

ให้ x, y, z ∈ Z พสิจูน์โดยวธิแียง้สลับที่ สมมตวิา่ x เปน็จำนวนคี่ (ใน x, y, z มบีางตัวเปน็จำนวนคี)่ x2 ≡ 1 (mod 4)
และ

y2 ≡ 0, 1 (mod 4) และ z2 ≡ 0, 1 (mod 4)

ดังน้ัน
x2 + y2 + z2 ≡ 1, 2 (mod 4)

สรปุไดว้า่ 4 ∤ (x2 + y2 + z2)
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