
เฉลย Assignment 4
MAI1305 ทฤษฎจีำนวน

หัวขอ้ ตัวหารรว่มมาก และสมบัตขิองตัวหารรว่มมาก สัปดาห์ที่ 4 คะแนนเตม็ 10 คะแนน
ผูส้อน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวชิาคณติศาสตร์ คณะครศุาสตร์ มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

1. ให้ a, b, c เปน็จำนวนเตม็ จงพสิจูน์วา่

ถา้ a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว้ a | c

บทพิสจูน์ . ให้ a, b, c เปน็จำนวนเตม็ สมมติ a | bc และ gcd(a, b) = 1 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ x, y, q ซึง่
1 = ax+ by และ bc = aq

ดังน้ัน

c = (ax+ by)c = axc+ (bc)y

= axc+ (aq)y

= a(xc+ qy)

สรปุไดว้า่ a | c

2. ให้ a, b, c เปน็จำนวนเตม็ จงพสิจูน์วา่

ถา้ a | c และ b | c โดยที่ gcd(a, b) = 1 แลว้ ab | c

บทพิสจูน์ . ให้ a, b, c เปน็จำนวนเตม็ สมมติ a | c และ b | c โดยที่ gcd(a, b) = 1 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ x, y, p, q

ซึง่
c = ap, c = bq และ 1 = ax+ by

ดังน้ัน c = acx+ bcy จะไดว้า่

c = a(bq)x+ b(ap)y = ab(qx+ py)

ดังน้ัน ab | c
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3. ให้ a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึง่ gcd(a, b) = 1 จงพสิจุน์วา่ (โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร์)

gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

บทพิสจูน์ . ให้ a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 สมมติ gcd(a, b) = 1

พสิจูน์โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร์ ให้ P (n) แทนขอ้ความ gcd(a, bn) = 1

ข้ันฐาน โดยสมมตฐิานเหน็ไดชั้ดวา่ P (1) เปน็จรงิ
ข้ันอปุนัย ให้ k ∈ N สมมติ gcd(a, bk) = 1 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ x, y ซึง่ 1 = ax+ bky

เนือ่งจาก gcd(a, b) = 1 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ s, t ซึง่ 1 = as+ bt ดังน้ัน

1 = (ax+ bky)(as+ bt)

= a2xs+ abxt+ abkys+ bk+1yt

= a(axs+ bxt+ bkys) + bk+1(yt)

จะไดว้า่ gcd(a, bk+1) = 1 ดังน้ัน P (k + 1) เปน็จรงิ
สรปุไดว้า่ ถา้ gcd(a, b) = 1 แลว้ gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

4. ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ จงพสิจูน์วา่

ถา้ gcd(a− b, a+ b) = 1 แลว้ gcd(a, b) = 1

บทพิสจูน์ . ให้ a, b เปน็จำนวนเตม็ สมมติ gcd(a− b, a+ b) = 1 จะไดว้า่มจีำนวนเตม็ x, y ซึง่

1 = (a− b)x+ (a+ b)y = a(x+ y) + b(y − x)

ดังน้ัน gcd(a, b) = 1

5. จงแสดงวา่ ไมม่จีำนวนเตม็ x, y ทีส่อดคลอ้งกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 7

แนวคำตอบ สมมตวิา่มี x, y ทีส่อดคลอ้งกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 7 จะไดว้า่

7 = gcd(x, y) = gcd(x, 100− x) = gcd(x, 100)

ดังน้ัน 7 | 100 ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้ สรปุไดว้า่ ไมม่จีำนวนเตม็ x, y ทีส่อดคลอ้งกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 7

6. จำนวนเตม็ต้ังแต่ 0 ถงึ 100 ทีเ่ปน็จำนวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 15 มท้ัีงหมดกีจ่ำนวน
แนวคำตอบ กำหนดให้ U = {0, 1, 2, 3, ..., 100} และ

G = {x ∈ U : gcd(x, 15) = 1}

พจิารณา 15 = 3× 5 เนือ่งจาก gcd(x, 15) = 1 ดังน้ัน 3 ∤ x และ 5 ∤ x กำหนดให้

A = {x ∈ U : 3 | x} และ B = {x ∈ S : 5 | x}

เหน็ไดชั้ดวา่ G = (A ∪ B)c ซึง่ตรงกับแผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ดังรปู
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UA B

(A ∩ B)c

จะไดว้า่

A = {0, 3, 6, 9, ..., 99}
B = {0, 5, 10, 15, ..., 100}

A ∩ B = {x ∈ U : 3 | x และ 5 | x} = {0, 15, 30, 45, 60, 75, 90}

เนือ่งจาก |A| = 34, |B| = 21 และ |A ∩ B| = 7 ดังน้ัน

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|
= 34 + 21− 7 = 48

นัน่คอื |G| = |(A ∪ B)c| = |U| − |A ∪ B| = 101− 48 = 53

สปุไดว้า่ จำนวนเตม็ต้ังแต่ 0 ถงึ 100 ทีเ่ปน็จำนวนเฉพาะสัมพัทธ์กับ 15 มท้ัีงหมด 53 จำนวน

7. จงแสดงวา่ สำหรับจำนวนเตม็บวก n ใด ๆ

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

แนวคำตอบ พจิารณา

gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = gcd(n3 + 2n, (n3 + 2n)(n) + (n2 + 1))

= gcd(n3 + 2n, n2 + 1)

= gcd(n(n2 + 1) + n, n2 + 1)

= gcd(n, n2 + 1)

= gcd(n, 1) = 1

สรปุไดว้า่ gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1

8. จงหาตัวหารรว่มมากของ gcd(3054, 12378) โดยวธิแีบบยคุลดิ
แนวคำตอบ

gcd(3054, 12378) = gcd(3054, 3054 · 4 + 162)

= gcd(3054, 162) = gcd(162 · 18 + 138, 162)

= gcd(138, 162) = gcd(138, 138 · 1 + 24)

= gcd(138, 24) = gcd(24 · 5 + 18, 24)

= gcd(18, 24) = gcd(18, 18 · 1 + 6)

= gcd(18, 6) = 6

ดังน้ัน gcd(3054, 12378) = 6 #
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