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บททีÉ 1

วงกลม (CIRCLE)

1.1 สมการวงกลม

บทนิยาม 1.1.1 วงกลม (circle) คือเซตของจดุอยูห่า่งจากจดุคงทีÉดว้ยระยะคงทีÉ

เรยีกจดุคงทีÉวา่ จุดศูนยก์ลาง (center point) และระยะคงทีÉวา่ รัศมี (radius)
กาํหนดให้CP,r เป็นวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่É P (h, k) และมีรศัมี r ซึÉง r ≥ 0 นัÉนคือ

CP,r = {(x, y) |
√

(x− h)2 + (y − k)2 = r}

โดยเรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 วา่ สมการมาตรฐานของวงกลม (standard equation of circle)

(h, k)

(x, y)
r

ในกรณี r = 0 เรยีกวา่วงกลมรศัมีเทา่กบัศนูย์ หรอื CP,0 = {(h, k)} นัÉนคือเซตของวงกลมมีเพียงจดุเดียว-
คือจดุศนูยก์ลาง
ตัวอย่าง 1.1.2 จงเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์

สมการมาตรฐานของวงกลม จดุศนูยก์ลาาง รศัมี

x2 + y2 = 1

x2 + (y − 1)2 = 4

(x+ 1)2 + y2 = 16

(x− 2)2 + (y − 3)2 = 49

(x+ 3)2 + (y − 4)2 = 0

1



2 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ถา้จดัรูปสมการมาตรฐานของวงกลม (x− h)2 + (y − k)2 = r2 จะได้

x2 + y2 − 2hx− 2ky + (h2 + k2 − r2) = 0

เมืÉอกาํหนดให้A = −2h, B = −2k และ C = h2 + k2 − r2 ฉะนัÊน

x2 + y2 + Ax+By + C = 0

ซึÉงจะเรยีกวา่ สมการทัÉวไปของวงกลม (general equation of circle)
และผลทีÉไดต้ามมาคือทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 1.1.3 สมการ x2 + y2 + Ax+By + C = 0 เป็นสมการทัÉวไปของวงกลม ก็ตอ่เมืÉอ(
A

2

)2

+

(
B

2

)2

− C ≥ 0

โดยมีศนูยก์ลางอยูที่É (−A
2
,−B

2
) และรศัมี r =

√(
A
2

)2
+
(
B
2

)2 − C

ตัวอย่าง 1.1.4 จงเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์

สมการ เป็นสมการทัÉวไปของวงกลมหรอืไม่ จดุศนูยก์ลาง รศัมี

x2 + y2 + 2x− 2y − 2 = 0

x2 + y2 + 4x+ 2y + 4 = 0

x2 + y2 + 4x− y + 8 = 0

x2 + y2 − 6x+ 4y + 13 = 0

2x2 + 2y2 + 4x− 2y = 6

ตัวอย่าง 1.1.5 จงวาดกราฟของสมการวงกลมตอ่ไปนีÊ

1. x2 + y2 = 16

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

2. x2 + y2 + 2x− 2y = 7

X

Y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5



1.1. สมการวงกลม 3

ตัวอย่าง 1.1.6 จงหาสมการทัÉวไปของวงกลมแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

1. วงกลมทีÉมี (0, 1) เป็นจดุศนูยก์ลาง และรศัมี 2 หน่วย

2. วงกลมทีÉมี (1, 3) เป็นจดุศนูยก์ลาง และสมัผสัแกน X

3. วงกลมทีÉมี (1, 3) เป็นจดุศนูยก์ลาง และสมัผสัแกน Y

4. วงกลมทีÉมี AB เป็นเสน้ผา่นศนูยก์ลางของวงกลม โดยทีÉ A = (1, 3) และ B = (−5, 11)



4 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ตัวอย่าง 1.1.7 จงหาสมการทัÉวไปของวงกลมทีÉผา่นจดุ (3, 5) และ (0, 6) โดยมีรศัมี 5 หน่วย

ตัวอย่าง 1.1.8 ลากเสน้ตรงจาก P (−1, 5) ไปตัÊงฉากกบัเสน้ตรง y = x ทีÉจดุ Q ให้R เป็นจดุกึÉงกลางของสว่น-
เสน้ตรง PQ แลว้สมการวงกลมทีÉผา่นจดุ R และมีจดุศนูยก์ลางทีÉ (1

2
, 1)

คือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. 4x2 + 4y2 − 4x− 8y − 5 = 0

2. x2 + y2 − x− 2y − 5 = 0

3. 4x2 + 4y2 − 4x− 8y + 5 = 0

4. x2 + y2 − x− 2y + 5 = 0



1.1. สมการวงกลม 5

ตัวอย่าง 1.1.9 วงกลมวงหนึÉงทีÉมีสมการเป็น

x2 + y2 − 4x− 2y + 1 = 0

และสมัผสัแกน Y ทีÉจดุ P ให้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลมและขนานกบัเสน้ตรง 2x − 2y = 1

ระยะระหวา่งจดุ P กบัเสน้ตรง L เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2562)



6 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

1.2 วงกลมกับเส้นตรง

ทฤษฎบีท 1.2.1 ให้L เป็นเสน้ตรงและ C เป็นวงกลม แลว้เป็นไปไดแ้บบใดแบบหนึÉงใน 3 แบบนีÊเทา่นัÊน

1. L ∩ S ไมมี่สมาชิก เรยีกวา่เสน้ตรงไมต่ดักบัวงกลม

2. L ∩ S มีสมาชิกตวัเดียว เรยีกวา่เสน้ตรงสมัผสักบัวงกลม

3. L ∩ S มีสมาชิกสองตวั เรยีกวา่เสน้ตรงตดักบัวงกลม

จากทฤษฎีบทนีÊ สรุปไดว้า่เสน้ตรงกบัวงกลมจะสมัพนัธ์ 3 แบบ ดงัภาพ

1.ไมต่ดักนั 2.สมัผสักนั 3.ตดักนั

บทพิสูจน์. ใหเ้สน้ตรง L มีสมการเป็น y = mx+ c และวงกลม C มีสมการเป็น

(x− h)2 + (y − k)2 = r2

จะไดว้า่

(x− h)2 + [(mx+ c)− k]2 = r2

x2 + 2hx+ h2 +m2x2 + 2mx(c− k) + (c− k)2 = r2

(1 +m2)x2 + (2h+ 2m(c− k))x+ (h2 + (c− k)2 − r2) = 0

Ax2 +Bx+ C = 0

เมืÉอ A = 1 +m2, B = 2h+ 2m(c− k) และ C = h2 + (c− k)2 − r2

จากสมบตัิสมการกาํลงัสองสรุปไดว้า่

1. B2 − 4AC < 0 ไมมี่คาํตอบในจาํนวนจรงิ นัÉนคือ L ∩ S ไมมี่สมาชิก

2. B2 − 4AC = 0 มีคาํตอบเดียวในจาํนวนจรงิ นัÉนคือ L ∩ S มีสมาชิกตวัเดียว

3. B2 − 4AC > 0 มีสองคาํตอบในจาํนวนจรงิ นัÉนคือ L ∩ S มีสมาชิกสองตวั

จงึสรุปไดด้งัทฤษฎีบทนีÊ



1.2. วงกลมกบัเสน้ตรง 7

ทฤษฎบีท 1.2.2 เสน้ตรง L ทีÉมีสมการ Ax+By + C = 0 สมัผสักบัวงกลม C ทีÉมีสมการเป็น

(x− h)2 + (y − k)2 = r2

จะไดว้า่เสน้ตรง L ตัÊงฉากกบัเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (h, k) และจดุสมัผสัของเสน้ตรงกบัวงกลม จะไดด้ว้ยวา่

r =
|Ah+Bk + C|√

A2 +B2

(h, k)

Ax+By + C = 0

r

ตัวอย่าง 1.2.3 จงหาสมการทัÉวไปของวงกลมทีÉมีศนูยก์ลางอยูที่É (2,−1) และสมัผสักบัเสน้ตรงทีÉมีสมการเป็น
3x− 4y + 10 = 0

ตัวอย่าง 1.2.4 จงหาสมการทัÉวไปของวงกลมทีÉมีศนูยก์ลางอยูบ่นเสน้ตรง y = x และสมัผสักบัเสน้ตรง 2 เสน้-
ทีÉมีสมการคือ y = 2− x และ y = 6− x



8 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ตัวอย่าง 1.2.5 สมการของวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (−1,−3) และสมัผสักบัเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (−2, 4) และ
(2, 1) คือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. x2 + y2 − 2x− 6y + 30 = 0

2. x2 + y2 + 2x+ 6y − 30 = 0

3. x2 + y2 + 2x+ 6y − 15 = 0

4. x2 + y2 + 2x+ 6y + 15 = 0

ตัวอย่าง 1.2.6 จงหาm ∈ R ทีÉทาํใหเ้สน้ตรง y = mx สมัผสักบัวงกลม x2 + y2 − 10x+ 16 = 0



1.2. วงกลมกบัเสน้ตรง 9

ตัวอย่าง 1.2.7 วงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูใ่นจตภุาคทีÉ 1 สมัผสัแกน X ทีÉจดุ (3, 0) และสมัผสัเสน้ตรงทีÉมีสมการ-
เป็น 4y = 3x+ 36 ทีÉจดุ M แลว้จดุ M อยูห่า่งจากจดุกาํเนิดเป็นระยะทางเทา่ใด

1. 7 หน่วย 2. 8 หน่วย 3. 9 หน่วย 4. 10 หน่วย

ตัวอย่าง 1.2.8 เสน้ตรง L สมัผสักบัวงกลมทีÉมีสมการ

x2 + y2 − 12x− 8y + 27 = 0

ทีÉจดุ (3, 8) และเสน้ตรง L ตดัแกน X และแกน Y ทีÉจดุ A และ B ตามลาํดบั แลว้พื ÊนทีÉสามเหลีÉยม OAB มีคา่เทา่ใด
เมืÉอ O เป็นจดุกาํเนิด

1. 529
24

ตรน. 2. 575
24

ตรน. 3. 460
24

ตรน. 4. 529
12

ตรน. 5. 575
12

ตรน.



10 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ตัวอย่าง 1.2.9 กาํหนดให้

f1(x) = −x

2
+

3

2
เมืÉอ x ≤ 1

f2(x) = 3x − 2 เมืÉอ x ≥ 1

ถา้ P (a, b) เป็นจดุศนูยก์ลางของวงกลมทีÉมีรศัมี 7√
5
หน่วย และสมัผสักราฟ f1 และ f2 แลว้ a + b มีคา่เทา่กบั-

ขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (Ent 2/2545)

1. −2
√
2 2. 2√2 3. 6−√

2 4. 6 +√
2



1.3. การประยกุตว์งกลม 11

1.3 การประยุกตว์งกลม

ทฤษฎบีท 1.3.1 ระยะทางทีÉสัÊนทีÉสุดและระยะทางทีÉยาวทีÉสุดจากจดุ P ไปยงัวงกลมC คือสว่นของเสน้ตรงสว่น-
หนึÉงทีÉอยูบ่นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลม C และจดุ P

กาํหนดให้ C เป็นวงกลมทีÉมีจดุศนูย์Q(h, k) และรศัมี r แสดงไดด้งัรูป

A

P

r

r

C

B

Q(h, k)

จากรูประยะทางทีÉสัÊนทีÉสดุเทา่กบั PA และระยะทางทีÉยาวทีÉสดุคือ PB เนืÉองจากเราทราบพิกดัจดุ P และจดุ Q
อาจสรุปไดด้งันี Ê

ระยะทางทีÉสัÊนทีÉสดุเทา่กบั PA = PQ− r และ ระยะทางทีÉยาวทีÉสดุ PB = PQ+ r

ตัวอย่าง 1.3.2 จงหาระยะทางทีÉสัÊนทีÉสุดและระยะทางทีÉยาวทีÉสุดจากจดุP (10, 7) ไปยงัวงกลมC ทีÉมีสมการ-
เป็น x2 + y2 − 4x− 2y − 20 = 0



12 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ตัวอย่าง 1.3.3 จดุ A(3, 0) เป็นจดุกึÉงกลางของคอรด์ PQ ภายในวงกลม x2 + y2 − 4x+ 2y + 1 = 0

สมการเสน้ตรงทีÉผา่น P และ Q คือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. x+ y = 3 2. x− y = 3 3. 2x+ y = 6 4. 2x− y = 6



1.4. ตวัอยา่งขอ้สอบแข่งขนัเรืÉองวงกลม 13

1.4 ตัวอย่างข้อสอบแข่งขันเรืÉองวงกลม

ตัวอย่าง 1.4.1 วงกลม (x − 1)2 + (y − 2)2 = 1 มีเสน้สมัผสัทีÉผา่นจดุกาํเนิด 2 เสน้ คือแกน Y และเสน้ตรง L
ความชนัของเสน้ตรง L เทา่กบัเทา่ใด (A-level มี.ค. 2566)

ตัวอย่าง 1.4.2 วงกลม x2 − 70x + y2 + 10y − 144 = 0 มีจดุตดัแกน X จดุหนึÉงทีÉ A(a, 0) ซึÉง a < 0

และมีจดุตดัแกน Y จดุหนึÉงทีÉ B(0, b) ซึÉง b > 0 ถา้ L เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุศนูยก์ลางของวงกลมนีÊ และขนานกบั-
เสน้ตรงทีÉผา่นจดุ A และจดุ B แลว้เสน้ตรง L ตดัแกน X ทีÉจดุใด (กสพท. 2565)

1. (−145
4
, 0) 2. (−135

4
, 0) 3. (55, 0) 4. (135

4
, 0) 5. (145

4
, 0)



14 บททีÉ 1. วงกลม (CIRCLE)

ตัวอย่าง 1.4.3 กาํหนดวงกลม C มีจดุศนูยก์ลางทีÉ (−1, 2) และสมัผสัแกน X ทีÉจดุ P เสน้ตรง L ผา่นจดุศนูยก์ลาง-
ของวงกลม C และมีความชนัเป็น 1 กาํลงัสองของระยะ PQ เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (Ent ต.ค. 2543)

1. 6− 4
√
2 หนว่ย 2. 7− 4

√
2 หนว่ย 3. 8− 4

√
2 หนว่ย 4. 9− 4

√
2 หน่วย

ตัวอย่าง 1.4.4 กาํหนดให้ ℓ เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 4) และมีความชนัเทา่กบั 3
4
ถา้เสน้ตรง ℓ สมัผสัวงกลม C

ซึÉงมีจดุศนูยก์ลางทีÉจดุ (1, 2) แลว้จดุใดตอ่ไปนีÊเป็นจดุบนวงกลม C (Ent มี.ค.2544)

1. (1, 2
5
) 2. (1, 16

5
) 3. (−13

5
, 2) 4. (3

5
, 2)



1.4. ตวัอยา่งขอ้สอบแข่งขนัเรืÉองวงกลม 15

ตัวอย่าง 1.4.5 กาํหนดใหว้งกลม x2 + y2 + 2ax + 2by + c = 0 ตดัแกน Y ทีÉจดุ 2 จดุแตไ่มต่ดัแกน X ขอ้ใด-
ตอ่ไปนีÊเป็นจรงิ (Ent มี.ค.2548)

1. a2 > c และ b2 > c

2. a2 > c และ b2 < c

3. a2 < c และ b2 > c

4. a2 < c และ b2 < c

ตัวอย่าง 1.4.6 กาํหนดใหว้งกลมรูปหนึÉงมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุ (2, 1) ถา้เสน้สมัผสัวงกลมทีÉจดุ x = 1 เสน้หนึÉง-
มีความชนัเทา่กบั 1√

3
แลว้จดุในขอ้ใดตอ่ไปนีÊอยูบ่นวงกลมทีÉกาํหนด (PAT1 มี.ค.2552)

1. (0, 1) 2. (0, 2) 3. (1, 0) 4. (3, 0)
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ตัวอย่าง 1.4.7 กาํหนดให้

A = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0 และ |√x−√
y| ≤

√
|x− y|}

B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2x+ 2y − 1}

ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นพื ÊนทีÉของเซต A ∩ B (สมาคมคณิตฯ 2560)

1. π
4

2. π
2

3. π 4. 2π



บททีÉ 2

วงรี (ELLIPSE)

2.1 สมการวงรี

บทนิยาม 2.1.1 วงรี (ellipse) คือเซตของจดุซึÉงผลบวกของระยะทางจากจดุใด ๆ ในเซตนีÊไปยงัจดุคงทีÉสองจดุมีคา่-
คงตวั

เรยีกจดุคงทีÉวา่ จุดโฟกัส (fucus) ของวงรี กาํหนดให้E เป็นวงรทีีÉมีผลบวกคงตวัคา่หนึÉงและมีจดุคงตวัสองจดุหรอืจดุ-
โฟกสัคือ F1 และ F2 จะไดว้า่

E = {P (x, y) | PF1 + PF2 = คา่คงตวั }

เรยีกจดุกึÉงกลางระหวา่งโฟกสัทัÊงสองวา่ จุดศูนยก์ลาง (center point) ของวงรี เขียนแทนดว้ย C(h, k)

กาํหนดระยะจาก C ไปยงั F1 หรอื F2 เทา่กบั c หน่วย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2

P (x, y)

cc

กรณีทีÉจดุ P อยูบ่นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุโฟกสัจะเรยีกวา่ จุดยอดของวงรี (vertex of ellipse) เขียนแทนดว้ย V1 และ
V2 กาํหนดระยะจาก C ไปยงั V1 หรอื V2 เทา่กบั a หนว่ย เรยีก V1V2 วา่ แกนเอก (major axis) ของวงรี นัÉนคือ-
ความยาวแกนเอกเทา่กบั 2a หน่วย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2
V2V1

aa

ผลบวกคงตวั = V2F1 + V2F2 = (CF1 + CV2) + (CV2 − CF2) = (c+ a) + (a− c) = 2a

17
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กรณีทีÉจดุ P อยูบ่นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุศนูยก์ลางและตัÊงฉากกบัแกนเอกจะเรยีกวา่ จุดยอดร่วม หรือจุดปลาย-
แกนโท (co-vertex) เขียนแทนดว้ย V ′

1 และ V ′
2 กาํหนดระยะจากC ไปยงั V ′

1 หรอื V ′
2 เทา่กบั b หนว่ย เรยีก V ′

1V
′
2

วา่ แกนโท (minor axis) ของวงรี นัÉนคือความยาวแกนโทเทา่กบั 2b หน่วย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2

V ′
2

V ′
1

b

c

จากรูปจะไดว้า่ V ′
1F1 = V ′

1F2 เนืÉองจาก V ′
1F1 + V ′

1F2 = 2a ดงันัÊน V ′
1F1 = a จะเห็นวา่ F2CV ′

1 เป็นสาม-
เหลีÉยมมมุฉาก ดงันัÊน

a2 = b2 + c2

พิจารณากรณีทีÉF1F2 ขนานแกน X จะไดว้า่F1 = (h−c, k) และF2 = (h+c, k) โดยทีÉP (x, y) เป็นจดุบนวงรี

PF1 + PF2 = 2a

(PF1)
2 = (2a− PF2)

2

(PF1)
2 = 4a2 − 4aPF2 + (PF2)

2

[(x− h) + c]2 + (y − k)2 = 4a2 − 4a
√

[(x− h)− c]2 + (y − k)2

+ [x− (h+ c)]2 + (y − k)2

(x− h)2 + 2(x− h)c+ c2 + (y − k)2 = 4a2 − 4a
√

[(x− h)− c]2 + (y − k)2

+ (x− h)2 − 2(x− h)c+ c2 + (y − k)2

4(x− h)c = 4a2 − 4a
√

[(x− h)− c]2 + (y − k)2

a
√

[(x− h)− c]2 + (y − k)2 = a2 − (x− h)c

a2
(
[(x− h)− c]2 + (y − k)2

)
= a4 − 2a2c(x− h) + (x− h)2c2

a2
(
(x− h)2 − 2c(x− h) + c2 + (y − k)2

)
= a4 − 2a2c(x− h) + c2(x− h)2

a2(x− h)2 − 2ca2(x− h) + a2c2 + a2(y − k)2 = a4 − 2a2c(x− h) + c2(x− h)2

(a2 − c2)(x− h)2 + a2(y − k)2 = a4 − a2c2 = a2(a2 − c2)

b2(x− h)2 + a2(y − k)2 = a2(a2 − c2) = a2b2

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

โดยเรยีก (x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 วา่ สมการมาตรฐานของวงรี (standard equation of ellipse) เมืÉอ-

แกนเอกขนานกบัแกน X ในทาํนองเดียวกนัเมืÉอแกนเอกขนานกบัแกน Y จะไดส้มการมาตรฐานของวงรอียูใ่นรูป
(x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1
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ตัวอย่าง 2.1.2 จงวาดกราฟของของวงรทีีÉมีสมการตอ่ไปนีÊและเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์

1. x2

25
+

y2

9
= 1

แกนเอกขนาน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุยอดรว่ม

จดุโฟกสั

ความยาวแกนเอก

ความยาวแกนโท

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

2. x2

16
+

(y − 1)2

25
= 1

แกนเอกขนาน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุยอดรว่ม

จดุโฟกสั

ความยาวแกนเอก

ความยาวแกนโท

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8
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ตัวอย่าง 2.1.3 ใหจ้ดุ (a, b) เป็นจดุบนวงรี x2

2
+

y2

3
= 1 ถา้ระยะหา่งระหวา่งจดุ (a, b) กบัจดุ (0,−5

4
)

เทา่กบัระยะระหวา่งจดุ (a, b) กบัเสน้ตรง y = −3
4
แลว้คา่ b เทา่กบัเทา่ใด (A-level 2566)

1. −3 2. −3

2
3. −3

4
4. 3

2
5. 3

ตัวอย่าง 2.1.4 ให้ P เป็นจดุบนวงรี ซึÉงมีโฟกสัอยูที่É F1(0,−2) และ F2(0, 2) ถา้ PF1 = 7 และ PF2 = 3

แลว้สมการวงรคืีอขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (กสพท. 2562)

1. x2

21
+

y2

25
= 1

2. x2

25
+

y2

21
= 1

3. x2

13
+

y2

9
= 1

4. x2

5
+

y2

9
= 1

5. x2

9
+

y2

5
= 1
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จากสมการมาตรฐานของวงรี
(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 หรอื (x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1

พิจารณากรณีแกนเอกขนานแกน X จะไดว้า่

b2(x− h)2 + a2(y − k)2 = a2b2

b2(x2 − 2hx+ h2) + a2(y2 − 2ky + k2) = a2b2

b2x2 + a2y2 − 2b2hx− 2a2ky + (b2h2 + a2k2 − a2b2) = 0

ให้A = b2, B = a2, C = −2b2h,D = −2a2k และ E = b2h2 + a2k2 − a2b2 จะไดว้า่สมการในรูป

Ax2 +By2 + Cx+Dy + E = 0

เรยีกวา่ สมการทัÉวไปของวงงรี (general equation of ellipse) และผลทีÉไดต้ามมาคือทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 2.1.5 สมการAx2+By2+Cx+Dy+E = 0 เป็นสมการทัÉวไปของวงรี ก็ตอ่เมืÉอA > 0,B > 0

และ

A

(
C

2A

)2

+B

(
D

2B

)2

− E > 0

โดยมีศนูยก์ลางอยูที่É (− C
2A
,− D

2B
)

หมายเหตุ กรณีทีÉ A = B จะไดว้า่วงรนีี Êจะมี a = b หรอืกลา่วไดว้า่วงรนีี Êเป็นวงกลมทีÉมีรศัมีเทา่กบั a

ตัวอย่าง 2.1.6 จงเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
สมการ เป็นสมการของวงรหีรอืไม่ จดุศนูยก์ลาง

x2 + 2y2 + 2x− 4y − 2 = 0

4x2 + y2 − 8x− 4y + 4 = 0

3x2 + 4y2 − 6x+ 16y + 19 = 0

5x2 + 3y2 + 10x+ 12y + 20 = 0

25x2 + 9y2 + 50x− 18y = 66
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ตัวอย่าง 2.1.7 จดุศนูยก์ลางของวงรทีีÉมีสมการเป็น

3x2 + 5y2 − 6x− 10y + 36 = 0

อยูห่า่งจากกบัวงกลมทีÉมีสมการเป็น x2 + y2 + 10x− 18y + 81 = เป็นระยะทีÉสัÊนทีÉสดุเทา่ใด

ตัวอย่าง 2.1.8 วงกลมวงหนึÉงมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุศนูยก์ลางของวงรทีีÉมีสมการเป็น

9x2 + 4y2 − 36x− 24y + 36 = 0

ถา้วงกลมนีÊสมัผสักบัเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ (1, 3) และ (5, 0) แลว้รศัมีของวงกลมนีÊเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (ANET 2549)

1. 3

5
2. 4

5
3. 7

8
4. 9

13
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ตัวอย่าง 2.1.9 จงเขียนสมการทัÉวไปของวงรใีนรูปสมการมาตรฐานพรอ้มวาดกราฟและเติมคาํในชอ่งวา่งใหส้มบรูณ์

1. 25x2 + 9y2 + 50x− 36y − 164 = 0

สมการมาตรฐาน

แกนเอกขนานกบัแกน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุยอดรว่ม

จดุโฟกสั

ความยาวแกนเอก

ความยาวแกนโท

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

2. 4x2 + 16y2 − 8x = 60

สมการมาตรฐาน

แกนเอกขนานกบัแกน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุยอดรว่ม

จดุโฟกสั

ความยาวแกนเอก

ความยาวแกนโท

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8
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ตัวอย่าง 2.1.10 สมการของวงกลมวงหนึÉงบรรจลุงในวงรทีีÉมีสมการเป็น

6x2 + 5y2 + 12x− 20y = 4

ไดพ้อดี ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. x2 + y2 + 4x− 2y + 31 = 0

2. x2 + y2 + 2x− 4y + 31 = 0

3. x2 + y2 + 2x− 4y = 0

4. x2 + y2 + 4x− 2y = 0

ตัวอย่าง 2.1.11 วงกลมวงหนึÉงมีจดุศนูยก์ลางรว่มกบัวงรี E และรศัมีเทา่กบัความยาวระหวา่งจดุโฟกสัทัÊงสองของ-
วงรี E ถา้สมการของวงรี E คือ

4x2 + 9y2 − 8x+ 54y + 49 = 0

ขอ้ใดขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นสมการของวงกลมวงนีÊ

1. x2 + y2 − 2x+ 6y = 10

2. x2 + y2 − 2x+ 6y = 20

3. x2 + y2 + 2x− 6y = 10

4. x2 + y2 + 2x− 6y = 20
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ตัวอย่าง 2.1.12 พื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็น (−1, 5) และโฟกสัของวงรี

9x2 + 4y2 − 18x− 8y − 23 = 0

เทา่กบัเทา่ใด

1. √5 2. 2√5 3. 3√5 4. 4√5

ตัวอย่าง 2.1.13 สวนแหง่หนึÉงเป็นรูปวงรทีีÉมีสมการเป็น

16x2 + 25y2 − 32x− 150y − 159 = 0

โดยใชห้น่วยวดัเป็นเมตร สว่นทีÉแรเงาดงัรูปคือสนามหญา้จงหาพืÊนทีÉของสนามหญา้ของสวนแหง่นี Ê
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ตัวอย่าง 2.1.14 จงหาสมการมาตรฐานของวงรีในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีÊ

1. วงรทีีÉมี (1, 0) เป็นจดุศนูยก์ลาง มีความยาวแกนเอก 6 หน่วย และความยาวแกนโท 4 หน่วย

2. วงรทีีÉมี (2,−3) และ (2, 7) เป็นจดุโฟกสั และมีจดุยอดจดุหนึÉงคือ (2, 8)
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3. วงรทีีÉมี F1(0, 4) และ F2(0,−2) เป็นจดุโฟกสั และ P เป็นจดุบนวงรนีี Ê โดยทีÉ PF1 + PF2 = 10

4. วงรทีีÉผา่นจดุ (0, 2) และมี AB เป็นแกนเอก โดยทีÉ A = (−3, 0) และ B = (3, 0)
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ตัวอย่าง 2.1.15 สมการวงรทีีÉมีจดุยอดโฟกสัอยูที่É (1,−1) และจดุยอดรว่ม (−1, 2) กบั (−1,−4) ตรงกบัขอ้ใด-
ตอ่ไปนีÊ

1. (x+ 1)2

9
+

(y + 1)2

13
= 1

2. (x+ 1)2

13
+

(y + 1)2

9
= 1

3. (x− 1)2

9
+

(y − 1)2

13
= 1

4. (x− 1)2

13
+

(y − 1)2

9
= 1

ตัวอย่าง 2.1.16 กาํหนดให้ C เป็นจดุกึÉงกลางระหวา่ง A(−3, 5) และ B(5,−1) ถา้ C เป็นจดุศนูยก์ลางของ-
วงรทีีÉมีแกนเอกอยูบ่นเสน้ตรงทีÉขนานกบัแกน X ความยาวแกนเอกเทา่กบัความยาวของสว่นเสน้ตรง AB และวงร-ี
ผา่นจดุ (5, 1

5
) แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นสมการของวงรี

1. 5x2 + 25y2 − 10x− 100y + 56 = 0

2. 5x2 + 25y2 − 10x− 100y − 56 = 0

3. 9x2 + 25y2 − 18x− 100y − 116 = 0

4. 9x2 + 25y2 − 18x− 100y + 116 = 0
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2.2 ลาตัสเลกตัมของวงรี

บทนิยาม 2.2.1 สว่นของเสน้ตรงทีÉเกิดจากจดุบนวงรทีีÉลากไปตดัและตัÊงฉากกบัแกนเอกทีÉจดุโฟกสัเรยีกวา่ ลาตัส-
เลกตัม (Latus Rectum)

พิจารณาวงรทีีÉมีสมการ (x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 ให้ F1 = (h− c, k) และ F2 = (h+ c, k) ดงัภาพ

C(h, k)F1 F2
V2V1

L

L′

จากภาพลาตสัเรกตมัคือ LL′ ให้L = (h+ c, d) ซึÉงอยูบ่นวงรี จะไดว้า่
(h+ c− h)2

a2
+

(d− k)2

b2
= 1

b2c2 + a2(d− k)2 = a2b2

a2(d− k)2 = a2b2 − b2c2 = b2(a2 − c2) = b2b2

a|d− k| = b2

d = k ± b2

a

ดงันัÊน L =
(
h+ c, k + b2

a

)
และ L′ =

(
h+ c, k − b2

a

)
ดงันัÊนความยาวลาตสัเรกตมัดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 2.2.2 วงรทีีÉมีความยาวแกนเอกเทา่กบั 2a และความยาวแกนโทเทา่กบั 2b จะมี

ความยาวลาตสัเรกตมัเทา่กบั 2b2

a

ตัวอย่าง 2.2.3 จงหาความยาวของลาตัสเรกตัมของวงรตีอ่ไปนีÊ

1. 25x2 + 9y2 = 225 2. 4x2 + 3y2 + 8x− 6y = 5
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ตัวอย่าง 2.2.4 จงหาสมการวงรทีีÉมีจดุยอดอยูที่É (3, 1) และ (−3, 1) โดยมีความยาวลาตสัเรกตมัเทา่กบั 4 หน่วย

ตัวอย่าง 2.2.5 แปลงดอกไมรู้ปวงรทีีÉมีสมการเป็น

25x2 + 16y2 − 100x+ 96y − 156 = 0

ตอ้งการปลกูหญา้ในสว่นทีÉแรเงาดงัรูป โดย F1 และ F2 เป็นจดุโฟกสัของวงรดีงักลา่ว ถา้หน่วยทีÉใชว้ดัความยาว-
เป็นเมตร และเสียเงินปลกูหญา้ตารางเมตรละ 20 บาท จะตอ้งเสียเงินปลกูหญา้ในพืÊนทีÉแรเงาจาํนวนเทา่ใด

F1

F2

1. 320 บาท 2. 640 บาท 3. 690 บาท 4. 1, 280 บาท
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2.3 ความเยืÉองศูนยก์ลางของวงรี

บทนิยาม 2.3.1 อตัราสว่นของความยาวจากจดุศนูยก์ลางไปยงัโฟกสัตอ่ความยาวจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอด
เรยีกวา่ ความเยืÉองศูนยก์ลางของวงรี (eccentricity of ellipse) เขียนแทนดว้ย e ดงันัÊน

e =
c

a
หรอื e =

√
1− b2

a2

ตัวอย่าง 2.3.2 จงหาความเยืÉองศูนยก์ลางของวงรีของวงรตีอ่ไปนีÊ

1. 16x2 + 25y2 = 400 2. 9x2 + 5y2 + 18x− 20y = 16

ตัวอย่าง 2.3.3 ขอ้ใดคือความเยืÉองศนูยก์ลางของวงรี

1. e = 0 2. e = 1 3. e > 1 4. e < 1
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2.4 ตัวอย่างข้อสอบแข่งขันเรืÉองวงรี
ตัวอย่าง 2.4.1 พื ÊนทีÉสามเหลีÉยมทีÉมีจดุยอดเป็นจดุกาํเนิด และโฟกสัของวงรี

x2 + 2y2 + 4x− 4y − 2 = 0

เทา่กบัเทา่ใด (Ent ต.ค. 2542)

ตัวอย่าง 2.4.2 ถา้ k, ℓ และm เป็นจาํนวนจรงิทีÉทาํใหว้งรี

kx2 + ℓy2 − 72x− 24y +m = 0

มีจดุศนูยอ์ยูที่É (4, 3) และสมัผสัแกน Y แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีÊผิด (ANET 2550)

1. มีความยาวแกนเอก 12 หน่วย

2. มีความยาวแกนโท 8 หน่วย

3. ระยะหา่งระหวา่งโฟกสัทัÊงสองเทา่กบั 4
√
5 หนว่ย

4. (2, 6) เป็นจดุบนวงรี
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ตัวอย่าง 2.4.3 ให้ r และ s เป็นจาํนวนจรงิบวก ถา้ P (2, 2) เป็นจดุบนวงรทีีÉมีสมการเป็น
(x+ 2)2

r2
+

(y − 2)2

s2
= 1

ซึÉงมีจดุ F1 และ F2 เป็นจดุโฟกสัของวงรี และ PF1 + PF2 = 12 แลว้ระยะหา่งระหวา่ง F1 และ F2 ตรงกบัขอ้-
ใดตอ่ไปนีÊ (กสพท. 2561)

1. 4 หนว่ย 2. 5 หนว่ย 3. 2√5 หน่วย 4. 5√5 หนว่ย 5. 4√5 หนว่ย

ตัวอย่าง 2.4.4 ให้ E เป็นวงรรูีปหนึÉงทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุ (1,−2) และโฟกสัทัÊงสองอยูบ่นเสน้ตรงทีÉขน่นแกน
X ถา้ (4, 0) เป็นจดุบนวงรี E และผลบวกของระยะทางจากจดุ (4, 0) ไปยงัโฟกสัทัÊงสองเทา่กบั 8 หน่วย แลว้วงรี E
ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2561)

1. (4, 2) 2. (2, 4) 3. (2,−4) 4. (−2,−4) 5. (4,−2)
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ตัวอย่าง 2.4.5 กาํหนดใหว้งรี
4

(
x− 1

4

)2

+
16

3
y2 = 1

แนบในสามเหลีÉยม ABC โดยทีÉ A, B และ C เป็นจดุบนวงกลมหนึÉงหน่วย x2 + y2 = 1 ถา้จดุ A มีพิกดัเป็น (1, 0)

แลว้ วงรนีี ÊสมัผสัสามเหลีÉยม ABC ทีÉจดุใดบา้ง (สมาคมคณิตศาสตรฯ์ 2562)



บททีÉ 3

ไฮเพอรโ์บลา (HYPERBOLA)

3.1 สมการไฮเพอรโ์บลา

บทนิยาม 3.1.1 ไฮเพอรโ์บลา (hyperbola) คือเซตของจดุซึÉงผลตา่งของระยะทางจากจดุใด ๆ ในเซตนีÊไปยงัจดุคง-
ทีÉสองจดุมีคา่คงตวั

เรยีกจดุคงทีÉวา่ จุดโฟกัส (fucus) ของไฮเพอรโ์บลา กาํหนดให้ H เป็นไฮเพอรโ์บลาทีÉมีผลตา่งคงตวัคา่หนึÉงและ-
มีจดุคงตวัสองจดุหรอืจดุโฟกสัคือ F1 และ F2 จะไดว้า่

H = {P (x, y) | |PF1 − PF2| = คา่คงตวั }

เรยีกจดุกึÉงกลางระหวา่งโฟกสัทัÊงสองวา่ จุดศูนยก์ลาง (center point) ของวงรี เขียนแทนดว้ย C(h, k)

กาํหนดระยะจาก C ไปยงั F1 หรอื F2 เทา่กบั c หนว่ย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2

P (x, y)

cc

กรณีทีÉจดุ P อยูบ่นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุโฟกสัจะเรยีกวา่ จุดยอดของไฮเพอรโ์บลา (vertex of hyperbola) เขียนแทน-
ดว้ย V1 และ V2 กาํหนดระยะจาก C ไปยงั V1 หรอื V2 เทา่กบั a หนว่ย เรยีก V1V2 วา่ แกนตามขวาง (major
axis) ของไฮเพอรโ์บลา นัÉนคือความยาวแกนตามขวางเทา่กบั 2a หนว่ย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2V1 V2

aa

ผลบวกคงตวั = |V2F1 − V2F2| = |(CF1 + CV2)− (CF2 − CV2)| = |(c+ a)− (c− a)| = 2a

35
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ตัวอย่าง 3.1.2 ใหจ้ดุ A มีพิกดัเป็น (−25, 0) และจดุ B มีพิกดัเป็น (25, 0) ถา้

S คือเซตของจดุ P ทัÊงหมดในระบบพิกดัฉากสองมิติ โดยทีÉ |PA− PB| = 10

T คือเซตของจดุ Q ทัÊงหมดในระบบพิกดัฉากสองมิติ โดยทีÉ QA+QB = 70

และรูปสีÉเหลีÉยมรูปหนึÉงทีÉมีจดุยอดทัÊงหมดอยูใ่นเซต S ∩ T แลว้เสน้รอบรูปของสีÉเหลีÉยมรูปนี ÊยาวกีÉหน่วย
(กสพท. 2565)

1. 62 2. 70 3. 76 4. 124 5. 140
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พิจารณากรณีทีÉ F1F2 ขนานแกน X จะไดว้า่ F1 = (h − c, k) และ F2 = (h + c, k) โดยทีÉ P (x, y)

เป็นจดุบนไฮเพอรโ์บลา จะไดว้า่

(PF1)
2 = [(x− h) + c]2 + (y − k)2 = (x− h)2 + 2(x− h)c+ c2 + (y − k)2

(PF2)
2 = [(x− h)− c]2 + (y − k)2 = (x− h)2 − 2(x− h)c+ c2 + (y − k)2

(PF1)
2 + (PF2)

2 = 2(x− h)2 + 2c2 + 2(y − k)2

(PF1)
2(PF2)

2 = [(x− h)2 + c2 + (y − k)2]2 − 4c2(x− h)2

ดงันัÊน

|PF1 − PF2|2 = (2a)2

(PF1)
2 − 2(PF1)(PF2) + (PF2)

2 = 4a2

(PF1)
2 + (PF2)

2 − 4a2 = 2(PF1)(PF2)

2(x− h)2 + 2c2 + 2(y − k)2 − 4a2 = 2(PF1)(PF2)

[(x− h)2 + c2 + (y − k)2 − 2a2]2 = (PF1)
2(PF2)

2

[(x− h)2 + c2 + (y − k)2]2 − 4a2[(x− h)2 + c2 + (y − k)2] + 4a4 = [(x− h)2 + c2 + (y − k)2]2

− 4c2(x− h)2

−4a2[(x− h)2 + c2 + (y − k)2] + 4a4 = −4c2(x− h)2

c2(x− h)2 − a2(x− h)2 − a2(y − k)2 = a2c2 − a4

(c2 − a2)(x− h)2 − a2(y − k)2 = a2(c2 − a2)

(x− h)2

a2
− (y − k)2

c2 − a2
= 1

จะเห็นวา่ c > a > 0 กาํหนดให้ b2 = c2 − a2 โดยทีÉ b > 0 จะไดส้มการของไฮเพอรโ์บลาคือ
(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

โดยเรยีกวา่ สมการมาตรฐานของไฮเพอรโ์บลา (standard equation of hyperbola) เมืÉอแกนตามขวางขนาน-
กบัแกน X ในทาํนองเดียวกนัเมืÉอแกนตามขวางขนานกบัแกน Y จะไดส้มการมาตรฐานของไฮเพอรโ์บลาอยูใ่นรูป

(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1

กาํหนดสว่นของเสน้ตรงทีÉตัÊงฉากกบัแกนตามขวางโดยมีจดุศนูยก์ลางเป็นจดุกึÉงกลางของสว่นเสน้ตรงนัÊน เรยีกวา่
แกนสังยุค (minor axis) ของไฮเพอรโ์บลา นัÉนคือความยาวแกนสงัยคุเทา่กบั 2b หน่วย แสดงไดด้งัภาพ

CF1 F2

b

b
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ตัวอย่าง 3.1.3 จงวาดกราฟของของวงรทีีÉมีสมการตอ่ไปนีÊและเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์

1. x2

9
− y2

16
= 1

แกนตามขวางขนาน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุโฟกสั

ความยาวแกนตามขวาง

ความยาวแกนสงัยคุ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

2. (y + 1)2

9
− (x− 1)2

16
= 1

แกนตามขวางขนาน

จดุศนูยก์ลาง

จดุยอด

จดุโฟกสั

ความยาวแกนตามขวาง

ความยาวแกนสงัยคุ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8
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ตัวอย่าง 3.1.4 กาํหนดให้ วงรี E และไฮเพอรโ์บลา H มีโฟกสัรว่มกนัคือ (0, 0) และ (6, 0) และระยะทางระหวา่ง-
จดุตดัใด ๆ ของ E และ H กบัจดุโฟกสัทัÊงสองคือ 6 หนว่ยและ 2 หน่วย สมการของวงรแีละสมการของไฮเพอรโ์บลา
ตามลาํดบั คือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (กสพท. 2563)

1. (x− 3)2

16
+

y2

7
= 1 และ (x− 3)2

5
− y2

4
= 1

2. (x− 3)2

16
+

y2

7
= 1 และ (x− 3)2

4
− y2

5
= 1

3. (x− 3)2

7
+

y2

16
= 1 และ (x− 3)2

4
− y2

5
= 1

4. (x− 3)2

5
+

y2

4
= 1 และ (x− 3)2

7
− y2

16
= 1

5. (x− 3)2

4
+

y2

5
= 1 และ (x− 3)2

7
− y2

16
= 1
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จากสมการมาตรฐานของไฮเพอรโ์บลา
(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 หรอื (x− h)2

b2
− (y − k)2

a2
= 1

พิจารณากรณีแกนตามขวางขนานแกน X จะไดว้า่

b2(x− h)2 − a2(y − k)2 = a2b2

b2(x2 − 2hx+ h2)− a2(y2 − 2ky + k2) = a2b2

b2x2 − a2y2 − 2b2hx+ 2a2ky + (b2h2 − a2k2 − a2b2) = 0

ให้A = b2, B = −a2, C = −2b2h,D = 2a2k และ E = b2h2 − a2k2 − a2b2 จะไดว้า่สมการในรูป

Ax2 +By2 + Cx+Dy + E = 0

เรยีกวา่ สมการทัÉวไปของไฮเพอรโ์บลา (general equation of hyperbola) และผลทีÉไดต้ามมาคือ

ทฤษฎบีท 3.1.5 สมการ Ax2 +By2 + Cx+Dy + E = 0 เป็นสมการทัÉวไปของไฮเพอรโ์บลา
ก็ตอ่เมืÉอ A และ B เครืÉองหมายตรงขา้ม และ

A

(
C

2A

)2

+B

(
D

2B

)2

− E ̸= 0

โดยมีศนูยก์ลางอยูที่É (− C
2A
,− D

2B
)

ตัวอย่าง 3.1.6 จงเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
สมการ เป็นสมการของไฮเพอรโ์บลาหรอืไม่ จดุศนูยก์ลาง

x2 − y2 + 2x+ 2y + 2 = 0

x2 − 4y2 − 2x− 8y + 3 = 0

3y2 − 2x2 − 4x+ 6y + 1 = 0

5y2 − 3x2 + 12x− 10y − 7 = 0

7x2 − 9y2 + 28x− 18y = 65



3.1. สมการไฮเพอรโ์บลา 41

ตัวอย่าง 3.1.7 ถา้ไฮเพอรโ์บลา H มีสมการเป็น

16x2 − 64x− 9y2 − 80 = 0

แลว้วงรทีีÉมีจดุยอดอยูที่ÉจดุโฟกสัทัÊงสองของ H และมีแกนโทคือแกนสงัยคุของ H มีสมการเป็นขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. 16x2 − 64x+ 25y2 − 464 = 0

2. 16x2 − 64x+ 25y2 − 336 = 0

3. 25x2 − 100x+ 26y2 − 464 = 0

4. 25x2 − 100x+ 26y2 − 336 = 0

ตัวอย่าง 3.1.8 จงหาผลบวกของระยะทางจากจดุโฟกสัทัÊงสองของไฮเพอรโ์บลา

9x2 − 16y2 − 18x− 64y − 199 = 0

ไปยงัเสน้ตรง 3x+ 4y − 8 = 0 มีคา่เทา่ใด
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ตัวอย่าง 3.1.9 กาํหนดสมการวงรแีละสมการไฮเพอรโ์บลาคือ

2x2 + 11y2 + 4x− 44y + 24 = 0 และ 2x2 − 7y2 − 4x+ 28y − 40 = 0

ตามลาํดบั ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นจรงิ

1. กราฟทัÊงสองสมการมีจดุศนูยก์ลางรว่มกนั

2. กราฟทัÊงสองสมการตดักนั 4 จดุ

3. ความยาวแกนเอกของวงรเีทา่กบัความยาวแกนตามขวางของไฮเพอรโ์บลา

4. กราฟทัÊงสองสมการมีความยางระหวา่งโฟกสัเทา่กนั

ตัวอย่าง 3.1.10 ถา้ ABC เป็นสามเหลีÉยมดา้นเทา่ โดย A เป็นจดุหนึÉงของไฮเพอรโ์บลา x2 − y2 = a2 จดุ B

และ C อยูบ่นไฮเพอรโ์บลาอีกซีกหนึÉง พื ÊนทีÉของสามเหลีÉยม ABC เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. √3a2 2. 3√3a2 3. 4√3a2 4. 12√3a2
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ตัวอย่าง 3.1.11 จงหาสมการมาตรฐานของไฮเพอรโ์บลาตอ่ไปนีÊ

1. ไฮเพอรโ์บลาทีÉมี (1,−1) เป็นจดุศนูยก์ลาง มีความยาวแกนตามขวาง 4 หน่วย และความยาวแกนสงัยคุ 2
หน่วย

2. ไฮเพอรโ์บลาทีÉมี F1(5,−9) และ F2(5, 1) เป็นจดุโฟกสั และ |PF1 − PF2| = 8 เมืÉอ P เป็นจดุเป็นไฮ-
เพอรโ์บลานีÊ
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3. ไฮเพอรโ์บลาทีÉมี (−3, 1) และ (3, 1) เป็นจดุยอด และผา่นจดุ (5, 5)

4. ไฮเพอรโ์บลาทีÉผา่นจดุ (0, 2) และมีแกนสงัยคุและแกนตามขวางคือเสน้ผา่นศนูยก์ลางวงกลมทีÉมีสมการเป็น
x2 + y2 = 4
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ตัวอย่าง 3.1.12 ถา้ E เป็นวงรทีีÉมีสมการเป็น

6x2 + 5y2 + 12x− 20y − 4 = 0

และH เป็นไฮเพอรโ์บลาซึÉงมีจดุยอดอยูที่ÉจดุโฟกสัทัÊงสองของ E และความยาวแกนสงัยคุเทา่กบัความยาวแกนโทของ
E ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นสมการของไฮเพอรโ์บลา H

1. x2 − 5y2 − 2x− 20y + 14 = 0

2. x2 − 5y2 + 2x+ 20y − 14 = 0

3. x2 − 5y2 + 2x+ 20y − 18 = 0

4. 5x2 − y2 − 2x+ 20y + 18 = 0

ตัวอย่าง 3.1.13 ไฮเพอรโ์บลาทีÉมีจดุโฟกสัอยูที่É (−3 − 3
√
13, 1) และมีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (−3, 1) โดยมีอตัรา-

สว่นของระยะครึÉงแกนตามขวางตอ่ระยะครึÉงแกนสงัยคุ 2 : 3 มีสมการเป็นขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

1. 81x2 − 36y2 + 486x+ 72y + 2223 = 0

2. 36y2 − 81x2 − 72y − 468x− 2223 = 0

3. 50x2 − 117y2 + 300x+ 234y − 5517 = 0

4. 117y2 − 50x2 + 234y + 300x− 5517 = 0
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ตัวอย่าง 3.1.14 ถา้ H เป็นไฮเพอรโ์บลาทีÉมีแกนสงัยคุอยูบ่นเสน้ตรง x = 1 และมีจดุยอดจดุหนึÉงอยูที่É (0, 2) ถา้
H ผา่นจดุศนูยก์ลางของวงรซีึÉงมีสมการเป็น 5x2 − 30x + 9y2 = 0 แลว้สมการของไฮเพอรโ์บลา H ตรงกบั
ขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2561)

1. 4x2 − 3y2 − 8x− 12y − 12 = 0

2. 4x2 − 3y2 − 8x+ 12y − 13 = 0

3. 4x2 − 3y2 − 8x− 6y − 12 = 0

4. 3x2 − 4y2 − 6x+ 16y − 17 = 0

5. 3x2 − 4y2 − 6x+ 8y − 17 = 0

ตัวอย่าง 3.1.15 ถา้ไฮเพอรโ์บลา H มีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุศนูยก์ลางวงรี

4x2 + 9y2 − 8x− 36y + 4 = 0

จดุยอดอยูที่ÉจดุโฟกสัทัÊงสองของวงรนีี Ê และผา่นจดุ (5, 5) แลว้โฟกสัทัÊงสองของไฮเพอรโ์บลา H คือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ
(Ent 2/2545)

1. (1− 7√
11
, 2) และ (1 + 7√

11
, 2)

2. (1− 8√
11
, 2) และ (1 + 8√

11
, 2)

3. (1− 9√
11
, 2) และ (1 + 9√

11
, 2)

4. (1− 10√
11
, 2) และ (1 + 10√

11
, 2)
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3.2 เส้นกาํกับ

บทนิยาม 3.2.1 เสน้กาํกบั (Asymtote) ของไฮเพอรโ์บลาคือเสน้ตรงทีÉใกลก้บัไฮเพอรโ์บลามากทีÉสดุ แตไ่มต่ดักราฟ-
ไฮเพอรโ์บลา

เสน้กาํกบัของไฮเพอรโ์บลาทีÉสมการเป็น (x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 คือเสน้ตรงทีÉผา่นจดุศนูยก์ลาง (h, k)

และมีความชนัเทา่กบั ± b
a
ดงักราฟ

จากรูปสมการเสน้กาํกบัคือ y = ± b
a
(x−h)+k สาํหรบัไฮเพอรโ์บลาทีÉแกนตามขวางขนานแกน Y มีสมการเสน้-

กาํกบัคือ y = ±a
b
(x− h) + k

ตัวอย่าง 3.2.2 จงเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
สมการไฮเพอรโ์บลา จดุศนูยก์ลาง (h, k) a b สมการเสน้กาํกบั

x2 − y2 = 1

4y2 − x2 = 4

9y2 − 4x2 = 36

x2 − 9y2 − 2x = 8

x2 − 16y2 + 2x− 32y = 31
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ตัวอย่าง 3.2.3 จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีÉมี y = x+1 เป็นเสน้กาํกบัเสน้หนึÉง มี (−2, 1) และ (2, 1) เป็นจดุยอด

ตัวอย่าง 3.2.4 ไฮเพอรโ์บลารูปหนึÉงมีโฟกสัอยูที่Éจดุ (−7, 1) และ (5, 1) ถา้เสน้กาํกบัเสน้หนึÉงของไฮเพอรโ์บลา
ขนานกบัเสน้ตรง√2x− y + 5 = 0 แลว้สมการไฮเพอรโ์บลาคือขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (กสพท 2559)

1. (x+ 1)2

24
− (y − 1)2

12
= 1

2. (x+ 1)2

12
− (y − 1)2

24
= 1

3. (x− 1)2

12
− (y + 1)2

24
= 1

4. (x+ 1)2 − (y − 1)2

2
= 1

5. (x− 1)2 − (y + 1)2

2
= 1
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ตัวอย่าง 3.2.5 กาํหนดใหไ้ฮเพอรโ์บลา H มีสมการ

16x2 − 9y2 − 144 = 0

ถา้จดุ A(6, k) เมืÉอ k > 0 เป็นจดุบนเสน้กาํกบัของ H และ F1, F2 เป็นโฟกสัของ H แลว้พื ÊนทีÉรูปสามเหลีÉยม
AF1F2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (ANET 2549)

1. 32

2
ตารางหนว่ย 2. 45

2
ตารางหน่วย 3. 30 ตารางหน่วย 4. 40 ตารางหน่วย

ตัวอย่าง 3.2.6 ไฮเพอรโ์บลาทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุกาํเนิด และจดุยอดจดุหนึÉงอยูที่É (1, 0) เสน้กาํกบัเสน้หนึÉงมีสม-
การเป็น 2x− y = 0 ไฮเพอรโ์บลานีÊผา่นจดุใดตอ่ไปนีÊ

1. (−2, 1) 2. (−2, 2
√
3) 3. (−3,

√
2) 4. (−3, 2)
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3.3 ลาตัสเรกตัมของไฮเพอรโ์บลา

บทนิยาม 3.3.1 สว่นของเสน้ตรงทีÉเกิดจากจดุบนไฮเพอรโ์บลาทีÉลากไปตดัและตัÊงฉากกบัแกนตามขวางทีÉจดุโฟกสั
เรยีกวา่ ลาตัสเลกตัม (Latus Rectum)

พิจารณาไฮเพอรโ์บลาทีÉมีสมการ (x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 ให้F1 = (h− c, k) และ F2 = (h+ c, k)

ดงัภาพ

F1 F2

L

L′

จากภาพลาตสัเรกตมัคือ LL′ ให้L = (h+ c, d) ซึÉงอยูบ่นไฮเพอรโ์บลา จะไดว้า่
(h+ c− h)2

a2
− (d− k)2

b2
= 1

b2c2 − a2(d− k)2 = a2b2

a2(d− k)2 = b2c2 − a2b2 = b2(c2 − a2) = b2b2

a|d− k| = b2

d = k ± b2

a

ดงันัÊน L =
(
h+ c, k + b2

a

)
และ L′ =

(
h+ c, k − b2

a

)
ดงันัÊนความยาวลาตสัเรกตมัดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 3.3.2 ไฮเพอรโ์บลาทีÉมีความยาวแกนตามขวางเทา่กบั 2a และความยาวแกนสงัยคุเทา่กบั 2b จะมี

ความยาวลาตสัเรกตมัเทา่กบั 2b2

a

ตัวอย่าง 3.3.3 จงหาความยาวของลาตัสเรกตัมของไฮเพอรโ์บลาตอ่ไปนีÊ

1. 16x2 − 9y2 = 144 2. 4x2 − 25y2 + 16x = 84
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ตัวอย่าง 3.3.4 จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีÉมี (2, 3) และ (2,−5) เป็นจดุยอด โดยมีความยาวลาตสัเรกตมั 2 หน่วย

ตัวอย่าง 3.3.5 จงหาพืÊนทีÉทีÉแรเงาของกราฟไฮเพอรโ์บลาทีÉกาํหนดให้ เมืÉอ F1, F2 เป็นจดุโฟกสั และมีสมการคือ

7x2 − 9y2 − 14x− 36y − 92 = 0

F1 F2

L

L′
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3.4 ความเยืÉองศูนยก์ลางของไฮเพอรโ์บลา

บทนิยาม 3.4.1 อตัราสว่นของความยาวจากจดุศนูยก์ลางไปยงัโฟกสัตอ่ความยาวจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอด
เรยีกวา่ ความเยืÉองศูนยก์ลางของไฮเพอรโ์บลา (eccentricity of hyperbola) เขียนแทนดว้ย e ดงันัÊน

e =
c

a
หรอื e =

√
1 +

b2

a2

ตัวอย่าง 3.4.2 จงหาความเยืÉองศูนยก์ลางของไฮเพอรโ์บลาของวงรตีอ่ไปนี Ê

1. 9x2 − 16y2 = 144 2. 4x2 − 5y2 + 8x− 10y = 21

ตัวอย่าง 3.4.3 ขอ้ใดคือความเยืÉองศนูยก์ลางของไฮเพอรโ์บลา

1. e = 0 2. e = 1 3. e > 1 4. e < 1
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3.5 ตัวอย่างข้อสอบแข่งขันเรืÉองไฮเพอรโ์บลา
ตัวอย่าง 3.5.1 กาํหนดให้ F1 และ F2 เป็นโฟกสัของไฮเพอรโ์บลารูปหนึÉงซึÉงมีสมการเป็น

5x2 − 4y2 − 10x− 16y = 31

ถา้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิทีÉทาํใหว้งกลม x2 + y2 + ax+ by + c = 0 มี F1F2 เป็นเสน้ผา่นศนูยก์ลางแลว้
a2 + b2 + c2 ขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2563)

ตัวอย่าง 3.5.2 กาํหนดให้ H เป็นไฮเพอรโ์บลาซึÉงมีสมการเป็น

x2 − 3y2 − 3 = 0

และ F เป็นโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา H ทีÉอยูท่างขวาของจดุ (0, 0) ให้ E เป็นวงรทีีÉจดุยอดอยูที่É (0, 0) และโฟกสัอยูที่É
F โดยทีÉจดุ (0, 0) และจดุ F อยูท่างซา้ยของจดุศนูยก์ลางของวงรี E ถา้ผลตา่งของความยาวแกนเอกและความยาว-
แกนโทเทา่กบั 2 แลว้ความเยื Êองศนูยก์ลางของวงรี E ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2562)

1. 0.2 2. 0.3 3. 0.4 4. 0.5 5. 0.6
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ตัวอย่าง 3.5.3 ถา้
Ax2 +By2 +Dx+ Ey = 21

เป็นสมการของไฮเพอรโ์บลารูปหนึÉงมีแกนตามขวางขนานกบัแกน x มีเสน้ตรง 2x − y + 1 = 0 เป็นเสน้กาํกบั
(asymtote) เสน้หนึÉง และมีจดุ (1 + 2

√
5, 3) เป็นจดุโฟกสัจดุหนึÉง แลว้คา่ของ A2 + B2 + C2 + D2 + E2

มีคา่เทา่ใด (PAT1 ต.ค. 2558)
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ตัวอย่าง 3.5.4 ให้ C เป็นจดุศนูยก์ลางของวงกลม

x2 + y2 − 2ky = 0

เมืÉอ k > 0 ให้ T เป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุA(−5, 4) และสมัผสัวงกลมทีÉจดุB โดยทีÉระยะทางระหวา่งจดุA และจดุ
B เทา่กบั 1 หนว่ย ถา้ H เป็นไฮเพอรโ์บลาทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่É C แกนสงัยคุเทา่กบั 2k และขนานแกน x และเสน้-
กาํกบัเสน้หนึÉงผา่นจดุ A และจดุ C แลว้สมการของไฮเพอรโ์บลาตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 มี.ค. 2560)

1. x2 − 25y2 + 250y − 600 = 0

2. x2 − 25y2 − 250y + 624 = 0

3. x2 − 25y2 − 250y + 650 = 0

4. 25x2 − y2 + 10y + 50 = 0

5. 25x2 − y2 + 10y − 50 = 0
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ตัวอย่าง 3.5.5 ให้ C เป็นวงกลมทีÉมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุ A เสน้ตรง 3x + 4y = 35 สมัผสัวงกลมทีÉจดุ (5, 5)

ถา้ไฮเพอรโ์บลารูปหนึÉงมีแกนตามขวางขนานกบัแกน y มีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุ A ระยะระหวา่งจดุศนูยก์ลางกบัโฟ-
กสัจดุหนึÉงเป็นสองเทา่ของรศัมีวงกลม C และเสน้ตรง 3x − 4y = 2 เป็นเสน้กาํกบัเสน้หนึÉง แลว้สมการของไฮ-
เพอรโ์บลาตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 มี.ค. 2559)

1. 9x2 − 16y2 + 32x+ 36y + 596 = 0

2. 9x2 − 16y2 − 32x− 36y + 596 = 0

3. 9x2 − 16y2 + 32x+ 36y − 596 = 0

4. 9x2 − 16y2 − 36x− 32y + 596 = 0

5. 9x2 − 16y2 − 36x+ 32y + 596 = 0
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พาราโบลา (PARABOLA)

4.1 สมการพาราโบลา

บทนิยาม 4.1.1 พาราโบลา (parabola) คือเซตของจดุซึÉงจดุอยูห่า่งจากจดุคงทีÉจดุหนึÉงเทา่กบัระยะทีÉอยูห่า่งจาก
เสน้ตรงคงทีÉเสน้หนึÉง

เรยีกจดุคงทีÉวา่ จุดโฟกัส (fucus) และเสน้ตรงคงทีÉวา่ เส้นไดเรกทริกซ์ (directrix) ของพาราโบลา
กาํหนดให้ P เป็นพาราโบลาทีÉมีจดุโฟกสัคือ F และมีเสน้ไดเรกทรกิ ℓ จะไดว้า่

P = {Q(x, y) | QF = d(Q, ℓ)}

F

Q(x, y)
ℓ

เมืÉอลากเสน้ตรงจากจดุ F ไปตดัตัÊงฉากกบัเสน้ไดเรกทรกิซ์ ℓ ทีÉจดุ D จะไดว้า่จดุกึÉงกลางระหวา่ง F กบั D

อยูบ่นพาราโบลา P เรยีกวา่ จุดยอด (vertex) ของพาราโบลา เขียนแทนดว้ย V (h, k) กาํหนดระยะจาก V ไปยงั
F หรอืD เทา่กบั c หนว่ย แสดงไดด้งัภาพ

VD F

ℓ

c c

เรยีกเสน้ตรงทีÉผา่นจดุ V และ F วา่แกนสมมาตรของพาราโบลา

57
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พิจารณากรณีแกนสมมาตรขนานกบักบั x พาราโบลาเปิดขวา กาํหนดให้Q(x, y) อยูบ่นพาราโบลาP ทีÉมีจดุยอด-
อยูที่É V (h, k) แลว้ F (h+ c, k) และD(h− c, y) โดยมี x = h− c เป็นเสน้ไดเรกทรกิซ์ ดงัภาพ

Q(x, y)

V (h, k)D(h− c, k) F (h+ c, k)

(h− c, y)
ℓ

จาก QF = d(Q, ℓ) จะไดว้า่
√

(x− (h+ c))2 + (y − k)2 =
√

(x− (h− c))2 + (y − y)2

[(x− h)− c]2 + (y − k)2 = [(x− h) + c]2

(x− h)2 − 2c(x− h) + c2 + (y − k)2 = (x− h)2 + 2c(x− h) + c2

(y − k)2 = 4c(x− h)

เรยีกสมการทีÉไดว้า่ สมการมาตรฐานของพาราโบลา (standard equation of parabola) ในทาํนองเดียวกนัเรา-
จะมีสมการมาตรฐานของพาราโบลาได้ 4 แบบ ดงันี Ê

สมการมาตรฐาน ลักษณะพาราโบลา จุดยอด จุดโฟกัส เส้นไดเรกทริกซ์

(y − k)2 = 4c(x− h) พาราโบลาเปิดขวา (right open) (h, k) (h+ c, k) x = h− c

(y − k)2 = −4c(x− h) พาราโบลาเปิดซา้ย (left open) (h, k) (h− c, k) x = h+ c

(x− h)2 = 4c(y − k) พาราโบลาหงาย (upward) (h, k) (h, k + c) y = k − c

(x− h)2 = −4c(y − k) พาราโบลาควํÉา (downward) (h, k) (h, k − c) y = k + c

ตัวอย่าง 4.1.2 พาราโบลารูปหนึÉงมีจดุโฟกสัอยูที่É (5,−1) จดุยอดอยูบ่นเสน้ตรง y = x
2
เสน้ไดเรกทรกิซข์นาน-

กบัแกน x แลว้สมการเสน้ไดเรกทรกิซข์องพาราโบลาคือสมการในขอ้ใด

1. y = 7 2. y = 7
2

3. y = 5
2

4. y = 6
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ตัวอย่าง 4.1.3 จงวาดกราฟของของวงรทีีÉมีสมการตอ่ไปนีÊและเติมคาํในช่องวา่งใหส้มบรูณ์

1. y2 = 4x

ลกัษณะพาราโบลา

จดุยอด

จดุโฟกสั

สมการเสน้ไดเรกทรกิซ์
X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

2. (y − 1)2 = −8x

ลกัษณะพาราโบลา

จดุยอด

จดุโฟกสั

สมการเสน้ไดเรกทรกิซ์
X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8



60 บททีÉ 4. พาราโบลา (PARABOLA)

3. x2 = 8(y + 1)

ลกัษณะพาราโบลา

จดุยอด

จดุโฟกสั

สมการเสน้ไดเรกทรกิซ์
X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

4. (x− 1)2 = −12(y − 2)

ลกัษณะพาราโบลา

จดุยอด

จดุโฟกสั

สมการเสน้ไดเรกทรกิซ์
X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8
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ตัวอย่าง 4.1.4 วงกลมวงหนึÉงสมัผสัเสน้ไดเรกทรกิซข์องพาราโบลา y2 = 2x และมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éโฟกสัของ-
พาราโบลานีÊ จดุทีÉวงกลมตดักบัพาราโบลาคือจดุใดตอ่ไปนีÊ

1. (0, 0)

2. (1
2
,−1) และ (1

2
, 1)

3. (1,−√
2) และ (1,√2)

4. (3
2
,
√
3) และ (3

2
,−

√
3)
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ตัวอย่าง 4.1.5 พาราโบลามีเสน้ไดเรกทรกิซเ์ป็นเสน้ตรงทีÉผา่นจดุของวงกลม

x2 + y2 = 12 และ x2 + y2 − 8x+ 4 = 0

และมีโฟกสัอยูที่Éจดุ (−1, 4) สมการพาราโบลานีÊคือขอ้ใด

1. (y − 4)2 = −6(x− 1
2
)

2. (y − 4)2 = 12(x+ 1)

3. (y − 4) = 6(x+ 1)2

4. (y − 4) = 12(x+ 1)2
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ตัวอย่าง 4.1.6 กาํหนดใหไ้ฮเพอรโ์บลา

16x2 − 9y2 + 128x+ 18y + 103 = 0

ให้F เป็นจดุโฟกสัทีÉอยูจ่ตภุาคทีÉ 2 และ C เป็นจดุศนูยก์ลางของไฮเพอรโ์บลานีÊ สมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่É
C และโฟกสัอยูที่Éจดุ F คือขอ้ใด (กสพท 2564)

1. (x+ 4)2 = −12(y − 1)

2. (x+ 4)2 = −20(y − 1)

3. (y − 1)2 = −12(x+ 4)

4. (y − 1)2 = −16(x+ 4)

5. (y − 1)2 = −20(x+ 4)
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จากสมการมาตรฐานของพาราโบลา

(y − k)2 = ±4c(x− h) หรอื (x− h)2 = ±4c(y − k)

จดัรูปสมการใหมไ่ดเ้ป็น

y2 + Ay +Bx+ C = 0 และ x2 + Ax+By + C = 0

เรยีกวา่ สมการทัÉวไปของพาราโบลา (general equation of parabola)

ตัวอย่าง 4.1.7 จงเขียนสมการพาราโบลาตอ่ไปนีÊในรูปสมการมาตรฐาน พรอ้มบอกจดุยอด จดุโฟกสั และสมการ-
ไดเรกทรกิซ์

1. x2 − 2x+ 4y + 5 = 0

2. y2 + 4y = −8x+ 12

3. y2 + 2y = 16x+ 31

4. y = x2 + 4x− 6
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ตัวอย่าง 4.1.8 สมการงวงกลมซึÉงมีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุโฟกสัของพาราโบลา

x2 − 4x− 8y − 4 = 0

และผา่นจดุซึÉงแบง่ครึÉงเสน้ตรงทีÉลากจากจดุ (−4, 3) มายงัโฟกสัของพาราโบลา คือสมการใดตอ่ไปนีÊ

1. x2 + y2 − 4x− 2y − 5 = 0

2. x2 + y2 − 4x+ 2y − 7 = 0

3. x2 + y2 − 4x+ 2y − 11 = 0

4. x2 + y2 − 4x− 2y − 12 = 0

ตัวอย่าง 4.1.9 ถา้ A คือจดุบนวงกลม

x2 + y2 + 4x− 6y + 11 = 0

ซึÉงอยูใ่กลก้บัจดุโฟกสั F ของพาราโบลา x2 − 12x + 4y + 52 = 0 มากทีÉสดุ แลว้ระยะทางระหวา่ง A กบั F
มีคา่เทา่ใด (Ent 2/2542)

1. 7√2

2. 8√2

3. 7√2− 2

4. 8√2− 2
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ตัวอย่าง 4.1.10 จากรูปทีÉกาํหนดใหส้มการพาราโบลาคือ

x2 − 10x− 32y − 39 = 0

มี F เป็นจดุโฟกสั สว่นของเสน้ตรง ℓ1 ผา่นจดุ F มีจดุปลายทีÉA(x1, y1) และB(x2, y2) สว่นของเสน้ตรง ℓ2 ผา่น-
จดุ F มีจดุปลายทีÉ C(x3, y3) และD(x4, y4) ผลบวกของความยาวของสว่นเสน้ตรง ℓ1 กบั ℓ2 มีคา่เทา่กบัขอ้ใด-
ตอ่ไปนีÊ

A(x1, y1)

B(x2, y2)
C(x3, y3)

D(x4, y4) F

x

y

1. y1 + y2 + y3 + y4 + 40 หนว่ย

2. y1 + y2 + y3 + y4 + 8 หนว่ย

3. √(y1 − y2)2 + (y3 − y4)2 + (x1 − x2)2 + (x3 − x4)2 + 40 หนว่ย

4. √(y1 − y2)2 + (y3 − y4)2 + (x1 − x2)2 + (x3 − x4)2 + 8 หนว่ย



4.1. สมการพาราโบลา 67

ตัวอย่าง 4.1.11 จงหาสมการมาตรฐานของพาราโบลาตอ่ไปนีÊ

1. พาราโบลาทีÉมี (1, 2) เป็นจดุยอด และ (1, 5) เป็นจดุโฟกสั

2. พาราโบลาทีÉมี (−1, 3) เป็นจดุยอด และ x = −3 เป็นเสน้ไดเรกทรกิซ์

3. พาราโบลาทีÉมีจดุยอดและจดุโฟกสัเป็นจดุปลายของสว่นเสน้ตรงAB โดยทีÉA = (2, 0) และB = (2,−3)

และ y = 3 เป็นเสน้ไดเรกทรกิซ์
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ตัวอย่าง 4.1.12 ให้ C เป็นวงกลม

x2 + y2 − 2x− 4y − 20 = 0

มีจดุศนูยก์ลางอยูที่É (h, k) และรศัมี r แลว้สมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่É (h, k) และ x = r เป็นสมการได-
เรกทรกิซคื์อขอ้ใด (Ent 1/2543)

1. y2 − 4y + 20x− 16 = 0

2. y2 + 4y − 16x− 12 = 0

3. y2 − 4y + 16x− 12 = 0

4. y2 − 4y + 16x− 14 = 0

ตัวอย่าง 4.1.13 ถา้ F เป็นจดุโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา

6x2 − 10y2 − 12x− 40y − 94 = 0

อยูใ่นจตภุาคทีÉ 4 แลว้สมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่É F และแกนสงัยคุของไฮเพอรโ์บลาเป็นเสน้ไดเรกทรกิซ์
คือสมการใด

1. y2 + 4y − 4x− 9 = 0

2. y2 + 4y − 4x+ 24 = 0

3. y2 + 4y + 16x− 44 = 0

4. y2 + 4y − 16x+ 84 = 0
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ตัวอย่าง 4.1.14 สมการพาราโบลาทีÉมีจดุยอดอยูที่É (0,−1) และผา่นจดุโฟกสัของวงรี

3x2 + 4y2 − 16y + 4 = 0

ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (Ent 2/2541)

1. (
√

2
3
, 1) 2. (

√
3
2
, 1) 3. (1

2
, 0) 4. (1

3
, 0)

ตัวอย่าง 4.1.15 เสาไฟสองตน้สงู 30 เมตร อยูห่า่งกนั 100 เมตร สายไฟฟา้อยูร่ะหวา่งเสาทัÊงสองตน้นี Êหยอ่น
มีลกัษณะเป็นรูปพาราโบลาสงูจากพืÊนดิน 20 เมตร ณ จดุตรงกลางระหวา่งเสาทัÊงสองตน้นี Ê จงหาวา่สายไฟฟา้นี Êสงู-
จากพืÊนดินกีÉเมตร ณ จดุทีÉหา่งจากเสา 10 เมตร
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ตัวอย่าง 4.1.16 ใหพ้าราโบลารูปหนึÉงมีจดุยอดอยูบ่นเสน้ตรงทีÉมีสมการ 2y = 3x และมี y = 3 เป็นแกนสมมาตร
ถา้พาราโบลาผา่นจดุ (3, 5) แลว้สมการพาราโบลานีÊ ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ก.พ. 2563)

1. y2 − 4x− 6y + 17 = 0

2. y2 − 4x+ 6y − 43 = 0

3. y2 + 4x− 6y − 7 = 0

4. y2 + 6x− 4y − 23 = 0

5. y2 − 6x+ 4y − 27 = 0
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4.2 ลาตัสเรกตัมของพาราโบลา

บทนิยาม 4.2.1 สว่นของเสน้ตรงทีÉเกิดจากจดุบนพาราโบลาทีÉลากไปตดัและตัÊงฉากกบัแกนสมมาตรทีÉจดุโฟกสั
เรยีกวา่ ลาตัสเลกตัม (Latus Rectum)

พิจารณาพาราโบลาทีÉมีสมการ (y − k)2 = 4c(x− h) จะได้ F = (h+ c, k) ดงัภาพ

V (h, k) F (h+ c, k)

L

L′

จากภาพลาตสัเรกตมัคือ LL′ ให้L = (h+ c, d) ซึÉงอยูบ่นพาราโบลา จะไดว้า่

(d− k)2 = 4c(h+ c− h)

(d− k)2 = 4c2

|d− k| = 2c

d = k ± 2c

ดงันัÊน L = (h+ c, k + 2c) และ L′ = (h+ c, k − 2c) ดงันัÊนความยาวลาตสัเรกตมัดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนีÊ

ทฤษฎบีท 4.2.2 พาราโบลาทีÉมีระยะจากจดุยอดกบัจดุโฟกสัเทา่กบั c หน่วย จะมี

ความยาวลาตสัเรกตมัเทา่กบั 4c

ตัวอย่าง 4.2.3 จงหาความยาวของลาตัสเรกตัมของพาราโบลาตอ่ไปนีÊ

1. y = 4x2 + 4 2. y2 − 2y + 8x = 15
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4.3 ตัวอย่างข้อสอบแข่งขันเรืÉองพาราโบลา
ตัวอย่าง 4.3.1 ให้ P เป็นพาราโบลารูปหนึÉงทีÉมีโฟกสัอยูบ่นเสน้ตรง x+ 2y = 4 และสมการของแกนสมมาตรคือ
y = 3 ถา้ P มีเสน้ไดเรกทรกิซเ์ป็นเสน้ตรงเดียวกบัเสน้ไดเรกทรกิซข์องพาราโบลา

y2 + 8y − 24x+ 16 = 0

แลว้พาราโบลา P ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 มี.ค. 2560)

1. (−7, 1)

2. (−4, 0)

3. (1,−1)

4. (2,−4)

5. (4,−5)

ตัวอย่าง 4.3.2 กาํหนดใหพ้าราโบลามีโฟกสัอยูที่É (8, 1) และ x = 10 เป็นเสน้ไดเรกทรกิซ์ ให้ P1 และ P2 เป็น-
จดุตดัของพาราโบลากบัแกน y ถา้ E เป็นวงรทีีÉผา่นจดุ (8, 1) และมีโฟกสัอยูที่Éจดุ P1 และ P2 แลว้ความยาวแกน-
เอกของวงรี E เทา่กบัเทา่ใด (PAT1 มี.ค. 2564)

1. 10 2. 10 3. 16 4. 20 5. 22
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ตัวอย่าง 4.3.3 ใหพ้าราโบลารูปหนึÉงมีสมการเป็น

y2 − 4y + 40x− 236 = 0

โดย V และ F เป็นจดุยอดและจดุโฟกสัของพาราโบลาตามลาํดบั ถา้วงรรูีปหนึÉงผา่นจดุ (4, 6) และมีโฟกสัอยูที่É V
และ F แลว้สมการของวงรรูีปนี Êตรงกบัขอ้ใด (PAT1 ต.ค. 2558)

1. 4x2 + 9y2 + 8x− 36y + 140 = 0

2. 4x2 + 9y2 + 8x+ 36y − 140 = 0

3. 4x2 + 9y2 − 8x− 36y − 140 = 0

4. 9x2 + 4y2 − 36x− 8y − 180 = 0

5. 9x2 + 4y2 + 36x− 8y + 180 = 0



74 บททีÉ 4. พาราโบลา (PARABOLA)

ตัวอย่าง 4.3.4 กาํหนดให้ P เป็นพาราโบลาทีÉมีสมการเป็น y = ax2 + bx + 5 เมืÉอ a > 0 และ b < 0 ถา้-
ระยะทางระหวา่งโฟกสักบัจดุยอดของ P เทา่กบั 1

2
หนว่ย และเสน้ตรง 2x − y − 3 = 0 สมัผสักบั P ทีÉจดุ C

แลว้ระยะทางระหวา่งจดุยอด P และจดุ C ตรงกบัขอ้ใด (PAT1 ต.ค. 2559)

1. √2 2. √5 3. √6 4. √8 5. √13



บททีÉ 5

แบบฝึกหดัระคน

1. จากราฟพาราโบลาทีÉกาํหนดให้ ความยาวของ AB เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ

A

B

1 4 5

1

5

ก. 3.00 ข. 3.25 ค. 3.50 ง. 3.75

75
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2. โลกและดาวหางสเมอรเ์ลยโ์คจรเขา้หากนัเป็นสมการทีÉมีกราฟไฮเพอรโ์บลาซึÉงความยาวแกนสงัยคุเทา่กบั 8
ปีแสง โฟกสัทัÊงสองหา่งกนั 16 ปีแสง ระยะทีÉโลกและดาวหางสเมอรเ์ลยโ์คจรเขา้ใกลก้นัทีÉสดุมีระยะเทา่ใด

ก. 2√3 ปีแสง ข. 4√3 ปีแสง ค. 8√3 ปีแสง ง. 16√3 ปีแสง
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3. พาราโบลา y = ax2 + bx+ c ผา่นจดุ (0, 0), (−1,−3) และ (−2,−4) ซึÉง P และ Q เป็นจดุทีÉพาราโบ-
ลาตดัแกน x สมการวงกลมทีÉมี PQ เป็นเสน้ผา่นศนูยก์ลางคือสมการในขอ้ใด

ก. x2 + y2 + 4x = 0

ข. x2 + y2 − 4x = 0

ค. x2 + y2 + 4y = 0

ง. x2 + y2 − 4y = 0
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4. ถา้ตอ้งการให้ P (x, y) อยูห่า่งจากจดุ F (4, 0) เป็นระยะสองเทา่ของระยะทีÉ P อยูห่า่งจากเสน้ตรง x = 1

จดุ P อยูบ่นเสน้โคง้ในขอ้ใด

ก. วงกลมทีÉมีสมการเป็น 3x2 + y2 = 15

ข. ไฮเพอรโ์บลาทีÉมีสมการเป็น 3x2 − y2 = 12

ค. พาราโบลาทีÉมีสมการเป็น y2 = 16x

ง. พาราโบลาทีÉมีสมการเป็น x2 = 16y
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5. วงกลมทีÉมีสมการ x2+y2 = 4 จดุ A มีพิกดั (−2, 0) โดยทีÉ AB เป็นคอรด์ของวงกลมนีÊ ถา้ตอ่ AB ไปถงึจดุ
M ทาํให้BM = AM ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นจรงิ

ก. M อยูบ่นวงกลมทีÉมีศนูยก์ลางอยูที่É (−2, 0) และรศัมี 8 หน่วย
ข. M อยูบ่นวงกลมทีÉมีศนูยก์ลางอยูที่É (2, 0) และรศัมี 4 หน่วย
ค. M อยูบ่นพาราโบลาทีÉมีโฟกสัอยูที่É (−2, 0) และจดุยอดอยูที่É (6, 0)
ง. M อยูบ่นพาราโบลาทีÉมีโฟกสัอยูที่É (2, 0) และจดุยอดอยูที่É (6, 0)
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6. ถา้พาราโบลาหนึÉงมีแกนสมมาตรทบัแกน y และผา่นจดุปลายของสว่นของเสน้ตรง 2x+ 3y− 6 = 0 เมืÉอ
x สอดคลอ้งกบัสมการ

|
√
x2 − x|+ |3− x− |x− 3|| = 0

แลว้ความยาวของลาตสัเรกตมัของพาราโบลาเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 มี.ค. 2559)

ก. 9
8

ข. 9
4

ค. 9
2

ง. 9 จ. 18
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7. ให้ C มีสมการเป็น
x2 + y2 + ax− 6y − 12 = 0

เมืÉอ a > 0 โดยระยะทางจากจดุศนูยก์ลางของวงกลมC ไปยงัเสน้ตรง 4x+3y = 71 เทา่กบั 14 หนว่ย ถา้-
พาราโบลารูปหนึÉงมีโฟกสัอยูที่Éจดุ ศนูยก์ลางของวงกลม C และมี y = 7 เป็นไดเรกทรกิซ์ แลว้สมการของ-
พาราโบลารูปนีÊตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ต.ค. 2558)

ก. x2 − 4x+ 4y − 16 = 0

ข. x2 + 4x+ 4y − 16 = 0

ค. x2 + 4x− 4y + 20 = 0

ง. x2 + 4x+ 8y + 44 = 0

จ. x2 + 4x+ 8y − 36 = 0
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8. ให้ P เป็นพาราโบลาทีÉมีสมการเป็น

x2 + 8x+ 4y + 12 = 0

ถา้ H เป็นไฮเพอรโ์บลาทีÉมีแกนตามขวางขนานแกน y มีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุยอดของ P ระยะทางระหวา่ง-
โฟกสัทัÊงสองของ H เทา่กบั 4

√
13 หน่วย และเสน้กาํกบัเสน้หนึÉงของ H ขนานกบัเสน้ตรง 2x−3y−2 = 0

แลว้สมการของไฮเพอรโ์บลา H รูปนีÊตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ต.ค. 2559)

ก. 9y2 − 4x2 − 32x− 18y − 109 = 0

ข. 9y2 − 4x2 + 32x− 18y − 109 = 0

ค. 9y2 − 4x2 − 32x+ 18y − 109 = 0

ง. 9y2 − 4x2 − 32x− 18y − 199 = 0

จ. 9y2 − 4x2 − 32x+ 18y + 199 = 0
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9. กาํหนดให้ P เป็นพาราโบลาทีÉมีสมการเป็น

x2 + 4x+ 3y − 5 = 0

และพาราโบลา P ตดัแกน x ทีÉจดุ A และจดุ B ถา้ E เป็นวงรทีีÉมีจดุยอดอยูที่Éจดุ A และ B และผลบวกของระ-
ยะทางจากจดุยอดของพาราโบลา P ไปยงัโฟกสัทัÊงสองของวงรี E เทา่กบั 2

√
13 หน่วย แลว้สมการของวงรี

E ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (PAT1 ต.ค. 2559)

ก. x2 + 4x+ 9y2 = 5

ข. 3x2 + 12x+ 5y2 = 15

ค. 5x2 + 20x+ 9y2 = 25

ง. 6x2 + 24x+ 25y2 = 30

จ. 9x2 + 36x+ 16y2 = 45
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10. วงกลม C มีจดุศนูยก์ลางอยูที่Éจดุกาํเนิด และผา่นจดุโฟกสัของพาราโบลาซึÉงมีสมการเป็น (x − 2)2 = 8y

โดยเสน้ไดเรกทรกิซข์องพาราโบลาตดัวงกลม C ทีÉจดุ P และจดุ Q ถา้จดุ R อยูบ่นพาราโบลาและอยูห่า่ง-
จากจดุโฟกสัเป็นระยะ 4 หน่วย แลว้สามเหลีÉยม PQR มีพื ÊนทีÉเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีÊ (ANET 2550)

ก. 8 ตารางหนว่ย
ข. 9 ตารางหนว่ย

ค. 10 ตารางหน่วย
ง. 12 ตารางหน่วย
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11. กาํหนดให้
25x2 + 16y2 − 50x− 64y − 311 = 0

เป็นสมการวงรี ถา้พาราโบลาสองรูปทีÉมีจดุยอดอยูที่ÉโฟกสัทัÊงสองของวงรี และตดักนัทีÉจดุปลายทัÊงสองของ-
แกนโทของวงรี แลว้สมการของพาราโบลาทัÊงสองคือขอ้ใด

ก. (x− 1)2 = 16
3
(y + 1) และ (x− 1)2 = −16

3
(y − 5)

ข. (x− 1)2 = 25
3
(y + 1) และ (x− 1)2 = −25

3
(y − 5)

ค. (y − 2)2 = 16
3
(x+ 2) และ (y − 2)2 = −16

3
(x− 4)

ง. (y − 2)2 = 25
3
(x+ 2) และ (y − 2)2 = −25

3
(x− 4)
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12. กาํหนดให้A เป็นจดุยอดทางดา้นหนึÉงของไฮเพอรโ์บลา

x2 − y2 = 3

และ B และ C เป็นจดุสองจดุบนอีกดา้นหนึÉงของไฮเพอรโ์บลาทีÉทาํให้ABC เป็นสามเหลีÉยมดา้นเทา่
จงหาพืÊนทีÉของสามเหลีÉยม ABC (สมาคมคณิตศาสตรฯ์ 2559)
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13. กาํหนดให้

A = {(x, y) ∈ R2 | |x, y ≥ 0 และ√x−√
y| ≤

√
|x− y|}

B = {(x, y) ∈ R | x2 + y2 ≤ 2x+ 2y − 1}

ขอ้ใดตอ่ไปนีÊเป็นพื ÊนทีÉของ A ∩ B (สมาคมคณิตศาสตรฯ์ 2560)

ก. π

4
ข. π

2
ค. π ง. 2π



88 บททีÉ 5. แบบฝึกหดัระคน

14. เสน้ตรงทีÉผา่นจดุโฟกสัของพาราโบลา y = 16x สมัผสักบัวงกลม (x− 6)2 + y2 = 2 คือจดุใด
(สมาคมคณิตศาสตรฯ์ 2561)


