
เฉลย Assignment 4
MAC3310 พีชคณิตนามธรรม

หัวขอ กรุปการเรียงสับเปลี่ยน และกรุปยอย สัปดาหที่ 4 คะแนนเต็ม 10 คะแนน
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

1. ให α = (1 3 7 2)(2 3 5 4) และ β = (1 6 3)(1 3 5 7) เปนสมาชิกใน S8 จงหา (αβ)2021

วิธีทำ พิจารณา

αβ = (1 3 7 2)(2 3 5 4)(1 6 3)(1 3 5 7)

=

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 7 4 1 2 5 6 8

)
= (1 3 4)(2 7 6 5)

ดังนั้น

(αβ)2021 = [(1 3 4)(2 7 6 5)]2021

= (1 3 4)2021(2 7 6 5)2021

= [(1 3 4)3(673)+2(2 7 6 5)4(505)+1

= [(1 3 4)3]673(1 3 4)2[(2 7 6 5)4]505(2 7 6 5)1

= (1)673(1 3 4)(1 3 4)(1)505(2 7 6 5)

= (1 3 4)(1 3 4)(2 7 6 5)

=

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 7 1 3 2 5 6 8

)
= (1 4 3)(2 7 6 5) #

2. กำหนดให α = (1 3 4 7 2 8) และ β เปนสมาชิกใน S20

2.1 จงหาอันดับ (order) ของ α(2 4 5 9 8)

วิธีทำ พิจารณา

α(2 4 5 9 8) = (1 3 4 7 2 8)(2 4 5 9 8)

=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10...20
3 7 4 5 9 6 2 8 1 10...20

)
= (1 3 4 5 9)(2 7)

ดังนั้น

◦(α(2 4 5 9 8)) = ◦((1 3 4 5 9)(2 7)) = ℓcm(5, 2) = 10
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2.2 ถา α และ β เปนวัฏจักรตางสมาชิกกันซึ่ง ◦(αβ) = 12

จงหาอันดับที่เปนไปไดทั้งหมดของ β

วิธีทำ เนื่องจาก α = (1 3 4 7 2 8) มีคายาวเทากับ 6 ดังนั้นมีสมาชิกในวัฏจักร 6 ตัว และ ◦(α) = 6

จะเห็นวาα และ β เปนวัฏจักรตางสมาชิกกัน นั่นคือ β มีจำนวนสามาชิกในวัฏจักรไดไมเกิน 20− 6 = 14 ตัว และ

12 = ◦(αβ) = ℓcm(◦(α), ◦(β)) = ℓcm(6, ◦(β))

ดังนั้น ◦(β) ที่เปนไปไดทั้งหมดคือ 4 และ 12 #

3. ใน S7 ถา (1 a 4 5)999 = (5 4 a 1) จงหา a ที่เปนไปไดทั้งหมด

วิธีทำ พิจารณา

(1 a 4 5)999 = [(1 a 4 5)]4(250)−1

= [(1 a 4 5)4]250(1 a 4 5)−1

= (1)249(1 a 4 5)−1

= (1 a 4 5)−1

= (5 4 a 1)

นั่นคือ เปนสมาชิกใดก็ไดที่ไมซ้ำกับ 1,4 และ 5 ดังนั้น a = 2, 3, 6 หรือ 7

4. ให H เปนเซตยอยของกรุป G โดยที่ H ̸= ∅ จงพิสูจนวา

H ≤ G ก็ตอเมื่อ ab−1 ∈ H สำหรับทุก a, b ∈ H

บทพิสูจน . สมมติวา H ≤ G ให a, b ∈ H จะไดวา b−1 ∈ H ดังนั้น ab−1 ∈ H

ในทางกลับกันสมมติวา ให a ∈ H โดยสมมติฐานจะไดวา e = aa−1 ∈ H

จากที่ e ∈ H โดยสมมติฐานอีกครั้งจะไดวา a−1 = ea−1 ∈ H

สุดทายพิสูจนวามี H สมบัติปด ให a, b ∈ H จะไดวา b−1 ∈ H เนื่องจาก b = (b−1)−1 ดังนั้นโดยสมมติฐานจะได

ab = a(b−1)−1 ∈ H

สรุปไดวา H ≤ G

5. จงตรวจสอบ H ⊆ R∗ ตอไปนี้ วาเปนกรุปยอยของ R∗

5.1 H = {2m : m ∈ Z}
วิธีทำ เนื่องจาก 1 = 20 ∈ H ดังนั้น 1 เปนเอกลักษณการคูณใน H

ให 2m และ 2n เปนสมาชิกใน H เมื่อ m,n ∈ Z แลว n−m ∈ Z และ

2n(2m)−1 = 2n(2−m) = 2n−m ∈ H

ดังนั้น H ≤ R∗

5.2 H = {m2 : m ∈ Z∗}
วิธีทำ จะเห็นวา 22 ∈ H สมมติวามี m ∈ Z∗ ที่ทำให 22(m2) = 1 นั่นคือ

2(2m2) = (2m)2 = 1

เนื่องจาก 2m2 ∈ Z∗ จะไดวา 2 | 1 เกิดขอขัดแยง สรุปไดวา 22 ไมมีตัวผกผันใน H ฉะนั้น Hไมเปนกรุปยอยของ
R∗
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6. จงตรวจสอบวา H เปนกรุปยอยของ GL2(R) หรือไม

H =

{[
a 0
b c

]
: a ̸= 0 และ c ̸= 0

}

วิธีทำ เห็นไดชัดวา
[
1 0
0 1

]
∈ H

ให A =

[
a 0
b c

]
และ B =

[
x 0
y z

]
เปนสมาชิกใน H นั่นคือ a ̸= 0, c ̸= 0, x ̸= 0 และ z ̸= 0 จะไดวา xz ̸= 0,

ax ̸= 0 และ cz ̸= 0 แลว

B−1 =
1

xz

[
z 0
−y x

]
=

[
1
x

0
− y

xz
1
z

]
∈ H

และ

AB =

[
a 0
b c

] [
x 0
y z

]
=

[
ax 0

bx+ cy cz

]
∈ H

ดังนั้น H เปนกรุปยอยของ GL2(R)

7. จงตรวจสอบวา H เปนกรุปยอยของ GL2(R) หรือไม

H =

{[
a 0
0 b

]
: ab > 0

}

วิธีทำ ถา a = b = 1 แลว ab = 1 > 0 ดังนั้น
[
1 0
0 1

]
เปนสมาชิกใน H

ให A =

[
a 0
0 b

]
และ B =

[
x 0
0 y

]
เปนสมาชิกใน H นั่นคือ ab > 0 และ xy > 0 แลว

AB =

[
a 0
0 b

] [
x 0
0 y

]
=

[
ax 0
0 by

]
จะไดวา (ax)(by) = (ab)(xy) > 0 ดังนั้น AB ∈ H

เนืองจาก ab > 0 ดังนั้น 1

ab
> 0 และ A−1 =

[
1
a

0
0 1

b

]
∈ H ดังนั้น H ≤ GL2(R)
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8. กำหนดให A =

[
1 0

−1 1

]
เปนสมาชิกใน GL2(R) จงเขียน ⟨A⟩ ในรูปแบบมีเงื่อนไข

วิธีทำ พิจารณา

A =

[
1 0
−1 1

]
A2 =

[
1 0
−1 1

] [
1 0
−1 1

]
=

[
1 0
−2 1

]
A3 = A2A =

[
1 0
−2 1

] [
1 0
−1 1

]
=

[
1 0
−3 1

]
...

An =

[
1 0
−n 1

]

ดังนั้น An =

[
1 0
−n 1

]
เมื่อ n ∈ N และ I เปนเมติกซเอกลักษณ

จะเห็นวา A−1 =

[
1 0
1 1

]
เแลว A−n = (An)−1 =

[
1 0
−n 1

]−1

=

[
1 0
n 1

]
เมื่อ n ∈ N

และ A0 =

[
1 0
0 1

]
= I สรุปไดวา

⟨A⟩ =
{[

1 0
−n 1

]
: n ∈ Z

}
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