
เฉลย Assignment 5
MAC3310 พีชคณิตนามธรรม

หัวขอ กรุปวัฏจักร และกรุปวัฏจักร สัปดาหที่ 5 คะแนนเต็ม 10 คะแนน
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

1. จงพิสูจนวากรุปวัฎจักรเปนกรุปอาบีเลียน

บทพิสูจน . ให G เปนกรุปวัฏจักร จะไดวามี a ∈ G ซึ่ง ⟨a⟩ = G ให x, y ∈ G แลว x = an และ y = am โดยที่
n,m ∈ Z จะไดวา

xy = anam = an+m = am+n = aman = yx

ดังนั้น G เปนกรุปอาบีเลียน

2. จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z4 × Z9

วิธีทำ จะเห็นไดวา (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนิดของ Z4 × Z9 และ |Z4 × Z9| = 4× 9 = 36

ตัวหารของ 36 คือ 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 ดังนั้นกรุปยอยของ คือ Z4 × Z9⟨
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3. จงหากรุปยอยทั้งหมดของ Z×
27

วิธีทำ |Z×
27| = ϕ(27) = ϕ(33) = 33 − 32 = 18 จะเห็นวา

(2̄)1 = 2̄ (2̄)7 = 20 (2̄)13 = −16 = 11

(2̄)2 = 4̄ (2̄)8 = 40 = 13 (2̄)14 = 22

(2̄)3 = 8̄ (2̄)9 = 26 = −1 (2̄)15 = 44 = 17

(2̄)4 = 16 (2̄)10 = −2 = 25 (2̄)16 = 34 = 7̄

(2̄)5 = 32 = 5̄ (2̄)11 = −4 = 23 (2̄)17 = 14

(2̄)6 = 10 (2̄)12 = −8 = 17 (2̄)18 = 28 = 1

ดังนั้น ⟨2̄⟩ = Z×
27 ตััวหารของ 18 คือ 1, 2, 3, 6, 9, 18 ดังนั้นกรุปยอยของ Z×
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4. จงหาตัวกอกำเนิดของ Z3 × Z5

วิธีทำ จะเห็นไดวา (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนิดของ Z3 × Z5 และ |Z3 × Z5| = 3 × 5 = 15 และ 1 ≤ k < 15 ซึ่ง
gcd(k, 15) = 1

ประกอบไปดวย k = 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14, ตัวกอกำเนิดทั้งหมดคือ

1(1̄, 1̄), 2(1̄, 1̄), 4(1̄, 1̄), 7(1̄, 1̄), 8(1̄, 1̄), 9(1̄, 1̄), 11(1̄, 1̄), 13(1̄, 1̄) และ 14(1̄, 1̄)

นั่นคือ

(1̄, 1̄), (2̄, 2̄), (1̄, 4̄), (4̄, 2̄), (2̄, 3̄), (0̄, 4̄), (2̄, 1̄), (1̄, 3̄) และ (2̄, 4̄)

5. จงหาตัวกอกำเนิดของ Z×
26

วิธีทำ |Z×
26| = ϕ(26) = ϕ(2 · 13) = 12 จะเห็นวา

(7̄)1 = 7̄ (7̄)5 = 63 = 11 (7̄)9 = 21 = −5

(7̄)2 = 49 = −3 (7̄)6 = 77 = −1 (7̄)10 = −35 = −9 = 17

(7̄)3 = −21 = 5 (7̄)7 = −7 = 19 (7̄)11 = −63 = −11 = 15

(7̄)4 = 35 = 9̄ (7̄)8 = −49 = 3 (7̄)12 = −77 = 1̄

ดังนั้น ⟨7̄⟩ = Z×
26 และ 1 ≤ k < 12 ซึ่ง gcd(k, 12) = 1 ประกอบไปดวย k = 1, 5, 7, 11

ตัวกอกำเนิดทั้งหมดคือ (7̄)1, (7̄)5, (7̄)7 และ (7̄)11 นั่นคือ

7̄, 11, 19 และ 15 ตัวกอกำเนิดทั้งหมดของ Z×
26

6. ให x เปนสมาชิกในกรุป G โดยที่ ◦(x) = n เมื่อ n ∈ N จงพิสูจนวา สำหรับจำนวนเต็ม k

ถา gcd(k, n) = 1 แลว ◦(xk) = n

บทพิสูจน . ให x ∈ G โดยที่ ◦(x) = n เมื่อ n ∈ N และ k ∈ Z
สมมติวา gcd(k, n) = 1 จะไดวา

(xk)n = (xn)k = ek = e

ให m ∈ N ซึ่ง (xk)m = e จะแสดงวา n ≤ m (แสดงวา n เปนตัวเล็กสุด)
โดยขั้นตอนวิธีการหารจะไดวามี q, r ∈ Z ซึ่ง

m = nq + r เมื่อ 0 ≤ r < n

ดังนั้น

e = (xk)m = xkm = xknq+kr = (xn)kqxkr = ekqxkr = exkr = xkr

เนื่องจาก ◦(x) = n โดยทฤษฎีบทจะไดวา n | (kr) แต gcd(k, n) = 1 ดังนั้น n | r
นั่นคือ r = nd สำหรับบางจำนวนเต็ม d แลว

m = nq + nd = n(q + d)

ฉะนั้น n | m เนื่องจาก m > 0 และ n > 0 ดังนั้น n ≤ m สรุปไดวา ◦(xk) = n
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7. จงหาจำนวนกรุปยอยทั้งหมดของ Z2564 × Z2021

วิธีทำ เนื่องจาก gcd(2564, 2021) = 1 จะไดวา Z2564×Z2021 เปนกรุปวัฏจักร ฉะนั้นจำนวนกรุปยอยทั้งหมดจะเทากับ
จำนวนตัวหารของ |Z2564 × Z2021| = 2562 · 2021 หรือเทากับ

τ(2564 · 2021) = τ(22 · 641 · 43 · 47)
= (2 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)

= 24 #

8. ถา ⟨a⟩ เปนกรุปอนันต จงพิสูจนวา

am = an ก็ตอเมื่อ m = n

บทพิสูจน . ให ⟨a⟩ เปนกรุปอนันต ถา m = n เห็นไดชัดวา am = an ในทางกลับกันให am = an สมมติวา m ̸= n

โดยไมเสียนัยทั่วไป m > n นั่นคือ m− n ∈ N แลว

am−n = ama−n = ana−n = e

กำหนดให
S = {k ∈ N : ak = e}

แลว S ⊆ N เนื่องจาก m − n ∈ S ดังนั้น S ̸= ∅ โดยหลักการจัดอันดับดีจะไดวา S มีสมาชิกตัวเล็กสุดซึ่งเทากับ
◦(a) จะไดวา

| ⟨a⟩ | = ◦(a) มีคาจำกัด

เกิดขอขัดแยงกับ ⟨a⟩ เปนกรุปอนันต สรุปไดวา m = n
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