
เฉลย Assignment 6
MAC3310 พีชคณิตนามธรรม

หัวขอ แลซทิซ โคเซต และทฤษฎีบทลากรานจ สัปดาหที่ 6 คะแนนเต็ม 10 คะแนน
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

1. จงเขียนแลตทิซของ Z48 และ Z×
27

วิธีทำ เนื่องจาก |Z48| = 48 และ ตัวหารของ 48 คือ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48 กรุปยอยทั้งหมดของ Z48 คือ

⟨
48
48
1̄
⟩

= ⟨1̄⟩ = Z48⟨
48
24
1̄
⟩

= ⟨2̄⟩ = {0̄, 2̄, 4̄, ..., 46}⟨
48
16
1̄
⟩

= ⟨3̄⟩ = {0̄, 3̄, 6̄, ..., 45}⟨
48
12
1̄
⟩

= ⟨4̄⟩ = {0̄, 4̄, 8̄, ..., 44}⟨
48
8
1̄
⟩

= ⟨6̄⟩ = {0̄, 6̄, 12, 18, 24, 30, 36}

⟨
48
6
1̄
⟩

= ⟨8̄⟩ = {0̄, 8̄, 16, 24, 32}⟨
48
4
1̄
⟩

=
⟨
12
⟩

= {0̄, 12, 24, 36}⟨
48
3
1̄
⟩

=
⟨
16
⟩

= {0̄, 16, 32}⟨
48
2
1̄
⟩

=
⟨
24
⟩

= {0̄, 24}⟨
48
1
1̄
⟩

=
⟨
48
⟩

= {0̄}

เขียนแลตทิซไดดังนี้

⟨1̄⟩ = Z48

⟨
2
⟩ ⟨

3
⟩

⟨
4
⟩ ⟨

6
⟩

⟨
12
⟩⟨

8
⟩

⟨
24
⟩⟨

16
⟩

⟨
48
⟩
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|Z×
27| = ϕ(27) = ϕ(33) = 33 − 32 = 18 จะเห็นวา

(2̄)1 = 2̄ (2̄)7 = 20 (2̄)13 = −16 = 11

(2̄)2 = 4̄ (2̄)8 = 40 = 13 (2̄)14 = 22

(2̄)3 = 8̄ (2̄)9 = 26 = −1 (2̄)15 = 44 = 17

(2̄)4 = 16 (2̄)10 = −2 = 25 (2̄)16 = 34 = 7̄

(2̄)5 = 32 = 5̄ (2̄)11 = −4 = 23 (2̄)17 = 14

(2̄)6 = 10 (2̄)12 = −8 = 17 (2̄)18 = 28 = 1

ดังนั้น ⟨2̄⟩ = Z×
27 ตัวหารของ 18 คือ 1, 2, 3, 6, 9, 18 ดังนั้นกรุปยอยของ Z×

27 คือ⟨
(2̄)

18
1

⟩
= ⟨1̄⟩ = {1̄}⟨

(2̄)
18
2

⟩
=

⟨
26
⟩

= {1̄, 26}⟨
(2̄)

18
3

⟩
=

⟨
10
⟩

= {1̄, 10, 19}⟨
(2̄)

18
6

⟩
=

⟨
8
⟩

= {1̄, 8, 10, 26, 19, 17}⟨
(2̄)

18
9

⟩
=

⟨
4
⟩

= {1̄, 4, 16, 10, 13, 25, 19, 22, 7}⟨
(2̄)

18
18

⟩
= ⟨2̄⟩ = Z×

27

เขียนแลตทิซไดดังนี้

⟨2̄⟩ = Z×
27

⟨
8
⟩⟨

4
⟩

⟨
26
⟩⟨

10
⟩

⟨
1
⟩
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2. จงเขียนแลตทิซของ Z4 × Z9

วิธีทำ จะเห็นไดวา (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนิดของ Z4 × Z9 และ |Z4 × Z9| = 4× 9 = 36

ตัวหารของ 36 คือ 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 ดังนั้นกรุปยอยของ Z4 × Z9 คือ⟨
36

1
(1̄, 1̄)

⟩
= ⟨(0̄, 0̄)⟩ = {(0̄, 0̄)}⟨

36

2
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(2, 0̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (2̄, 0̄)}⟨

36

3
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 3̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 3̄), (0̄, 6̄)}⟨

36

4
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(1, 0̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (1̄, 0̄), (2̄, 0̄), (3̄, 0̄)}⟨

36

6
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(2, 6̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (2̄, 6̄), (0̄, 3̄), (2̄, 0̄), (0̄, 6̄), (2̄, 3̄)}⟨

36

9
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(0, 4̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (0̄, 1̄), (0̄, 2̄), (0̄, 3̄), (0̄, 4̄), (0̄, 5̄), (0̄, 6̄), (0̄, 7̄), (0̄, 8̄)}⟨

36

12
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(3, 3̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (3̄, 3̄), (2̄, 6̄), (1̄, 0̄), (0̄, 3̄), (3̄, 6̄), (2̄, 0̄), (1̄, 3̄), (0̄, 6̄), (3̄, 0̄), (2̄, 3̄), (1̄, 6̄)}⟨

36

18
(1̄, 1̄)

⟩
=

⟨
(2, 2̄)

⟩
= {(0̄, 0̄), (2̄, 2̄), (0̄, 4̄), (2̄, 6̄), (0̄, 8̄), (2̄, 1̄), (0̄, 3̄), (2̄, 5̄), (0̄, 7̄), (2̄, 0̄), (0̄, 2̄), (2̄, 4̄)

(0̄, 6̄), (2̄, 8̄), (0̄, 1̄), (2̄, 3̄), (0̄, 5̄), (2̄, 7̄)}⟨
36

36
(1̄, 1̄)

⟩
= ⟨(1̄, 1̄)⟩ = Z4 × Z9

เขียนแลตทิซไดดังนี้

⟨(1̄, 1̄)⟩ = Z4 × Z9

⟨(3̄, 3̄)⟩

⟨(1̄, 0̄)⟩⟨(2̄, 6̄)⟩

⟨(2̄, 2̄)⟩

⟨(2̄, 0̄)⟩⟨(0̄, 3̄)⟩

⟨(0̄, 4̄)⟩

⟨(0̄, 0̄)⟩
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3. ให H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G จงแสดงวา

ab−1 ∈ H ก็ตอเมื่อ Ha = Hb

บทพิสูจน . H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G
(→) สมมติวา ab−1 ∈ H

ให x ∈ Ha จะไดวามี h ∈ H ซึ่ง x = ha จะไดวา xb−1 = h(ab−1) ∈ H ดังนั้น (xb−1)−1 ∈ H นั่นคือ

bx−1 ∈ H

มี h1 ∈ H ซึ่ง bx−1 = h1 นั่นคือ x = (b−1h1)
−1 = h−1

1 b ∈ Hb ดังนน Ha ⊆ Hb
ในกรณี Hb ⊆ Ha ในทำนองเดียวกันกับการพิสูจน Ha ⊆ Hb
(←) สมมติวา Ha = Hb

เนื่องจาก e ∈ H และ a = ea ∈ Ha ดังนั้น a ∈ Hb จะไดวามี h ∈ H ซึ่ง a = hb แลว

ab−1 = h ∈ H

4. ให H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G จงแสดงวา

Ha = Hb ก็ตอเมื่อ a ∈ Hb

บทพิสูจน . H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G
(→) สมมติวา Ha = Hb

เนื่องจาก e ∈ H และ a = ea ∈ Ha ดังนั้น a ∈ Hb
(←) สมมติวา a ∈ Hb จะไดวามี h ∈ H ซึ่ง a = hb หรือ b = h−1a

ให x ∈ Ha จะไดวามี h1 ∈ H ซึ่ง x = h1a แลว

x = h1(hb) = (h1h)b ∈ Hb

ดังนั้น Ha ⊆ Hb
ให y ∈ Hb จะไดวามี h2 ∈ H ซึ่ง y = h2b แลว

x = h2(h
−1b) = (h2h

−1)b ∈ Hb

ดังนั้น Hb ⊆ Ha

5. ให H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G จงแสดงวา

a ∈ Hb ก็ตอเมื่อ ab−1 ∈ H

บทพิสูจน . H เปนกรุปยอยของ G และ a, b ∈ G
(→) สมมติวา a ∈ Hb

จะไดวามี h ∈ H ซึ่ง a = hb ดังนั้น
ab−1 = h ∈ H

(←) สมมติวา ab−1 ∈ H

จะไดวามี h ∈ H ซึ่ง ab−1 = h ดังนั้น
a = hb ∈ Hb
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6. ให H = ⟨A⟩ เมื่อ A =

[
1 0
2 1

]
โดยที่ H ≤ GL2(R) จงเขียนโคเซต

H

[
1 2
3 4

]
และ

[
1 2
3 4

]
H

ในรูปเซตแบบมีเงื่อนไข
วิธีทำ พิจารณา

A =

[
1 0
2 1

]
A2 =

[
1 0
2 1

] [
1 0
2 1

]
=

[
1 0

2 · 2 1

]
A3 = A2A =

[
1 0
4 1

] [
1 0
2 1

]
=

[
1 0

2 · 3 1

]
A4 = A2A2 =

[
1 0
4 1

] [
1 0
4 1

]
=

[
1 0

2 · 4 1

]
...

An =

[
1 0
2n 1

]

ดังนั้น An =

[
1 0
2n 1

]
เมื่อ n ∈ N และ I เปนเมติกซเอกลักษณ

จะเห็นวา A−1 =

[
1 0
−2 1

]
เแลว A−n = (An)−1 =

[
1 0
2n 1

]−1

=

[
1 0
−2n 1

]
เมื่อ n ∈ N

และ A0 =

[
1 0
0 1

]
= I ดังนั้น

H = ⟨A⟩ =
{[

1 0
2n 1

]
: n ∈ Z

}
ฉะนั้น

H

[
1 2
3 4

]
=

{[
1 0
2n 1

] [
1 2
3 4

]
: n ∈ Z

}
=

{[
1 2

2n+ 3 4n+ 4

]
: n ∈ Z

}
#[

1 2
3 4

]
H =

{[
1 2
3 4

] [
1 0
2n 1

]
: n ∈ Z

}
=

{[
1 + 4n 2
3 + 8n 4

]
: n ∈ Z

}
#
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7. ให H เปนกรุปยอยของกรุป G และ a, b ∈ G จงพิสูจนวา

มีฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึงจาก aH ไป Hb

บทพิสูจน . ให H เปนกรุปยอยของกรุป G และ a, b ∈ G กำหนดให

f : Ha→ bH นิยามโดย f(ha) = bh เมื่อ h ∈ H

ขั้นตอนแรกพิสูจนวา f เปนฟงกชัน ให h1a = h2a โดยสมบัติการตัดออกจะได h1 = h2 ทำใหได

f(h1a) = bh1 = bh2 = f(h2a)

ดังนั้น f เปนฟงกชัน เห็นไดชัดวาโดเมนของ f เทากับ Ha จากนั้นจะแสดงวา f เปนฟงกชัน 1-1 สมมติวา f(h1a) =

f(h2a) นั่นคือ
bh1 = f(h1a) = f(h2a) = bh2

โดยสมบัติการตัดออกจะไดวา h1 = h2 ฉะนั้น h1a = h2a ดังนั้น f เปนฟงกชัน 1-1
และจะแสดงวา f เปนฟงกชันทั่วถึง ให bh ∈ bH จะไดวา ah ∈ aH ซึ่ง f(ah) = bh ดังนั้น f เปนฟงกชันทั่ว
ถึง

8. จงหาดรรชนีตอไปนี้

(a) [Z100 :
⟨
20
⟩
]

วิธีทำ จะไดวา |Z100| = 100 และ
⟨
20
⟩
= {0, 20, 40, 60, 80} แลว |

⟨
20
⟩
| = 5 ดังนั้น

[Z100 :
⟨
20
⟩
] =

100

5
= 20 #

(b) [Z×
100 :

⟨
7
⟩
]

วิธีทำ จะไดวา |Z×
100| = ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = (22 − 2)(52 − 5) = 40

และ
⟨
7
⟩
= {1, 7, 49, 43} แลว |

⟨
7
⟩
| = 4 ดังนั้น

[Z×
100 :

⟨
7
⟩
] =

40

4
= 10 #

(c) [Z36 × Z25 : ⟨(4̄, 5̄)⟩]
วิธีทำ จะไดวา |Z36 × Z25| = 36 · 25 จะเห็นวา ◦(4̄) = 9 ใน Z36 และ ◦(5̄) = 5 ใน Z25 แลว

| ⟨(4̄, 5̄)⟩ | = ◦((4̄, 5̄)) = ℓcm(9, 5) = 9 · 5

ดังนั้น
[Z36 × Z25 : ⟨(4̄, 5̄)⟩] =

36 · 25
9 · 5

= 20 #
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