
เฉลย Assignment 7
MAC3310 พีชคณิตนามธรรม

หัวขอ กรุปยอยปกติ และกรุปผลหาร สัปดาหที่ 7 คะแนนเต็ม 10 คะแนน
ผูสอน ผศ.ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะครุศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

1. ให N เปนกรุปยอยของ G จงแสดงวา

ถา (Ng)(Nh) = N(gh) ทุก ๆ g, h ∈ G แลว N E G

บทพิสูจน . ให N เปนกรุปยอยของ G สมมติวา (Ng)(Nh) = N(gh) ทุก ๆ g, h ∈ G

ให a ∈ G
(⊆) ให x ∈ aNa−1 จะไดวามี n ∈ N ซึ่ง x = ana−1 นั่นคือ

nx = n(ana−1) = (na)(na−1) ∈ (Na)N(a−1) = N(aa−1) = Ne = N

จะไดวามี m ∈ N ซึ่ง nx = m ฉะนั้น x = n−1m ∈ N ดังนั้น x ∈ N
(⊇) ให x ∈ N จะไดวา x−1 ∈ N พิจารณา

xa−1xa = (Na−1)(Na) = N(a−1a) = Ne = N

จะไดวามี n ∈ N ซึ่ง xa−1xa = n แลว

x = ax−1na−1 = a(x−1n)a−1

เนื่องจาก x−1n ∈ N ดังนั้น x ∈ aNa−1

ฉะนั้น aNa−1 = N สรุปไดวา N E G

2. ให N เปนกรุปยอยของ G จงแสดงวา

ถา N E G แลว (Ng)(Nh) = N(gh) ทุก ๆ g, h ∈ G

บทพิสูจน . ให N เปนกรุปยอยของ G
สมมติวา N E G และ g, h ∈ G

(⊆) ให x ∈ (Ng)(Nh) จะไดวามี n,m ∈ N ซึ่ง x = (ng)(mh) ฉะนั้น

x = (ng)(mh) = (ng)(mg−1gh) = n(gmg−1)gh

เนื่องจาก N E G ดังนั้น gmg−1 ∈ N ทำใหไดวา n(gmg−1) ∈ N

ดังนั้น x ∈ N(gh)

(⊇) ให x ∈ N(gh) จะไดวามี n ∈ N ซึ่ง x = ngh = (ng)(eh) เนื่องจาก e ∈ N ฉะนั้น

x ∈ (Ng)(Nh)

ดังนั้น x ∈ (Ng)(Nh)
สรุปไดวา (Ng)(Nh) = N(gh)
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3. ให N เปนกรุปยอยของ G จงแสดงวา

N E G ก็ตอเมื่อ gNg−1 ⊆ N ทุก ๆ g ∈ G

บทพิสูจน . ให N เปนกรุปยอยของ G

(−→) สมมติวา N E G จากนิยาม gNg−1 = N เห็นไดชัด gNg−1 ⊆ N
(←−) สมมติ gNg−1 ⊆ N ทุก ๆ g ∈ G
ให a ∈ G และ n ∈ N แลว n−1 ∈ N โดยสมมติฐาน จะไดวา an−1a−1 ∈ aNa−1 ⊆ N
จะไดวา (an−1a−1)−1 ∈ N

แลวมี x ∈ N ซึ่ง (an−1a−1)−1 = x ฉะนั้น ana−1 = x นั่นคือ

n = ana−1 ∈ aNa−1

ดังนั้น N ⊆ aNa−1 ฉะนั้น N = aNa−1 สรุปไดวา N E G

4. ให H และ K เปนกรุปยอยของ G จงแสดงวา

ถา K E G แลว K E HK

บทพิสูจน . ให H ≤ G, K ≤ G สมมติวา K E G

เนื่องจาก K เปนกรุป และ K ⊆ HK ดังนั้น K ≤ HK

ให g ∈ HK เนื่องจาก HK ⊆ G จะไดวา g ∈ G จากสมมติฐาน K E G ทำใหไดวา

gKg−1 = K

สรุปไดวา K E HK

5. ให N และ M เปนกรุปยอยปกติของกรุป G จงแสดงวา N ∩M เปนกรุปยอยปกติของ G

บทพิสูจน . สมมติ N และ M เปนกรุปยอยปกติของกรุป G

ให g ∈ G และ x ∈ g(N ∩M)g−1 จะไดวามี y ∈ N ∩M ซึ่ง x = gyg−1

เนื่องจาก y ∈ N ∩M ⊆ N และ N E G ดังนั้น x = gyg−1 ∈ gNg−1 ⊆ N

นื่องจาก y ∈ N ∩M ⊆M และ M E G ดังนั้น x = gyg−1 ∈ gMg−1 ⊆M

นั่นคือ x ∈ N ∩M สรุปไดวา N ∩M E G

6. ให H = ⟨A⟩ และ K = ⟨B⟩ เมื่อ A =

[
1 1
0 1

]
และ B =

[
1 0
1 1

]
จงหา KH และ HK ใน GL2(R)
วิธีทำ จะไดวา

H = ⟨A⟩ = {An : n ∈ Z} =
{[

1 1
0 1

]n
: n ∈ Z

}
=

{[
1 n
0 1

]
: n ∈ Z

}
K = ⟨B⟩ = {Bm : m ∈ Z} =

{[
1 0
1 1

]m
: m ∈ Z

}
=

{[
1 0
m 1

]
: m ∈ Z

}
ดังนั้น

HK =

{[
1 n
0 1

] [
1 0
m 1

]
: n,m ∈ Z

}
=

{[
1 + nm n

m 1

]
: n,m ∈ Z

}
#

KH =

{[
1 0
m 1

] [
1 n
0 1

]
: n,m ∈ Z

}
=

{[
1 n
m 1 +mn

]
: n,m ∈ Z

}
#
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7. จงแจกแจงสมาชิกละหาตัวกอกำเนิด (generator) ทั้งหมดของ Z×
27/

⟨
10
⟩

วิธีทำ พิจารณา
[Z×

27 :
⟨
10
⟩
] =

ϕ(27)

◦(10)
=

18

3
= 6

และ
⟨
10
⟩
= {1̄, 10, 19} แลว ⟨

10
⟩
2̄ = {2̄, 20, 11}⟨

10
⟩
4̄ = {4̄, 13, 22}⟨

10
⟩
5̄ = {5̄, 23, 14}⟨

10
⟩
7̄ = {7̄, 16, 25}⟨

10
⟩
8̄ = {8̄, 26, 17}

ดังนั้น
Z×

27/
⟨
10
⟩
= {

⟨
10
⟩
,
⟨
10
⟩
2̄,
⟨
10
⟩
4̄,
⟨
10
⟩
5̄,
⟨
10
⟩
7̄,
⟨
10
⟩
8̄}

เนื่องจาก 2̄ เปนตัวกอกำเนิดของ Z×
27 ดังนั้น

⟨
10
⟩
2̄ เปนตัวกอกำเนิดของ Z×

27/
⟨
10
⟩

แลว 1 ≤ k < 6 ซึ่ง gcd(k, 6) = 1 คือ k = 1, 5 ดังนั้นตัวกอกำเนิดทั้งหมดคือ⟨
10
⟩
2̄ และ (

⟨
10
⟩
2̄)5 =

⟨
10
⟩
(2̄)5 =

⟨
10
⟩
5̄

8. จงแจกแจงสมาชิกละหาตัวกอกำเนิด (generator) ทั้งหมดของ Z4 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩
วิธีทำ พิจารณา

[Z4 × Z9 : ⟨(2̄, 3̄)⟩] =
4 · 9
◦((2̄, 3̄))

=
36

6
= 6

และ ⟨(2̄, 3̄)⟩ = {(0̄, 0̄), (2̄, 3̄), (0̄, 6̄), (2̄, 0̄), (0̄, 3̄), (2̄, 6̄)} แลว

⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 0̄) = {(1̄, 0̄), (3̄, 3̄), (1̄, 6̄), (3̄, 0̄), (1̄, 3̄), (3̄, 6̄)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (0̄, 1̄) = {(0̄, 1̄), (2̄, 4̄), (0̄, 7̄), (2̄, 1̄), (0̄, 4̄), (2̄, 7̄)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄) = {(1̄, 1̄), (3̄, 4̄), (1̄, 7̄), (3̄, 1̄), (1̄, 4̄), (3̄, 7̄)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 2̄) = {(1̄, 2̄), (3̄, 5̄), (1̄, 8̄), (3̄, 2̄), (1̄, 5̄), (3̄, 8̄)}
⟨(2̄, 3̄)⟩+ (2̄, 2̄) = {(2̄, 2̄), (0̄, 5̄), (2̄, 8̄), (0̄, 2̄), (2̄, 5̄), (0̄, 8̄)}

ดังนั้น

Z4×Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩ = {⟨(2̄, 3̄)⟩ , ⟨(2̄, 3̄)⟩+(1̄, 0̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+(0̄, 1̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+(1̄, 1̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+(1̄, 2̄), ⟨(2̄, 3̄)⟩+(2̄, 2̄)}

เนื่องจาก (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนิดของ Z4 × Z9 ดังนั้น ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄) เปนตัวกอกำเนิดของ Z4 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩
แลว 1 ≤ k < 6 ซึ่ง gcd(k, 6) = 1 คือ k = 1, 5 ดังนั้นตัวกอกำเนิดทั้งหมดคือ

⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 1̄) และ ⟨(2̄, 3̄)⟩+ 5(1̄, 1̄) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 5̄) = ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 2̄)
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