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บทที
ลาํดับและอนุกรม

. ลาํดับของจาํนวนจริง
บทนิยาม . . ลาํดับ (Sequence) ของจาํนวนจริง คือฟังกช์นัทีโดเมนเป็นN และคา่เป็นจาํนวนจรงิ

ให้ a : N → R เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ นิยมเขียน a(n) แทนดว้ย an ดงันนั
a = {(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}

เนืองจาก an ตอ้งคูก่บั n เสมอ ในคูอ่นัดบั (n, an) ดงันนัจะเขียนลาํดบั a ดว้ยสญัลกัษณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} หรอื a1, a2, a3, ..., an, ... หรอื {an}

ตัวอย่าง . . จงเติมคาํตอบในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} a1, a2, a3, ..., an, ... {an}

1, 2, 3, ..., n, ...

{1, 3, 5, 7, ...}

{(−1)n}

{
1,

1

2
,
1

4
,
1

8
, ...

}

2, 7, 12, 17, ...

{
1,

1

2
,
1

6
,
1

24
,

1

120
, ...

}



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L ∈ R จะกลา่ววา่ L เป็นลิมิตของ {an}
ก็ตอ่เมือ สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก ε ใด ๆ จะมี N ∈ N ทีทาํให้

|an − L| < ε ทกุ ๆ จาํนวนนบั n > N

และเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ lim
n→∞

an = L

ทฤษฎบีท . . ให้ r, t ∈ R เป็นเป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
. lim

n→∞

1

nt
= 0 เมือ t > 0

. lim
n→∞

rn = 0 เมือ |r| < 1

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตตอ่ไปนี
. lim

n→∞
3−n · 2n

. lim
n→∞

n−3

. lim
n→∞

1

n
√
n

. lim
n→∞

2−n

ทฤษฎบีท . . ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L,M, k ∈ R

โดยที lim
n→∞

an = L และ lim
n→∞

bn = M จะไดว้า่

. lim
n→∞

k = k เมือ k เป็นคา่คงตวั

. lim
n→∞

kan = k lim
n→∞

an = kL เมือ k เป็นคา่คงตวั
. lim

n→∞
[an + bn] = lim

n→∞
an + lim

n→∞
bn = L+M

. lim
n→∞

[an − bn] = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = L−M

. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = LM

. lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

L

M
เมือ M ̸= 0

. lim
n→∞

(an)
m =

(
lim

n→∞
an

)m
= Lm เมือ m ∈ N

. lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim

n→∞
an =

m
√
L เมือ m ∈ N และ m

√
L ∈ R



. . ลาํดบัของจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
n→∞

n2 + n+ 3

1− 3n+ 2n2

. lim
n→∞

3n + 2n+1

3n−1 − 3 · 2n

. lim
n→∞

√
9n2 + 1

n+ 3
√
n3 + 1

. lim
n→∞

(n−
√
n)

ทฤษฎบีท . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่
lim

n→∞
an = 0 ก็ตอ่เมือ lim

n→∞
|an| = 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
n→∞

(−1)n

n
. lim

n→∞

cosnπ
n2 + 1



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . The Squeeze Theorem
ให้ {an}, {bn} และ {cn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ n0 ∈ N เมือ L ∈ R ซงึ

an ≤ bn ≤ cn ทกุจาํนวนนบั n ≥ n0

และ lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L แลว้ lim
n→∞

bn = L

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
n→∞

sinn√
n

. lim
n→∞

sinncosn
n2 + 1

บทนิยาม . . ให้{an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็นลาํดับลู่เข้า (convergent)
ก็ตอ่เมือ มีจาํนวนจรงิ L ซงึ lim

n→∞
an = L นอกจากนนั {an} เป็น ลาํดับลู่ออก (divergent)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
{
(n+ 1)3√
n4 + 1

}
.
{√

n2 + n+ 1− n
}



. . ลาํดบัของจาํนวนจรงิ

ในบางกรณีเราสามารถหาลมิิต lim
n→∞

an ไดจ้ากการหาลมิิต
lim

x→∞
f(x)

เมือ f เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีกาํหนดบนชว่ง [1,∞) และ f(n) = an ทกุ ๆ n ∈ N ดงันนั
ถา้ lim

x→∞
f(x) = L, ∞ หรอื −∞ แลว้ lim

x→∞
f(x) = lim

n→∞
an

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
{
2n

n

}

.
{
ℓnn
n

}

.
{
nsin

(
1

n

)}

.
{
n

1
n

}



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

บทนิยาม . . ให้ {nk} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ซงึ
n1 < n2 < n3 < · · ·

สาํหรบัลาํดบั {an} ใด ๆ ถา้ให้ bk = ank
จะไดว้า่ {bk} เป็นลาํดบัทีมีพจนที์ k เป็นพจนที์ nk ของ

ลาํดบั {an} จะเรยีกวา่ลาํดบั {bk} วา่ ลาํดับย่อย (subsequence) ของ {an}
ตัวอย่าง . . จงยกตวัอยา่งของลาํดบัยอ่ยของ {n} มาอยา่งนอ้ย ลาํดบั

ทฤษฎบีท . . ถา้ลาํดบั {an} มีลิมิตเป็นจาํนวนจรงิ L แลว้จะไดว้า่ ทกุลาํดบัยอ่ยของ {an} มี
ลมิิตเป็น L

หมายเหตุ

. ถา้ลาํดบั {an} มีลาํดบัยอ่ยทีลูอ่อก แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูอ่อก

. ถา้ลาํดบั {an} มีสองลาํดบัยอ่ยทีลมิิตตา่งกนั แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่
{
(−1)nn

n+ 1

}
เป็นลาํดบัลูอ่อก



. . ลาํดบัของจาํนวนจรงิ

บทนิยาม . . จะกลา่ววา่ลาํดบัของจาํนวนจรงิ {an} มี ขอบเขต (bounded)
ก็ตอ่เมือ มีจาํนวนจรงิบวก M ซงึ |an| ≤ M ทกุ n ∈ N

ทฤษฎบีท . . ถา้ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ แลว้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขต
ตัวอย่าง . . จงยกตวัอยา่งลาํดบัทีมีขอบเขตแตไ่มเ่ป็นลาํดบัลูเ่ขา้

บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็น
. ลาํดับเพมิ (increasing sequence) ก็ตอ่เมือ an < an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

. ลาํดับลด (decreasing sequence) ก็ตอ่เมือ an > an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

. ลาํดับไม่เพมิ (nonincreasing sequence) ก็ตอ่เมือ an ≥ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

. ลาํดับไม่ลด (nondecreasing sequence) ก็ตอ่เมือ an ≤ an+1 ทกุ ๆ n ∈ N

และ {an} เป็น ลาํดับทางเดยีว ก็ตอ่เมือ {an} เป็นลาํดบัไมเ่พิมหรอืเป็นลาํดบัไมล่ด
ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัทางเดียว

.
{
1

n

}
.
{

n2

n+ 1

}



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . ถา้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขตและลาํดบัทางเดียว แลว้ {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่
{
2n

n!

}
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้



. . ลาํดบัของจาํนวนจรงิ

แบบฝึกหดั .
. จงหาลมิิตตอ่ไปนี

. lim
n→∞

√
4n2 + 1 + n

3
√
n3 + 3

. lim
n→∞

(2n+ 1)5(1− n)2

n4(2n− 1)3

. lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

. lim
n→∞

(√
n2 + 1− n+ 1

)
. lim

n→∞

(−1)n

n
√
n

. lim
n→∞

5− 3n√
n+ 5

. lim
n→∞

(en + n2

en + n

. lim
n→∞

n2sin
(
1

n

)
. lim

n→∞

sin(n)− 2n2

n2 + 1

. lim
n→∞

ℓn(3n2 + 1)

ℓn(n+ 1)

. lim
n→∞

√
n2 +

√
n4 + 1

2n+ 3
√
n3 + 5

. lim
n→∞

n

cos2n
. จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
{
ℓnn
n2

}
.
{
nsin (nπ

2

)
n+ 1

}

.
{
(3n+ 1)2√

n4 + 4

}
.
{√

9n + n

2n + 3n

}

.
{

n

ℓn(en + 1)

}
.
{
3n + 2

2n + 1

}
.
{
en(2n4 + n3 + 1)

n4(en + 2n)

}
.
{
n+ (−1)n

2n+ 1

}

.
{

n

n(−1)n + 2

}
.

{
ℓnn

ℓn(n+ 1)

}
.

{
(2n− 1)!

(2n+ 1)!

}
.

{
n!2n

(2n)!

}

. จงพิจารณาวา่ลาํดบั {an} ทีนิยามตอ่ไปนี เป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก
. a1 = 1, an+1 = 5an − 3 เมือ n = 1, 2, 3, ...

. a1 = 6, an+1 =
an
n

เมือ n = 1, 2, 3, ...

. a1 = 2, an+1 =
an

1 + an
เมือ n = 1, 2, 3, ...

. จงทดสอบวา่ลาํดบั an =
1 · 3 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!
เป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

. จงหาลมิิตของลาํดบั
{√

2,
√
2
√
2,

√
2
√

2
√
2, ...

}



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

. อนุกรมของจาํนวนจริง
บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

เรยีก Sn วา่ ผลบวกย่อย (partial sum) ของ n พจนแ์รกของ {an}
และเรยีก {Sn} วา่ อนุกรมอนันต์ (infinite series) ของจาํนวนจรงิ หรอื อนุกรม (series)
ซงึจะเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

ทฤษฎบีท . . ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ เมือ m ∈ N และ c เป็นคา่คงที จะ
ไดว้า่

.
n∑

k=1

c = cn

.
n∑

k=1

cak = c
n∑

k=1

ak

.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

.
n∑

k=1

ak =
m∑
k=1

ak +
n∑

k=m+1

ak เมือ 1 < m < n

ตัวอย่าง . . ถา้
5∑

k=1

(k2 + ck − c) = 265 จงหาคา่ c



. . อนกุรมของจาํนวนจรงิ

ทฤษฎบีท . . Telescoping Series
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่

n∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an

ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกตอ่ไปนี

.
100∑
n=1

1

k(k + 1)

.
80∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1

.
100∑
n=1

sink

ทฤษฎบีท . . สูตรของเกาส์ (Gauss' Formula)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . จะไดว้า่

.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกตอ่ไปนี

.
100∑
n=1

(3k + 1)

.
100∑
n=1

(2k + 1)2

.
100∑
n=1

(k − 1)3



. . อนกุรมของจาํนวนจรงิ

บทนิยาม . . ถา้ {Sn} เป็นลาํดบัลู่เขา้ ซงึ lim
n→∞

Sn = S เมือ S ∈ R จะกลา่ววา่
∞∑
n=1

an เป็น

อนุกรมลู่เข้า และเรยีก S วา่ ผลบวกของอนุกรม ซงึเขียนแทนดว้ย
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn = S

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมของจาํนวนจรงิ และ m ∈ N จะไดว้า่

.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมือ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมออก ก็ตอ่เมือ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

. ถา้
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an −
m−1∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ทฤษฎบีท . . Telescoping Series Test
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ lim

n→∞
an มีคา่ หรอื {an} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้ จะไดว้า่

∞∑
n=1

(an − an+1) = a1 − lim
n→∞

an

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)

.
∞∑
n=1

ℓn
(

n

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)
√
n+ n

√
n+ 1



. . อนกุรมของจาํนวนจรงิ

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้จะไดว้า่ lim
n→∞

an = 0

การทดสอบอนุกรมลู่ออก (Divergent Test)
โดยใชก้ฎแยง้สลบัทีของทฤษฎีบทนีจะไดว้า่

ถา้ lim
n→∞

an ̸= 0 แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูอ่อก

.
∞∑
n=1

n2 + 1

n2 − 1
.

∞∑
n=1

nsin
(
1

n

)

บทนิยาม . . อนุกรมเรขาคณิต (Geometric series) คืออนกุรมทีอยูใ่นรูป
∞∑
n=1

arn−1 = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + · · ·

ทฤษฎบีท . . อนกุรมเรขาคณิต
∞∑
n=1

arn−1 เป็นอนกุรมลู่เขา้ เมือ |r| < 1 โดยมีผลบวกของ

อนกุรมเป็น a

1− r
และเป็นอนกุรมลูอ่อกเมือ |r| ≥ 1

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(−2)−n .
∞∑
n=1

3n

5n−1



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ โดยที α, β ∈ R เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
∞∑
n=1

(αan + βbn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

และ
∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จะไดว้า่
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

3n + 2n+1

4n

.
∞∑
n=1

(
1

2n
+

n

n+ 1

)



. . อนกุรมของจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง . .
∞∑
n=1

((
−2

3

)n

+
1

n(n+ 1)

)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง . .
∞∑
n=1

(2n + 3n)2

5n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . .
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงยกตวัอยา่งอนกุรม
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก ทีทาํให้

.
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก .
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้



. . อนกุรมของจาํนวนจรงิ

แบบฝึกหดั .
จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก ถา้ลูเ่ขา้จงหาผลบวกของอนกุรมนนั

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)

.
∞∑
n=1

√
n4 + n− 1

3n2 + 1

.
∞∑
n=2

1

n2 − 1

.
∞∑
n=1

ℓn
(
1 +

1

n

)

.
∞∑
n=1

(
4

3n
+

(
−3

5

)n)

.
∞∑
n=1

32n

3n + 5n

.
∞∑
n=1

32n − 4n

10n

.
∞∑
n=1

5−n + 1

2n

.
∞∑
n=1

(
1

n2 + 4n+ 3
+ 4−n

)

.
∞∑
n=1

1

4n2 − 1

.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

.
∞∑
n=1

(
n− n2

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

1√
n+ 1 +

√
n

.
∞∑
n=1

n

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

.
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

.
∞∑
n=2

1

n3 − n

.
∞∑
n=1

cosn

.
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

.
∞∑
n=1

1

2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

. การทดสอบแบบอนิทกิรัล
ทฤษฎบีท . . การทดสอบแบบอนิทกิรัล (Integral Test)
ให้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมจาํนวนจรงิซงึ an ≥ 0 และ เป็นฟังกช์นัคา่จรงิ ซงึมีสมบตัิดงันี

. f(n) = an ทกุ n ∈ N

. มี n0 ∈ N ซงึ f เป็นฟังกช์นัไมเ่พิม และมีความตอ่เนืองบนช่วง [n0,∞)

. tn =

∫ n

n0

f(x) dx, n ≥ n0

จะไดว้า่
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ถา้ {tn} เป็นลาํดบัลูเ่ขา้

และ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก ถา้ {tn} เป็นลาํดบัลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n2 + 1
.

∞∑
n=1

n

n2 + 1



. . การทดสอบแบบอนิทกิรลั

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

ℓnn
n

.
∞∑
n=1

(
1√
ne

√
n
+

(
2

π

)n)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

บทนิยาม . . อนุกรมพี (p-Series) คืออนกุรมทีเขียนในรูป
∞∑
n=1

1

np
เมือ p ∈ R เป็นคา่คงตวั

ทฤษฎบีท . . อนกุรมพีจะเป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมือ p > 1 และเป็นอนกุรมลูอ่อก เมือ p ≤ 1

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n
√
n

.
∞∑
n=1

n√
n3

.
∞∑
n=1

(
2n

n
+

1

n3

)

.
∞∑
n=1

(
n−2 + (−2)n

)



. . การทดสอบแบบอนิทกิรลั

แบบฝึกหดั .
. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก โดยใชก้ารทดสอบแบบอินทิกรลั

.
∞∑
n=1

n2

n4 + 1

.
∞∑
n=1

1√
2n− 1

.
∞∑
n=1

ℓn(n+ 2)

n+ 2

.
∞∑
n=1

1

n2 + n

.
∞∑
n=1

arctan(n)
n2 + 1

.
∞∑
n=1

n3

n4 + 4

.
∞∑
n=1

sin( 1
n
)

n2

.
∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)

.
∞∑
n=1

n√
2n2 + 1

.
∞∑
n=1

n2e−n3

.
∞∑
n=2

1

nℓnn

.
∞∑
n=1

2−ℓnn
n(2−ℓnn + 1)

.
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

.
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=2

n2

√
n5

.
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

.
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

.
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

.
∞∑
n=1

(√
3−n +

√
n√
n5

)

.
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

. การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ (The Comparision Test)
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ สมมติวา่มี n0 ∈ N ทีทาํให้

0 ≤ an ≤ bn สาํหรบั n ≥ n0

จะไดว้า่
. ถา้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n2 + 1

.
∞∑
n=1

1

n2n

.
∞∑
n=1

ℓnn√
n

.
∞∑
n=1

(sinn
n

)2



. . การทดสอบโดยใชก้ารเปรยีบเทยีบ

ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบด้วยลิมิต (The Limit Comparision Test)
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ an ≥ 0 และ bn ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

an
bn

= L

เมือ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
. ถา้ L > 0 แลว้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมือ
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L = 0 และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L = ∞ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

n

n2 + 1

.
∞∑
n=1

n+ 3

n3 + 3n2 + 1

.
∞∑
n=1

√
n2 + 1

3n2 + n+ 1

.
∞∑
n=1

√
n

2n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

2n

5n − 3n

.
∞∑
n=1

n+ 1

n2n − 1

.
∞∑
n=1

1

ℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

3−n2



. . การทดสอบโดยใชก้ารเปรยีบเทยีบ

แบบฝึกหดั .
. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

n2 + 1

(3n− 1)4

.
∞∑
n=1

(
1 + cosn

n

)4

.
∞∑
n=1

(cosn
n+ 1

)2

.
∞∑
n=1

n+ ℓnn
n(n+ 1)3

.
∞∑
n=1

1√
nℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

3n

n3n + 5

.
∞∑
n=1

3
√
n2 + 1√
n3 + 1

.
∞∑
n=1

ℓnn
n
√
n

.
∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

.
∞∑
n=1

ℓnn
enℓn(n+ 2)

.
∞∑
n=1

n

n3n − 2

.
∞∑
n=1

(n+ 2)−2ℓnn

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)5

.
∞∑
n=1

1√
n3 + 1

.
∞∑
n=1

ℓnn
2n

.
∞∑
n=1

4−n3

. จงหาเงือนไขของจาํนวนจรงิ p ซงึทาํใหอ้นกุรม
∞∑
n=1

1

(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้และเป็นอนกุรมลูอ่อก
. ถา้ {an} เป็นลาํดบัมีขอบเขต และ an ≥ 0 ทกุ ๆ n ∈ N จงพิสจูนว์า่

∞∑
n=1

an
(n+ 1)p

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ทกุ ๆ p > 1



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

. การลู่เข้าแบบสัมบรูณ์
บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ an > 0 ทกุ n ∈ N อนกุรมในรูป

∞∑
n=1

(−1)nan หรอื
∞∑
n=1

(−1)n+1an

เรยีกวา่ อนุกรมสลับ (alternating series)

ทฤษฎบีท . . อนกุรมสลบั
∞∑
n=1

(−1)nan เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ถา้สอดคลอ้ง เงือนไขตอ่ไปนี

. lim
n→∞

an = 0

. มี n0 ∈ N ซงึ an+1 < an ทกุ n ≥ n0

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(−1)n

n

.
∞∑
n=1

(−1)nn

n+ 1



. . การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

(−1)n

3n + ℓnn



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท . . ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท . .

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

cos(n2)

2n

.
∞∑
n=1

(−1)n

n3



. . การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์

บทนิยาม . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้เรยีกอนกุรมนีวา่เป็นอนกุรม

. ลู่เข้าแบบสัมบรูณ์ (absolute convergece) ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ลู่เข้าแบบมเีงอืนไข (conditional convergence) ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืลูเ่ขา้แบบมีเงือนไข

.
∞∑
n=1

(−1)nn

n3 + 5

.
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(n+ 1)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืลูเ่ขา้แบบมีเงือนไข

.
∞∑
n=1

(−1)2

n2 + 1

.
∞∑
n=1

arctann
n2 + 1



. . การลูเ่ขา้แบบสมับูรณ์

แบบฝึกหดั .
. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนี เป็นอนกุรมลูเ่ขา้แบบสมับรูณห์รอืลูเ่ขา้แบบมีเงือนไข

.
∞∑
n=1

(−1)n

n!

.
∞∑
n=1

(−1)n√
n

.
∞∑
n=1

n

ℓn(n+ 2)

.
∞∑
n=1

(−1)n

2ℓnn

.
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 − n+ 1

.
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 1

.
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n + 3n

.
∞∑
n=1

arctann
4n3 − 1

.
∞∑
n=1

(−1)nsin
(π
n

)
.

∞∑
n=1

(−1)narctann

.
∞∑
n=1

sin (n+ 1
2

)
π

1 +
√
n

.
∞∑
n=1

ncosnπ
2n

.
∞∑
n=1

(−1)n

ℓn(en + 1)

.
∞∑
n=1

(−1)nℓnn
ℓn(n+ 2)

.
∞∑
n=1

(−1)n
(√

n+ 1−
√
n
)

.
∞∑
n=1

(−1)ne
1
n

. จงหาคา่ p ทีทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

(−1)n−1

np

.
∞∑
n=1

(−1)n

pn

.
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p

.
∞∑
n=2

(−1)n−1 (ℓnn)p
n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

. การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน (The Ratio Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยที an ̸= 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L

เมือ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

2n

n!

.
∞∑
n=1

(−1)nn3

2n



. . การทดสอบโดยใชอ้ตัราสว่น

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

en

3ℓnn

.
∞∑
n=1

nn

n!



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ (The Root Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

lim
n→∞

n
√
|an| = L

เมือ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื ∞ จะไดว้า่
. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(
2

3

)n2

.
∞∑
n=1

(
2n+ 3

3n+ 2

)n



. . การทดสอบโดยใชอ้ตัราสว่น

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(
en+1 + 2n

3en + 5

)n

.
∞∑
n=1

(
n

ℓn(2n + 1)

)n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั .

. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

en

.
∞∑
n=1

(−1)n

n!

.
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

.
∞∑
n=1

2n

4n + n+ 1

.
∞∑
n=1

cosn
nn

.
∞∑
n=1

1

n5n

.
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

.
∞∑
n=1

(
n

ℓn(n+ 1)

)n

.
∞∑
n=1

nℓn(n+ 1)

3n

.
∞∑
n=1

2n

ℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n3

.
∞∑
n=1

(−3)n

(2n+ 1)!

.
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

.
∞∑
n=1

(−2)n

nn

.
∞∑
n=1

(
− 2n

n+ 1

)−5n

.
∞∑
n=1

n100100n

n!

. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

(−1)n

xn
.

∞∑
n=1

xn

n!



. . การทดสอบโดยใชอ้ตัราสว่น

แบบฝึกหดัระคน
จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

n2 + 1

(2n+ 3)2

.
∞∑
n=1

sec4n
3
√
n

.
∞∑
n=1

( √
n

n2 + 1
+ n−n

)

.
∞∑
n=1

n33−n

.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

.
∞∑
n=1

n2 + 1√
n7 + 3

.
∞∑
n=1

(√
n2 + n+ 1− n

)

.
∞∑
n=1

(−1)n

3n− 1

.
∞∑
n=1

nn

3nn!

.
∞∑
n=1

1

(n+ 3)ℓn(n+ 3)

.
∞∑
n=1

n4−n2

.
∞∑
n=1

2n

5n − n

.
∞∑
n=1

(
1

n

2

2n+ 1

)

.
∞∑
n=1

(n+ 2)−ℓn(en+n)

.
∞∑
n=1

1

nℓn(n+ 4)

.
∞∑
n=1

(π − 2arctann)

.
∞∑
n=1

√
n

ℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

2−n2

nn

.
∞∑
n=1

ℓnn
n 4
√
n

.
∞∑
n=1

1

ℓn(3n + 1)

.
∞∑
n=1

(3 + cosn)−n

.
∞∑
n=1

(n!)3

(3n)!

.
∞∑
n=1

ℓn
(
n+ 10

n+ 5

)

.
∞∑
n=1

(√
n4 + 1− n2

)

.
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n2 + 1

.
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

n!

.
∞∑
n=1

1

n(2 + ℓnn)2

.
∞∑
n=1

9−ℓnn

.
∞∑
n=1

ℓnn
3n − n

.
∞∑
n=1

2n√
n2n + 1



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

.
∞∑
n=1

(
1

n
+

3n

4n − 1

)

.
∞∑
n=1

n

(
5

4

)−n

.
∞∑
n=1

(
n
√
n+ 1 + 1

)−2n

.
∞∑
n=1

(−1)n

1 + ℓnn

.
∞∑
n=1

(
n!

3n
+
cos2n
4n

)

.
∞∑
n=1

(n+ 1)9

n3(n+ 2)10

.
∞∑
n=1

sin
(
1

n

)

.
∞∑
n=1

n!

(5)(7)(9) · · · (2n+ 3)

.
∞∑
n=1

(2)(4)(6) · · · (2n)
n!

.
∞∑
n=1

(−1)n
(1)(3)(5) · · · (2n− 1)

(2n− 1)!

.
∞∑
n=1

1

1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n

.
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

1

n+ ℓnn

.
∞∑
n=1

sinn
3n

.
∞∑
n=1

nsin
(

1

n3

)

.
∞∑
n=1

3−ℓn(en+1)

.
∞∑
n=1

cos(n!)
n!

.
∞∑
n=1

1 + n− 3n2

√
n6 + 2

.
∞∑
n=1

(−1)nℓn(n+ 2)

n

.
∞∑
n=1

(sin2n
n

+
1√
n

)

.
∞∑
n=1

n

sinn

.
∞∑
n=1

[(√
n2 + 1− n

)
cosn

]n

.
∞∑
n=1

cos(nπ
3
)

n!

.
∞∑
n=1

(
n2 + 1

2n2 + 1

)n

.
∞∑
n=1

3− cosn
n

2
3 − 2

.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

.
∞∑
n=1

1

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

.
∞∑
n=1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

.
∞∑
n=1

(
3
√
n3 + n2 + 1− n

)

.
∞∑
n=1

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n!



บทที
อนุกรมกาํลัง

อนุกรมกาํลัง (power series) รอบจดุ a เมือ a ∈ R คืออนกุรมอนนัตใ์นรูป
∞∑
n=0

cn(x− a)n

เรยีก a วา่ จุดศูนยก์ลางของอนุกรมกาํลัง (center of power series)
และเรยีก cn ∈ R วา่ สัมประสิทธิของอนุกรมกาํลัง (coefficients of power series)
หมายเหตุ อนกุรมกาํลงัเป็นอนกุรมลูเ่ขา้เมือ x = a เสมอ

. รัศมแีละช่วงแหง่การลู่เข้า

ตัวอย่าง . . จงหา x ทีทาํให้
∞∑
n=1

(x− 3)n

n
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้



บทที . อนกุรมกาํลงั
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัอนกุรมกาํลงั

∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะเป็นไปตามกรณีใดกรณีหนงึใน กรณีนีเทา่นนั
. อนกุรมลูเ่ขา้เฉพาะเพียงจดุเดียวทีจดุศนูยก์ลาง x0

. มีจาํนวนจรงิบวก R ทีทาํให้
อนกุรมลูเ่ขา้ทกุคา่ x ซงึ |x− x0| < R และ อนกุรมลูอ่อกทกุคา่ x ซงึ |x− x0| > R

. อนกุรมลูเ่ขา้ทกุคา่ x ∈ R

บทนิยาม . . จาํนวนR ในทฤษฎีบท . . ขอ้ เรยีกวา่ รัศมีแหง่การลู่เข้า (radius of convergence)
ของอนกุรมกาํลงั ในขอ้ ให้ R = 0 และในขอ้ ให้ R = ∞

บทนิยาม . . เรยีกเซต {
x :

∞∑
n=0

cn(x− a)n เป็นอนกุรมลูเ่ขา้
}

วา่ ช่วงแหง่การลู่เข้า (interval of convergent) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n

จะไดว้า่อนกุรมกาํลงัทีมีรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ R มีช่วงแหง่การลูเ่ขา้แบบใดแบบหนงึเทา่นนั
(a−R, a+R), (a−R, a+R], [a−R, a+R), [a−R, a+R] และ (−∞,∞)

ตัวอย่าง . . จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=0

(x+ 1)n

n!
.

∞∑
n=1

nnxn



. . รศัมแีละช่วงแหง่การลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=0

(x− 2)2n

9n

.
∞∑
n=1

xn

n



บทที . อนกุรมกาํลงั

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

cn(x− a)n เป็นอนกุรมกาํลงั สมมติวา่มี n0 ∈ R ซงึ cn ̸= 0 ทกุ ๆ n ≥ n0

จะไดว้า่รศัมีแหง่การลูเ่ขา้คือ

lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ หรอื lim
n→∞

1
n
√
|cn|

ตัวอย่าง . . จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=1

(3x− 1)n

n

.
∞∑
n=1

xn

nn



. . รศัมแีละช่วงแหง่การลูเ่ขา้

แบบฝึกหดั .
. จงหารศัมีและช่วงแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=1

(−1)nnxn

.
∞∑
n=0

(−1)n
n2xn

2n

.
∞∑
n=1

(−1)nxn

ℓn(n+ 1)

.
∞∑
n=1

2n(x+ 1)n

n!

.
∞∑
n=1

n(x− 1)n

3n

.
∞∑
n=1

(
n(x− 3)

cosn
)n

.
∞∑
n=0

(n+ 1)(x− 2)n

n4 + 1

.
∞∑
n=1

nxn

n2 + 1

.
∞∑
n=1

(x− e)n

nen

.
∞∑
n=0

2n
2

xn

.
∞∑
n=0

(2x− 1)n

5n

.
∞∑
n=1

(3x+ 1)n

n4n

.
∞∑
n=1

(x− 1)2n+1

n24n

.
∞∑
n=1

x3n

n · 27n

.
∞∑
n=1

(−1)nxn

√
n+ 1

.
∞∑
n=1

n(x+ 2)n

3n+1

.
∞∑
n=1

(−3)nxn

n
√
n

.
∞∑
n=1

(−1)n
(x+ 1)n

4nℓ lnn

.
∞∑
n=1

(5x− 3)n

n3

.
∞∑
n=1

(−1)n(x+ 1)2n+1

(2n+ 1)!

. จงหาโดเมนของ ฟังกชั์นเบสเซล (Bessel function) อนัดบั และ ทีกาํหนดโดย

. J0(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

22n(n!)2
. J1(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(n+ 1)!22n+1



บทที . อนกุรมกาํลงั

. ฟังกชั์นในรูปอนุกรมกาํลัง

บทนิยาม . . ใหอ้นกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n ลูเ่ขา้บนชว่ง I ถา้อนกุรมนีมีผลบวกเป็น f(x) ทกุ

ๆ x ∈ I นนัคือ

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n ทกุ ๆ x ∈ I

เรยีก f วา่ ฟังกชั์นผลบวก (sum function) ของอนกุรม
∞∑
n=0

cn(x− a)n บน I

ตอ่ไปเราจะใชอ้นกุรมเรขาคณิต (เป็นอนกุรมกาํลงัรอบจดุ )
1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · =

∞∑
n=0

xn เมือ |x| < 1

เป็นเครอืงมือสาํคญัในการหาฟังกช์นัผลบวกดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี
ตัวอย่าง . . จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=0

x2n

.
∞∑
n=0

xn+2

.
∞∑
n=0

(−x)n

.
∞∑
n=0

(2x− 1)n



. . ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมกาํลงัทีมีฟังกช์นัผลบวกตอ่ไปนี

. 1

1 + 2x

. 1

1 + x2

. 1

x

. 1

x2 + 4

. x

x2 − 1

. 1

x2 + 2x+ 2



บทที . อนกุรมกาํลงั
บทนิยาม . . กาํหนดให้

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n บนช่วง (a−R, a+R)

เมือ R เป็นรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรมนี จะไดว้า่ f มีอนพุนัธท์กุคา่ x ∈ (a−R, a+R) และ

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 ทกุคา่ x ∈ (a−R, a+R)

เมือ C เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่ ∫
f(x) dx = C +

∞∑
n=0

cn(x− a)n+1

n+ 1

ตัวอย่าง . . จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=0

nxn

.
∞∑
n=0

n2xn+2

.
∞∑
n=0

n3n(−x)n+1

.
∞∑
n=0

(2x+ 1)n

n+ 1



. . ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x) =
1

(1− x)2

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x) =
1 + x

(1− x)3

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x) =
x2

(1− 4x2)2



บทที . อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = ℓn(x+ 1)

. จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x)

. จงแสดงวา่ ℓn2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n



. . ฟังกช์นัในรูปอนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = arctanx
. จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกเป็น f(x)

. จงแสดงวา่ π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1



บทที . อนกุรมกาํลงั
แบบฝึกหดั .

. จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงัตอ่ไปนี

.
∞∑
n=1

(−3)n−1nxn

.
∞∑
n=0

n(n+ 1)xn

2

.
∞∑
n=1

nx2n−1

.
∞∑
n=0

n(−x)n−1

.
∞∑
n=1

n(2x)n

.
∞∑
n=0

nx3n

.
∞∑
n=1

4n−1xn+1

.
∞∑
n=0

2nxn

n+ 1

.
∞∑
n=1

n(−3x)n+1

.
∞∑
n=0

(2x+ 1)n

2n

. จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกพรอ้มทงัช่วงแหง่การลูเ่ขา้

. f(x) =
2

3− 2x

. f(x) =
3

1− x4

. f(x) =
1

x+ 10

. f(x) =
x

9 + x2

. f(x) =
1 + x

1 + x

. f(x) =
x

2x2 + 1

. f(x) =
1

x2 − x− 2

. f(x) =
1

x2 + 2x+ 2

. f(x) = − x3

(1 + x)2

. f(x) =
1

(1− x)4

. f(x) =
x

(1− x2)2

. f(x) =
x2

(1− 5x)2

. จงหาอนกุรมกาํลงัซงึมีฟังกช์นัผลบวกพรอ้มทงัช่วงแหง่การลูเ่ขา้
. f(x) = ℓn(5− x)

. f(x) = xℓn(x+ 1)

. f(x) = x2arctan(x3)

. f(x) =
x3

(x− 2)2

. f(x) =

(
x

2− x

)3

. f(x) =
x2 + x

(1− x)3

. f(x) = ℓn
(
1 + x

1− x

)



. . ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์

. ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์
บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นัซงึมีอนพุนัธที์จดุ a ถงึอนัดบัที n จะกลา่ววา่ Tn(x)

เป็น พหุนามเทยเ์ลอร์ (Taylor polynomial) ดีกรี n ของ f ทีจดุ x = a ก็ตอ่เมือ

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

ในกรณีที a = 0 จะเรยีกวา่ พหุนามแมคลอริน (Maclaurin polynomial) นนัคือ

Tn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง . . จงหาพหนุามแมคลอรนิดีกรี ของฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = ex . f(x) = sinx

ตัวอย่าง . . จงหาพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี รอบจดุ x = 1 ของ f(x) = ℓnx



บทที . อนกุรมกาํลงั
ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ (Taylor's Theorem)
ให้ f เป็นฟังกช์นัซงึมีอนพุนัธถ์งึอนัดบัที n+ 1 บนชว่งเปิด I สาํหรบั x, a ∈ I

จะไดว้า่มี c อยูร่ะหวา่ง a กบั x ทีทาํให้
f(x) = Tn(x) +Rn(x)

เมือ Rn(x) =
f (n+1)(c)

n!
(x− a)n+1 เรยีกวา่ เศษเหลือ (remainder)

หมายเหตุ ความผิดพลาด Rn(x) โดยที
|Rn(x)| < 0. 000...0︸ ︷︷ ︸

r+1

5

จะบอกคา่ประมาณความถกูตอ้งอยา่งนอ้ยทศนิยม r + 1 ตาํแหน่ง
ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = 3

√
2x− 1 จงหาประมาณคา่ของ 3

√
2 โดยใชพ้หนุามเทยเ์ลอรดี์กรี ของ

f รอบจดุ x = 1 พรอ้มทงัหาขอบเขตความผิดพลาด



. . ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = ℓn(x + 1) จงหาประมาณคา่ของ ℓn(1.5) โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี
ของ f พรอ้มทงับอกคา่ประมาณนีวา่ถกูตอ้งอยา่งนอ้ยทศนิยมกีตาํแหน่ง



บทที . อนกุรมกาํลงั

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = xsinx จงหาประมาณคา่ของ
∫ 1

0

xsinx dx โดยใช้พหุนามแมคลอรนิ
ดีกรี ของ f พรอ้มทงัหาขอบเขตความผิดพลาด



. . ทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์

แบบฝึกหดั .
. จงหาพหนุามเทยเ์ลอร์ Tn(x) ของฟังกช์นัตอ่ไปนี รอบจดุ a

. f(x) = sinx ; a = 0 ; n = 9

. f(x) = cosx ; a = 0 ; n = 8

. f(x) = ℓn(x+ 1) ; a = 0 ; n = 6

. f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 ; n = 5

. f(x) = ex
2 ; a = 0 ; n = 6

. f(x) = x2ℓnx ; a = 1 ; n = 4

. f(x) = 4x3 + 5x2 − 3x+ 1 ; a = 1 ; n = 3

. f(x) = ℓn(cosx) ; a = π
4
; n = 3

. f(x) = xcosx ; a = 0 ; n = 7

. f(x) = x2sinx ; a = 0 ; n = 7

. จงหาคา่ประมาณของคา่ตอ่ไปนี โดยใช้พหุนามเทย์เลอร์ทีทาํให้คาํตอบถกูตอ้งอยา่งนอ้ย
ทศนิยมตาํแน่งที
. sin12◦
. cos12◦
. ℓn(1.02)

. √
4.2

. e0.5

. 3
√
7.9

. ให้ f(x) = √
x+ 1 จงหาประมาณคา่ของ√1.2 โดยใชพ้หนุามแมคลอรนิดีกรี ของ f พรอ้ม

ทงัหาขอบเขตความผิดพลาด
. ให้ f(x) = ex จงหาประมาณคา่ของ

∫ 0.6

0

e−x2

dx โดยใช้พหุนามแมคลอรนิดีกรี ของ f

พรอ้มทงัหาขอบเขตความผิดพลาด



บทที . อนกุรมกาํลงั

. อนุกรมเทยเ์ลอร์

สมมติวา่ f เป็นฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมกาํลงั
∞∑
n=0

cn(x− a)n โดยที |x− a| < R จะไดว้า่

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + c4(x− a)4 + · · · ( . )
f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + 4c4(x− a)3 + · · · ( . )
f ′′(x) = 2c2 + 2 · 3c3(x− a) + 3 · 4c4(x− a)2 + · · · ( . )
f ′′′(x) = 2 · 3c3 + 2 · 3 · 4c4(x− a)2 + · · · ( . )

เมือแทน x = a ในสมการ ( . )-( . ) จะได้
c0 = f(a), c1 = f ′(a), c2 =

f ′′(a)

2!
และ c3 =

f ′′(a)

3!

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ cn =
f (n)(a)

n!
เมือ n = 0, 1, 2, 3, ...

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นัซงึมีอนพุนัธท์กุอนัดบั และ f มีคา่ทีจดุ a อนกุรมกาํลงัทีเขียนใน
รูป

f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

หรอื
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

เรยีกวา่ อนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor series) ของ f รอบจดุ a

ในกรณีที a = 0 จะเรยีกวา่ อนุกรมแมคลอริน (Maclaurin series) นนัคือ

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · หรอื

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์อง f(x) =
1

x
รอบจดุ 1



. . อนกุรมเทยเ์ลอร์

ทฤษฎบีท . . ให้ Tn(x) เป็นพหนุามเทยเ์ลอรดี์กรี n ของ f รอบจดุ a

f(x) = Tn(x) +Rn(x)

สาํหรบั |x− a| < R เมือ R คือรศัมีแหง่การลูเ่ขา้ของอนกุรม
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n จะไดว้า่

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n ก็ตอ่เมือ lim

n→∞
|Rn(x)| = 0

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั
. f(x) = ex

. f(x) = sinx



บทที . อนกุรมกาํลงั
ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั

. f(x) = ℓn(x+ 1)

. f(x) = arctanx



. . อนกุรมเทยเ์ลอร์

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นั f(x) =
√
x+ 1 รอบจดุ 3

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นั f(x) = (x+ 1)k เมือ k เป็นจาํนวนจรงิ



บทที . อนกุรมกาํลงั

ตารางอนุกรมเทยเ์ลอร์
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + · · · R = 1

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · R = ∞

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · R = ∞

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x3

3!
− x4

4!
+ · · · R = ∞

arctanx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · R = 1

ℓn(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
= x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · R = 1

(1 + x)k =
∞∑
n=0

(
k

n

)
xn = 1 + kx+

k(k − 1)

2!
x2 + · · · R = 1

ตัวอย่าง . . จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นั f(x) = xℓnx รอบจดุ 1



. . อนกุรมเทยเ์ลอร์

ตัวอย่าง . . จงหาฟังกช์นัผลบวกของอนกุรม
∞∑
n=0

x2n+1

n!

ตัวอย่าง . . จงใชอ้นกุรมแมคลอรนิของ ex หาคา่ลมิิตของ lim
x→0

ex − 1− x

x2



บทที . อนกุรมกาํลงั
แบบฝึกหดั .

. จงหาอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี รอบจดุ a

. f(x) = ℓn(1− x) ; a = 0

. f(x) = cosx ; a = π

. f(x) =
√
x ; a = 1

. f(x) = 3
√
x ; a = 1

. f(x) = 3
√
x+ 2 ; a = −1

. f(x) =
1

3− x
; a = 2

. f(x) =
1

1 + x2
; a = 0

. จงหาอนกุรมแมคลอรนิของฟังกช์นัตอ่ไปนี โดยใชต้ารางอนกุรมเทยเ์ลอร์
. f(x) = sin(x2)

. f(x) = x2cosx

. f(x) = xℓn(x− 1)

. f(x) = sin2x

. f(x) = ex + e2x

. f(x) = xcos(1
2
x)

. f(x) = x2ℓn(1 + x3)

. f(x) =
x√

4 + x2

. จงฟังกช์นัผลบวกของอนกุรมตอ่ไปนี

.
∞∑
n=0

(−1)nx4n+3

(2n)!
.

∞∑
n=0

(n+ 1)xn

n!

. จงใชอ้นกุรมแมคลอรนิหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

x− ℓn(1 + x)

x2



บทที
ปริภมูสิามมติิ

. ระบบพกัิดฉากในปริภมูสิามมติิ
การบอกตาํแหน่งของจดุใน ปริภมูิสามมติิ (three-dimensional space) ทาํไดจ้ากการอา้งอิงเสน้
ตรงสามเสน้คือ แกน X แกน Y และแกน Z ซงึตดัการทีจดุ O เรยีกวา่ จุดกาํเนิด (origin) และเรยีก

ระนาบทีผา่น แกน X และแกน Y วา่ ระนาบ XY (XY-plane)
ระนาบทีผา่น แกน X และแกน Z วา่ ระนาบ XZ (XZ-plane)
ระนาบทีผา่น แกน Y และแกน Z วา่ ระนาบ YZ (YZ-plane)

X

Y

Z

ระนาบ XY

X

Y

Z

ระนาบ XZ

X

Y

Z

ระนาบ YZ
ระนาบพิกดัฉากทงัสามจะแบง่ปรภิมิูสามมิติออกเป็น สว่นเรยีกวา่ อัฐภาค (Octance)

X

Y

Z



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

การเลือกทิศทางทีเป็นบวกของพิกดัฉาก เรานิยมใชก้ฎมือขวาโดยใหนิ้วหวัแม่มือไปทางแกน Z
บวก นิวชี ไปทางแกน X บวก และนิวกลาง ชีไปทางแกน Y บวก ตงัฉากกนัเสมอ ตวัอยา่งดงัรูปตอ่
ไปนี เราจะเลือกใชแ้บบใดแบบหนงึตามความเหมาะสม

X

Y

Z

Z

X

Y

X

Y

Z

Y

X

Z

การบอกตาํแหน่งของจดุ P ในปรภิมิูสามมิติ มีแกนพิกดัเป็นทีอา้งอิงบอกไดโ้ดยใชจ้าํนวนจรงิ
(x, y, z) เรยีกวา่พิกดัฉากของจดุ P และใช้ R3 แทนเซตของจดุ (x, y, z) ในปรภิมิูสามมิติ

X
Y

Z

P (x, y, z)

(x, 0, 0)

(x, 0, z)

(0, 0, z)

(x, y, 0)

(0, y, 0)

(0, y, z)

จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ XY ไปยงัแกน Z จะไดจ้ดุ (0, 0, z)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉาย (projection) ของ P แกน Z
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ YZ ไปยงัแกน X จะไดจ้ดุ (x, 0, 0)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉายของ P แกน X
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานระนาบ XZ ไปยงัแกน Y จะไดจ้ดุ (0, y, 0)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉายของ P แกน Y
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน Z ไปทีระนาบ XY จะไดจ้ดุ (x, y, 0)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ XY
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน X ไปทีระนาบ YZ จะไดจ้ดุ (0, y, z)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ YZ
จากจดุ P (x, y, x) ลากขนานแกน Y ไปทีระนาบ XZ จะไดจ้ดุ (x, 0, z)

เรยีกจดุนีวา่ ภาพฉายของ P บนระนาบ XZ



. . ระบบพกิดัฉากในปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาภาพฉายทงัหมดของจดุ P (1, 2, 3)

. ภาพฉายบนระนาบ XY ของจดุ P คือ

. ภาพฉายบนระนาบ XZ ของจดุ P คือ

. ภาพฉายบนระนาบ YZ ของจดุ P คือ

. ภาพฉายบนแกน X ของจดุ P คือ

. ภาพฉายบนแกน Y ของจดุ P คือ

. ภาพฉายบนแกน Z ของจดุ P คือ
ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟในปรภิมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนี

. P (1,−2, 2)

X

Y

Z

. Q(0, 2, 1)

X

Y

Z

. R(1, 2, 2)

X

Y

Z

. S(3, 1, 2)

X

Y

Z



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

แบบฝึกหดั .
. จงเขียนกราฟในปรภิมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนี

. A(5, 0, 0)

. B(0, 2, 1)

. C(3, 1, 0)

. D(−3, 0, 2)

. E(1, 1, 3)

. F (−4, 2,−3)

. G(2, 1,−2)

. H(3,−2, 6)

. จงหาภาพฉายของจดุ P บนระนาบ XY, XZ และ YZ
. P (3, 1, 2)

. P (1, 2,−2)

. P (4,−1, 0)

. P (−8, 9, 7)

. จงหาภาพฉายของจดุ P บนแกน X, Y และ Z
. A(5, 0, 0)

. B(0, 2, 1)

. C(3, 1, 0)

. D(−3, 0, 2)



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

. เวกเตอรใ์นปริภมูิสามมิติ
เวกเตอร์ (vector) คือปรมิาณทีมีทงัขนาดและทิศทาง โดยทวัไปใช้สว่นของเสน้ตรงเชือมโยงกนั
ระหวา่งจดุสองจดุและมีลกูศรกาํกบัแทนเวกเตอร์ และความยาวของเสน้ตรงแทนขนาดของเวก
เตอร์ ใชส้ญัญาลกัษณ์ −→

PQ แทนเวกเตอรที์มีจดุเรมิตน้ทีจดุ P สนิสดุทีจดุ Q มีทิศทางจาก P ไป
Q และใช้ ∥−→PQ∥ แทนความยาวหรอืขนาด (length/magnitude/norm) ของ −→

PQ และเวกเตอรท์งั
สองจะเทา่กนัก็ตอ่เมือทงัสองมีขนาดเทา่กนัและทิศทางเดียวกนั

X

Y

Z

P

Q

O

A

บทนิยาม . . กาํหนดให้ P (x1, y1, z1) และ Q(x2, y2, z2)

แลว้ a⃗ เป็นเวกเตอรต์าํแหน่ง (position vector) ของ −→PQ คือ
a⃗ = ⟨x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1⟩

ถา้ a1 = x2−x1, a2 = y2−y1 และ a3 = z2−z1 ดงันนั a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ เรยีก a1, a2 และ a3 วา่ส่วน
ประกอบ (component) ของ a⃗ ตามแกน X แกน Y และ แกน Z ตามลาํดบั

X
Y

Z

O
A

a1 a2

a3

a⃗

จากรูปโดยใชค้วามสมัพนัธข์องสามเหลยีมมมุฉากจะไดว้า่
∥a⃗∥ =

√
a21 + a22 + a23

บทนิยาม . . เวกเตอรที์มีตวัประกอบทกุตวัเป็นศนูยเ์รยีกวา่ เวกเตอรศู์นย์ (zero vector) เขียน
แทนดว้ย 0⃗ = ⟨0, 0, 0⟩

ข้อตกลง เมือ P เป็นจดุใน R3 และ O เป็นจดุกาํเนิด เราจะเขียนเวกเตอร์−→OP แทนดว้ย P⃗



บทที . ปรภูิมสิามมติิ
มุมแสดงทศิทาง
บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ ≠ 0⃗ เป็นเวกเตอรที์ทาํมมุ α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน
Z ดา้นบวกตามลาํดบัโดยที α, β, γ ∈ [0, π] เรยีก α, β, γ วา่มุมแสดงทศิทาง (direction angles)
ของ a⃗ และ cosα, cosβ, cosγ วา่โคไซนแ์สดงทศิทาง (direction cosines) ของ a⃗

X
Y

Z

O

a1 a2

a3

a⃗

α

β

γ

จากรูปจะไดว้า่ cosα =
a1
∥a⃗∥

cosβ =
a2
∥a⃗∥

cosγ =
a3
∥a⃗∥

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรต์าํแหน่งของ −→PQ ขนาดและโคไซนแ์สดงทิศทางของเวกเตอรน์นั
. P (1, 2,−3) และ Q(−1, 0− 4) . P (4,−1, 2) และ Q(5,−2, 3)

ตัวอย่าง . . จงหามมุแสดงทิศทางของเวกเตอร์ a⃗ = ⟨−1, 1,
√
2⟩

บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ k ∈ R

. a⃗ = b⃗ ก็ตอ่เมือ a1 = b1, a2 = b2 และ a3 = b3

. a⃗+ b⃗ = ⟨a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3⟩

. ka⃗ = ⟨ka1, ka2, ka3⟩

. a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง . . ให้ a⃗ = ⟨1,−2, 5⟩ และ b⃗ = ⟨−1,−4, 7⟩ จงหาเวกเตอรต์อ่ไปนี
. a⃗+ b⃗

. 2a⃗+ 3⃗b

. 3a⃗− 2⃗b

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ c, k ∈ R แลว้
. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

. (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

. a⃗+ 0⃗ = a⃗

. a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

. (ck)⃗a = c(ka⃗) = k(c⃗a)

. c(⃗a+ b⃗) = c⃗a+ c⃗b

. (c+ k)⃗a = c⃗a+ ka⃗

. 1a⃗ = a⃗

. 0a⃗ = 0⃗



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

เวกเตอรห์นึงหน่วย
บทนิยาม . . เราเรยีกเวกเตอรที์มีขนาดหนงึหนว่ยวา่ เวกเตอรห์นึงหน่วย (unit vector)

ให้ a⃗ เป็นเวกเตอรที์ไมใ่ชเ่วกเตอรศ์นูยใ์น R3 และจะไดว้า่
a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นงึหนว่ยทีมีทศิเดยีวกบั a⃗

− a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นงึหน่วยทีมีทศิตรงข้ามกบั a⃗

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรห์นงึหนว่ยของเวกเตอรต์อ่ไปนี
. ⟨1,−2, 2⟩

. ⟨1, 1,√2⟩

. ⟨3sinθ, 4sinθ, 5cosθ⟩

เวกเตอรห์นงึหนว่ยตามแนวแกน X แกน Y และ แกน Z คือ i⃗, j⃗ และ k⃗ ตามลาํดบั
i⃗ = ⟨1, 0, 0⟩ j⃗ = ⟨0, 1, 0⟩ k⃗ = ⟨0, 0, 1⟩

ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ แลว้จะไดว้า่
a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ = a1⟨1, 0, 0⟩+ a2⟨0, 1, 0⟩+ a3⟨0, 0, 1⟩ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

ผลคูณเชิงสเกลาร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงสเกลาร์ (scalar product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗ · b⃗ นิยามโดย

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

ตัวอย่าง . . จงหาผลคณูเชิงสเกลารข์องเวกเตอร์ a⃗ และ b⃗

. a⃗ = ⟨3,−1, 5⟩ และ b⃗ = ⟨1, 6,−3⟩

. a⃗ = ⟨2, 1,−7⟩ และ b⃗ = ⟨4, 6, 2⟩

. a⃗ = ⟨a, 1,−a⟩ และ b⃗ = ⟨a, a, a+ 1⟩

. a⃗ = ⟨2sinx, cosx, 1⟩ และ b⃗ = ⟨sinx, 2cosx, 1⟩



บทที . ปรภูิมสิามมติิ
ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้

. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

. k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b)

. a⃗ · a⃗ = ∥a⃗∥2

ตัวอย่าง . . ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่
. a⃗ · a⃗ = 0 ก็ตอ่เมือ a⃗ = 0⃗

. ∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

มุมระหว่างเวกเตอร์
ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้

a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥cosθ

เมือ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ เมือ 0 ≤ θ ≤ π ดงัรูป

a⃗

b⃗

θ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ตงัฉากกัน (orthogonal) ก็ตอ่เมือ a⃗ · b⃗ = 0 หรอื θ =
π

2

ตัวอย่าง . . ให้ A(1, 2, 0), B(0, 4, 2) และ C(3, 2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลยีม ABC

จงหามมุ BÂC

ตัวอย่าง . . ให้ a⃗ = ⟨3, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 1⟩ และ c⃗ = ⟨3, 4,−2⟩
จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตงัฉากกนั



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

ภาพฉายเวกเตอร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗, b⃗ ̸= 0⃗ และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ ลากเสน้ตรงจาก A ไปตงัฉาก
กบั −−→

OB ทีจดุ C ดงัรูป

B

A

θ

O C

a⃗

b⃗
B

A

θ

OC

a⃗

b⃗

เรยีก −→
OC วา่ ภาพฉายเวกเตอร์ (vector projection) ของ a⃗ บน b⃗

เขียนแทนดว้ย Proj⃗ba⃗
เรยีก ∥a⃗∥cosθ วา่ ภาพฉายสเกลาร์ (scalar projection/component) ของ a⃗ บน b⃗

เขียนแทนดว้ย Compb⃗a⃗

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ แลว้จะไดว้า่

Proj⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥2

b⃗ และ Compb⃗a⃗ =
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥

ตัวอย่าง . . จงหาภาพฉายเวกเตอรแ์ละภาพฉายสเกลารข์อง a⃗ บน b⃗

. a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2,−2⟩

. a⃗ = ⟨3, 1, 2⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2, 4⟩



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

ผลคูณเชิงเวกเตอร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (vector product/cross product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗× b⃗ คือ

a⃗× b⃗ = ⟨a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1⟩

หรอื
a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
เมือ |M | แทนดีเทอรมิ์แนนทข์องเมตรกิซ์M

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨0, 2, 1⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 1,−1⟩ จงหา
. a⃗× b⃗

. a⃗× (⃗b+ c⃗)

. c⃗× (⃗a× b⃗)
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ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้

. a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗)

. a⃗× (⃗b+ c⃗) = (⃗a× b⃗) + (⃗a× c⃗)

. k(⃗a× b⃗) = (ka⃗)× b⃗ = a⃗× (k⃗b)

. a⃗ · (⃗a× b⃗) = 0 = b⃗ · (⃗a× b⃗)

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรที์ตงัฉากกบั a⃗ = ⟨1,−3, 4⟩ และ b⃗ = ⟨2, 2, 1⟩



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

พนืทสีีเหลียมด้านขนาน
ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ แลว้

∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥sinθ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ขนานกัน (paralell) ก็ตอ่เมือ a⃗× b⃗ = 0⃗ หรอื θ = 0 หรอื π

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้พืนทีสีเหลยีมด้านขนาน (parallelogram)
ทีมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั ∥a⃗× b⃗∥

a⃗

b⃗

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของสามเหลยีมทีมีจดุยอดเป็นA(2, 1, 1),B(−1, 3, 1) และC(0, 2,−3)

ผลคูณเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้ผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์
(scalar triple products) ของ a⃗, b⃗ และ c⃗ คือ a⃗ · b⃗× c⃗ หรอื a⃗ · (⃗b× c⃗) นนัคือ

a⃗ · b⃗× c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
เมือ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩, b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ c⃗ = ⟨c1, c2, c3⟩

โดยสมบตัิของดีเทอรมิ์แนนทจ์ะไดว้า่ a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗
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ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨0, 1, 2⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 0, 1⟩ จงหา

. a⃗ · b⃗× c⃗

. c⃗× b⃗ · c⃗

. (⃗a+ b⃗)× (⃗a− b⃗) · c⃗



. . เวกเตอรใ์นปรภูิมสิามมติิ

ทฤษฎบีท . . ปรมิาตรของรูปทรงสีเหลียมหน้าขนาน (parallepiped) ซงึมีดา้นประชิดเป็น
a⃗, b⃗ และ c⃗ เทา่กบั |⃗a · b⃗× c⃗|

b⃗× c⃗

c⃗

b⃗

a⃗

A

h

θ

จากรูป V = Ah = ∥⃗b× c⃗∥∥a⃗∥|cosθ| = |⃗a · b⃗× c⃗|

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรของรูปทรงสเีหลยีมหนา้ขนานซงึมีดา้นประชิดเป็น ⟨1, 1,−1⟩, ⟨2, 1, 0⟩
และ ⟨0, 1, 3⟩

ตัวอย่าง . . จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 4,−7⟩, ⟨2,−1, 4⟩ และ ⟨0,−9, 18⟩
อยูบ่นระนาบเดยีวกัน (coplanar)
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แบบฝึกหดั .
. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 0⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 2⟩, c⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ d⃗ = ⟨−2, 1, 5⟩ จงหา

. 2a⃗− 3⃗b

. ∥c⃗+ 2d⃗∥+ ∥2a⃗+ b⃗∥

. เวกเตอรห์นงึหนว่ยของ 2c⃗− d⃗

. โคไซนแ์สดงทิศทางของ b⃗+ c⃗

. มมุระหวา่ง a⃗+ c⃗ กบั a⃗− c⃗

. (⃗a× b⃗)× (c⃗× d⃗)

. ภาพฉายเวกเตอรแ์ละภาพฉายสเกลารข์อง b⃗ บน c⃗

. เวกเตอร์ หน่วยทีตงัฉากกบั a⃗ และ c⃗

. จงหาเวกเตอรที์ตงัฉากกบั a⃗ และ d⃗

. จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตอ่ไปนีตงัฉากกนับา้ง

a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨1,−2, 3⟩, c⃗ = ⟨−3, 3, 1⟩ และ d⃗ = ⟨−1, 1, 7⟩

. จงหาพืนทีสามเหลียมทีมีจดุยอดเป็น (−3, 1, 2), (−5, 1, 0) และ (4,−2, 1)

. กาํหนดให้ A(1, 1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 0, 0) และ D(2, 1,−1) จงแสดงวา่รูปสีเหลียม ABCD

เป็นสีเหลียมดา้นขนาน และหาพืนทีของรูปสีเหลียมนี
. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีเหลียมหนา้ขนานซงึมีดา้นประชิดเป็น a⃗ = ⟨2, 1,−3⟩,
b⃗ = ⟨4,−1, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 4,−1⟩

. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ทีทาํให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

. จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 5,−2⟩, ⟨3,−1, 0⟩ และ ⟨5, 9,−4⟩
อยูบ่นระนาบเดียวกนั

. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่
. ∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)

. ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ แลว้ a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

. (⃗a− b⃗)× (⃗a+ b⃗) = 2(⃗a× b⃗)

. a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

. a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) = 0⃗

. (⃗a× b⃗) · (c⃗× d⃗) =

∣∣∣∣∣a⃗ · c⃗ b⃗ · c⃗
a⃗ · d⃗ b⃗ · d⃗

∣∣∣∣∣



. . เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ

. เส้นตรงในปริภมูสิามมติิ
บทนิยาม . . ให้ P0 เป็นจดุใน R3 และ A⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 เราจะเรยีก
เซตของจดุ P ใด ๆ ซงึทาํให้−−→P0P ขนานกบั A⃗ วา่ เส้นตรง (Line) ทีผา่นจดุ P0 และขนานกบั A⃗

และเรยีก A⃗ วา่ เวกเตอรแ์สดงทศิทาง (direction vector) ของเสน้ตรง

X

Y

Z P

P0

L

O

A⃗

เนืองจาก −−→
P0P ขนานกบั A⃗ ดงันนัจะไดว้า่มี t ∈ R ทีทาํให้

−−→
P0P = tA⃗ หรอื P⃗ = P⃗0 + tA⃗ ( . )

ถา้กาํหนดจดุ P (x, y, z) และ P0(x0, y0, z0) และ A⃗ = ⟨a, b, c⟩ ดงันนั
⟨x, y, z⟩ = ⟨x0, y0, z0⟩+ t⟨a, b, c⟩ = ⟨x0 + at, y0 + bt, z0 + ct⟩ ( . )

เรยีกสมการ ( . ) หรอื ( . ) วา่ สมการเวกเตอร์ (vector equation) ของเสน้ตรง L
จากสมการ ( . ) เราจะแยกเขียนสมการสาํหรบัสว่นประกอบไดเ้ป็น

x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct ( . )
เรยีกสมการ ( . ) วา่ สมการอ้างองิตัวแปรเสริม (parametric equation) ของเสน้ตรง L
ถา้ a, b, c ไมมี่จาํนวนใดเป็นศนูย์ จะไดว้า่

x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
( . )

เรยีกสมการ ( . ) วา่ สมการสมมาตร (symmetric equation) ของเสน้ตรง L
ตัวอย่าง . . จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงที
ผา่นจดุ P0(1, 2, 3) และขนานกบั A⃗ = ⟨1, 2,−1⟩



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงที
ผา่นจดุ P1(1, 3, 4) และ P2(1,−2, 3)

การตรวจสอบวา่จดุ P (x, y, z) อยู่บนเสน้ตรง L หรอืไม่ทาํได้โดยการแทนคา่ x, y, z ลงใน
สมการเสน้ตรง L วา่สอดคลอ้งกบัสมการของเสน้ตรง L หรอืไม่
ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่จดุ P (1,−2, 3) อยูบ่นเสน้ตรงตอ่ไปนีหรอืไม่

. x = 3− t, y = 2− 4t, z = 3 + t . x+ 1

2
=

y + 5

3
= z − 2

ตัวอย่าง . . จดุ A(1, 2, 0), B(−1, 3, 4) และ C(−2, 1, 5) อยูบ่นเสน้ตรงเดียวกนัหรอืไม่

ตัวอย่าง . . จงหาจดุทีเสน้ตรงตอ่ไปนีตดัระนาบ XY ระนาบ XZ และ ระนาบ YZ
. x = 1 + t, y = 2− 2t, z = t− 3 . 1− x

3
=

y − 10

5
, z = 4



. . เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ

ระยะทางระหว่างจุดกับเส้นตรง
การวดัระยะทางระหวา่งจดุ B กบัเสน้ตรง L คือความยาวทีสนัทีสดุจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรง L

หมายถงึความยาวของเสน้ตงัฉากทีลากจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรง L ทีจดุ M เรยีกจดุ M วา่ จุดเชิง
เส้นตังฉาก (Orthogonal point)

X

Y

Z

P0

M

B

L

O

A⃗

θ

จากรูปจะไดว้า่ ∥
−−→
BM∥ = ∥

−−→
P0B∥sinθ เนืองจาก A⃗ ขนานกบั −−→

P0M ดงันนั θ เป็นมมุระหวา่ง −−→PB

กบั A⃗ ดงันนั

∥
−−→
BM∥ =

∥
−−→
P0B∥∥A⃗∥sinθ

∥A⃗∥
=

∥
−−→
P0B × A⃗∥

∥A⃗∥

ตอ่ไปเราจะหาจดุ M เนืองจาก M อยู่บนเสน้ตรง L ดงันนัมี t ∈ R ทีทาํให้ M⃗ = P⃗0 + tA⃗

เนืองจาก −−→
BM ตงัฉากกบั A⃗ ดงันนั
0 =

−−→
BM · A⃗ = (M⃗ − B⃗) · A⃗ = (P⃗0 + tA⃗− B⃗) · A⃗ = (P⃗0 − B⃗) · A⃗+ t∥A⃗∥2

แลว้จะไดว้า่
t =

(
−−→
OB −

−−→
OP0) · A⃗

∥A⃗∥2

ดงันนั
M⃗ = P⃗0 +

(B⃗ − P⃗0) · A⃗
∥A⃗∥2

A⃗
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ตัวอย่าง . . จงหาจดุเชิงเสน้ตงัฉากของจดุ B(2, 1,−1) บนเสน้ตรง
x = 5 + 4t, y = 2− t, z = 4 + 3t

พรอ้มทงัหาระยะทางจากจดุ B ไปยงัเสน้ตรงนี



. . เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ

การตัดกันของเส้นตรง
ความสมัพนัธข์องเสน้ตรง L1 และ L2 ในปรภิมิูสามมิติมีลกัษณะดงันี

. ตดักนั

X

Y

Z

L1

L2

O

. ไมต่ดักนั
. ไมต่ดักนั และไมข่นานกนั

X

Y

Z

L1 L2

O

. ไมต่ดักนั และขนานกนั

X

Y

Z

L1

L2

O

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ L1 และ L2 ตดักนัหรอืไม่ ถา้ตดัจงหาจดุตดั
. L1 : x = 2 + t, y = 4− t, z = 3 + 2t

L2 : x = 1− s, y = 9 + 3s, z = 2 + s
. L1 : 2− x = 3− y =

z − 1

2

L2 : 7− x

3
= y = z − 1
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มุมระหว่างเส้นตรง
บทนิยาม . . มุมระหว่างเส้นตรงสองเส้น คือมมุระหวา่งเวกเตอรแ์สดงทิศทางของเสน้ตรงทงั
สองเสน้นนั

X
Y

Z

L1

L2

O

A⃗1

A⃗2

θ

cosθ =
A⃗1 · A⃗2

∥A⃗1∥∥A⃗2∥

ตัวอย่าง . . จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง L1 และ L2

. L1 : x = 2+ t, y = 1+2t, 2z = 1+4t

L2 : x = −3s, y = 2 + 4s, z = 5s− 1
. L1 : 2x− 1 = y =

1− z

3
L2 : x

4
= y − 1 = z

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีผา่นจดุ B(1,−1, 2) ซงึตดัและตงัฉากกบัเสน้ตรง

x− 1 =
3− y

2
= −z



. . เสน้ตรงในปรภูิมสิามมติิ

การขนานกันของเส้นตรง
บทนิยาม . . เส้นตรงสองเส้นขนานกัน (parallel line) ก็ตอ่เมือเวกเตอรแ์สดงทิศทางของ
เสน้ตรงทงัสองเสน้ขนานกนั
ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีผา่นจดุ (1, 2, 3) และขนานกบัเสน้ตรง

x+ 2 =
4− y

2
= 1− z

การไขว้ต่างระนาบของเส้นตรง
บทนิยาม . . เราจะเรยีกเสน้ตรงสองเสน้วา่ เส้นไขว้ต่างระนาบ (skew line) ก็ตอ่เมือเราไม่
สามารถหาระนาบทีเสน้ตรงทงัสองอยู่บนระนาบเดียวกนัได้ หรอืกลา่วไดอี้กอยา่งวา่เสน้ตรงทงัสอง
ไมต่ดักนัไมไ่มข่นานกนั
ตัวอย่าง . . จงพิจารณา L1 และ L2 วา่เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบกนัหรอืไม่

. L1 : 2x = 1 + t, y = 2− t, 3z = t

L2 : x = 2− 3s, y = 6s, z = 1− 2s

. L1 : x =
y

2
= z − 1

L2 : x+ 1

2
= y − 1 =

z + 2

3
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ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้น
บทนิยาม . . ระยะทางระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ คือระยะทีสนัทีสดุระหวา่งเสน้ตรงทงัสอง

. ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้นทขีนานกัน

X

Y

Z

P2

P1 L2

L1

O

ระยะทางระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ทีขนานกนั
ให้ L1 และ L2 เป็นเสน้ตรงสองเสน้ทีขนานกนั ซงึผา่นจดุ P1 และ P2 ตามลาํดบั ระยะทางระหวา่ง
L1 และ L2 คือ ระยะทางระหวา่งจดุ P1 ไปยงั L2 หรอื P2 ไปยงั L1 นนัคือ

ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั ∥
−−→
P1P2 × A⃗1∥

∥A⃗1∥
หรอื ∥

−−→
P2P1 × A⃗2∥

∥A⃗2∥

ตัวอย่าง . . จงหาระยะทางระหวา่งเสน้ตรง
L1 : x = 1 + t, y = 2− 2t, z = −1 + 2t และ L2 : x = 2− s, y = 1 + 2s, z = −2s
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. ระยะทางระหว่างเส้นตรงสองเส้นทไีม่ขนานกัน

X
Y

Z P1

Q1

P2

Q2

L1

L2

O

A⃗1 × A⃗2

L1

L2

P2

P1

−−−→
Q1Q2

จากรูป Q1 และ Q2 เป็นจดุปลายของสว่นเสน้ตรงทีตงัฉากกบั L1 และ L2 ดงันนั
ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั ∥

−−−→
Q1Q2∥

เนืองจาก −−−→
Q1Q2 ตงัฉากกบั A⃗1 และ A⃗2 จะไดว้า่ −−−→

Q1Q2 ขนานกบั A⃗1 × A⃗2 จากรูปจะไดว้า่
∥
−−−→
Q1Q2∥ = ขนาดของภาพฉายสเกลารข์อง −−→P2P1 บน A⃗1 × A⃗2

ดงันนั

ระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 เทา่กบั |−−→P2P1 · (A⃗1 × A⃗2)|
∥A⃗1 × A⃗2∥

ตัวอย่าง . . จงหาระยะทางระหวา่งเสน้ตรง
L1 : x− 1

2
= −y = −z

2
และ L2 : x = −3t, y = 1 + 2t, z = t
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แบบฝึกหดั .
. จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงทีผา่นจดุ P0

และขนานกบั A⃗

. P0(2, 1, 1) และ A⃗ = ⟨1,−1, 3⟩ . P0(−1, 3, 5) และ A⃗ = ⟨0, 2,−1⟩

. จงหาสมการเวกเตอร์ สมการอิงตวัแปรเสรมิ และสมการสมมาตร ของเสน้ตรงทีผา่นจดุ P1

และ P2

. P1(1,−1, 0) และ P2(2,−3, 5) . P1(−1,−3,−2) และ P2(−5, 0, 1)

. จงตรวจสอบวา่จดุ (1, 2,−3) อยูบ่นเสน้ตรงใดตอ่ไปนีหรอืไม่
. x = 3− 2t, y = 3 + t, z = 1− 4t

. 2x = 3+2t, y = 1−2t, 3z = 4t−7

. 2x− 1 =
y + 2

2
=

z

3

. x+ 7

4
= 4− y =

z + 9

3

. จงพิจารณาวา่จดุ A(3, 3, 1), B(−1, 5,−7) และ C(5, 2, 5) อยูบ่นเสน้ตรงเดียวกนัหรอืไม่

. จงหาระยะทางจากจดุ B(1,−2, 1) ไปยงัเสน้ตรงตอ่ไปนี
. x = 6 + 4t, y = 3− 2t, z = 1 + t . x− 1

2
=

1− y

3
=

z + 1

4

. จงหาพิกดัของจดุบนเสน้ตรงตอ่ไปนี ทีอยูใ่กลจ้ดุกาํเนิดมากทีสดุ
. x = 9 + 4t, y = t, z = 3 + 2t . 8− x

6
=

y − 2

2
=

z + 7

8

. จงตรวจสอบวา่ L1 และ L2 ตดักนัหรอืไม่ ถา้ตดัจงหาจดุตดั
. L1 : x = 2 + t, y = −1 + 3t, z = 2− 3t

L2 : x = 4 + s, y = 5 + 3s, z = s

. L1 : x− 1

2
= 2− y = z

L2 : 2x+ 1

3
= y = z − 2

. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง L1 และ L2 ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี
. L1 : x = 2 + t, y = 1− t, z = 5 + t

L2 : x = 2 + s, y = 5− 2s, z = 1− 3s

. L1 : 1− x = y =
z + 3√

2

L2 : x√
2
=

y − 3√
2

=
z + 1

2
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. จงหาสมการเสน้ตรงทีผา่นจดุกาํเนิด ซงึตดัและตงัฉากกบัเสน้ตรง x =
3− y

2
= z − 2

. จงหาสมการเสน้ตรงทีผา่นจดุ (−1, 2, 1) และขนานกบัเสน้ตรง x+ 3

2
=

1− y

5
= 2− z

. จงพิจารณา L1 และ L2 วา่เป็นเสน้ไขวต้า่งระนาบกนัหรอืไม่
. L1 : 2x = 1 + 4t, y = 2− t, z = t

L2 : x = −4s, y = 1 + 2s, 3z = 1− 6s

. L1 : x− 1 =
3− y

2
= 2z + 1

L2 : 2− x =
y − 1

2
=

1− 4z

2

. จงระยะทางระหวา่ง L1 และ L2 ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี
. L1 : x = 7t, y = 2 + t, z = 4− 3t

L2 : x = 3− s, y = 5, z = 6 + 2s

. L1 : x+ 5 =
y + 3

4
=

6− z

9

L2 : 2− x =
4− y

4
=

z + 1

−9

. L1 : x = 5 + 4t, y = 2− t, z = 4 + 3t

L2 : x = 2− 8s, y = 1 + 2s, z = −1− 6s

. L1 : x+ 1 =
z + 1

2
, y = 2

L2 : x = 2− t, y = 3 + 4t, z = 2t
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. ระนาบในปริภมูสิามมติิ
บทนิยาม . . ให้ P0 เป็นจดุใน R3 และ N⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 เราจะเรยีก

เซตของจดุ P ใด ๆ ซงึทาํให้−−→P0P ตงัฉากกบั N⃗ วา่ ระนาบ (plane)
ทีผา่นจดุ P0 และตงัฉากกบัเวกเตอร์ N⃗

และเรยีก N⃗ วา่ เวกเตอรแ์นวฉาก (normal vector)

X Y

Z

O

N⃗

P0

P

เนืองจาก −−→
P0P ตงัฉากกบั N⃗ ดงันนั −−→

P0P · N⃗ = 0 หรอื
(P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 ( . )

เราจะเรยีกสมการ ( . ) วา่ สมการเวกเตอรข์องระนาบ (vector equation of the plane)

ถา้กาํหนดให้ P0 = (x0, y0, z0), P = (x, y, z) และ N⃗ = ⟨a, b, c⟩ จะไดว้า่
a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 ( . )

เรยีกสมการ ( . ) วา่ สมการสเกลาร์ (scalar equation) ของระนาบทีผา่นจดุ (x0, y0, z0) และมี
⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก

ถา้เราจดัรูปสมการ ( . ) โดยกาํหนดให้ d = ax0 + by0 + cz0 จะไดว้า่
ax+ by + cz = d ( . )

เรยีกสมการ ( . ) วา่ สมการคารท์ีเซยีน (cartesian equation) ของระนาบ ทีมี ⟨a, b, c⟩ เป็นเวก
เตอรแ์นวฉาก
ตัวอย่าง . . จงหาสมการเวกเตอร์ สมการสเกลาร์ และสมการคารที์เซียนของระนาบทีผา่นจดุ
P0(1, 2, 3) และตงัฉากกบั N⃗ = ⟨1,−1, 4⟩



. . ระนาบในปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของระนาบทีผา่นจดุ P (1, 2, 3), Q(3,−1, 6) และ R(5, 1, 0)

ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟของระนาบตอ่ไปนี
. x = 2

. y = 1

. z = 3

. x+ y = 1
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ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟของระนาบตอ่ไปนี
. x+ y − z = 2 . 2x+ 3y + 4z = 12

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ P (1, 2,−1) และ Q(2, 3, 1) อยู่บนระนาบ x− 2y − 4z = 1 หรอื
ไม่

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ P (1, 2,−1), Q(2, 0, 3), R(3, 4, 1) และ S(−2, 1, 2) อยู่บนระนาบ
เดียวกนัหรอืไม่
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ระยะทางระหว่างจุดกับระนาบ
บทนิยาม . . ระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบ คือระยะทางตงัฉากจากจดุนนัไปยงัระนาบ
ใหร้ะนาบ M มีสมการเวกเตอรเ์ป็น (P⃗ − P⃗0) · N⃗ = 0 และ P1 เป็นจดุใน R3 ลากไปตงัฉากกบัระ
ราบ M ทีจดุ Q ดงัรูป

N⃗

P0

P1

Q

N⃗

P0

P1

Q

จากรูปจะไดว้า่ ∥−−→QP1∥ = ขนาดของภาพฉายของ −−→P0P1 บน N⃗ จะไดว้า่

∥
−−→
QP1∥ =

|
−−→
P0P1 · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |

∥N⃗∥

กาํหนดใหร้ะนาบ M ผา่นจดุ P0 = (x0, y0, z0) และมี N⃗ = ⟨a, b, c⟩ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก M จะมี
สมการคารที์เซียนเป็น ax+ by + cz = d เมือ d = ax0 + by0 + cz0 แลว้

∥
−−→
QP1∥ =

|(P⃗1 − P⃗0) · N⃗ |
∥N⃗∥

=
|⟨x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0⟩ · ⟨a, b, c⟩|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − (ax0 + by0 + cz0)|√

a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2

ดงันนัระยะทางระหวา่งจดุ P1(x1, y1, z1) กบัระนาบ ax+ by + cz = d คือ
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง . . จงหาระยะทางระหวา่งจดุ P1(4, 3,−1) กบัระนาบ x− 2y + 2z = 5
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ตัวอย่าง . . จงหาจดุบนระราบ 2x+ y − 3z + 10 = 0 ซงึอยูใ่กลที้สดุกบัจดุ P1(4, 2, 2)

เส้นตรงกับระนาบ
เสน้ตรงกบัระนาบมีความสมัพนัธก์นั ลกัษณะคือ

. เสน้ตรงกบัระนาบมีจดุรว่มกนัจดุเดียว เรยีกวา่เสน้ตรงตดักบัระนาบ

. เสน้ตรงกบัระนาบมีจดุรว่มกนัมากกวา่หนงึจดุ นนัคือเสน้ตอ้งอยูบ่นระนาบ

. เสน้ตรงกบัระนาบมีไมมี่จดุรว่ม นนัคือเสน้ตรงขนานกบัระรนาบ

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่เสน้ตรงกบัระนาบตอ่ไปนีตดักนัหรอืขนานกนั ถา้ตดักนัจงหาจดุตดั
ถา้ขนานกนัจงพิจารณาวา่เสน้ตรงอยูบ่นระนาบหรอืไม่

. x = 1 + 2t, y = 2 + t, z = 3− 3t และ x+ 4y + 2z = 5
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. x− 1 =
y + 3

2
= z และ 2x− y + z = 7

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของระนาบทีผา่นเสน้ตรงL : x = y−1 =
z

2
และผา่นจดุQ(1, 3,−1)

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของระนาบทีขนานกบัเสน้ตรง
L1 : x− 1 =

y

2
= z และ L2 :

x

2
= y =

z

3

และผา่นจดุ Q(2,−3, 1)
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มุมระหว่างเส้นตรงกับระนาบ
บทนิยาม . . ถา้เวกเตอรแ์สดงทิศทางของ L ทาํมมุ θ กบัเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบ M เรา
จะกลา่ววา่

มมุระหวา่งเสน้ตรง L กบัระนาบ M คือ
∣∣∣π
2
− θ
∣∣∣

L

A⃗

N⃗

M

θ
π
2
− θ

ตัวอย่าง . . จงหามมุระวา่งเสน้ตรง L :
x

5
=

1− y

2
=

z

5
กบัระนาบ 2x+ y − 7z = 1

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของระนาบทีผา่นจดุ Q(3,−6, 3) และตงัฉากกบัเสน้ตรง
P⃗ = ⟨2, 0, 1⟩+ t⟨3,−1, 1⟩

ตัวอย่าง . . จงระยะทางระหวา่งเสน้ตรง x− 1

2
= y =

z + 2

3
กบัระนาบ x+ y − z = 9
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การขนานกันของระนาบ
ระนาบขนานกนั ก็ตอ่เมือเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทงัสองขนานกนั

N⃗1

N⃗2

M2

M1

ตัวอย่าง . . จงหาสมการระนาบทีผา่นจดุ (1, 2,−3) และขนานกบัระนาบ x+ 2y − z = 5

บทนิยาม . . ระยะทางระหว่างระนาบทงัสอง คือระยะฉากระหวา่งระนาบทงัสอง
ให้M1 และM2 เป็นระนาบทีขนานกนัมีสมการดงันี ax+ by+ cz = d1 และ ax+ by+ cz = d2

ตามลาํดบั ให้ P1(x1, y1, z1) เป็นจดุบนระนาบ M1 ดงันนั
ระยะทางระหวา่งระนาบ M1 และ M2 = ระยะทางระหวา่งจดุ P1 กบัระนาบ M2

=
|ax1 + by1 + cz1 − d2|√

a2 + b2 + c2

=
|d1 − d2|√
a2 + b2 + c2

ตัวอย่าง . . จงหาระยะทางระหวา่งระนาบ x+ 2y − 2z = 10 และ x+ 2y − 2z = 1

ตัวอย่าง . . จงหาสมการระนาบทีขนานกบัระนาบ x + y −
√
2z = 1 และระยะทางระหวา่ง

ระนาบทงัสองเทา่กบั 5 หน่วย
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การตัดกันของระนาบ
ระนาบทีตดักนัคือระนาบทีไม่ขนานกนั (พิจารณาจากเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทงัสองขนานกนั
หรอืไม)่ รอยตดัทีเกิดยอ่มเป็นเสน้ตรง

L

M2

M1

จากรูปเนืองจากเสน้ตรง L อยู่บนระนาบ M1 และ M2 ดงันนัเวกเตอรแ์สดงทิศทางของเสน้ตรง L

ตอ้งตงัฉากกบั N⃗1 และ N⃗2 ดงันนั A⃗ = N⃗1 × N⃗2

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีเกิดจากการตดักนัของระนาบ
2x− y + z = 1 และ x+ y − 2z = 5
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มุมระหว่างระนาบ
บทนิยาม . . มุมระหว่างระนาบสองระนาบ คือมมุระหวา่งเวกเตอรแ์นวฉากของระนาบทงั
สอง
ตัวอย่าง . . จงหามมุระหวา่งระนาบ 2x+ y + 2z = 1 กบั 5x− 3y + 4z = 5



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

แบบฝึกหดั .
. จงหาสมการของระนาบทีผา่นจดุ P0 และมี N⃗ เป็นเวกเตอรแ์นวฉาก

. P0(2, 1, 1) และ N⃗ = ⟨2,−1, 5⟩

. P0(−1, 0, 5) และ N⃗ = ⟨3, 2, 1⟩

. P0(1, 3,−3) และ N⃗ = ⟨0, 3,−2⟩

. P0(2, 6,−4) และ N⃗ = ⟨−1,−3, 1⟩

. จงหาสมการของระนาบทีผา่นจดุทงั จดุ
. (1,−1, 0), (0,−1, 2) และ (−1,−3, 5)

. (−1,−3,−2), (2, 5, 0) และ (1,−2, 1)

. จงเขียนกราฟของระนาบตอ่ไปนี
. x = z

. 3x+ y = 2

. x− y + z = 2

. 2x− y + z = 5

. 5x+ 2y − 3z = 15

. 3x+ 3y + 2z = 6

. จงพิจารณาวา่จดุทงั จดุอยูบ่นระนาบเดียวกนัหรอืไม่
. (1, 1, 1), (−2, 4, 1), (3, 1, 2) และ (5, 1, 3)

. (1, 2, 7), (−1, 1, 2), (2, 0, 7) และ (1, 1, 2)

. จงหาระยะทางระหวา่งจดุกบัระนาบทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี
. (1,−2, 3) กบั 3x+ 2y − z = 12 . (−1, 1,−2) กบั 3x+ 4y − 5z = 15

. จงหาจดุบนระราบ x− 2y + 3z = 4 ซงึอยูใ่กลที้สดุกบัจดุ (2, 3,−2)

. พิจารณาเสน้ตรง L กบัระนาบ M ทีกาํหนดใหต้ดักนัหรอืขนานกนั ถา้ตดักนัจงหาจดุตดัและ
มมุระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบ ถา้ขนานกนัจงพิจารณาวา่เสน้ตรงอยูบ่นระนาบหรอืไม่ และจง
หาระยะทางระหวา่งเสน้ตรงกบัระนาบ

. L :
x

6
= y =

1− z

2
M : x− 2y + 2z = 4

. L :
x

2
=

y

2
= z

M : 5x+ 4y − 3z = 15

. L : x = 3+ t, y = −1 + 3t, z = 1+ 2t

M : 2x− y + 3z = 5

. L : 1− x =
y

2
= z − 2

M : 3x+ y + z = 3

. จงหาสมการระนาบทีนสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
. ผา่นจดุ (1, 0, 2) และเสน้ตรง x

3
= y + 1 =

2− z

2

. ผา่นเสน้ตรง x− 2

2
= y + 1 = −z และ 1− x

2
= −y = z + 1

. ผา่นจดุ (2, 1,−3) และขนานกบัเสน้ตรง x

2
= y =

z

3
และ x− 1 = y + 1 =

z

2
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. ผา่นเสน้ตรง x = 3 + 2t, y = −t, z = 2t และ x− 2 =
−1− y

2
= −3− z

. ผา่นจดุ (2,−1, 0) และตงัฉากกบัเสน้ตรง x

2
=

y

3
= z

. ผา่นจดุ (1, 2, 3) และ (2, 0, 2) และขนานกบัเสน้ตรง x = y − 1 =
z

2

. จงหาสมการเสน้ตรงทีเกิดจากการตดักนัของระนาบ M1 และ M2

. M1 : x+ y + z = 2

M2 : 2x− y + z = 3

. M1 : x+ y + 3z = 5

M2 : x− 5y + z = 1

. จงหามมุระหวา่งระนาบ M1 และ M2

. M1 : 2x− 5y + 5z = 2

M2 : 1x− 2y + 7z = 1

. M1 : x+ y + z = 3

M2 : x− y − z = 4

. จงหาสมการระนาบทีผา่นจดุ (1, 2, 3) , (2, 0, 1) และตงัฉากกบัระนาบ x+ y − z = 1
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. ฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
บทนิยาม . . กาํหนดให้ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิบนช่วง I แลว้
F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ (vector value function) จาก I ไป R2

F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ จาก I ไป R3

ในหวัขอ้นีถา้กลา่วถงึฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ ใหห้มายถงึฟังกช์นัคา่เวกเตอรจ์าก I ไป R2 หรอืจาก
I ไป R3

ตัวอย่าง . . ให้ F⃗ (t) = ⟨t, t2⟩, 0 ≤ t ≤ 2 และ G⃗(t) = ⟨sint, cost, t⟩, 0 ≤ t ≤ π จงหา
. F⃗ (1) . G⃗

(π
3

)

บทนิยาม . . ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ และ u เป็นฟังกช์นัจาก I ไป R และ t ∈ I

แลว้
. (F⃗ + G⃗)(t) = F⃗ (t) + G⃗(t)

. (uG⃗)(t) = u(t)F⃗ (t)

. (F⃗ · G⃗)(t) = F⃗ (t) · G⃗(t)

. (F⃗ × G⃗)(t) = F⃗ (t)× G⃗(t)

ลิมติของฟังกชั์นเวกเตอร์
บทนิยาม . . ให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ ลิมิตของ F⃗ (t) เมือ t เขา้ใกล้
t0 เขียนแทนดว้ย lim

t→t0
F⃗ (t) แลว้

lim
t→t0

F⃗ (t) มีคา่ ก็ตอ่เมือ lim
t→t0

x(t), lim
t→t0

y(t) และ lim
t→t0

z(t) มีคา่

และจะไดว้า่ lim
t→t0

F⃗ (t) =

⟨
lim

t→t0
x(t), lim

t→t0
y(t), lim

t→t0
z(t)

⟩

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ lim
t→1

⟨
t2 + 1, cosπt, t

2 − 1

t− 1

⟩

บทนิยาม . . กาํหนดให้ F⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์
F⃗ มีความตอ่เนือง t = t0 ก็ตอ่เมือ F⃗ (t0) และ lim

t→t0
F⃗ (t) มีคา่ และ lim

t→t0
F⃗ (t) = F⃗ (t0)

ถา้ F⃗ ตอ่เนืองทกุจดุบนชว่ง I แลว้จะกลา่ววา่ F⃗ มีความตอ่เนืองบนชว่ง I
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อนุพนัธข์องฟังกชั์นเวกเตอร์
บทนิยาม . . กาํหนดให้ F⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรแ์ละตอ่เนืองบนชว่ง I และ t0 ∈ I ถา้

lim
h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h
มีคา่

จะเขียนแทนดว้ย
d

dt
F⃗ (t)|t=t0 = lim

h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h
หรอื F⃗ ′(t0) = lim

h→0

F⃗ (t0 + h)− F⃗ (t0)

h

เรยีกวา่ อนุพนัธ์ (derivative) ของ F⃗ ทีจดุ t0 ∈ I

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมือ t ∈ I และ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีมี
อนพุนัธบ์นชว่ง I จะไดว้า่ F⃗ มีอนพุนัธที์ t และ

F⃗ ′(t) = ⟨x′(t), y′(t), z′(t)⟩

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง F⃗ (t) =
⟨
t2 + t− 3, cos2t, etsint⟩

ทฤษฎบีท . . ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ และ u เป็นฟังกช์นัคา่จรงิ ถา้ F⃗ , G⃗ และ u

มีอนพุนัธที์ t แลว้
. (F⃗ + G⃗)′(t) = F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

. (uG⃗)′(t) = (u′F⃗ )(t) + (uF⃗ ′)(t)

. (F⃗ · G⃗)′(t) = F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)

. (F⃗×G⃗)′(t) = F⃗ ′(t)×G⃗(t)+F⃗ (t)×G⃗′(t)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ F⃗ = ⟨1, t, sint⟩ และ G⃗ = ⟨t2, t, 1⟩ จงหา
. (F⃗ · G⃗)′(t) . F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)
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อนิทกิรัลของฟังกชั์นเวกเตอร์
บทนิยาม . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์บนโดเมน D ⊂
R ถา้ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีอินทิเกรตได้บนชว่ง [a, b] แลว้ F⃗ เป็นฟังกช์นัที อนิทิเกรตได้
(integrable) บนช่วง [a, b] ⊂ D และ∫ b

a

F⃗ (t)dt =

⟨∫ b

a

x(t)dt,

∫ b

a

y(t)dt,

∫ b

a

z(t)dt

⟩
ทฤษฎบีท . . ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์และ c1, c2 เป็นคตา่คงตวั และ u เป็นฟังกช์นั
คา่จรงิ และ C⃗ เป็นเวกเตอรค์งตวั แลว้

.
∫ b

a

(c1F⃗ (t) + c2G⃗)dt = c1

∫ b

a

F⃗ (t)dt+ c2

∫ b

a

G⃗(t)dt

.
∫ b

a

F⃗ (t)dt =

∫ c

a

F⃗ (t)dt+

∫ b

c

F⃗ (t)dt เมือ a < c < b

.
∫ b

a

(uC⃗(t)dt =

∫ b

a

u(t)dtC⃗

.
∫ b

a

(C⃗ · F⃗ )(t)dt = C⃗ ·
∫ b

a

F⃗ (t)dt เมือ C⃗ · F⃗ อินทิเกรตไดบ้นชว่ง [a, b]

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨cost, sint, t⟩ และ C⃗ = ⟨1, 2, 1⟩ จงหา
∫ 2

1

C⃗ · F⃗ (t)dt

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 2π

0

∥⟨cost, sint, 1⟩∥dt
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กราฟแสดงการเคลือนทขีองฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
กราฟของการเคลอืนที r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมือ a ≤ x ≤ b คือ

กราฟความสมัพนัธ์ {(x(t), y(t)) : r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมือ a ≤ x ≤ b}

r⃗(t) = ⟨t, t2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 4

X

Y

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

r⃗(t) = ⟨3sint, 3cost⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

t = 0

t = π
2

t = π

t = 3π
2

ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟแสดงการเคลอืนทีตอ่ไปนี เมือ 0 ≤ t ≤ 4

. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1⟩

X

Y

. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1, 3 + 2t⟩

X

Y

Z
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ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟแสดงการเคลอืนทีตอ่ไปนี เมือ 0 ≤ t ≤ 2π

. r⃗(t) = ⟨3cost, 2sint⟩

X

Y

. r⃗(t) =
⟨
2cost, 2sint, t

2

⟩

X

Y

Z
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เวกเตอรค์วามเร็วและความเร่ง
กาํหนดให้ r⃗(t) เป็นฟังกช์นัการเคลอืนที แลว้

เวกเตอรค์วามเร็ว V⃗ (t) = r⃗′(t)

เวกเตอรค์วามเร่ง A⃗(t) = V⃗ ′(t) = r⃗′′(t)

อัตราเร็ว v(t) = ∥V⃗ (t)∥ = ∥r⃗′(t)∥

อัตราเร่ง a(t) = ∥A⃗(t)∥ = ∥V⃗ ′(t)∥

ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = ⟨1, 2t, 3t2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2 เป็นสมการการเคลอืนทีของวตัถุ
จงหาตาํแหนง่ของการเคลอืนที เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่ เมือเวลา
t = 1

ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = ⟨2cost, 2sint, t⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการการเคลือนทีของวตัถุ
จงหาตาํแหนง่ของการเคลอืนที เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่ เมือเวลา
t = π

4
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เวกเตอรสั์มผัส
ใหเ้สน้โคง้หนงึเป็นกราฟฟังกช์นัเวกเตอร์ r⃗(t) = ⟨f(t), g(t), h(t)⟩ เมือ a ≤ t ≤ b

X

Y

Z

r⃗′(t) เป็นเวกเตอรใ์นแนวสมัผสัของเสน้โคง้ ณ จดุ r⃗(t) เวกเตอรที์มีขนาดหนงึหนว่ยและทิศเดียวกนั
กบั r⃗′(t) เรยีกวา่ เวกเตอรสั์มผัสหน่วย (unit tangent vector)ณ จดุ r⃗(t) เขียนแทนดว้ย T⃗ (t) นนั
คือ

T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
เมือ ∥r⃗′(t)∥ ̸= 0

เสน้ตรงทีผา่นจดุ r⃗(t) และขนานกบั T⃗ (t) เรยีก เส้นสัมผัส (tangent) ของเสน้โคง้ ณ จดุ r⃗(t)

เนืองจาก T⃗ ′(t) เป็นเวกเตอรซ์งึตงัฉากกบั T⃗ (t) ณ จดุ r⃗(t) เวกเตอรที์มีขนาดหนงึหนว่ยและทิศ
เดียวกนักบั T⃗ ′(t) เรยีกวา่ เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย (unit normal vector) เขียนแทนดว้ย N⃗(t) นนั
คือ

N⃗(t) =
T⃗ ′(t)

∥T⃗ ′(t)∥
เมือ ∥T⃗ ′(t)∥ ̸= 0

ให้ V⃗ (t) = r⃗′(t) และ v(t) = ∥r⃗′(t)∥ จาก T⃗ (t) =
r⃗′(t)

∥r⃗′(t)∥
จะไดว้า่

V⃗ (t) = v(t)T⃗ (t)

V⃗ ′(t) = v(t)T⃗ ′(t) + v′(t)T⃗ (t)

A⃗(t) = v(t)T⃗ ′(t) + v′(t)T⃗ (t)

จาก T⃗ ′(t) = ∥T⃗ ′(t)∥N⃗(t) ดงันนั
A⃗(t) = v′(t)T⃗ (t) + v(t)∥T⃗ ′(t)∥N⃗(t)

เรยีก v(t) วา่ ส่วนประกอบแนวสัมผัส ของ A⃗(t)
และ v⃗(t)∥T⃗ ′(t)∥ วา่ ส่วนประกอบแนวฉาก ของ A⃗(t)
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ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการการเคลือนที จงหา
. เวกเตอรค์วามเรว็ V⃗ (t)

. เวกเตอรค์วามเรง่ A⃗(t)

. มมุระหวา่ง V⃗ (t) กบั A⃗(t) เมือ เมือ t = π

. เวกเตอรส์มัผสัหนงึหน่วย T⃗ (t) และเวกเตอรแ์นวฉากหนงึหน่วย N⃗(t) เมือ t = π

. สว่นประกอบแนวสมัผสัและสว่นประกอบแนวฉากของ A⃗(t) เมือ t = π
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เวกเตอรแ์นวฉากคู่
ใหเ้สน้โคง้หนงึเป็นกราฟฟังกช์นัเวกเตอร์ r⃗(t) = ⟨f(t), g(t), h(t)⟩ เมือ a ≤ t ≤ b และ r⃗′(t) มีคา่
ทกุคา่ a ≤ t ≤ b ทีจดุ r⃗(t) ซงึมีเวกเตอรส์มัผสัหนงึหนว่ยคือ T⃗ (t) และเวกเตอรแ์นวฉากหนงึหน่วย
คือ N⃗(t) แลว้ เวกเตอรแ์นวฉากคู่ (binormal vector)ณ จดุ r⃗(t) เขียนแทนดว้ย B⃗(t) นิยามโดย

B⃗(t) = T⃗ (t)× N⃗(t)

เสน้ตรงทีผา่นจดุ r⃗(t) คือเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคู่ ซงึขนานกบั T⃗ , N⃗ , B⃗ ตาม
ลาํดบั มี ระนาบทีสาํคญัคือ

. ระนาบซงึผา่นเสน้สมัผสัและเสน้แนวฉาก ตงัฉากกบั B⃗

เรยีกวา่ระนาบสัมผัสประชิด
. ระนาบซงึผา่นเสน้แนวฉากและเสน้แนวฉากคู่ ตงัฉากกบั T⃗

เรยีกวา่ระนาบแนวฉาก
. ระนาบซงึผา่นเสน้แนวฉากคูแ่ละเสน้สมัผสั ตงัฉากกบั N⃗

เรยีกวา่ระนาบผ่านเส้นสัมผัสกับแนวฉากคู่

X

Y

Z



. . ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์

ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = ⟨2cost, 2sint, t⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการของเสน้โคง้ จงหาสมการ
ของเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้ทีจดุ (−2, 0, π)



บทที . ปรภูิมสิามมติิ

ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = ⟨1+ sint, 1−cost, 2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π เป็นสมการสมการการเคลือนที
จงหาสมการของ จงหาสมการของระนาบสมัผสัประชิด ระนาบแนวฉาก และระนาบผา่นเสน้สมัผสั
กบัแนวฉากคู่ เมือเวลา t = π



. . ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์

แบบฝึกหดั .
. จงหาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
t→1

⟨
2t+ 1,

t− 1

1−
√
t
, tsinπt

⟩
. lim

t→0

⟨
2− t2, tant, sint

t

⟩ . lim
t→0

⟨
t2 + 1,

t3 − 1

t2 − 1
, 1− 2t

⟩
. lim

t→0

⟨
ttant, 2t3, 1

t− 1

⟩

. กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t⟩ และ G⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ จงหา
. F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

. (F⃗ · G⃗)′(t)

. (F⃗ ′ × G⃗′)(t)

. (F⃗ · G⃗′)(t)

. จงหาคา่ตอ่ไปนี

.
∫ 3

1

⟨
t, 2t+ 1, t2

⟩
dt

.
∫ π

0

⟨
tsint, cos2t, t+ 1

⟩
dt

.
∫ 1

0

⟨
2cost, 3sint+ 1, sec22t⟩ dt

.
∫ 1

0

⟨
et,

1

1− t
,
√
2− t

⟩
dt

. จงเขียนกราฟแสดงการการเคลือนทีของฟังกช์นัเวกเตอรต์อ่ไปนี
. r⃗(t) = ⟨t,

√
t2 − 1⟩ เมือ 1 ≤ t ≤ 3

. r⃗(t) =

⟨
t+

1

t
, t− 1

t

⟩
เมือ 1 ≤ t ≤ 4

. r⃗(t) = ⟨1 + t, 2 + t⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 5

. r⃗(t) = ⟨tan2t, sect⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ π
2

. r⃗(t) = ⟨1, t, t2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2

. r⃗(t) = ⟨sint, cost, 4⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ π
2

. จงหา ตาํแหน่งของการเคลือนที เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่ เมือ
กาํหนดสมการการเคลอืนทีดงันี ขณะเวลาทีกาํหนดให้
. r⃗(t) = ⟨t, t2 + 1⟩ เมือ t = 2

. r⃗(t) =

⟨
t+

1

t
, t− 1

t

⟩
เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨sin3t, cos2t⟩ เมือ t = π
4

. r⃗(t) = ⟨sin2t, etcost, t⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨ℓn2t, e2t, tcost⟩ เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨tan2t, costsint, 2t⟩ เมือ t = π
3



บทที . ปรภูิมสิามมติิ
. จงหา เวกเตอรส์มัผสัหน่วย เวกเตอรแ์นวฉากหน่วย เวกเตอร์แนวฉากคู่ สว่นประกอบแนว
สมัผสั และสว่นประกอบแนวฉาก ของเสน้โคง้ตอ่ไปนีทีจดุทีกาํหนด

. r⃗(t) = ⟨sint, cost, 0⟩ เมือ t = π

. r⃗(t) = ⟨t, t, t2⟩ เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨1 + t, 1− t, 1 + t2⟩ เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨sint, cost, sint⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨sin2t, cos2t, t⟩ เมือ t = π

. r⃗(t) = ⟨sint+ cost, sint− cost, et⟩ เมือ t = 0

. จงหาสมการของเสน้สมัผสั เสน้แนวฉาก และเสน้แนวฉากคูข่องเสน้โคง้ตอ่ไปนีทีจดุทีกาํหนด

. r⃗(t) = ⟨sintcost, sint+ cost, t⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨sin2t, cos2t, t⟩ เมือ t = π

. r⃗(t) = ⟨t, t, t2⟩ เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨1 + t2, 1− t2, t− 2⟩ เมือ t = 1

. r⃗(t) = ⟨sint, 2cost, sint⟩ เมือ t = π
2

. จงหาสมการของระนาบสมัผสัประชิด ระนาบแนวฉาก และระนาบผา่นเสน้สมัผสักบัแนวฉาก
คู่ ของเสน้โคง้ตอ่ไปนีทีจดุทีกาํหนด

. r⃗(t) = ⟨sint, cost, 2t⟩ เมือ t = π

. r⃗(t) = ⟨et, et, e2t⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨1 + sin2t, 1 + cos2t, sin2t⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨1, t, et⟩ เมือ t = 0

. r⃗(t) = ⟨sint, cost, et⟩ เมือ t = 0



บทที
ระบบพกัิดเชิงขัว

. พกัิดเชิงขัว
บทนิยาม . . ให้ P เป็นจดุใด ๆ ในระนาบ XY

ถา้ r เป็นระยะทางจาก O (จดุกาํเนิด) ไปยงัจดุ P และสว่นของเสน้ตรง OP ทาํมมุ θ กบัแกน OX

(วดัแบบทวนเข็มนาฬิกา)
เราจะเรยีกจดุ (r, θ) วา่พกัิดเชิงขัว (polar coordinate) ของจดุ P

X

O
ขวั

P (r, θ)

r

แกนเชิงขวั
θ

ตัวอย่าง . . จงเขียนจดุตอ่ไปนีลงในระบบพิกดัเชิงขวั A(1, π
4
), B(2, π

2
), C(3, 3π

4
), D(4, 11π

6
),

E(5, 4π
3
), F (0, π

3
), G(4.5,−π), และ H(2.5,−2π

3
),

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

บทนิยาม . . ถา้ P มีพิกดัเชิงขวัเป็น (r, θ) เมือ r > 0 แลว้
(−r, θ) หมายถงึพิกดัของจดุปลายทีไดจ้ากการลากเสน้ตรงจากขวัไปในทิศตรงกนัขา้มกบั −→

OP

เป็นระยะ r

X

π
2

O

P (r, θ)

r

Q(−r, θ)

r

θ

ตัวอย่าง . . จงเขียนจดุตอ่ไปนีลงในระบบพิกดัเชิงขวั A(−1, π
4
), B(−2, 3π

2
), C(−3.5, 5π

6
),

D(−4, 7π
6
), E(−5,−4π

3
), F (0,−π), และ G(−3,−2π

3
)

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5



. . พกิดัเชงิขวั

ความสมัพนัธร์ะหวา่งพิกดัเชิงขวั (r, θ) และพิกดัฉาก (x, y) ของจดุ P ใดๆทีไมใ่ช่จดุกาํเนิด

X

Y

O

P (r, θ), P (x, y)

r

x

y

θ

จะได้ x2 + y2 = r2

x = rcosθ และ y = rsinθ

ดงันนั tanθ =
y

x

ตัวอย่าง . . จงหาพิกดัเชิงขวัของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนี เมือ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

. (2, 0)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

. (2, 2)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

. (−2, 2
√
3)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

. (−√
3,−1)

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาพิกดัเชิงขวัของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนีมาอยา่งนอ้ย จดุ
. (1, 1) . (−1,

√
3)

ตัวอย่าง . . จงหาพิกดัฉากของจดุซงึมีพิกดัเชิงขวัตอ่ไปนี

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5

. (6, π
3
)

. (4, 5π
3
)

. (−3, π
6
)

. (−5,−3π
4
)



. . พกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงแปลงสมการในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนี ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั
. x = 3

. y = 5

. y = x

. y = x+ 1

ตัวอย่าง . . จงแปลงสมการในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนี ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั
. y = x2

. y2 = 4x

. x2 + y2 = 4

. x2 + y2 − 2x = 0

. 4x2 + 9y2 = 36

. x2 − y2 = 1



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงแปลงสมการในระบบพิกดัเชิงขวัตอ่ไปนี ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
. r = 4sinθ

. r = cos2θ

. r = tanθ

. r = csc2θ

ตัวอย่าง . . จงแปลงสมการในระบบพิกดัเชิงขวัตอ่ไปนี ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
. r = 6

3cosθ + 2sinθ

. r = 5

2− cosθ



. . พกิดัเชงิขวั

แบบฝึกหดั .
. จงหาพิกดัเชิงขวัของจดุในระบบพิกดัฉากตอ่ไปนี เมือ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π

. (−1, 1)

. (−3,−3)

. (−1,
√
3)

. (4
√
3,−1)

. (3
√
2,−3

√
2)

. (8, 4
√
3)

. จงเขียนจดุในระบบพิกดัฉาก และหาพิกดัฉากของจดุตอ่ไปนี
. A(2, π

4
)

. B(−1, 3π
3
)

. C(−3, 5π
6
)

. D(4,−π
4
)

. E(−5, 11π
6
)

. E(2.5, 4π
3
)

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3

π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3

3π/2

5π/3

11π/6

5

. จงหาพิกดัเชิงขวัของจดุพิกดัฉากตอ่ไปนีมาอยา่งนอ้ย จดุ
. (−1, 1) . (−3,−

√
3) . (

√
2,
√
6)

. จงเขียนสมการในระบบพิกดัฉากใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั
. x+ y = 2

. y = x2

. x2 + y2 = 4

. x2 + y2 = 2x

. x2 − y2 = xy

. 1

x2
+

1

y2
= 1

. จงเขียนสมการในระบบเชิงขวัใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก
. r = 3

. r = 5sinθ
. r = 2cos2θ
. r = 1− sinθ

. r =
1

1− sinθ
. r = tanθ



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

. กราฟของสมการในระบบพกัิดเชิงขัว
การเขียนกราฟของสมการ r = f(θ) ในระบบพิกดัเชิงขวั มีแนวคิดเหมือนกบัการเขียนกราฟของ
สมการในระบบพิกดัฉาก โดยการนาํจดุ (r, θ) ทีสอดคลอ้งสมการไปเขียนลงบนพิกดั ตอ่ไปตวัอยา่ง
กราฟของระบบพิกดัฉากทีสาํคญั

. สมการ f(θ) = k

สมการ r = f(θ) = k เมือ k ̸= 0 เป็นกราฟวงกลมทีมีรศัมี |k| มีจดุศนูยก์ลางอยูที่ (0, 0)

ตวัอยา่งเชน่ r = 3

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 3

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 3

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = 2 และ r = −4 บนกราฟเดียวกนั
θ 0 π

6
π
4

π
3

π
2

π 3π
2

r 2

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π 3π
2

r −4

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5 X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5



. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั
. สมการ θ = θ0

สมการ θ = θ0 เป็นกราฟเสน้ตรงทีทาํมมุ θ0 กบัแกนเชิงขวั ตวัอยา่งเชน่ θ = π
4

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

θ = π
4

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

θ = π
4

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ θ = 2π
3
และ θ = −π

6

θ 2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

r

θ −π
6

−π
6

−π
6

−π
6

−π
6

−π
6

−π
6

r

X
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π/3
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5π/6

π
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4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

X

0 1 2 3 4
0
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π/3
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2π/3

5π/6

π

7π/6
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5

X

Y
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั
. สมการ f(θ) = 2ksinθ และ f(θ) = 2kcosθ

สมการ r = f(θ) = 2ksinθ เมือ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ที
(k, π

2
) รศัมี |k| ตวัอยา่งเชน่ r = 4sinθ

X

0 1 2 3 4
0
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π/3
π/2
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r = 4sinθ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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0

1

2
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r = 4sinθ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = 2sinθ และ r = −4sinθ
θ 0 π

6
π
4

π
3

π
2

π 3π
2

r 0

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π 3π
2

r 0

X
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π
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X
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. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั

สมการ r = f(θ) = 2kcosθ เมือ k ̸= 0 และ 0 ≤ θ ≤ π เป็นกราฟวงกลมทีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ที
(k, 0) รศัมี |k| ตวัอยา่งเช่น r = 4cosθ

X
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r = 4cosθ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = 2cosθ และ r = −4cosθ
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั
. สมการ f(θ) = ksin2nθ และ f(θ) = kcos2nθ

สมการ r = f(θ) = ksin2nθ เมือ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 4n กลีบ
ตวัอยา่งเชน่ r = 4sin2θ
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r = 4sin2θ
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r = 4sin2θ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = −4sin2θ และ r = 5sin4θ
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. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั

สมการ r = f(θ) = kcos2nθ เมือ k ̸= 0, n ∈ Z และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ 4n กลีบ
ตวัอยา่งเชน่ r = 4cos2θ
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r = 4cos2θ
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r = 4cos2θ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = −3cos2θ และ r = 4cos4θ
θ
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั
. สมการ f(θ) = ksin(2n − 1)θ และ f(θ) = kcos(2n − 1)θ

สมการ r = f(θ) = ksin(2n − 1)θ เมือ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ
2n− 1 กลีบ ตวัอยา่งเช่น r = 4sin3θ
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r = 4sin3θ
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r = 4sin3θ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = −3sin3θ และ r = 4sin5θ
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. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั

สมการ r = f(θ) = kcos(2n − 1)θ เมือ k ̸= 0, n ∈ N และ 0 ≤ θ ≤ 2π เป็นกราฟกลีบกหุลาบ
2n− 1 กลีบ ตวัอยา่งเช่น r = 4cos3θ
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r = 4 cos 3θ
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r = 4 cos 3θ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟของสมการ r = −3cos3θ และ r = 4cos5θ
θ
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั
. สมการ f(θ) = r = a + bsinθ และ f(θ) = r = a + bcosθ

ถา้ |a| = |b| แลว้กราฟนีจะผา่นขวั และเรยีกกราฟนีวา่ คารด์อิอยด์ (cardioid)
ถา้ |a| ̸= |b| จะเรยีกกราฟนีวา่ ลีมาซอง (limacon)

ถา้ |a| > |b| กราฟนีจะไมผ่า่นขวั
ถา้ |a| < |b| กราฟนีจะผา่นขวั และมีวงวน (loop) อยูภ่ายใน
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r = 2 + 2 sin θ
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r = 2 + 2 sin θ
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r = 2 + 3 sin θ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

r = 2 + 3 sin θ

X

0 1 2 3 4
0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

5

r = 3 + 2 sin θ
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r = 3 + 2 sin θ



. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั
ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟ r = 2 + 2cosθ
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ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟ r = 1 + 3cosθ
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั
ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟ r = 3 + 2cosθ
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ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟ r = 1− 3sinθ
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. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่างกราฟเชิงขัว
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

X

r = 4cos8θ
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r = θsinθ
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. . กราฟของสมการในระบบพกิดัเชงิขวั

1−1

1

−1

r = sin2(2.4θ) + cos4(2.4θ)

2−2
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r = sin2(1.2θ) + cos3(6θ)
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r = sin(8
5
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

แบบฝึกหดั .
. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขวัตอ่ไปนี

. r = 2

. 2θ = π

. 4θ = 3π

. r = 5cos2θ

. r = −3sin4θ

. r = 4cos3θ

. r = 5sin6θ

. r = 6cos7θ

. r = −4cos5θ

. จงเขีนกราฟของสมการในระบบเชิงขวัตอ่ไปนี
. r = 1− 3cosθ
. r = 3 + 4cosθ

. r = 1 + cosθ

. r = 2− 4sinθ
. r = 3 + 3cosθ
. r = −4− 4sinθ

. จงยกตวัอยา่งสมการทีใหก้ราฟกลีบกหุลาบ กลีบ มาอยา่งนอ้ย สมการ

. จงยกตวัอยา่งสมการทีใหก้ราฟกลีบกหุลาบ กลีบ มาอยา่งนอ้ย สมการ

. จงจบัคูส่มการในระบบเชิงขวัในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนีกบักราฟทีกาํหนดให้
. r = 3sin3θ
. r = 3cosθ

. r = 2 + 2cosθ

. r = 1− 2sinθ
. r = 3cos4θ
. r = 3sinθ
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. . การหาพนืทขีองบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขวั

. การหาพนืทขีองบริเวณในระบบพกัิดเชิงขัว
ให้ R เป็นพืนทีอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยฟังกช์นั r = f(θ) และเสน้ตรง θ = α และ θ = β เมือ
r > 0 แบง่ [α, β] ออกเป็น n ชว่งยอ่ยดว้ยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยที

α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

X

O

r = f(θ)

R θ0 = α
θ1

θi−1

θi

θn−1

β = θn

สาํหรบั i = 1, 2, 3, ..., n ให้
Ri เป็นพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย θ = θi−1 และ θ = θi ดว้ยเสน้โคง้ r = f(θ)

Pi เป็นจดุ (f(θi), θi) และ Pi−1 เป็นจดุ (f(θi−1), θi−1)

ให้ θ∗i ∈ [θi−1, θi] และ P ∗
i เป็นจดุ (f(θ∗i ), θ

∗
i )

X

O

Pi P ∗
i

Qi

Pi−1

Qi−1
r = f(θ)

θ∗i

θi−1

θi

พิจารณาวงกลมรศัมี OP ∗
i ตดักบัเสน้ตรง θ = θi−1 ทีจดุ Qi−1 และเสน้ตรง θ = θi ทีจดุ Qi และให้

∆θi = θi − θi−1

Ri ≈ พืนทีเซกเตอร์OQiQi−1 =
1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi

ดงันนั
R =

n∑
i=1

Ri ≈
n∑

i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi

เมือแบง่ n มาก ๆ และทาํให้∆θi มีคา่นอ้ยๆ และ r = f(θ) เป็นฟังกช์นัตอ่เนือง โดยใชผ้ลบวกของ
รมีนันจ์ะไดว้า่

พืนที R = lim
n→∞

n∑
i=1

1

2
[f(θ∗i )]

2∆θi =

∫ β

α

1

2
r2 dθ



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีเปิดลอ้มดว้ย
. r = 2− 2sinθ

X

Y

r = 2− 2sinθ

. r = 4cos3θ

X

Y

r = 4cos3θ



. . การหาพนืทขีองบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีเปิดลอ้มดว้ย
. r = 4cosθ บนช่วง

[π
6
,
π

3

]

X

Y

θ = π
3

θ = π
6r = 4cosθ

. r = 4sin2θ บนช่วง
[
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บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีเปิดลอ้มดว้ย r = 6sinθ และ r = 2 + 2sinθ
บนชว่ง

[
π

6
,
5π

6

]

X

Y



. . การหาพนืทขีองบรเิวณในระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีอยู่ภายในเสน้โคง้ r = 2sin2θ และภายนอกวงกลม
r =

√
3

X

Y



บทที . ระบบพกิดัเชงิขวั

แบบฝึกหดั .
. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้

. r = 1 + cosθ

. r = sinθ + cosθ

. r = 2cos2θ

. r = 3− 2cosθ

. r = 2sin3θ

. r = 4cos2θ

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
. r = 4 + 3cosθ บนช่วง [0, π]
. r = 8cos2θ บนช่วง

[
0,

π

4

]
. r = 12sin3θ บนช่วง

[
0,

π

6

]
. r = 2 + 2cosθ บนช่วง [0, 2π]
. r = 3sinθ บนช่วง

[π
6
,
π

4

]
. r = 2− 2sinθ บนช่วง

[
0,

π

4

]
. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 4sinθ และ r = 4

√
3cosθ

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 4sin2θ และ r = 4cosθ

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 2 + sinθ และ r = 2 +
√
3cosθ

. จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณอยูภ่ายในเสน้โคง้ r = 2sin3θ และ r = 2sinθ

. จงหาพืนทีอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − x− y = 0 และ x2 + y2 + x− y = 0

. จงหาพืนทีอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4y = 0 เฉพาะสว่นที x ≥
√
3

. จงหาพืนทีอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 − 4x− 4y = 0 เฉพาะสว่นที y ≥ 4



บทที
ฟังกชั์นหลายตัวแปร
ให้ f : D → R เมือ D ⊂ Rn = R× R× ...× R และ n เป็นจาํนวนเตม็ทีมากกวา่ จะเรยีก f วา่
ฟังกชั์นค่าจริงของ n ตัวแปร ตวัอยา่งเช่น

f(x, y) =
√
x+ y, g(x, y, z) = xy + xz + yz และ h(x1, x2, x3, x4) =

√
x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

สาํหรบัฟังกช์นัทีไมร่ะบโุดเมนใหถื้อวา่เป็นโดเมนใหญ่สดุทีเป็นสบัเซตของ Rn

. ฟังกชั์นค่าจริงสองตัวแปร
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = ℓn(1− x2 − y2)

จงหาคา่ของ f(0, 0) และเขียนกราฟแสดงโดเมน

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = 1√
1 + x− y2

จงหาคา่ของ f(3, 0) และเขียนกราฟแสดงโดเมน



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง . . จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นั f(x, y) = 12− 2x− 3y

ตัวอย่าง . . จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นั f(x, y) =
√

9− x2 − 4y2

ตัวอย่าง . . จงหาโดเมนและเรนจข์องฟังกช์นั f(x, y) =
√

x2 + y2



. . ฟังกช์นัคา่จรงิสองตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาคา่ของฟังกช์นัทีจดุตอ่ไปนี

. f(x, y) = x+
√
y ทีจดุ (0, 1)

. f(x, y) = x+ y + xy ทีจดุ (1, 2)

. f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2 ทีจดุ (1,−2, 2)

. f(x, y, z) = x2y2 − x4 + 4zx2 ทีจดุ (a+ b, a− b, ab)

. จงหาโดเมนของ f พรอ้มเขียนกราฟแสดงโดเมน
. f(x, y) = ℓn(1− x2 + y2)

. f(x, y) =

√
x+ y

x− y

. f(x, y) =

√
4− x2 − y2

y

. f(x, y) =
1

y − x2

. จงหาโดเมนและเรจนข์อง f
. f(x, y) = 4x2 + 9y2

. f(x, y) = 1− x2 − 9y2

. f(x, y) = −
√

x2 + y2

. f(x, y) = −
√

1− x2 + y2



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

. ลิมติและความต่อเนืองของฟังกชั์นสองตัวแปร
บทนิยาม . . ให้D ⊂ R2 และ (x0, y0) ∈ D เราจะกลา่ววา่ (x, y) เป็น จุดลิมิต (limit point) ใน
D ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ r > 0

(Br(x0, y0)− {(x0, y0)}) ∩D ̸= ∅

เมือ Br(x0, y0) = {(x, y) :
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < r}

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร และให้ (x0, y0) ∈ R2 ทีมีจดุใน D ทีอยู่
ใกล้ ๆ (x0, y0) เราจะกลา่ววา่ f(x, y) มีลมิิตเป็น L เมือ (x, y) เขา้ใกล้ (x0, y0) เขียนแทนดว้ย

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ จาํนวนจรงิ ϵ > 0 มีจาํนวนจรงิบวก δ > 0 ทีทาํให้
|f(x, y)− L| < ϵ ทกุ ๆ จาํนวน (x, y) ∈ D ซงึ 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

ทฤษฎบีท . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R และ (x0, y0) เป็นจดุลิมิตของ D และให้
c, L,M เป็นจาํนวนจรงิ แลว้

. lim
(x,y)→(x0,y0)

c = c

. lim
(x,y)→(x0,y0)

x = x0

. lim
(x,y)→(x0,y0)

y = y0

. ถา้ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L และ lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = M แลว้

. lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y) + g(x, y)] = L+M

. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)g(x, y) = LM

. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=

L

M
เมือ M ̸= 0

. lim
(x,y)→(x0,y0)

|f(x, y)| = |L|

. lim
(x,y)→(x0,y0)

n
√
f(x, y) =

n
√
L เมือ n ∈ N และ n

√
L เป็นจาํนวนจรงิ



. . ลมิติและความตอ่เนอืงของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

(x,y)→(1,−1)
(4x2y − x3y − 4x+ 1)

. lim
(x,y)→(2,−5)

(x
√
x2 − y)

. lim
(x,y)→(−2,−1)

(|x+ y − 1|)

. lim
(x,y)→(1,0)

sin(xy) + x

x− y

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

(x,y)→(1,1)

x3 − y3

x2 − y2

. lim
(x,y)→(1,−1)

x4 − y4

x2 + 3xy + 2y2

. lim
(x,y)→(1,−1)

x2y + y2 − 3x2 − 3y

xy − 3x− y + 3



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ทฤษฎบีท . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R และ (x0, y0) เป็นจดุลมิิตของ D ถา้

. มีจาํนวนจรงิ M > 0 ซงึ |f(x, y)| < M ทกุ ๆ (x, y) ∈ D ซงึ 0 < ∥(x, y)− (x0, y0)∥ < δ

. lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = 0

จะไดว้า่
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y)g(x, y) = 0

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + y4

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
(x,y)→(0,0)

2x2y3

x2 + y2



. . ลมิติและความตอ่เนอืงของฟังกช์นัสองตวัแปร

ทฤษฎบีท . . ให้ f : D → R และ (x0, y0) เป็นจดุลิมิตของ D และ C เป็นเสน้โคง้ใน R2 ทีผา่น
จดุ (x0, y0) จะไดว้า่ lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L ก็ตอ่เมือ

f(x, y) มีลมิิตเป็น L เมือ (x, y) เขา้ใกล้ (x0, y0) ตามเสน้โคง้ C

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = x2y

x4 + y2
จงแสดงวา่ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ไมมี่คา่

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = x2 + y3

x2 + y4
จงแสดงวา่ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ไมมี่คา่



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

บทนิยาม . . ให้ f : D → R และ (x0, y0) ∈ D จะกลา่ววา่ f ต่อเนืองทีจดุ (x0, y0)

ก็ตอ่เมือ
. lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) มีคา่

. lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

และกลา่ววา่ f ตอ่เนืองบนเซต S ⊂ D ก็ตอ่เมือ f ตอ่เนืองทกุจดุในเซต S

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

แลว้ f ตอ่เนืองทีจดุ (0, 0) หรอืไม่



. . ลมิติและความตอ่เนอืงของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = xy

x+ y
แลว้ f ตอ่เนืองบนโดเมน f หรอืไม่

ทฤษฎบีท . . ให้ f : D → R เมือ D ⊂ R2 และ g เป็นฟังกช์นัคา่จรงิซงึ Rf ∩Dg ̸= ∅ สาํหรบั
(x0, y0) ∈ D

ถา้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองทีจดุ (x0, y0) แลว้ g ◦ f จะตอ่เนืองทีจดุ (x0, y0)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = cos(x2 + y2)

x2 − y

แลว้ f ตอ่เนืองมีความตอ่เนืองทีจดุใดบา้ง



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาคา่ของลมิิตตอ่ไปนี

. lim
(x,y)→(1,2)

(xy + x2)

. lim
(x,y)→(1,−1)

x2 − y2

x4 − y4

. lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x2y − xy2

. lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y

x2 + y2

. lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y4

. lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x4 + y6

. lim
(x,y)→(0,0)

x3y4

x6 + y6

. lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y4

x2 + y2

. lim
(x,y)→(0,0)

x4y4

(x2 + y4)3

. lim
(x,y)→(0,0)

y2x− y2

xy − y

. lim
(x,y)→(−1,2)

xy − 2x

xy − 6− 2x+ 3y

. lim
(x,y)→(0,0)

x2y4

x4 + x2y2 + y4

. lim
(x,y)→(1,0)

√
x+ y −

√
x− y

y

. lim
(x,y)→(0,0)

y2x

x2 + |xy|+ y2

. lim
(x,y)→(1,1)

x3 + 3xy − x2y − 3y2

x4 + xy2 − x3y − y3

. lim
(x,y)→(2,1)

x3 − 8y3

x2 − xy − 2y2

. จงพิจารณาวา่ f ตอ่เนืองบนจดุทีกาํหนดใหห้รอืไม่

. f(x, y) =
x3y2

1− xy
ทีจดุ (1, 1)

. f(x, y) =


x2 − y2

x− y
เมือ (x, y) ̸= (1, 1)

1 เมือ (x, y) = (1, 1)

ทีจดุ (1, 1)

. f(x, y) =


xy2

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

1 เมือ (x, y) = (0, 0)

ทีจดุ (0, 0)

. กาํหนดให้ f(x, y) =

x4 − y4

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

แลว้ f ตอ่เนืองบนโดเมน f หรอืไม่
. จงพิจารณาวา่ f ตอ่เนืองมีความตอ่เนืองทีจดุใดบา้ง

. f(x, y) =
√
y − x

. f(x, y) =
x2 + 4y2

x2 − 4y2

. f(x, y) =
1

3
√
x2 + y2 − 4

. f(x, y) = exycos(xy2 + 1)

. f(x, y) = 5x2yℓn|1− x2 − y2|

. f(x, y) = arcsin(xy)



. . อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร

. อนุพนัธย์่อยของฟังกชั์นสองตัวแปร
บทนิยาม . . ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร และ (a, b) ∈ Df

อนุพนัธย์่อย (partial deivatives) ของ f เทยีบกับ x ทีจดุ (a, b) คือ

fx(a, b) = lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
ถา้ลมิิตมีคา่

อนุพนัธย์่อยของ f เทยีบกับ y ทีจดุ (a, b) คือ

fy(a, b) = lim
h→0

f(a, b+ h)− f(a, b)

h
ถา้ลมิิตมีคา่

ดงันนัอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f คือ fx และ fy

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
และ fy(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

สญัลกัษณที์นิยมใชแ้ทนอนพุนัธย์อ่ย

fx(x, y) = fx = f1 = D1f = Dxf =
∂f

∂x
=

∂f

∂x
(x, y) =

∂z

∂x

fy(x, y) = fy = f2 = D2f = Dyf =
∂f

∂y
=

∂f

∂y
(x, y) =

∂z

∂y

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = x2y จงหาคา่ของ fx(1, 0) และ fy(1, 0) โดยใชบ้ทนิยาม



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) =
2x+ y2

x+ y

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นั f(x, y) = ex
2ysin2(5y)



. . อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . ให้ f(x, y) =

x3y − xy3

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fx(0, 0) และ fy(0, 0)



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ความหมายทางเรขาคณิตของอนุพนัธย์่อย
ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของเสน้โคง้ทีเป็นรอยตดัของพืนผิว z = 4 + x2 − 4y2 กบัระนาบ
x = 2 ทีจดุ (2, 1, 4)

ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของเสน้โคง้ทีเป็นรอยตดัของพืนผิว 3x2 + y2 + z2 = 8 กบัระนาบ
y = −1 ทีจดุ (1,−1,−2)



. . อนพุนัธ์ยอ่ยของฟังกช์นัสองตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาอนพุนัธย์อ่ยของฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x, y) = 3xy − 5x4y4

. f(x, y) = 3

√
1− sin2(xy)

. f(x, y) = ℓn(cos√x+ y)

. f(x, y) =
x+ y

x2 + y2

. f(x, y) = y2 + x2tan(xy)

. f(x, y) = 5ex
2y2 + exsin(x+ y2)

. f(x, y) = ex(cosxy + sinxy)

. f(x, y) = arctan
(
x

y

)

. กาํหนดให้ f(x, y) = x2yexy จงหาคา่ของ D1f(1, 1) และ D2f(1, 1)

. กาํหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)
√
x2 − y2 จงหาคา่ของ f1(2, 1) และ f2(2, 1)

. กาํหนดให้ f(x, y) = (x2 + y2)−
3
2 esin(x2y) จงหาคา่ของ fx(1, 0)

. กาํหนดให้ f(x, y) = 3
√

x3 + y3 จงหาคา่ของ fx(0, 0)

. กาํหนดให้ f(x, y) =

x3 + y3

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ fx(0, 0) และ fy(0, 0)

. กาํหนดให้ f(x, y) =


x2y3

x2 + 4y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ ∂f

∂x
(0, 0) และ ∂f

∂y
(0, 0)

. ให้ f(x, y) =

x2 − xy

x+ y
เมือ x+ y ̸= 0

0 เมือ x+ y = 0

จงหาคา่ของ D1f(0, y) เมือ y ̸= 0 และ D2f(x, 0) เมือ x ̸= 0

. จงหาความชนัของเสน้โคง้ทีเป็นรอยตดัของพืนผิว x2 + 3y2 − z = 0 กบัระนาบ x = 2 ทีจดุ
(2, 1, 7)

. จงหาความชนัของเสน้โคง้ทีเป็นรอยตดัของพืนผิว 9x2−36y2−4z2 = 36 กบัระนาบ y = −1

ทีจดุ (
√
12,−1,−3)



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

. กฎลูกโซ่
ทฤษฎบีท . . กฎลูกโซ่ (Chain Rule)
กาํหนดให้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร และ x = x(t), y = y(t) เป็นฟังกช์นัหนงึตวัแปร ถา้
x, y หาอนพุนัธไ์ดแ้ลว้

z

x y

tt

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = x2y, x = tcost และ y = tsint จงหา dz

dt

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = ℓn(2x2 + xy), x =
√
t และ y = 3t− 1

จงหา dz

dt
เมือ t = 1



. . กฎลูกโซ่

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร และ x = x(s, t), y = y(s, t) เป็น
ฟังกช์นัสองตวัแปร ถา้ x, y หาอนพุนัธไ์ดแ้ลว้

z

y

s t

x

ts

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = exy, x = 2s+ t และ y =
s

t
จงหา ∂z

∂s
และ ∂z

∂t

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ u = 3s− t2, s = x+ yℓnx และ t = x2 − yℓny
จงหา ∂u

∂x
และ ∂u

∂y
เมือ (x, y) = (1, 1)



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหา ∂z

∂x
และ ∂z

∂y
เมือ z นิยามโดยปรยิายซงึเป็นฟังกช์นัของ x และ y และสอดคลอ้ง

สมการ x3 + y3 + z3 + 2xyz = 1

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = f(u− v, v − u) จงแสดงวา่ ∂z

∂u
+

∂z

∂v
= 0



. . กฎลูกโซ่

ตัวอย่าง . . จงหาอตัราการเปลยีนแปลงของปรมิาตรของกรวยกลม ในขณะทีความสงู 30 นิว
และรศัมีของฐานของกรวยยาว 20 นิว ถา้ความสงูกาํลงัเพิมขนึในอตัรา 2 นิวตอ่นาที และรศัมีของ
ฐานกาํลงัลดลงในอตัรา 1 นิวตอ่วินาที

ตัวอย่าง . . นาํรวัออกจากถงัรูปทรงกระบอกดว้ยอตัรา 4

5
π ลกูบาศก์ฟตุตอ่นาที ถา้ถงัขยาย

ตวัลกัษณะทียงัคงรูปเป็นทรงกระบอกอยู่ โดยรศัมีเพิมดว้ยอตัรา 0.002 ฟตุตอ่นาที จงหาความสงู
ของนาํในถงัจะเปลยีนแปลงไปในอตัราเทา่ใด ขณะทีรศัมีของถงัเป็น 2 ฟตุ และปรมิาตรของนาํใน
ถงัเป็น 20π ลกูบาศกฟ์ตุ



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาอนพุนัธต์อ่ไปนี

. dz

dt
เมือ z = x2ey, x = 2sint และ y = t4

. dz

dt
เมือ z = arctan

(y
x

)
, x = ℓnt และ y = cost2

. dz

dt
เมือ z = x2y3 + xsiny + tx, x = t+

1

t
และ y =

√
t

. ∂z

∂s
และ ∂z

∂t
เมือ z = 3x2 + xy + 2y2 + 3x− y, x = 2s− 3t และ y = st+ s2

. ∂z

∂t
และ ∂z

∂r
เมือ z = e

y
x , x = rcos2t และ y = r2sint

. ∂z

∂r
และ ∂z

∂θ
เมือ z = xyexy, x = rcosθ และ y = rsinθ

. กาํหนดให้ z =
√
5 + x− 2xy4 เมือ x = t2 และ y = t− 1

จงหา dz

dt
เมือ t = 1

. กาํหนดให้ z = f(x2 − y2) จงแสดงวา่ x
∂z

∂y
+ y

∂z

∂x
= 0

. ถา้รศัมีของกรวยกลมใบหนงึกาํลงัเพิมขนึดว้ยอตัรา เซนติเมตรตอ่นาที และความสงูกาํลงั
ลดลงดว้ยอตัรา เซนติเมตรตอ่นาที จงหาอตัราการเปลยีนแปลงของปรมิาตรกรวยใบนี เมือ
รศัมีและความสงูของกรวยเป็น และ เซนติมเตรตามลาํดบั

. สีเหลียมผืนผา้รูปหนงึ ดา้นกวา้งกาํลงัเพิมขนึดว้ยอตัรา ฟตุตอ่วินาที และดา้นยาวกาํลงัลด
ลงดว้ยอตัรา ฟตุตอ่วินาที จงหาอตัราการเปลียนแปลงของพืนทีของรูปสีเหลียมรูปนี เมือ
ความยาวของดา้นกวา้งเป็น ฟตุ และความยาวดา้ยยาวเป็น ฟตุ

. รางนาํอนัหนงึยาว เซนติเมตร หนา้ตดัเป็นรูปสามเหลยีมหนา้จวั ซงึมีมมุหนงึเป็นมมุฉาก
ถา้ไขนาํลงในรางดว้ยอตัรา , ลกูบาศก์เซนติเมตรตอ่วินาที ระดบันาํในรางจะสงูขนึ
ดว้ยอตัราเทา่ใด เมือนาํลกึ เซนติเมตร



. . อนพุนัธ์อนัดบัสูง

. อนุพนัธอั์นดับสูง
บทนิยาม . . ให้ z = f(x, y) เป็นฟังกช์นัสองตวัแปร จะเรยีก ∂f

∂x
และ ∂f

∂y

วา่อนุพนัธย่์อยอันดับหนึง (fisrt-order partial derivative) และนิยามอนุพนัธย์่อยอันดับสอง
(second-order partial derivative) ดงันี

. ∂

∂x
(
∂f

∂x
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂x2
, fxx, f11 หรอื D11f

. ∂

∂y
(
∂f

∂x
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂y∂x
, fxy, f12 หรอื D12f

. ∂

∂x
(
∂f

∂y
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂x∂y
, fyx, f21 หรอื D21f

. ∂

∂y
(
∂f

∂y
) เขียนแทนดว้ย ∂2f

∂y2
, fyy, f22 หรอื D22f

อนพุนัธย์อ่ยอนัดบัอืน ๆ นิยามทาํนองเดียวกนั

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองของ f(x, y) = yexy + x3y2



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = x3y2 − x2siny จงหา fxxy

ตัวอย่าง . . ให้ f(x, y) =

x3y − xy3

x2 + y2
เมือ (x, y) ̸= (0, 0)

0 เมือ (x, y) = (0, 0)

จงหาคา่ของ D12f(0, 0) และ D21f(0, 0)



. . อนพุนัธ์อนัดบัสูง

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = f(x, y), x = 2t+ 3s และ y = st จงหา ∂2z

∂s∂t

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ z = f(x, y), x = x(r, θ) และ y = y(r, θ)

จงหา ∂2z

∂r2
และ ∂2z

∂θ∂r



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาอนพุนัธย์อ่ยอนัดบัสองของแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี

. f(x, y) = x2 − 2xy3 + 5y6 + 3

. f(x, y) = ℓn(x2 − 5y)

. f(x, y) = xey + yex

. f(x, y) = sin(cos(2x+ 3y))

. f(x, y) = exy + y
√
x

. กาํหนดให้ f(x, y) = x3y5 − 2x2y + x จงหา ∂3f

∂y∂x2
, ∂3f

∂y∂x∂y
และ ∂3f

∂y3

. กาํหนดให้ f(x, y) = (2x+ y)5 จงหา ∂3f

∂y∂x∂y
, ∂3f

∂x2∂y
และ ∂4f

∂y2∂x2

. กาํหนดให้ f(x, y) = x3e−5y จงหา fxyy(0, 1), fxxx(0, 1) และ fyyxx(0, 1)



. . การประมาณคา่เชงิเสน้

. การประมาณค่าเชิงเส้น
บทนิยาม . . ค่าเชิงอนุพนัธ์ (differential) ของ f ทีจดุ (x, y) เขียนแทนดว้ย df(x, y) และ
กาํหนดโดย

df(x, y) = fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y

หรอือาจจะเขียน ∆x = dx และ ∆y = dy

df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = x2sinxy จงหา df(x, y)

เราจะประมาณคา่ f(x + dx, y + dy) − f(x, y) ≈ df(x, y) เมือ ∥(dx, dy)∥ มีคา่นอ้ย ๆ เราจะได้
สตูรการประมาณค่าเชิงเส้น (Linear approximation) ดงันี

f(x+ dx, y + dy) ≈ f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy

ตัวอย่าง . . จงใชค้า่อนพุนัธป์ระมาณคา่ของ 3
√
(2.01)2 + (1.98)2

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรโดยประมาณของกลอ่งรูปสเีหลยีมมมุฉากทีมีฐานเป็นรูปสเีหลยีมจตุ
รสัซงึมีความยาวดา้นละ . เซนติเมตร และสงู . เซนติเมตร



บทที . ฟังกช์นัหลายตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงหาคา่เชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x, y) =
√
x2 + xy

. f(x, y) = excosxy
. f(x, y) =

xy

x+ y

. f(x, y) = x3sinxℓny

. จงประมาณคา่ตอ่ไปนี
. √

(3.01)2 + (3.97)2

. (1.002)e0.001

. 1
3
√

(0.003)3+(7.979)3

. (0.99)3.001

. ทรงกระบอกใบหนงึรศัมีฐานเป็น . เซนติเมตร และวดัสว่นสงูได้ . เซนติเมตร จง
คาํนวณปรมิาตรโดยประมาณของทรงกระบอกนี

. กรวยกลมใบหนงึมีการเปลียนแปลงรศัมีจาก ฟตุ และสงู ฟตุ ไปเป็นรศัมี . ฟตุ และสงู
. ฟตุ จงหาคา่สว่นการเปลยีนแปลงของปรมิาตรของกรวยใบนีโดยใชค้า่อนพุนัธ์

. ในการคาํนวณปรมิาตรของกลอ่งรูปทรงสเีหลยีมมมุฉากซงึวดัความกวา้ง ความยาว และ
ความสงูได้ และ นิวตามลาํดบั ถา้วดัความผิดพลาดไมเ่กิน . นิว จงหาขอบเขต
ของความผิดพลาดสมัพทัธ์



บทที
อนิทกิรัลของฟังกชั์นสองตัวแปร

. อนิทกิรัลบนโดเมนรูปสเีหลียมผืนผ้า
ให้ f : D → R เมือ D = [a, b]× [c, d] พิจารณาการแบง่ช่วง
แบง่ [a, b] ออกเป็น m ช่วง ดว้ยจดุ x0, x1, x2, ..., xm โดยที

a = x0 < x1 < x2 < ... < xm = b

แบง่ [c, d] ออกเป็น n ชว่ง ดว้ยจดุ y0, y1, y2, ..., yn โดยที
c = y0 < y1 < y2 < ... < yn = d

ให้ Dij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj] เป็นสเีหลยีมผืนผา้ยอ่ยของรูป ij เมือ i = 1, 2, ...,m และ
j = 1, 2, ..., n

X

Y

a = x0 x1 xi−1 xi xm−1 xm = b

c = y0

y1

yj−1

yj

yn−1

d = yn

Dij

ให้∆xi = xi − xi−1 และ ∆yj = yj − yj−1 และ Dij = ∆Aij = ∆xi∆yj ให้ (xij, yij) ∈ Dij แลว้

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

เรยีก Smn วา่ ผลบวกรีมันน์ (Reimann sum) ของ f บน D



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ถา้เราแบง่ ∆xi และ ∆yi มีคา่เขา้ใกลศ้นูยเ์มือ m และ n มีคา่มาก ๆ และ
lim

m→∞,n→∞
Smn = L

แลว้เราจะกลา่ววา่ f เป็นฟังกช์นัทีอนิทิเกรตได้ (integrable) บน D และเรยีกคา่ลิมิต L วา่อนิทิ
กรัลสองชัน (double integral) ของ f บน D ซงึเขียนแทนดว้ย∫∫

D

f หรอื
∫∫
D

f dA หรอื
∫∫
D

f dxdy

พิจารณาฟังกช์นั f(x, y) ≥ 0 ทกุ (x, y) ∈ D ซงึอินทิเกรตไดบ้น D

f(xij, yij)∆Aij = ปรมิาตรรูปทรงสเีหลยีมมมุฉากทีมีความสงู f(xij, yij) บนสีเหลียมผืนผา้ Dij

X

Y

Z

a

xi−1

xi

b

c
yj−1

yj

d

(xij, yij)

Dij

f(xij, yij)

z = f(x, y)

ดงันนั ∫∫
D

f dA = ปรมิาตรรูปทรงตนัซงึอยูภ่ายใตผิ้ว z = f(x, y) บน D

สาํหรบั f(x, y) = 1 จะไดว้า่ ∫∫
D

dA = พืนทีอาณาบรเิวณของ D



. . อนิทกิรลับนโดเมนรูปสเีหลยีมผนืผา้
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = xy และ D = [0, 1]× [1, 2]

จงหา
∫∫
D

dA โดยใชล้มิิตของผลบวกรมีนัน์



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

เนืองจากการคาํนวนคา่อินทิกรลัสองชนัผา่นลิ มิตของผลบวกรีมนัน์คอ่นขา้งยุง่ยาก เราจงึ
พิจารณา เหมือนกบัการอินทิเกรตในหนงึตวัแปร∫

f(x, y) dx มอง y เป็นคา่คงตวั และ
∫

f(x, y) dy มอง x เป็นคา่คงตวั

ตวัอยา่งเชน่∫ 1

0

∫ 2

1

xy dydx =

∫ 1

0

(∫ 2

1

xy dy

)
dx =

∫ 1

0

[
1

2
xy2
]y=2

y=1

dx

=

∫ 1

0

[
1

2
x22 − 1

2
x12
]
dx =

∫ 1

0

3

2
x dx =

[
3

4
x2

]x=1

x=0

=
3

4

ตัวอย่าง . . จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั
∫ 4

−2

∫ 3

1

(3x2 − 2xy + 3y2 + 2) dydx

ตัวอย่าง . . จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั
∫ 1

−1

∫ 2

1

x+ y

y
dydx



. . อนิทกิรลับนโดเมนรูปสเีหลยีมผนืผา้

ทฤษฎบีท . . ให้ f : D → R เมือ D = [a, b]× [c, d]

ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้น D แลว้∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy

ตัวอย่าง . . จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั
∫ 3

0

∫ 1

0

2x
√

x2 + y dxdy

ตัวอย่าง . . จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั
∫∫
D

xsin(xy) dA เมือ D = [0, 1]× [0, π
2
]



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรรูปทรงตนัทีอยูเ่หนือระนาบ XY ซงึปิดลอ้มดว้ย
ระนาบ x+ y + z = 4 และปิดลอ้มดว้ยระนาบ x = 0, x = 1, y = 1 และ y = 2

X

Y

Z

X

Y

Z



. . อนิทกิรลับนโดเมนรูปสเีหลยีมผนืผา้

แบบฝึกหดั .
. จงหาคา่อินทิกรลัสองชนัตอ่ไปนี

.
∫ 2

1

∫ 3

2

(x2y + xy2) dxdy

.
∫ 1

0

∫ 6

1

1

x+ 1
dxdy

.
∫ 2

−2

∫ 8

3

dxdy

.
∫ 2

0

∫ 1

0

ysinx dydx

.
∫ π

π
2

∫ 2

1

ycos(xy) dxdy

.
∫ ℓn2

0

∫ ℓn3

0

ex+ysinx dxdy

. จงหาคา่อินทิกรลัสองชนัตอ่ไปนีบนอาณาบรเิวณทีกาํหนดให้
.
∫∫
D

y

(xy + 1)2
dA D = [0, 1]× [0, 1]

.
∫∫
D

ydA D = {(x, y) : −3 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 5}

.
∫∫
D

x
√
1− x2dA D = อาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย x = 0, x = 1, y = 2

และ y = 3

.
∫∫
D

xcos(xy)cos2(πx)dA D = [0, 1
2
]× [0, π]

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีอยูภ่ายใตพื้นทีผิว z = 4x3 + 3x2y และอยูเ่หนือรูปสเีหลยีมผืน
ผา้ D = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 4}

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัในอฐัภาคทีหนงึซงึปิดลอ้มดว้ย

ระนาบ x = 0, z = 0, x = 5, z − y = 0 และ z = 6− 2y



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

. อนิทกิรัลบนโดเมนทวัไป
ให้ f : S −→ R เมือ S ⊂ D = [a, b]× [c, d]

X

Y

a b

c

d

S

ให้ f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมือ x ∈ S

0 เมือ x /∈ S

ถา้ f̃ เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้นD เราจะกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีอินทิิเกรตไดบ้น S โดยนิยาม
คา่ของอินทิกรลัเป็น ∫∫

S

f =

∫∫
D

f̃

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) = xy และ S เป็นอาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ y =
√
x

และเสน้ตรง x = 2y จงหาคา่ของ
∫∫
S

f

X

Y

x = 2y

y =
√
x

0 1 2 3 4 5

1

2

3



. . อนิทกิรลับนโดเมนทวัไป

เราสามารถหาอินทิกรลัสองชนัโดยการพิจารณาโดเมนไดส้องลกัษณคื์อ
. แบบที S = {(x, y) : g1(x) ≤ y ≤ g2(x), a ≤ x ≤ b}

X

Y

a b

c

d y = g1(x)

y = g2(x)

S

f̃(x, y) =


0 เมือ c ≤ y < g1(x)

f(x, y) เมือ g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

0 เมือ g2(x) < y ≤ d

และ

∫∫
S

f =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y) dydx

. แบบที S = {(x, y) : h1(y) ≤ x ≤ h2(y), c ≤ y ≤ d}

X

Y

a b

c

d

x = h2(y)x = h1(y) S

f̃(x, y) =


0 เมือ a ≤ x < h1(y)

f(x, y) เมือ h1(y) ≤ x ≤ h2(y)

0 เมือ h2(y) < x ≤ b

และ

∫∫
S

f =

∫ b

a

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y) dxdy



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫∫
S

y เมือ S = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π
8
, sinx ≤ y ≤ cosx}

X

Y

0 1 2

1

π
8

π
4

π
2

y = sinx

y = cosx

ตัวอย่าง . . จงหาคา่อินทิกรลัสองชนัของ f(x, y) = x− 3y2 บนอาณาบรเิวณทีลอ้มรอบดว้ย
y = |x|+ 1 และ y = 3

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4



. . อนิทกิรลับนโดเมนทวัไป

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫∫
S

xy2 dA

เมือ S เป็นอาณาบรเิวณทีลอ้มรอบดว้ย y = x2, x+ y = 2 และ y =
1

2
โดยที y ≥ x2

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงเปลียนลาํดบัการอินทิเกรตของ
∫ 0

−2

∫ 5

1+y2
f(x, y) dxdy

X

Y

1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

0

1

ตัวอย่าง . . จงเปลียนลาํดบัการอินทิเกรตของ
∫ 6

2

∫ x
2

|x−3|
f(x, y) dydx

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4



. . อนิทกิรลับนโดเมนทวัไป

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 4

0

∫ 2

√
y

ex
3

dxdy

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

5



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทรงตนัในอฐัภาคทีหนงึซงึปิดลอ้มดว้ยพืนผิว z = 4 − x2 − y2 และ
ระนาบ x+ y = 1 โดยที x+ y ≤ 1

X

Y

Z



. . อนิทกิรลับนโดเมนทวัไป

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรทรงตนัในอฐัภาคทีหนงึซงึอยู่เหนือระนาบ XY และปิดลอ้มดว้ยพืน
ผิว x2 + y2 = 4 และระนาบ y + z = 4

X

Y

Z



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงเปลียนลาํดบัการอินทิเกรต และเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณของการอินทิเกรต

.
∫ 0

−2

∫ 2+
√
4−x2

2−
√
4−x2

f(x, y) dydx

.
∫ 2

0

∫ ey

1

f(x, y) dxdy

.
∫ 1

0

∫ 0

x2−4

f(x, y) dxdy

.
∫ 3

0

∫ y+1

(y−1)2
f(x, y) dxdy

. จงหาคา่ของ

.
∫ 2

0

∫ √
4−y2

0

x dxdy

.
∫ 2

1

∫ 2x

x

1

(x+ y)3
dydx

.
∫ 1

−1

∫ y

−1

xyex
2

dxdy

.
∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y| dydx

.
∫ 1

0

∫ y

0

x
√
y2 − x2 dxdy

.
∫ π

π
2

∫ x2

0

1

x
cos

(y
x

)
dydx

.
∫ 3

1

∫ x

0

2

x2 + y2
dydx

.
∫ 1

0

∫ 3√x

√
x

(1 + y6) dydx

.
∫ 1

0

∫ x

4x

e−y2 dydx

.
∫ 1

0

∫ π
2

arcsiny
sec2(cosx) dxdy

. จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั
∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนีบนอาณาบรเิวณทีกาํหนดให้

. f(x, y) = cos(x+ y) S คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y = x, x = π และแกน X

. f(x, y) = xy2 S คืออาณาบรเิวณเหนือเสน้ตรง y = 1− x

และอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 1

. f(x, y) =
2y − 1

x+ 1
S คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ย y = 2x− 4, y = 0

และ x = 1

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัทีปิดลอ้มดว้ย

. ระนาบ x+ 2y + 3z = 6 ในอฐัภาคทีหนงึ

. พืนผิว z = 1− x2 − y2 เหนือระนาบ XY

. ระนาบ x+ y + z = 3, y = x, x+ y = 2, x = 0 และ z = 0 โดยที x+ y ≥ 2

. พืนผิว 4x2 + y2 = 9 ระนาบ z = y + 3 และอยูเ่หนือระนาบ XY

. พืนผิว z = x2 + y2 และ x2 + y2 = 4 ในอฐัภาคทีหนงึ



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

. อนิทกิรัลบนระบบพกัิดเชิงขัว
พิจารณาโดเมน

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}

X

O r = a r = b

D

θ = β

θ = α

ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้น D จะแบง่อาณาบรเิวณ D ออกเป็นสว่นยอ่ย ๆ คือ
แบง่ [a, b] ออกเป็น m ช่วงยอ่ยดว้ยจดุ r0, r1, r2, ..., rm โดยที

a = r0 < r1 < r2 < ... < rm = b

แบง่ [α, β] ออกเป็น n ช่วงยอ่ยดว้ยจดุ θ0, θ1, θ2, ..., θn โดยที
α = θ0 < θ1 < θ2 < ... < θn = β

สาํหรบั i = 1, 2, 3, ...,m และ j = 1, 2, 3, ..., n ให้
Dij = {(r, θ) : ri−1 ≤ r ≤ ri, θj−1 ≤ θ ≤ θj}

X

O a = r0 r1 ri−1 ri rm−1 rm = b

Dij

θ0 = α

θ1

θj−1

θj

θn−1

θn = β



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ให้ (xij, yij) เป็นจดุใน Dij ดงันนั
xij = rijcosθij และ yij = rijsinθij เมือ ri−1 ≤ rij ≤ ri และ θj−1 ≤ θij ≤ θj

และ ∆Aij เป็นพืนทีของอาณาบรเิวณ Dij ดงันนัผลบวกรมีนันคื์อ

Smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(xij, yij)∆Aij

O

ri−1
ri

Dij
θj−1

θj

∆Aij =
1

2
r2i (θj − θj−1)−

1

2
r2i−1(θj − θj−1) =

1

2
(r2i − r2i−1)(θj − θj−1)

=
1

2
(ri + ri−1)(ri − ri−1)(θj − θj−1)

= rij(ri − ri−1)(θj − θj−1) ( เลือก rij =
1

2
(ri + ri−1) เป็นจดุกงึกลาง )

ดนันนั
Smn =

m∑
i=1

n∑
j=1

f(rijcosθij, rijsinθij)rij(ri − ri−1)(θj − θj−1)

เนืองจาก f เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้น D ดงันนั∫∫
D

f = lim
m→∞,n→∞

Smn =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

สรุปไดว้า่ ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ b

a

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

หรอื ∫∫
D

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ β

α

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x, y) =√x2 + y2 จงหาคา่ของ
∫ π

0

∫ 1

0

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

ตัวอย่าง . . ให้ D เป็นอาณาบรเิวณในจตุภาคทีหนงึ ซงึอยู่ระหวา่งวงกลม x2 + y2 = 1 และ
x2 + y2 = 4 จงหา ∫∫

D

1

x2 + y2 + 1
dA

X

Y



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

ex
2+y2 dxdy

X

Y



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

การอินทิเกรตบนโดเมน S ใดๆ เมือ f : S → R เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตได้ เราจะหาคา่ของ∫∫
S

f โดยการสรา้งรูป

D = {(r, θ) : a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β}

ลอ้มรอบ S

X

Y

O

D

r = a r = b

S

θ = α

θ = β

และกาํหนดฟังกช์นั f̃ : D → R นิยามโดย

f̃(x, y) =

f(x, y) เมือ x ∈ S

0 เมือ x /∈ S

ถา้ f̃ เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้นD เราจะกลา่วไดว้า่ f เป็นฟังกช์นัทีอินทิเกรตไดบ้น S โดยนิยาม
คา่ของอินทิกรลัเป็น ∫∫

S

f(x, y) dA =

∫∫
D

f̃(x, y) dA



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

การหาอินทิกรลัสองชนัในระบบพิกดัเชิงขวัพิจารณาโดเมนได้ แบบคือ
. แบบที S = {(r, θ) : g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ), α ≤ θ ≤ β}

X

Y

O

Dg1(θ)

g2(θ)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(rcosθ, rsinθ) =


0 เมือ a ≤ r < g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ) เมือ g1(θ) ≤ r ≤ g2(θ)

0 เมือ g2(θ) < r ≤ b

∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ g2(θ)

g1(θ)

f(rcosθ, rsinθ)r drdθ

. แบบที S = {(r, θ) : h1(r) ≤ θ ≤ h2(r), a ≤ r ≤ b}

X

Y

O

D
h1(r)

h2(r)

r = a r = b

S
θ = α

θ = β

f̃(x, y) = f̃(r cos θ, r sin θ) =


0 เมือ α ≤ θ < h1(r)

f(rcosθ, rsinθ) เมือ h1(r) ≤ θ ≤ h2(r)

0 เมือ h2(θ) < θ ≤ β

∫∫
S

f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ h2(r)

h1(r)

f(rcosθ, rsinθ)r dθdr



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงเขียนอินทิกรลั
∫ 2

−2

∫ 2+
√

4−y2

2−
√

4−y2
f(x, y) dxdy ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั

X

Y

−1 0 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงเขียนอินทิกรลั
∫ 2

0

∫ 2

x

f(x, y) dydx ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

ตัวอย่าง . . จงเขียนอินทิกรลั
∫ 2

0

∫ 3

x

f(x, y) dydx ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัเชิงขวั

X

Y

0 1 2 3 4

1

2

3

4



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงเขียนอินทิกรลั
∫ π

2

0

∫ 2secθ

0

r2sin2θ drdθ ใหอ้ยูใ่นระบบพิกดัฉาก

X

Y

−2 −1 0 1 2

1

2

3



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫∫
S

sin(x2+ y2) dA เมือ S เป็นอาณาบรเิวณในจตภุาคทีหนงึทีปิด

ลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 4 และ เสน้ตรง y = 0 และ y = x

X

Y



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 2

1

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

1√
x2 + y2

dydx

X

Y



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของอาณาบรเิวณในจตุภาคทีหนงึซงึอยู่ภายในวงกลม x2 + y2 = 1

และวงกลม x2 + y2 = 2y

X

Y



. . อนิทกิรลับนระบบพกิดัเชงิขวั

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซงึลอ้มรอบดว้ยดา้นขา้งดว้ยพืนผิว
x2 + y2 − 2x = 0 และสว่นบนปิดดว้ยพืนผิว z =

√
4− x2 − y2

X

Y

Z

X

Y



บทที . อนิทกิรลัของฟังกช์นัสองตวัแปร

แบบฝึกหดั .
. จงเขียนอินทิกรลัตอ่ไปนีใหอ้ยู่ในรูปพิกดัเชิงขวัพรอ้มทงัเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณการอินทิ
เกรต

.
∫ 1

0

∫ √
1−y2

1−y

f(x, y) dxdy

.
∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

f(x, y) dydx

.
∫ √

2

−
√
2

∫ √
4−y2

|y|
f(x, y) dxdy

.
∫ 1

−1

∫ 1

x2

f(x, y) dydx

. จงเขียนอินทิกรลัตอ่ไปนีให้อยู่ในรูปพิกดัฉากพรอ้มทงัเขียนรูปแสดงอาณาบรเิวณการอินทิ
เกรต

.
∫ π

2

0

∫ cosθ

0

r2 drdθ .
∫ π

2

π
3

∫ 2cscθ

cscθ
rcosθ drdθ

. จงหาคา่อินทิกรลัสองชนั ∫∫
S

f(x, y) dA ตอ่ไปนีบนอาณาบรเิวณทีกาํหนดให้

. f(x, y) =
√
1 + 4x2 + 4y2 S คืออาณาบรเิวณในจตภุาคทีหนงึทีปิดลอ้มดว้ย

x2 + y2 = 4

. f(x, y) =
1√

x2 + y2
S คืออาณาบรเิวณทีอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4x

และอยูภ่ายนอกวงกลม x2 + y2 = 4

. f(x, y) = x+ y S คืออาณาบรเิวณในจตภุาคทีหนงึทีปิดลอ้มดว้ย
x2 + y2 = 4, y =

√
3x และ y = 0

. f(x, y) = y
√

x2 + y2 S คืออาณาบรเิวณทีปิดลอ้มดว้ยครงึวงกลม
y =

√
2x− x2 และแกน X

. จงหาพืนทีของบรเิวณซงึปิดลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 1 และเสน้ตรง x = 3, y = x และ
y = 0

. จงหาพืนทีของบรเิวณทีอยูภ่ายในวงกลม x2 + y2 = 4 เมือ y ≥ 3

. จงหาพืนทีของบรเิวณซงึปิดลอ้มดว้ยวงกลม x2 + y2 = 4x และเสน้โคง้ y =
√
2x กบัแกน X

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซงึอยู่ภายใตพื้นผิว z = 1 − x2 − y2 และลอ้ม
รอบดว้ยพืนผิวดา้นขา้งดว้ย x2 + y2 = x

. จงหาปรมิาตรของรูปทรงตนัเหนือระนาบ XY ซงึอยู่ภายใตพื้นผิว z = 4 + x + 2y และลอ้ม
รอบดว้ยพืนผิวดา้นขา้งดว้ย x2 + y2 = 1



บทที
สมการเชิงอนุพนัธเ์บอืงต้น

. สมการเชิงอนุพนัธ์
สมการทีแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง ฟังกช์นักบัอนพุนัธข์องฟังกช์นันนั เรยีกวา่สมการเชิงอนุพนัธ์
(differential equation) ตวัอยา่งเช่น

. สมการการเคลือนที (Equation of motion)

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

. สมการการเติบโตของจาํนวนประชากร (Population growth equation)
dP

dt
= kP

. สมการคลืนในหนงึมิติ (One-dimensional wave equation)
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนิยาม . . สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตวัแปรเดียวเรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ
(Ordinary Differential Equation : ODE ) ถา้สมการเชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัมากกวา่หนงึตวัแปร
เรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธย์่อย (Partial Differential Equation : PDE )

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีเป็น ODE หรอื PDE
สมการเชิงอนพุนัธ์ ODE PDE
d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

บทนิยาม . . อันดับ (order) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คืออนัดบัสงูสดุของอนพุนัธ์ทีปรากฎใน
สมการนนั ดกีรี (degree) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คือกาํลงัสงูสดุของอนพุนัธอ์นัดบัสงูสดุทีปรากฎ
ทีปรากฎในสมการนนั เมือจดัทกุ ๆ กาํลงัเป็นจาํนวนเตม็บวก
ตัวอย่าง . . จงบอกอนัดบัและดีกรขีองสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

สมการเชิงอนพุนัธ์ อนัดบั ดีกรี
dy

dx
= x3

y
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

= 0

xu

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂3u

∂t3

)3

= cost

xy2 = y′ +
√

1 + y′

บทนิยาม . . เรยีกสมการเชิงอนพุนัธว์า่ สมการเชิงเส้น (linear equation) ถา้
. ทกุ ๆ ตวัแปรตามและอนพุนัธข์องตวัแปรตามมีเลขชีกาํลงัเป็น
. ไมมี่พจนใ์นรูปผลคณูของตวัแปรตาม และ/หรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ
. ไมมี่พจนใ์นรูปฟังกช์นัอดิสยัของตวัแปรตามหรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ

และเรยีกสมการเชิงอนพุนัธที์ไมเ่ป็นสมการเชิงเสน้วา่ สมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีเป็นสมการเชิงเสน้หรอืไม่
สมการเชิงอนพุนัธ์ สมการเชิงเสน้ สมการไมเ่ชิงเสน้
d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 3x2

y
d3y

dx3
+

dy

dx
= tanx

∂u

∂x
+

(
∂3u

∂t3

)2

= sinu

xy2 = y′ + yy′′

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ y = 0



. . สมการเชงิอนพุนัธ์

สมการเชิงอนพุนัธอ์นัดบัหนงึดีกรหีนงึจะเขียนไดเ้ป็น
dy

dx
= f(x, y) หรอื M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

บทนิยาม . . เราจะเรยีกฟังกช์นัซงึไม่เป็นฟังกช์นัของอนพุนัธ์ และสอดคลอ้งสมการเชิงอนพุนัธ์
วา่ ผลเฉลย (solution) ของสมการ
ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธอ์าจจะอยูใ่นรูปของฟังกช์นัทีนิยามแบบแจม่ชดั (explicite function)
หรอืฟังกช์นัทีนิยามโดยปรยิาย (implicite function) ก็ได้ เราเรยีกผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
ทีมีคา่คงตวัไมเ่จาะจงวา่ผลเฉลยทวัไป (general solution) และผลเฉลยทีกาํหนดคา่คงตวัแน่นอน
วา่ ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ y = Ae−3x +Bex ผลเฉลยทวัไปของสมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ y =
1 + cet

1− cet
เป็นผลเฉลยทวัไปของสมการ dy

dt
=

1

2
(y2 − 1)



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ y = x− 1

x
ผลเฉลยเฉพาะของสมการ xy′ + y = 2x

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ y = sinxcosx− cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ
y′ + (tanx)y = cos2x

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ x2y − xy2 = c สอดคลอ้งสมการ (x2 − 2xy)y′ = y2 − 2xy



. . สมการเชงิอนพุนัธ์

แบบฝึกหดั .
. จงบอกอนัดบั ดีกรี รวมทงัระบวุา่สมการใดเป็นสมการเชิงเสน้ หรอืเป็นสมการไมเ่ชิงเสน้

. dy

dx
+ 2xy = 4x

. y′′′ + 2y′′ + 3y′ + 4y = cosx

. ex
dy

dx
=
√

x2 + y′

.
(
dy

dx

)5

+ x
d2y

dx2
= ℓnx

. (x2 − 1)y′ + xy2 + 1 = 0

. u
∂2u

∂t2
= −∂u

∂x

. จงแสดงวา่ฟังกช์นัทีกาํหนดใหเ้ป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
. y = cx+

√
1− c2 เป็นผลเฉลยทวัไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

. (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทวัไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

. y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

. y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

. สมการแยกตัวแปรได้
บทนิยาม . . สมการเชิงอนพุนัธที์สามารถเขียนในรูป

dy

dx
= f(x)g(x) หรอื M1(x)M2(y)dx+N1(x)N2(y)dy = 0

เรยีกวา่เป็น สมการแบบแยกตัวแปรได้ (variable separable equation)

วธีิหาผลเฉลย ดงันนัสมการแบบแยกตวัแปรได้ คือสมการทีสามารถเขียนไดใ้นรูป
M1(x)

N1(x)
dx+

N2(y)

M2(y)
dy = 0

การหาผลเฉลยของสมการแบบแยกตวัแปรไดคื้อการอินทิิเกรตแตล่ะสว่น∫
M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = c

เมือ c เป็นคา่คงตวัไมเ่จาะจง
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. 3(1− y2) dx− 2xy dy = 0 . dy

dx
=

y − xy

x2 + 1



. . สมการแยกตวัแปรได้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. (ℓn y)2y′ = x2y เมือ y(2) = 1

. 4sin2x dy + sec2y dx = 0 เมือ y
(π
2

)
= π



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. dy

dx
+ 2xy = 4x

. (y4 + y)y′ = sinx− cosx

. x3 dy

dx
=
√

x2 − x2y2 เมือ x > 0

. 3(4y2 + 1) dx = y(x− 1) dy

. 1 + ex

1− e−y
dy + ex+y dx = 0

. (x2y + x2) dx = (xy2 − y2) dy

. (x2 + 1)y′ + y2 + 1 = 0

. (x2y2secxtanx+ xy2secx) dx+ xy3 dy = 0

. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. cos2xdy
dx

= sin2y เมือ y(0) =
π

2

. √
x2 + 1

dy

dx
=

x

y
เมือ y(

√
3) = 2

. dy =
9ex

ey2 + y2e2
dx เมือ y(1) = 3

. x dy =
y

x− x3
dx เมือ y(2) = −2



. . สมการเอกพนัธ์ุ

. สมการเอกพนัธ์ุ
บทนิยาม . . เรยีกฟังกช์นั F (x, y) วา่ฟังกชั์นเอกพนัธุ์ดกีรี n (homogeneous function of
degree n) ถา้มีจาํนวนเตม็ n ทีทาํให้

F (λx, λy) = λnF (x, y) สาํหรบัทกุ ๆ จาํนวนจรงิบวก λ

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาฟังกช์นัตอ่ไปนีวา่เป็นฟังกช์นัเอกพนัธุห์รอืไม่ ถา้เป็นดีกรเีทา่ใด
. f(x, y) = x3 + 2xy2

. f(x, y) = x2 − 2y2

xy

. f(x, y) = 1

y
cos

(
x

y

)

. f(x, y) = x2sin(xy)

บทนิยาม . . สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธเ์อก
พนัธ์ุ (homogeneous differential equation) ถา้ M(x, y) และ N(x, y) เป็นฟังกช์นัเอกพนัธุ์ทีมี
ดีกรเีทา่กนั หรอืพิจารณาสมการเชิงอนพุนัธ์

dy

dx
= F (x, y)

เป็นสมการเชิงอนพุนัธเ์อกพนัธ์ก็ุตอ่เมือ F (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุดี์กรี
วธีิหาผลเฉลย เนืองจาก F (x, y) เป็นสมการเอกพนัธุดี์กรี ดงันนั F (x, y) = F (λx, λy)

ให้ λ =
1

x
เมือ x > 0 และ λ = −1

x
เมือ x < 0 จะไดว้า่

F (x, y) = F (λx, λy) = F
(
1,

y

x

)
= G

(y
x

)
ดงันนัสมการเชิงอนพุนัธเ์อกพนัธุจ์ะอยูใ่นรูป

dy

dx
= G

(y
x

)
ให้ v =

y

x
แลว้ y = vx ดงันนั dy

dx
= v + x

dv

dx
ทาํใหไ้ดว้า่

v + x
dv

dx
= G(v)

เห็นไดช้ดัวา่เป็นสมการแบบแยกตวัแปรไดใ้นพจนข์อง x และ v



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. (y2 − x2) dx+ xy dy = 0

. xdy
dx

− y = xcos
(y
x

)



. . สมการเอกพนัธ์ุ

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
xyy′ = x2e−

y
x + y2 เมือ y(1) = 0



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. dy

dx
=

y2 + 2xy

x2

. x dy −
(
xtan

(y
x

)
+ y
)
dx = 0

. (x2y + y3) dx+ x3 dy = 0

. 2xy dx+ (x2 + y2) dy = 0

. xy′ = x+ y

. x
(
1 + ℓn

(y
x

))
y′ = y

. 2x dy − 2y dx =
√
x2 + 4y2 dx เมือ x > 0

. 2ye
x
y dx = (2xe

x
y − y) dy

. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. dy

dx
=

x+ y

x− y
เมือ y(−1) = 0

. x2y dx− (x3 − y3) dy = 0 เมือ y(1) = 1

. 14xyy′ = 6x2 − 7y2 เมือ y(−2) = 1

. x2y′ = 3x2 − 2xy + y2 เมือ y(1) =
3

2



. . สมการแม่นตรง

. สมการแม่นตรง
บทนิยาม . . สมการเชิงอนพุนัธ์ M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นสมการเชิงอนุพนัธแ์ม่น
ตรง (exact differential equation) ก็ตอ่เมือมีฟังกช์นั F (x, y) ทีทาํให้

∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

ทกุ ๆ (x, y) ในอาณาบรเิวณ R

วธีิหาผลเฉลย เนืองจาก M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 ดงันนั dF (x, y) = 0 นนัคือ
ผลเฉลยทวัไปของสมการแมน่ตรงคือ F (x, y) = c

จากสมบตัิคา่เชิงอนพุนัธจ์ะไดว้า่
dF (x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy = M(x, y) dx+N(x, y) dy

ดงันนั
∂F

∂x
= M(x, y) และ ∂F

∂y
= N(x, y)

จะไดว้า่ ∂2F

∂y∂x
=

∂M

∂y
และ ∂2F

∂x∂y
=

∂N

∂x
ถา้M,N, ∂M

∂y
และ ∂N

∂x
ตอ่เนืองในอาณาบรเิวณ

R จะไดว้า่
∂M

∂y
=

∂N

∂x

ดงันนั
F (x, y) =

∫
M(x, y) dx+ C(y)

หา C(y) ไดจ้าก ∂F

∂y
= N(x, y)

ในทาํนองเดียวกนั
F (x, y) =

∫
N(x, y) dy + C(x)

หา C(x) ไดจ้าก ∂F

∂x
= M(x, y)



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธ์
(2xy3 − ye−x) dx+ (3x2y2 + e−x − 4) dy = 0



. . สมการแม่นตรง

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
x+ y2

xy2
dy − y − 4

x2
dx = 0 เมือ y(−2) = 1



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. 2x− y3 − 3xy2y′ = 0

. (2x− 5y) dy = (6x− 2y) dx

. x(xcos(x2y)− 2y)y′ + 2xycos(x2y) = y2

. (sinxy + xy + cosxy)dy
dx

+ y2cosxy = 0

. 3xy + 1

y
dx+

2y − x

y2
dy = 0

. πy + (πx+ arcsiny)dy
dx

= sinx
. ℓny

x
dx+ (

ℓnx
y

+ siny) dy = 0

. (2xyex
2
+ siny) dx+ (x2ex

2y + xcosy − y) dy = 0

. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. (3x2y + 2xy) dx+ (x3 + x2 + 2y) dy = 0 เมือ y(1) = 2

. (ey + yex) dx− (ex + xey) dy = 0 เมือ y(1) = 0

. (sin2x− 2ycosx)y′ − 2ysinxcosx+ y2sinx = 0 เมือ y(0) = −2

. ℓn(1 + y2) =

(
1

y
− 2xy

1 + y2

)
dy

dx
เมือ y(2) =

√
e− 1



. . ตวัประกอบอนิทกิรลั

. ตัวประกอบอนิทกิรัล
ในกรณีที M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 เป็นไมเ่ป็นสมการแมน่ตรงแตมี่ µ(x, y) ทีทาํให้

µ(x, y)(M(x, y) dx+N(x, y) dy) = 0

เป็นสมการแมน่ตรง เราจะเรยีกฟังกช์นั µ(x, y) นีวา่ตัวประกอบอินทิกรัล (integrating factor)
ของสมการเชิงอนพุนัธนี์ แลว้

∂(µM)

∂y
=

∂(µN)

∂x

µ
∂M

∂y
+M

∂µ

∂y
= µ

∂N

∂x
+N

∂µ

∂x

ดงันนั
1

µ

(
N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y

)
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

กรณีที . µ เป็นฟังกช์นัของตวัแปร x เพียงอยา่งเดียว
1

µ
N
dµ

dx
=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
d

dx
ℓn|µ| = ∂M

∂y
− ∂N

∂x

d

dx
ℓn|µ| = 1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= f(x)

ดงันนั µ = e
∫
f(x) dx

กรณีที . µ เป็นฟังกช์นัของตวัแปร y เพียงอยา่งเดียว
d

dy
ℓn|µ| = 1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
= g(y)

ดงันนั µ = e
∫
g(y) dy

สรุปไดว้า่

. สาํหรบั f(x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
มีตวัประกอบอินทิกรลัเป็น µ = e

∫
f(x) dx

. สาํหรบั g(y) =
1

M

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
มีตวัประกอบอินทิกรลัเป็น µ = e

∫
g(y) dy



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. (3x+ 2y2) dx+ 2xy dy = 0

. (x2 + y2 + 1) dx+ x(x− 2y) dy = 0



. . ตวัประกอบอนิทกิรลั

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ (1 + xsiny)y′ + cosy = 0

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
2y(x2 − y + x) dx+ (x2 − 2y) dy = 0 เมือ y(0) = −1



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. 2xy dx+ (x3 + 2xy) dy = 0

. (4xy − 3x− 3x2) dy − (2xy − y2 + y) dx = 0

. (xy + y − 1) dx+ x3 x dy = 0

. y(x+ y3) dx+ x(y3 − x) dy = 0

. (xy − x2)y′ − xy + 1 = 0

. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี
. y(1 + x2y) dx− x dy = 0 เมือ y(1) = −1

. (x2 + y) dx+ (x2cosy − x) dy = 0 เมือ y(2) = 0

. 1 + (xtany − 2secy)y′ = 0 เมือ y(−1) = π



. . สมการเชงิเสน้อนัดบัหนงึ

. สมการเชิงเส้นอันดับหนึง
บทนิยาม . . สมการเชิงเสน้อนัดบัหนงึ คือสมการเชิงอนพุนัธที์อยูใ่นรูป

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

วธีิหาผลเฉลย สามารถจดัรูปไดเ้ป็น [P (x)y −Q(x)] dx+ dy = 0

ดงันนั M(x, y) = P (x)y −Q(x) และ N(x, y) = 1 จะไดว้า่

P (x) =
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

ดงันนั µ = e
∫
P (x) dx

µ
dy

dx
+ µP (x)y = µQ(x)

d

dx
(µy) = µQ(x)

µy =

∫
µQ(x) dx+ C

ดงันนัผลเฉลยทวัไปคือ
y =

1

µ

(∫
µQ(x) dx+ C

)
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ dy

dx
− 2xy = x



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ (ycotx− sec2x) dx+ dy = 0

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์
(xy + x+ x3) dx+ (1 + x2) dy = 0 เมือ y(

√
3) = 1



. . สมการเชงิเสน้อนัดบัหนงึ

สมการเชิงอนพุนัธอ์นัดบัหนงึดีกรหีนงึบางสมการไมเ่ป็นสมการเชิงเสน้ เราอาจทาํใหเ้ป็นสมการ
เชิงเสน้โดยอาศยัการเปลียนตวัแปรทีเหมาะสม เชน่สมการตอ่ไปนีจะเรยีกวา่ สมการแบร์นูลลี
(Bernoulli's equation)

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn

เมือ n เป็นคา่คงตวั เปลียนตวัแปรโดยให้ z = y1−n จะสมการแบรน์ลูลีจะเปลยีนเป็นสมการเชิงเสน้
อนัดบัหนงึ

dz

dx
+ (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x)

จะได้ µ = e
∫
(1−n)P (x) dx ดงันนัผลเฉลยทวัไปคือ z =

1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
หรอื

y1−n =
1

µ

(∫
µ(1− n)Q(x) dx+ C

)
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธ์ (1 + x2)

dy

dx
+ xy = x3y3



บทที . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธ์

dy

dx
+

y

2x
=

x

y3
เมือ y(1) = 2



. . สมการเชงิเสน้อนัดบัหนงึ
แบบฝึกหดั .

. จงหาผลเฉลยทวัไปของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. dy

dx
+ ycotx = 5ecosx

. x2y′ + 3xy + 2x5 = 0

. (2y − 4) dx+ dy = 0

. x
dy

dx
+ 3y =

sinx
x2

. y′ − y =
1

1− e−x

. dy

dx
+

y

xℓnx = x2

. (3xy − 4y − 3x) dx+ (x2 − 3x+ 2) dy = 0

. 2(y − 3sinx)cosx dx+ sinx dy = 0

. (x2 + y2) dx− 2xy dy = 0

. (y + xy2) dx− dy = 0

. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนี

. (x− 1)3
dy

dx
+ 4(x− 1)2y = x+ 1 เมือ y(3) =

1

2

. (y − exsinx) dx+ dy = 0 เมือ y(0) = −1

. (cosx)y′ + y = 1 เมือ y(π
4
) = 2

. dy

dx
+

x3y

x4 + 1
= x7 เมือ y(0) = 1

. xy′ + y = y2x2ex เมือ y(1) = e

. x
dy

dx
+ y + 3 = x3(y + 3)3 เมือ y

(
−1

2

)
= −1



สรุปสูตรเกยีวกับแคลคูลัส
เอกลักษณต์รีโกณมติิ

. sinxcscx = 1

. cosxsecx = 1

. cotxtanx = 1

. sin2x+ cos2x = 1

. sec2x− tan2x = 1

. csc2x− cot2x = 1

. sin(−x) = −sinx

. cos(−x) = cosx

. tan(−x) = −tanx

. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny

. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x
. cos2x = cos2x− sin2x
cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x
sin2x

. sin3x = 3sinx− 4sin3x

. cos3x = 4cos3x− 3cosx

. sin3x =
1

4
[3sinx− sin3x]

. cos3x =
1

4
[3cosx+ cos3x]

. tan3x =
3tanx− tan3x
1− 3tan2x

. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



อนุพนัธข์องฟังกชั์น

. d

dx
C = 0

. d

dx
x = 1

. d

dx
xn = nxn−1

. (af)′(x) = af ′(x)

. (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

.
(
f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

. (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

. d

dx
ex = ex

. d

dx
ax = axℓna

. d

dx
ℓn|x| = 1

x

. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
. d

dx
sinx = cosx

. d

dx
cosx = −sinx

. d

dx
tanx = sec2x

. d

dx
secx = secxtanx

. d

dx
cotx = −csc2x

. d

dx
cscx = −cscxcotx

. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ค่าเชิงอนุพนัธ์
. dC = 0

. d(u+ v) = du+ dv

. d(ku) = kdu

. u′dx = du

. d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2

. d(uv) = vdu+ udv

. df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy



ปริพนัธข์องฟังกชั์น
.
∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx

.
∫

f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

.
∫

kdx = kx+ C

.
∫

vdu = uv −
∫

vdu

.
∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1

.
∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C

.
∫

exdx = ex + C

.
∫

eaxdx =
1

a
eax + C

.
∫

axdx =
ax

ℓna + C

.
∫

sinxdx = −cosx+ c

.
∫

cosxdx = sinx+ C

.
∫

sec2xdx = tanx+ C

.
∫

secxtanxdx = secx+ C

.
∫

csc2xdx = −cotx+ C

.
∫

cscxcotxdx = −cscx+ C

.
∫

tanxdx = ℓn|secx|+ C

.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

.
∫

cotxdx = ℓn|sinx|+ C

.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C



.
∫

eaxsinbxdx =
eax

a2 + b2
(asinbx− bcosbx) + C

.
∫

eaxcosbxdx =
eax

a2 + b2
(acosbx+ bsinbx) + C

.
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

.
∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

.
∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C

.
∫

ℓnxdx = xℓnx− x+ C

.
∫

cosaxdx =
1

a
sinax+ C

.
∫

sinaxdx = −1

a
cosax+ C

.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

.
∫

arcsecxdx = xarcsecx− ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C

.
∫

arccscxdx = xarccscx+ ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C
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