
แคลคลัูส 1
Calculus 1

สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

2564



MAC1302
แคลคลัูส 1
Calculus 1

ผูช วยศาสตราจารย ดร.ธนัชยศ จำปาหวาย
สาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

เอกสารประกอบการสอนวชิาแคลคลัูส 1 ประจำปการศกึษา 1/2564



สารบัญ

1 เบื้ องตนแคลคลัูส 1
1.1 ระเบียบวธิเีกษียณ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 สามเหลีย่มผลตาง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 แคลคลัูสยุคสมัยใหม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 คณติศาสตรวเิคราะห . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5 คณติศาสตรพ้ืนฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 ลมิติและความตอเนือ่ง 29
2.1 ลมิิตของฟงกชัน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2 ลมิิตดานเดยีว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3 ลมิิตของฟงกชันตรโีกณมิติ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.4 ลมิิตเกีย่วกับอนันต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.5 ความตอเนือ่ง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3 อนพัุนธของฟงกชัน 75
3.1 อัตราการเปลีย่นแปลงและอนพัุนธ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.2 กฎของอนพัุนธ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3 กฎลกูโซ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.4 อนพัุนธอันดับสงู . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
3.5 อนพัุนธของฟงกชันเลขชี้กำลัง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.6 อนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมิติ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.7 อนพัุนธของฟงกชันโดยปรยิาย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4 การประยุกตของอนพัุนธ 121
4.1 การประมาณคาเชงิเสน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.2 คาสดุขีด . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.3 ความเวาและจดุเปลีย่นเวา . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
4.4 การรางกราฟ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
4.5 อัตราสัมพัทธ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.6 หลักเกณฑลอปตาล . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

ก



ข สารบัญ

5 ปรพัินธ 165
5.1 ปฏยิานพัุนธและปรพัินธไมจำกัดเขต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.2 การหาปรพัินธโดยการเปลีย่นตัวแปร . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
5.3 ปรพัินธจำกัดเขต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.4 ทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคลัูส . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

6 เทคนคิการหาปรพัินธ 207
6.1 การหาปรพัินธทีล่ะสวน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
6.2 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
6.3 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะในรปูตรโีกณมิติ . . . . . . . . . . . . . . . . 229
6.4 ปรพัินธของฟงกชันในรปูกรณฑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
6.5 ปรพัินธของฟงกชันตรโีกณมิติ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
6.6 ปรพัินธโดยการแทนคาตรโีกณมิติ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

7 การประยุกตของปรพัินธ 265
7.1 พ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
7.2 ปรมิาตรของรปูทรงตันซึง่หาพ้ืนทีภ่าคตัดได . . . . . . . . . . . . . . . . 271
7.3 ปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

8 ปรพัินธไมตรงแบบ 289
8.1 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีห่นึง่ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
8.2 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีส่อง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
8.3 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301



บทที่ 1
เบื้ องตนแคลคลัูส

ในบทแรกจะกลาวถงึววัิฒนาการของวชิาแคลคลัูส แนวคดิวธิีการตาง ๆ ที ่เปนจดุเริม่ตน
และพัฒนาไปสูแคลคลัูสในปจจบัุนโดยของนักคณติศาสตรแตละยุค และกลาวถงึคณติศาสตร
พ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอการศกึษาวชิาแคลคลัูส

1.1 ระเบียบวธิเีกษียณ
รากฐานของแคลคลัูสเริม่ตนจากปญหาเกีย่วกับการวัด โดยถกูคนพบปญหาและการแก

ปญหาเหลา น้ันใน บันทกึบนแผนดนิเหนยีวของชาวบาบิโลน และบันทกึบนกระดาษปาปรสุ
(Papyrus) ของชาวอยิีปต โบราณ ซึง่มีอายุในสมัยกอนครสิตกาล บันทกึบนแผนดนิเหนยีวของ
ชาวบาบิโลน โดยเฉพาะในบันทกึของอาเมส (Ahmose, 1680 - 1620 กอนครสิตกาล) ชี้ ใหเห็นวา
ชาวอยิีปตโบราณมีความรูวา ปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสเปน 1/3 เทาของปรมิาตร
ของปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน

รปูที ่ 1.1: พีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสและปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน

นักปรัชญาชาวกรกีสมัยโบราณ ไดบันทกึถงึความรูตาง ๆ ไวหลายชิ้นเนือ่งจากยุคน้ันเปนยุค
รุงเรอืงของการใชตรรกวทิยาในการแสวงหาความรู แตทีนั่บไดวาเปนจดุเริม่ตนของแคลคลัูสใน
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2 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

ยุคนี้คอื ระเบียบวธิเีกษียณ (The Method of Exhaustion)
ตัวอยางเช น การนำเสนอวธิีหาพ้ืนทีข่องวงกลมโดยชาวกรกีนามวา แอนตฟิอน (Antiphon,

 480 - 411 กอนครสิตกาล) เริม่จากสรางรปูหลายเหลีย่มแนบในวงกลม จากน้ันสังเกตไดวา
หากจำนวนเหลีย่มมากข้ึน ผลตางของพ้ืนทีข่องรปูท้ังสองจะหมดไป แตก็มีขอแยงในทางปฏบัิติ
วาเราจะสามารถสรางรปูหลายเหลีย่มใหมีจำนวนเหลีย่มไดมากมายแคไหนถงึเพียงพอ

รปูที ่ 1.2: รปูหลายเหลีย่มแนบในวงกลม

จากรปู 1.2 แสดงตัวอยางการแบงวงกลมดวยรปู 16 เหลีย่มเทา ๆ กัน เปนตัวอยางข้ันเริม่
ตนของระเบียบวธิีเกษียณ และตอไปเราอาจใชความรูเรือ่งพ้ืนทีข่องสามเหลีย่มและตรโีกณมิติ
เพือ่อธบิายระเบียบวธิเีกษียณ ดังตัวอยางตอไปนี้
ตัวอยาง 1.1.1 จงหาพ้ืนทีข่องรปูหลายเหลีย่มทีแ่บงวงกลมรัศมี r ออกเปน n สวนเทา ๆ กัน
วธิทีำ พิจารณาการหาพ้ืนสามเหลีย่ม 1 ชิ้นจาก n ชิ้น โดยใชกฏทางตรโีกณมิติ

· ·
·

r

r

θ

จะเห็นวา θ =
2π

n
โดยใชกฏทางตรโีกณมิติ จะไดวาพ้ืนทีข่องสามเหลีย่ม 1 ชื้นเทาทับ

1

2
r2sin

(
2π

n

)
ดังน้ันพ้ืนทีข่องรปู n เหลีย่มดานเทาทีแ่นบในวงกลมรัศมี r เทากับ

1

2
nr2sin

(
2π

n

)



1.1. ระเบียบวิธีเกษียณ 3

ในปจจบัุนถาใชความรูเกีย่วกับลิมิตอนันต พ้ืนทีข่องรปู n เหลีย่มดานเทาทีแ่นบในวงกลม
รัศมี r จะมีคาเขาใกล πr2 หรอืพ้ืนของวกลมนัน่เอง เมือ่ n มีขนาดใหญมาก ๆ

แตในสมัยน้ันชาวกรกีโบราณเปนผูทียึ่ดมัน่กับการใหเหตผุลทางตรรกะทีต่องรัดกมุเขมงวด
รปูวงกลมก็คอืรปูวงกลม กระบวนการที่จะทำใหรปูหลายเหลีย่นปรับเปลีย่นไปเปนรปูวงกลม
มันสมเหตสุมผลหรอืไม ซึง่มีการปฏเิสธการแบงพ้ืนทีอ่ยางไมจำกัด นัน่เปนขอขัดแยงของระเบียบ
วธิเีกษียณ ซึง่ตัวอยางหนึง่ทีป่ฏเิสธวธินีี้ คอืผลงานของ ซโีนแหงอเีลยี (Zeno of Elea, 490 –
430 กอนครสิตกาล) นักปราญชผูโดงดังในการนำเสนอขอความทีขั่ดแยงกับสามัญสำนกึทัว่ไป
เรยีกวา ปฏทิรรศของซโีน (Zeno’s paradoxes) ไดช ี้ขอบกพรองทางตรรกะหากเราแบงขนาด
ไดไมจำกัด

ตอมานักคณติศาสตรชาวกรกีผู เลือ่งชือ่นามวา อารสิโตเตลิ (Aristotle, 384 – 322 กอน
ครสิตกาล) ได ใชหลักการเดยีวกันนี้ ไปเขียนถงึ เสนที ่แบงยอยไม ไดอกี (indivisible line) แต
แนวคดิของ ขนาดทีแ่บงไมได ก็ไมรัดกมุพอทีจ่ะนำไปใชในการใหเหตผุลทางคณติศาสตร จาก
น้ัน ยโูดซสุ (Eudoxus of Cnidus, 390 - 340 กอนครสิตกาล) ไดปรับปรงุการใหเหตผุลเกีย่ว
กับระเบียบวธิีเกษียณ ใหมีความรัดกมุมากข้ึน โดยอาศัยความรูทางเรขาคณติชวยในพิจารณา
ขนาดทีแ่บงไมไดอกีในทางออม โดยพิจารณาผานอัตราสวนของขนาดทีวั่ดไดทางเรขาคณติ ซึง่
ตอมาภายหลังความรูเหลานี้ ไดปรากฎในผลงานของ ยุคลดิ (Euclid of Alexandria, 365 –
275 กอนครสิตกาล)

อารคมิีดสี (Archimedes, 287 – 212 กอนครสิตกาล) ไดใชความรูจากระเบียบวธิเีกษียณ
นี้ จนไดผลงานทีถ่อืไดวามีแนวคดิใกลเคยีงกับแนวคดิของการหาปริพันธในแคลคลัูสทีท่ราบกัน
แลวในปจจบัุนตัวอยางผลงานทีเ่ดนซึง่ทำใหแนวคดิของกระบวนการเขาถงึคาจรงิอยางไมจำกัด
ชัดเจนยิง่ข้ึน ไดแก วธิกีารหาพ้ืนทีท่ีป่ ดลอมดวยพาราโบลาตัดกับเสนตรง หรอืเรยีกวา เซกเมน
ตของพาราโบลา (the quadrature of parabola) ดังรปูตอไปนี้

รปูที ่ 1.3: การแบงยอยเซกเมนตของพาราโบลาออกเปนรปูสามเหลีย่ม

จากรปู 1.3 เปนการแบงยอยเซกเมนตของพาราโบลาออกเปนรปูสามเหลีย่มไดเปนจำนวน
อนันตตามแนวคดิของอารคมีิดสี

จากกระบวนการสรางขางตน ทำใหทราบวาพ้ืนที ่ของเซกเมนต ของพาราโบลาจะเปน 4/3
เทาของพ้ืนทีข่องรปูสามเหลีย่มรปูแรกทีส่รางใหแนบในเซกเมนตของพาราโบลาน้ัน อารคิมีดีส
ยังไดพัฒนาตอยอดระเบียบวธิีเพือ่ใชหาพ้ืนทีผิ่วและปรมิาตรของทรงเรขาคณติแบบตาง ๆ จน



4 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

ไดระเบียบวธิทีีต่อมาเรยีกวา วธิอีารคมิีดสี (method of Archimedes) โดยมีแนวคดิของแบง
ยอยรปูทรงเหลาน้ันออกเปนแผนบาง ๆ ตามแนวศนูยถวง แลวหาผลบวกของขนาดของแผนบาง
ๆ เหลาน้ัน ถงึแมจะไมมีคณติศาสตรทีรั่ดกมุรองรับ แตถอืวาเปนภาพแสดงแนวคดิคราว ๆ ของ
การหาปรพัินธในแคลคลัูสทีท่ราบในปจจบัุน

ตอไปนี้ จะเปนตัวอยางการฟาพ้ืนทีป่ ดลอมตามแนวคดิของอารคมีิดสี
ตัวอยาง 1.1.2 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยลอมพาราโบลา y = x2 และเสนตรง
y = x+ 2 โดยใชวธิขีองอารคมีิดสี
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1.2 สามเหลีย่มผลตาง
ในยุคกลางการพัฒนาแคลคลัูสไมกาวหนามากนัก แนวคดิและวธิีการสวนใหญยังองิอยูกับ

การวัด และการแบงระนาบออกเปนหนวยเล็กๆ ทีไ่มสามารถแบงไดอกี (indivisible) จนกระทัง่
ราวครสิต ศตวรรษที่ 16 เมือ่วศิวกรรมศาสตร ตองการแกปญหาเกีย่วกับจดุศนูยถวง ทำให มี
ความตองการทีจ่ะใชคณติศาสตรทีรั่ดกมุมากยิง่ข้ึน เปนผลใหมีการพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูส
ดังลำดับตอไปนี้

• วาเลรโิอ (Luca Valerio, 1553-1618) ไดตพิีมพผลงานทีไ่ดรับแรงบันดาลใจมาจากวธิกีาร
ของอารคมีิดสิ ทำใหแนวคดิของปรพัินธในแคลคลัูสเริม่ชัดยิง่ข้ึน

• เคปเลอร ( Johannes Kepler, 1571 - 1630) ไดพัฒนาวธิกีารหาพ้ืนทีข่องเซเตอรของวงรี
โดยพิจารณาวาพ้ืนทีเ่ปนผลรวมของเสน

• คาวาลเีอรี (Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598 - 1647) ไดขยายแนวคดิใหชัดเจนยิง่
ข้ึนจนกลายเปนระเบียบวธิทีีเ่รยีกวา วธิขีองการแบงแยกไมได (method of indivisible)
โดยมองวา เสนตรงประกอบดวยจดุเปนจำนวนอนันต พ้ืนที ่ผิวประกอบดวยเสนจำนวน
อนันต และปรมิาตรประกอบดวยพ้ืนทีผิ่วจำนวนอนันต

จากผลงานดังกลาวทำใหไดเทคนคิการหาพ้ืนทีข่องรปูสามเหลีย่มมุมฉาก โดยการแบงยอย
พ้ืนทีอ่อกเปนเสนเล็ก ๆ แลวหาผลรวมของเสนเหลานี้ ซึง่แนวคดินี้คลายกับทีช่าวกรกีโบราณได
เสนอไว แตวธิคีดิแบบใหมนี้ มีการใหเหตผุลทางคณติศาสตรทีรั่ดกมุกวา

แฟรมาต (Pierre de Fermat, 1601 - 1665) นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสผูมีชือ่เสีย่งคนหนึง่
ในยุคฟนฟูศลิปวทิยา (Renaissance) ไดพัฒนาแนวคดิตาง ๆ โดยอางองิความรูทางคณติศาสตร
ทีรั่ดกมุและเขมงวดยิง่ข้ึนจนไดผลงาน ทีถ่อืวามีบทบาทสำคัญตอการพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูส
แบบกาวกระโดดคอื " การแกปญหาคาสงูสดุหรอืตำ่สดุโดยอาศัยความรูทางเรขาคณติ ซึง่ให
หลักการแปลงปญหาไปเปนการแกปญหาเกีย่วกับ การหาจดุบนเสนโคงทีท่ำใหเสนสัมผัสเสน
โคง ณ จดุน้ันขนานกับแกนนอน " โดย ลากรองจ (Joseph Louis Lagrange, 1736 - 1813)
ถงึกับยกยองใหแฟรมาวาเปนผูคดิคนแคลคลัูสแนวใหม

จากผลงานของ โอเรสเม (Nicolas Oresme, 1323 - 1382) ทีอ่าศัยความรูเกีย่วกับ เสน
สัมผัส (tangent line) ของเสนโคง ทำใหทราบวา คาตำ่สดุหรอืสงูสงุของเสนโคงจะอยูบรเิวณ
ทีมี่การเปลีย่นแปลงคาของตัวแปรชาทีส่ดุ จากจดุนี้ถอืไดการพัฒนาแคลคลัูสเริม่อยูบนรากฐาน
แขนงของคณติศาสตรทีเ่รยีกวา เรขาคณติวเิคราะห (analytic geometry)

การอธบิายแนวคดิของอัตราสวนของสองขนาดที่ไมสามารถแบงแยกไดอกี ถกูอธบิายได
อยางรัดกมุโดยใชความรูทางคณติศาสตรเกีย่วกับความชันของเสนสัมผัสเสนโคง จากหลักฐาน
การตดิตอแลกเปลีย่นความรูระหวางแฟรมาตกับ เดสการตส (René Descartes, 1596 - 1650)
ทำใหทราบวา แฟรมาต ไดเสนอ " หลักการของการแกปญหาคาตำ่สดุหรอืคาสงูสดุวาเปนการ
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แกสมการเพือ่หาจดุทีท่ำใหความชันของเสนสัมผัสเสนโคงเปนศนูย "

ตอมามีผลงานหลายชิ้นที ่ทำพัฒนาแคลคลัูสมากยิง่ ข้ึนหลังจากแฟรมาต เสนอผลงานดัง
กลาว ซึง่ผลงานหลายชิ้นได มีส วนในการพัฒนาแคลลัูสแบบคูขนานของนวิตันและไลบ นติซ
ท้ังสองที ่ไดช ือ่รวมกันวาเปนผูประดษิฐ แคลคลัูส ถงึแมจะพัฒนาความรูทางแคลคลัูสอยาง
อสิระตอกัน แตมีหลักฐานเชือ่มโยงบุคคลท้ังสองในทางออม ซึง่เปนจดหมายโตตอบความรู
ระหวางเพือ่นรวมงานของบุคคลท้ังสอง โดยพบวาเพือ่นรวมงานของท้ังสองหลายคนเปนนัก
คณติศาสตรคนเดยีวกัน บุคคลเหลาน้ัน เช น

• บัวเนอร ( Florimond de Beaune, 1601-1652) ไดขยายแนวคดิวธิีของเดสการตสเกีย่ว
กับเรขาคณติวเิคราะห เพือ่พิจารณาปญหาเกีย่วกับเสนสัมผัสเสนโคงผานทางปญหาของ
การหารากซ้ำของสมการพหนุาม

• ฮดูเด (Johann van Waveren Hudde, 1628 - 1704) ไดปรับปรงุวธิกีารทีบั่วเนอรใช ใหงาย
ตอการนำไปใชจนไดเปน กฎของฮดูเด (Hudde’s rule) โดยกฎนี้ แสดงความสัมพันธระหวาง
รากซ้ำและสิง่ทีต่อมาเรยีกวา อนพัุนธของฟงกชันพหุนาม ท้ังระเบียบวธิีทางเรขาคณติวิ
เคราะหของเดสการตสทีบั่วเนอรใชและกฎของฮดูเดไดมีส วนสำคัญในการพัฒนาผลงาน
ทางแคลคลัูสของนวิตัน

• ไฮย เคนส (Chistiaan Huygens, 1629 – 1695) มีผลงานทีเ่ปนแรงจงูใจใหไลบนติซพัฒนา
แนวทางการเขาถงึแนวคดิของแคลคลัูสไดงายข้ึน

แบร โรว (Isaac Barrow, 1630 – 1677) เปนอกีบุคคลหนึง่ที ่มีอทิธพิลตอการพัฒนาผล
งานของนักคณติศาสตรรุนถัดมาโดยเฉพาะไลบนติซ แบรโรวเสนอระเบียบวธิกีารพิจารณาเสน
สัมผัสเสนโคง วาเปนลิมิตของลำดับของ เสนตัดเสนโคง (secant lines) มีแนวคดิโดยสังเขป
ดังนี้ " ถาเริม่จากเสนตัดเสนโคงเสนหนึง่ จะไดสองคูอันดับของจดุตัดเหลาน้ันในระบบพิกัดฉาก
ใหสรางเสนตัดเสนโคงเสนใหมซึง่มีคูอันดับของจดุตัดเสนโคงท้ังสอง โดยทีค่าสัมบูรณของผล
ตางของพิกัดทีห่นึง่ทีมี่คานอยกวาเดมิ ดำเนนิกระบวนการสรางนี้ ไปเรือ่ย ๆ โดยใหคาสัมบูรณ
ของผลตางของพิกัดทีห่นึง่มีคาเขาใกลศนูย ในทางเรขาคณติอาจถอืไดวา กระบวนการสรางนี้
ใหลำดับของเสนตัดเสนโคงทีมี่ลักษณะใกลเคยีงกับเสนสัมผสเสนโคงมากข้ึน ดังแสดงไดดังรปู
ตอไปนี้
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รปูที ่ 1.4: สามเหลีย่มผลตางของแบรโรว

Q

R

T

P

หรอือาจใชรปูตอไปนี้ แสดงสามเหลีย่มผลตางของแบรโรวคอื ∆APC ซึง่คลายคลงึกับทีเ่รา
คุนเคยในเรือ่งอนพัุนธ โดย ∆APC จะข้ึนกับระยะ h > 0 จะมีคาลดลงเรือ่ย ๆ ตามแนวคดิของ
แบรโรว นัน่หมายความวาจดุ A จะเคลือ่นเขาใกลจดุ P นี้ เปนจดุเริม่ตนของการหาอนพัุนธของ
ฟงกชัน f ทีจ่ดุ P นัน่เอง

รปูที ่ 1.5: สามเหลีย่มผลตางของแบรโรวทีข้ึ่นกับ h

X

Y

h

f(x+ h)− f(x)

C

P

A

x

f(x)

x+ h

f(x+ h)

y = f(x)

ตัวอยาง 1.2.1 จงหาความชันของจดุ P (1, 1) บนเสนโคง y = x2 โดยใชสามเหลีย่มผลตางของ
แบรโรว ตอบในรปู h
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มีความเปนไปไดวาท้ังนวิตันและไลบ นติซไดศกึษาผลงานนี้ และไดรับคำแนะนำจากแบร
โรว ใหพัฒนาผลงานของตน บทพิสจูนแสดงภาพแนวคดิของกระบวนการขางบนหลายอัน มีรปู
สามเหลีย่มคลาย ๆ กับรปูดานลาง ซึง่ตอมาเรยีกชือ่วา สามเหลีย่มผลตางแบรโรว (Barrow’s
differential triangle) เปนแนวทางใหไลบนติซพัฒนาทฤษฎบีทของตัวเอง

แบรโรว และ ตรรูเิชลลิ (Evangelista Torricelli, 1608 – 1647) ศกึษาปญหาของการ
เคลือ่นทีด่วยอัตราเร็วทีแ่ปรผัน พบวาการดำเนนิการทีต่อมาเรยีกวาอนพัุนธของระยะทางนี้ จะ
ไดความเร็ว และถาดำเนนิการผกผันกระบวนการดังกลาวจากความเร็วจะไดระยะทาง แบรโรว
รับรูวาท้ังสองกระบวนการน้ันผกผันซึง่กันและกัน (ตอมาทราบกันวาคอื อนพัุนธและปรพัินธใน
แคลคลัูส) แตก็ไมไดประโยชนจากความรูนี้ มากนัก แตก็มีอทิธพิลใหนวิตันเสนอทฤษฎบีทหลัก
มูลของแคลคลัูสในเวลาตอมา ในอกีทางหนึง่ผลงานเดยีวกันของแบรโรว บทพิสจูนทีเ่กีย่วของ
กับ สามเหลีย่มผลตางแบรโรว ไดใหแนวคดิแกไลบนติซในการประดษิฐสัญลักษณ

dy

dx

เพือ่แทนสิง่ที ่สบืทอดมาจากชาวกรกีโบราณ นัน่คอื ขนาดทีแ่บงยอยไมไดอกี และไดใหกฎ
การดำเนนิการเกีย่วกับสัญลักษณ เหลานี้ ทำใหการศกึษาแนวคดิของแคลคลัูสทำไดงายและ
สามารถตอยอดออกไปอยางทีเ่ราไดใชอยูในปจจบัุน

1.3 แคลคลัูสยุคสมัยใหม

รปูที ่ 1.6: เซอร ไอแซก นวิตัน

นวิ ตัน (Sir Isaac Newton, 1643-1727) ที ่ ได
ช ือ่ วา เปน ผู กอ กำเนดิ แคลคลัูส เพราะ วา มี ผล งาน ที่
สำคัญ มากมาย ตอ การ พัฒนา รากฐาน ของ แคลคลัูส
ดัง จะ เห็น ได จาก ผล งาน ที่ รวบรวม ไว ใน หนังสอื ชือ่
ชดุ Principia ตัวอยางผลงานที่ไดกลาวมาแลวเช น
การ เสนอ ทฤษฎบีท หลัก มูล ของ แคลคลัูส เพือ่ แสดง
กระบวนการที่ผกผันกันของอนพัุนธและปริพันธตามที่
แบร โรว ไดสังเกตเห็น โดยนวิตันไดใชประโยชนจากวธิี
การนี้ ในการแกปญหาทางอนพัุนธ (ซึง่ตอนน้ันเรยีกวา
Method of tangents) และนำไปแกปญหาทางปริพันธ
(ซึง่ตอนน้ันเรยีกวา Method of quadrature) ในผลงาน
Method of Fluxions ทีน่วิตันไดศกึษาเกีย่วกับการเคลือ่นที ่ มีการใชแนวคดิของ ขนาดทีแ่บงยอย
ไมไดอกี เช นกัน ซึง่นวิตันใชสัญลักษณ

ẋ

แทน fluxion ของ x และ
ẍ
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(ความเรง) แทน fluxion ของ fluxion ของ x (เทยีบไดกับอนพัุนธอันดับหนึง่และอนพัุนธอันดับสอง
ทีท่ราบในปจจบัุน) แตระบบการดำเนนิการเกีย่วกับสัญลักษณทีน่วิตัวใชมีความคลมุเครอืเขาใจ
ยากกวาของระบบสัญลักษณทีไ่ลบ นติซเสนอ ในผลงาน Tractatus de Quadratura Curvarum
นวิตันไดใหระเบียบวธิีคดิเกีย่วกับลิมิตเปนศนูย และการใชอนกุรมกำลังแทนฟงกชันทีท่ราบกัน
ในปจจบัุน

รปูที ่ 1.7: กอทฟรดิ วลิเฮลม ไลบนติซ

ไลบ นติ ซ (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-
1716) นอกจาก จะ ประดษิฐ ระบบ สัญลักษณ ที ่ ใช งาย
กวาสำหรับศกึษาแนวคดิของอนพัุนธ (ตามแนวคดิที ่
ได จากบทพิสจูน ของแบร โรว ที ่กลาวแลวขางตน) ยัง
ประดษิฐ ระบบสัญลักษณที ่ใชแทนแนวคดิของปริพันธ
โดยใช ∫
เปนสัญลักษณแทนการบวกของ ขนาดทีแ่บงยอยไมได
อกี ดังที ่ไดระบุในระเบียบวธิีที ่คาวาลีเอรีเสนอ ในผล

งานชิ้นหนึง่ ไลบนติซไดเขียนสมการทีคุ่นเคยในปจจบัุน ไดแก∫
y dy =

1

2
y2

เปนจดุเริม่ตนของแคลคลัูสเชงิปรพัินธ ซึง่สมัยน้ันไลบนติซใชช ือ่วา calculus summatorius หรอื
calculus integralis ในเวลาตอมา ระบบสัญลักษณของอนพัุนธและปริพันธทีเ่สนอโดยไลบนติซ
ไดรับความนยิมและใชกันอยางแพรหลาย ตามทีเ่ห็นจนถงึปจจบัุน

การพัฒนาแคลคลัูสในครสิตศักราชที่ 19 ยังองิรากฐานทางคณติศาสตรจากผลงานทีส่ำคัญ
ของนวิตันและไลบนติซ มีท้ังทีอ่ยูบนความรู แบบสถติ (static phase) เช น จากความรูในเรือ่ง
การวัด แตยังมีการพัฒนาแคลคลัูสโดยอาศัยคณติศาสตรของ infinitesimals ซึง่ตกทอดมาจาก
ชาวกรกีโบราณ และสิง่ทีป่รับปรงุใหรัดกมุกวาของคาวาลีเอรี ทีช่ ือ่ indivisible และอกีรากฐาน
บนความรูแบบพลวัต (dynamic phase) เช น การเคลือ่นทีข่องจดุในปญหาของเสนสัมผัสเสนโคง

1.4 คณติศาสตรวเิคราะห
แตก็มีผูช ี้ ใหเห็นถงึจดุออนของการใหเหตผุลทางตรรกในผลงานของนวิตันและไลบนติซ เช น

เบอรคเลย (George Berkeley, 1685 – 1753) จากผลงาน Analyst จากจดุนี้ ทำใหแคลคลัูส
ตองแสวงหารากฐานความรูที ่รัดกมุกวาเพือ่มารองรับแนวคดิ ถอืไดวาเปนช วงที ่รากฐานของ
แคลคลัูสไดขยับมาอยูบนแขนงคณติศาสตรที ่เรยีกวา คณติศาสตรวเิคราะห (Mathematical
Analysis)



10 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

รปูที ่ 1.8: ออกัสตนิ หลยุส โคชี

ผูทีมี่บทบาทสำคัญในการเสนอความรูทางคณติศาสตร
ที ่จะ เปนรากฐานที่ รัดกมุ เขม งวดกวา ให กับแคลคลัูส
คอื โคช ี (Baron Augustin-Louis Cauchy, 1789-
1857) นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศษนัน่เอง และความรู
ทางคณติศาสตรทีเ่ปนรากฐานดังกลาวคอื แนวคดิของ
ลมิิตของฟงกชัน ซึง่ภายหลังไดมีบทนยิามของลิมิตของ
ฟงกชันทีมี่ความรัดกมุยิง่ข้ึนอกี อยางเช น การเสนอให
เขาถงึแนวคดิของลมิิตโดยใชแนวคดิของ

{ε, δ}

ซึง่เสนอโดย ไวแยรสตราสต (Karl Weierstrass, 1815 – 1897) และเชือ่วายังมีความจำเปน
ทีจ่ะพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูสใหอยูบนรากฐานแนวคดิของคณติศาสตรทีส่ามารถใหเหตผุล
ไดรัดกมุ เขมงวด และขยายใหครอบคลมุปญหาตาง ๆ ทีจ่ะเกดิข้ึนจากความจำเปนตองพัฒนา
ความรูดานวทิยาศาสตรและวศิวกรรมศาสตร ข้ันสงู เพือ่ตอบสนองการแสวงหาความรูใหมขอ
งมนนุย ทีไ่มมีทีส่ ิ้นสดุ

1.5 คณติศาสตรพื้ นฐาน
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความรูเบ้ืองตนเกีย่วกับคณติศาสตร ทีใ่ชในการศกึษาแคลคลัูส ประกอบ

ดวย เซต คาสัมบูรณ สมการและอสมการ พหนุาม ฟงกชัน เลขยกกำลัง ตรโีกณมิติ และเรขาคณติ
เบ้ืองตน

เซต
เซต (Set) เปนคำอนยิาม หมายถงึคำทีต่องยอมรับกันในเบ้ืองตนวาไมสามารถใหความหมายที่
รัดกมุได คำวาเซตจงึหมายถงึกลุมของสิง่ของตาง ๆ เมือ่กลาวถงึกลุมใดแลวจะสามารถบอก
ไดแนนอนวาสิง่ใดอยู ในกลุม และสิง่ใดอยูนอกกลุม เรยีกสิง่ตาง ๆ ที ่อยู ในเซตวา สมาชกิ
(element) (P. Glendinning. 2012. หนา 48) ถา a เปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a ∈ A

และถา a ไมเปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a /∈ A เช น A = {1, 2, 3} จะไดวา 1 ∈ A แต
4 /∈ A เปนตน การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื

1. วธิีแจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียน
เซตโดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่
ระหวางสมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
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ทวภิาค (:) คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สำหรับเซต A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B จะกลาววา A เปน เซตยอย (subset) ของ B เขียน
แทนดวย A ⊆ B ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ
Q แทนเซตของจำนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ

สำหรับเซตยอยของจำนวนจรงิ ถา a, b ∈ R เมือ่ a < b ชวง (interval) ของจำนวนจรงิตาง
ๆ คอื

{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดวย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดวย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดวย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดวย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดวย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดวย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดวย (−∞, b)

{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดวย (−∞, b]

สำหรับเซตที่ไมมีสมาชกิเขียนแทนดวย ∅ เรยีกวา เซตวาง (empty set) และ เอกภพ
สัมพัทธ (universe) คอืเซตทีถ่กูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวา จะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของ
เซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ เมือ่ให A และ B เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U
นยิามการดำเนนิการบนเซตดังตอไปนี้

ยเูนยีน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเซชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลตาง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

สมการและอสมการ
สมบัตเิบ้ืองตนของการเทากัน ให a, b และ c เปนจำนวนจรงิ แลว

1. สมบัตสิะทอน (Reflective law) a = a

2. สมบัตสิมมาตร (Symmetric law) ถา a = b แลว b = a
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3. สมบัตถิายทอด (Transitive law) ถา a = b และ b = c แลว a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คอืสัจพจนทีก่ลาววา ถา a และ b เปนจำนวนจรงิใด ๆ จะได
วา

a = b หรอื a < b หรอื a > b อยางใดอยางหนึง่

ทฤษฎบีท 1.5.1 สำหรับจำนวนจรงิ a, b และ c

1. ถา a = b แลว a+ c = b+ c

2. ถา a+ c = b+ c แลว a = b

3. ถา a = b แลว ac = bc

4. ถา ac = bc และ c ̸= 0 แลว a = b

5. ab = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

6. a2 + b2 = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 และ
b = 0

ทฤษฎบีท 1.5.2 ให a, b, c, x, y ∈ R แลว

1. ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2. ถา a > b และ b > c แลว a > c

3. ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

4. ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

5. ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx

ให + แทนผลคณูทีม่ากกวา 0 และ − แทนผลคณูทีน่อยกวา 0 ให α, β ∈ R ซึง่ α < β จะได
ขอสรปุดังนี้

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คอื (α, β)

α β

+ − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คอื (−∞, α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

คาสัมบูรณ
ในเบ้ืองตน คาสัมบูรณ (Absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทาง
จาก x ไปยัง 0 หรอืดังบทนยิาม



1.5. คณิตศาสตร พ้ืนฐาน 13

บทนยิาม 1.5.3 ให x เปนจำนวนจรงิใด คาสัมบูรณ ของ x เขียนแทนดวย |x| คอืจำนวนจรงิที ่
กำหนดโดย

|x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ขอสังเกต สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1. |x| ≥ 0

2. |x| = 0 ก็ตอเมือ่ x = 0

3. |x| = | − x|

4. |x2| = |x|2 = x2

ทฤษฎบีท 1.5.4 ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ จะไดวา

1. |xy| = |x||y|

2.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมือ่ y ̸= 0

3. √
x2 = |x|

4. x ≤ |x|

บทพิสจูน . ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ

1. กรณทีี ่ x = 0 หรอื y = 0 จะไดวา xy = 0 ทำใหไดวา |xy| = 0 = |x||y| ให x ̸= 0 และ
y ̸= 0

ถา x > 0 และ y > 0 จะไดวา xy > 0 สรปุไดวา |xy| = xy = |x||y|
ถา x < 0 และ y < 0 จะไดวา xy > 0 สรปุไดวา |xy| = xy = (−x)(−y) = |x||y|

ถา x และ y ตัวใดตัวหนึง่เปนจำนวนจรงิลบ โดยไมเสยีนัยทัว่ไปให x < 0 และ y > 0 จะ
ไดวา xy < 0 สรปุไดวา |xy| = −xy = (−x)y = |x||y|

2. ให y ̸= 0 แสดงไดโดยงายวา
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = 1

|y|
โดยขอ 1 จะไดวา

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x · 1

y

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = |x| · 1

|y|
=

|x|
|y|

3. กรณีที ่ x = 0 เห็นไดโดยงาย กรณีที ่ x > 0 จะไดวา √
x2 = x กรณีที ่ x < 0 จะไดวา

−x > 0 ดังน้ัน √
x2 =

√
(−x)2 = −x สรปุไดวา √

x2 = |x|

4. ถา x ≤ 0 จะไดวา x ≤ 0 ≤ |x| กรณทีี ่ x > 0 จะไดวา x = |x| สรปุไดวา x ≤ |x|

ทฤษฎบีท 1.5.5 อสมการสามเหลีย่ม (Triangle inequality)
ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ แลว

|x+ y| ≤ |x|+ |y|
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บทพิสจูน . ให x และ y เปนจำนวนจรงิ โดยทฤษฎบีท 1.5.4 ขอ 2 จะไดวา
|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 = |x|2 + 2xy + |y|2

โดยทฤษฎบีท 1.5.4 ขอ 1 และ 5 จะไดวา xy ≤ |xy| = |x||y| ดังน้ัน
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

เนือ่งจาก |x+ y| ≥ 0 และ |x|+ |y| ≥ 0 สรปุไดวา |x+ y| ≤ |x|+ |y|

ทฤษฎบีท 1.5.6 ให x เปนจำนวนจรงิ และ a เปนจำนวนจรงิบวก จะไดวา

1. |x| ≤ a ก็ตอเมือ่ −a ≤ x ≤ a

2. |x| ≥ a ก็ตอเมือ่ x ≤ −a หรอื x ≥ a

บทพิสจูน . ทำเปนแบบฝกหัด

พหนุาม
บทนยิาม 1.5.7 ให n ∈ N ∪ {0} แลว

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา พหุนาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา สัมประสทิธิ์ (coefficient)
ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลำดับ ถา an ̸= 0 เรยีกวา พหนุามดกีรี n และเขียน n แทนดวย deg P (x)

เรยีก an ̸= 0 วา สัมประสทิธิ์ ตัวนำ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P (x) วา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)

ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P (x) = Q(x) ถา deg P (x) = deg Q(x) และอยูในรปู
P (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซึง่ทกุสัมประสทิธเทากันทกุคูคอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

หรอืกลาวอกีอยางคอื
P (x) = Q(x) ก็ตอเมือ่ deg P (x) = deg Q(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm) สำหรับพหนุาม
ให P (x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยที่ S(x) ไมใช พหนุามศนูย แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x)

เพียงคูเดยีวทีส่อดคลองกับ

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)



1.5. คณิตศาสตร พ้ืนฐาน 15
เรยีก Q(x) วาผลหาร (quotient) และ R(x) วาเศษเหลอื (remainder)
กรณี R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P (x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P (x)

ทฤษฎบีทเศษเหลอื (remainder theorem)
ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P (c)

ดังน้ันถา P (c) = 0 แลว x− c เปนตัวประกอบหนึง่ของ P (x)

บทนยิาม 1.5.8 ให P (x) เปนพหนุาม ถา P (α) = 0 จะเรยีก α วาราก (root) ของพหนุาม P (x)

หรอื α เปนคำตอบ (solution) ของสมการ P (x) = 0

ขอสังเกต
1. α เปนรากของก็ตอเมือ่ x− α เปนตัวประกอบของ P (x)

2. ถา P (x) = Q(x)S(x) แลวรากทกุตัวของ Q(x) และรากทกุตัวของ S(x) เปนรากของ
P (x)

ฟงกชัน
บทนยิาม 1.5.9 ให A และ B เปนเซตใด ๆ ผลคณูคารทเีซยีน (cartesian product) นยิาม
โดย

A×B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}

บทนยิาม 1.5.10 จะกลาววา f ⊆ A×B เปนฟงกชัน (function) ก็ตอเมือ่
แตละ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา x1 = x2 แลว y1 = y2

ถา f เปนฟงกชัน และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x)

บทนยิาม 1.5.11 f เปนฟงกชันจาก A ไป B เขียนแทนดวย f : A → B

ก็ตอเมือ่

1. f เปนฟงกชัน 2. Dom(f) = A 3. Ran(f) ⊆ B

เมือ่ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา โดเมน (domain) ของ f

และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา เรนจ (range) ของ f

บทนยิาม 1.5.12 เรยีก f : A → B วาฟงกชันมีขอบเขต (bounded function) บน D ⊆ A

ก็ตอเมือ่มี M > 0 ซึง่ |f(x)| ≤ M ทกุ ๆ x ∈ D

บทนยิาม 1.5.13 ให f : A1 → R และ g : A2 → R โดยที่ A1 ∩A2 ̸= ∅ กำหนดให A = A1 ∩A2

นยิามพชีคณติของฟงกชัน (algebra of functions) ดังนี้
f + g : A → R กำหนดโดย (f + g)(x) = f(x) + g(x)
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f − g : A → R กำหนดโดย (f − g)(x) = f(x) + g(x)

fg : A → R กำหนดโดย (fg)(x) = f(x)g(x)

f

g
: A− {x ∈ A : g(x) = 0} → R กำหนดโดย

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

บทนยิาม 1.5.14 กำหนดให f : A → B จะกลาววา

1. f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ (injection) หรอื ฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่

แตละ x1, x2 ∈ A ถา f(x1) = f(x2) แลว x1 = x2

2. f เปนฟงกชันทัว่ถงึ (surjection) ก็ตอเมือ่ Ran(f) = B

3. f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ (bijection) ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1 และ ทัว่
ถงึ

บทนยิาม 1.5.15 ให f : A → B และ g : B → C แลว g ◦ f : A → C เรยีกวาฟงกชันประกอบ
(composite function) ของ f และ g นยิามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ถาเปรยีบเทยีบฟงกชันคอืเครือ่งจักรชิ้นหนึง่เรยีกวา f เมือ่ใส  x หรอื input เขาไปในเครือ่ง
จะได f(x) ออกมาตามหนาที ่ของเครือ่งจักรชนดิน้ัน จากแนวคดินี้ เมือ่ประกอบเครือ่งจักรอกี
เครือ่งทีเ่รยีกวา g อกีชิ้น โดยนำ f(x) หรอื output จากเครือ่งจักร f ใส เขาไปในเครือ่งจักร g

แลวไดผลเปน g(f(x)) เรยีกเครือ่งจักรประกอบจากสองชิ้นนี้ วา h ดังรปู

รปูที ่ 1.9: แผนภาพแสดงฟงกชันประกอบ g ◦ f

g(f(x))

C

x

A

f gf(x)

B

บทนยิาม 1.5.16 ให f : A → B จะกลาววา f เปนฟงกชันผกผันได (invertible function)
ก็ตอเมือ่f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เปนฟงกชัน
และเรยีก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎบีท 1.5.17 ให f : A → B แลวจะไดวา

f เปนฟงกชันผกผันได ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1
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บทพิสจูน . สมมติ f เปนฟงกชันผกผันได นัน่คอื f−1 เปนฟงกชัน ให (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈

f สมมติวา y1 = y2 เนือ่งจาก (y1, x1) ∈ f−1 และ (y2, x2) ∈ f−1 และ f−1 เปนฟงกชัน ดังน้ัน
x1 = x2 ในทางกลับกันสมมติ f เปนฟงกชัน 1-1 (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา
x1 = x2 เนือ่งจาก (y1, x1) ∈ f และ (y2, x2) ∈ f และ f เปนฟงกชัน 1-1 ดังน้ัน y1 = y2 นัน่คอื
f−1 เปนฟงกชัน หรอืกลาวไดวา f เปนฟงกชันผกผันได

ชนดิของฟงกชันทีค่วรทราบ
1. ฟงกชันเอกลักษณ (identity function) f(x) = x

2. ฟงกชันเชงิเสน (linear function) f(x) = ax+ b

3. ฟงกชันกำลังสอง (Quadratic function) f(x) = ax2 + bx+ c

4. ฟงกชันคาสัมบูรณ (Absolute value function) f(x) = a|x− h|+ k

5. ฟงกชันกำลัง (Power function) f(x) = axn

6. ฟงกชันพหนุาม (Polynomial function) f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

7. ฟงกชันตรรกยะ (Rational function) f(x) =
p(x)

q(x)

เมือ่ p(x), q(x) เปนพหนุาม และ q(x) ̸= 0

จะไดวาโดเมนของฟงกชันขอ 1 ถงึ 6 คอื R และโดเมนของฟงกชันขอ 7 เทากับ R−{x : q(x) = 0}

เลขยกกำลัง
บทนยิาม 1.5.18 ให a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา เลขยกกำลัง (power of a number)
นยิามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตัว

เมือ่ a เรยีกวา ฐาน (basis) และ n เรยีกวา เลขชี้ กำลัง (exopnent)
นยิาม a0 = 1 และ a−n =

1

an
เมือ่ a ̸= 0 ถา n

√
a เปนจำนวนจรงินยิาม a

1
n = n

√
a

สมบัตเิบ้ืองตนของเลขยกกำลัง ให a เปนจำนวนจรงิ และ x, y เปนจำนวนเต็มบวก

1. (ax)y = axy 2. ax · ay = ax+y 3. ax

ay
= ax−y เมือ่ a ̸= 0

ขยายแนวคดิเลขชี้กำลังเปนจำนวนตรรกยะ เมือ่ m และ n เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ตัวหารรวมมาก
ของ m และ n เทากับ 1 ถา นยิาม n

√
a เปนจำนวนจรงิ นยิาม

a
m
n = (a

1
n )m = ( n

√
a)m
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และขยายแนวคดิไปยังจำนวนตรรกยะลบและจำนวนจรงิได แตไมขอกลาวในที่นี้ ถา f เปน
ฟงกชันโดยที่ n เปนจำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 แลว y = n

√
f(x) เรยีกวา ฟงกชันกรณฑ (radical

function)
สมบัตเิบ้ืองตนทางพีชคณติทีอ่าจใชในแคลคลัูส เมือ่ a, b ∈ R จะไดวา
1. กำลังสองสัมบูรณ

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

2. กำลังสามสัมบูรณ
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

3. ผลตางกำลังสอง a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

4. ผลตางกำลังสาม a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

5. ผลบวกกำลังสาม a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

6. ทฤษฎบีททวนิาม ให n เปนจำนวนนับ

(a+ b)n = an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn

เมือ่
(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
โดยที่ n, r ∈ Z ซึง่ 0 ≤ r ≤ n

นยิาม m แฟคทอเรยีล คอื m! = m(m− 1)(m− 2) · · · 2 · 1 เมือ่ m ∈ N และ 0! = 1

ให a เปนจำนวนจรงิซึง่ a > 0 และ a ̸= 1 เรยีก
{(x, y) : y = ax}

วาฟงกชันเลขชี้ กำลัง (exponential function) เนือ่งจากฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันหนึง่
ตอหนึง่ จะไดวามีฟงกชันผกผัน ดังน้ันเรยีกวาฟงกชันผกผันของฟงกชันเลขชี้กำลังวา ฟงกชัน
ลอการทิมึ (logarithmic function) เขียนแทนดวย y = logax นยิามโดย

y = logax ก็ตอเมือ่ x = ay

ดังน้ัน loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีที ่ a = 10 เรยีกวา ลอการทิมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดวย logx และกรณี a = e เรยีกวา ลอการทิมึธรรมชาติ (natural
logarithm) เขียนแทนดวย ℓnx โดยที่ e คอื คาคงตัวออยเลอร (Euler's constant) ซึง่เปน
จำนวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828182845...

สมบัตเิบ้ืองตนของลอการทิมึ
ทฤษฎบีท 1.5.19 ให x, y เปนจำนวนจรงิบวก และ m เปนจำนวนตรรกยะ โดยที่ a > 0 และ
a ̸= 1 จะไดวา
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1. logaxy = logax+ logay

2. loga

(y
x

)
= logay − logax

3. logax
m = mlogax

4. alogax = x

บทพิสจูน . ให z = logax และ w = logay จะไดวา x = az และ y = aw

1. จะไดวา xy = az · aw = az+w นัน่คอื z + w = logaxy ฉะน้ัน logaxy = logax+ logay

3. จะไดวา xm = (az)m = amz นัน่คอื mz = logax
m ฉะน้ัน logax

m = mlogax

ขอ 2 และ 4 เปนแบบฝกหัด

สำหรับ a, b > 0 และ a, b ̸= 1 สามารถเปลีย่นฐานของลอการทิมึไดโดย

logax =
logbx

logba

ตรโีกณมติิ
พิจารณาสามเหลีย่มมุมฉาก ABC

a

b c

A

C B

นยิามคาตรโีกณมิติท้ัง 6 แบบคอื ไซน (sine) โคไซน (cosine) แทนเจนต (tangent) โคแทนเจนต
(cotangent) เซแคนต (secant) และโคเซแคนต (cosecant) ดังนี้

sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ขยายแนวคดิไปยังมุม θ ซึง่มีหนวยเปนเรเดยีนคอืความยาวของเสนรอบวงของวงกลมหนึง่
หนวย โดยจดุเริม่ตนที ่ (1, 0) ไปสิ้นสดุที ่ (x, y) เมือ่วัดแบบทวนเข็มนากิาใหมีคาเปนบวก และ
วัดแบบตามเข็มนากิาใหมีคาเปนลบ จะไดวา x = cosθ และ y = sinθ นัน่คอื x2 + y2 = 1

จะไดวา 180◦ มีคาตรงกับ π เรเดยีน

รปูที ่ 1.10: วงกลมหนึง่หนวย
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X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)

θ

เอกลักษณตรโีกณมติิ

1. sinxcscx = 1

2. cosxsecx = 1

3. cotxtanx = 1

4. sin2x+ cos2x = 1

5. sec2x− tan2x = 1

6. csc2x− cot2x = 1

7. sin(−x) = −sinx
8. cos(−x) = cosx
9. tan(−x) = −tanx

10. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
11. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

12. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

13. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

14. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

15. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

16. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

17. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

18. sin3x = 3sinx− 4sin3x

19. cos3x = 4cos3x− 3cosx

20. tan3x =
3tanx− tan3x

1− 3tan2x

21. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

22. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

23. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

24. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

25. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

26. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

27. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

28. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

คาตรโีกณมติมิาตรฐานทีค่วรทราบ

ตารางที่ 1.1: ตัวอยางคาตรโีกณมิตทิีค่วรทราบ
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ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0

ให x ∈ R จะเรยีก y = sinx วาฟงกชันไชน (sine function) และ y = cosx วาฟงกชัน
โคไซน (cosine function) แสดงกราฟไดดังนี้ โดยแกน X มีความกวางช องละ π

2

รปูที ่ 1.11: กราฟของฟงกชันไชนและโคไชน

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

นยิามฟงกชันตรโีกณมิตอิกี 4 ฟงกชันคอื ฟงกชันแทนเจนต (tangent fuction) ฟงกชันโคแทนเจนต
(cotangent fuction) ฟงกชันเซแคนต (secant fuction) และฟงกชันโคเซแคนต (cosecant fuction)
ไดในทำนองเดยีวกัน เรยีกฟงกชันท้ัง 6 วา ฟงกชันตรโีกณมติิ (trigonometric function) สรปุ
ไดดังตารางตอไปนี้



22 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

ตารางที่ 1.2: ฟงกชันตรโีกณมิตท้ัิง 6 ฟงกชัน
ฟงกชัน y = f(x) โดเมน เรจน

ไซน y = sinx R [−1, 1]

โคไซน y = cosx R [−1, 1]

แทนเจนต y = tanx =
sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2
: n ∈ Z

}
R

โคแทนเจนต y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2

: n ∈ Z
}

(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

จะเห็นวาฟงกชันไซนและโคไซน ไม เปนฟงกชัน 1-1 ดังน้ันการศกึษาฟงกชันผกผันจงึตอง
กำหนดโดเมนเพือ่ใหเปนฟงกชัน 1-1 ฟงกชันไซนมีโดเมนเปน [−π

2
, π
2
] และฟงกชันโคไซนมีโดเมน

[0, π]

1. เรยีกฟงกชันผกผันของไซน วา ฟงกชันอารกไซน (arcsine function) เขียนแทนดวย
arcsin นยิามโดย

y = arcsinx ก็ตอเมือ่ x = siny เมือ่ y ∈ [−π
2
, π
2
]

2. เรยีกฟงกชันผกผันของโคไซนวา ฟงกชันอารกโคไซน (arccosine function) เขียนแทน
ดวย arccos นยิามโดย

y = arccosx ก็ตอเมือ่ x = cosy เมือ่ y ∈ [0, π]

รปูที ่ 1.12: กราฟของฟงกชันอารกไชนและอารกโคไชน

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx
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ในทำนองเดยีวกันฟงกชันผกผันอกี 4 ฟงกชันคอื อารกแทนเจนต (arctangent function) อารก

โคแทนเจนต (arccotangent function) อารกเซแคนต (arcsecant function) และอารกโคเซแคนต
(arccosecant function) เรยีกฟงกชันท้ัง 6 วา ฟงกชันตรโีกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรปุไดดังตารางตอไปนี้

ตารางที ่ 1.3: ฟงกชันตรโีกณมิตผิกผันท้ัง 6 ฟงกชัน
ฟงกชัน y = f(x) โดเมน เรจน

อารกไซน y = arcsinx [−1, 1] [−π
2
, π
2
]

อารกโคไซน y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารกแทนเจนต y = arctanx R (−π
2
, π
2
)

อารกโคแทนเจนต y = arccotx R (0, π)

อารกเซแคนต y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

อารกโคเซแคนต y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]

เรขาคณติวเิคราะห
จดุในทางคณติศาสตร เปนอนยิามแตเปนทราบกันดีวาจดุมีความสำคัญโดยเฉพาะการใชบอก
ตำแหนงตาง ๆ โดยมีแกนอางองิ เรยีกแกนในแนวนอนวา แกน X (X-axis) และแกนในแนวต้ัง
วา แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตัดของแกนท้ังสองวา จดุกำเนดิ (origin) แทนดวยคูอันดับ (0, 0)

ในทีน่ ี้ จะกลาวถงึจดุคอืคูอันดับทีเ่ปนสมาชกิของ R× R
ระยะทาง (distance) ระหวาง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดวย AB นยิามโดย

AB =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ความชัน (slope) ของสวนเสนตรงทีล่ากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดวย mAB บาง
คร้ังถาไมสนใจ A และ B จะเขียนยอ ๆ ดวย m นยิามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมือ่ x1 ̸= x2 กรณทีี ่ x1 = x2 ความชันไมมีคาและสวนเสนตรง A และ B จะเปนแสนในแนวต้ัง
ให A(x1, y1) เปนจดุและ m คอืความชัน ให L คอืเซตของจดุ (x, y) โดยทีค่วามชันของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทากับ m เรยีกวา เสนตรง (line) ทีมี่ความชัน m ผานจดุ A หรอืหมายถงึเซต
L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสนตรง L ไดดังรปู
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รปูที ่ 1.13: เสนตรงผานจดุ A มีความชัน m

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา สมการเสนตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรปู

y = mx+ c

ในกรณทีี ่ m = 0 จะเรยีก เสนตรงแนวนอน (horizontal line) ซึง่มีสมการเปน y = y1 ถาเสน
ตรงนี้ ผานจดุ A และในกรณีที ่ m หาคาไมได จะเรยีก เสนตรงแนวยนื (vertical line) ซึง่มี
สมการ x = x1 ถาเสนตรงนี้ ผานจดุ A ดังน้ันเราอาจแบงเสนตรงเปน 4 แบบโดยใชความชันคอื
1. m > 0 2. m < 0 3. m = 0 และ 4. m ไมมีคา แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.14: ตัวอยางเสนตรง 4 รปูแบบ

m > 0m < 0
m = 0

m ไมมีคา

ใหเสนตรง L1 และ L2 มีความชัน m1 และ m2 ตามลำดับ จะไดวา

1. L1 ขนาน (parallel) กับ L2 ก็ตอเมือ่ m1 = m2

2. L1 ต้ังฉาก (perpendicular) กับ L2ก็ตอเมือ่ m1m2 = −1

อาจแสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.15: ตัวอยางเสนตรงทีข่นานกันและต้ังฉากกัน

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
m
x+ c4
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ในกรณเีสนตรงทีค่วามชันไมมีคายอมขนานกับเสนตรงใด ๆ ทีค่วามชันไมมีคาเสมอ เพราะทกุ
เสนเปนเสนตรงแนวต้ัง และเสนตรงทีค่วามชันไมมีคายอมต้ังฉากกับเสนตรงใด ๆ ทีมี่ความชัน
เทากับ 0 หรอืเสนตรงแนวนอนเสมอ

ให C เปนเซตของจดุ (x, y) ที่หางจากจดุคงที่ (h, k) ดวยระยะคงที่ r เรยีกวา วงกลม
(circle) ทีมี่ศนูยกลางที ่ (h, k) และรัศมี r ดังน้ัน

C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.16: วงกลมทีมี่ศนูยกลางที ่ (h, k) และรัศมี r

(h, k)

r
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แบบฝ กหัดบทที่ 1
1. จงอธบิายวธิกีารตรวสอบปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสเปน 1/3 เทาของปรมิาตร

ของปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน เพราะเหตใุดพรอมยกตัวอยางประกอบ

2. พิจารณารปูหลายเหลีย่มทีแ่บงวงกลมรัศมี 1 ออกเปน n สวนเทา ๆ กัน

2.1 จงหาพ้ืนทีข่องรปูหลายเหลีย่มเมือ่ n = 10, 100 และ 1000 โดยใชเครือ่งคำนวณ
2.2 จงคาดคะเนวาพ้ืนที ่ของรปูหลายเหลีย่มดังกลาวจะมีคาเขาใกลคาใด เมือ่ n มีคา

มาก ๆ

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมตอไปนี้ โดยใชวธิขีองอารคมีิดสี
3.1 พาราโบลา y = x2 และเสนตรง y = 2

3.2 พาราโบลา y = x2 + 1 และเสนตรง y = x+ 3

3.3 พาราโบลา y = −x2 และเสนตรง y = −x− 2

4. จากตัวอยาง 1.1.2 จงพิสจูนวา h = 4s

5. จงหาความชันของจดุ P บนเสนโคง y = f(x) โดยใชสามเหลีย่มผลตางของแบรโรว
ตอบในรปู h

5.1 f(x) = x2 และ P = (2, 4)

5.2 f(x) = x3 และ P = (−1,−1)

6. กำหนดให P = (0, 0) และ f(x) = sinx
6.1 จงหาความชันของจดุ P บนเสนโคง y = f(x) โดยใชสามเหลีย่มผลตางของแบรโรว

ในรปู h

6.2 จากขอ 5.1 จงหาความชันทีจ่ดุ P เมือ่ h = 0.1, 0.01 และ 0.001 โดยใชเครือ่งคำนวณ
6.3 จงคาดคะเนวาความชันทีจ่ดุ P จะมีคาเขาใกลคาใด เมือ่ h มีคานอย ๆ

7. ให U = {x ∈ Z : −100 ≤ x ≤ 100} เปนเอกภพสัมพัทธ
A = {x ∈ Z : 2 หาร x ลงตัว } และ B = {x ∈ Z : 3 หาร x ลงตัว }
จงหาจำนวนสมาชกิของ Ac −Bc

8. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้ พรอมท้ังเขียนแผนภาพ
8.1 {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

8.2 {(x, y) ∈ N× N : xy = 12}

8.3 {(x, y) ∈ R× R : x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

9. จงหาโดเมนและเจนของฟงกชันตอไปนี้
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9.1 f(x) =

√
x− 1

x+ 1

9.2 f(x) = |x+ 1| − |x− 1|

9.3 f(x) = ℓn
(

1

x2 − 1

)
9.4 f(x) = sin2(x2 + 1)

10. จงหา f−1(x) ถากำหนดให f(x) = ex − e−x

2

11. ให f(x) = x2 + 3x− 1 จงหา f(x+ h)− f(x)

h
เมือ่ h > 0

12. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีฟงกชันผกผันหรอืไม พรอมใหเหตผุล

12.1 f : R → R นยิามโดย f(x) = 1− 2x

12.2 f : R → R นยิามโดย f(x) = x3 + 1

12.3 f : N → R นยิามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

12.4 f : R+ → R นยิามโดย f(x) =
√
x

13. กำหนดให 2 < x < 3 จงหาคาของ √
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9

14. กำหนดให P (x) และ Q(x) เปนพหนุามดกีรี 2551 ซึง่สอดคลองกับ

P (n) = Q(n) สำหรับ n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

จงหาคาของ P (0)−Q(0)

15. ให α, β และ γ เปนรากท้ังสามของสมการ x3−9x+5 = 0 คาของ (1−α)2(1−β)2(1−γ)2

เทากับเทาใด
16. กำหนดให P (x) = x3 + ax2 + bx+2 เมือ่ a, b เปนจำนวนจรงิ ถา x− 1 และ x+3 ตาง

หาร P (x) เหลอืเศษ 5 แลว a+ 2b มีคาเทาใด
17. จงหาเซตคำตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

18. จงหาเซตคำตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

19. จงหา y ทีเ่ปนจำนวนจรงิซึง่ y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมือ่ x ∈ R

20. จงหาเซตคำตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150

21. จงหาเซตคำตอบของสมการ
21.1 4x − 5 · 2x + 6 = 0

21.2 2 + 3(15|x|) = 5|x| + 25(3|x|+1)

21.3 log(x+ 1) + log(x− 1) = 0

21.4 log2x+ log4x+ log8x+ log16x = 7 + 2log64x

22. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
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22.1 32x+10 − 4(3x+6) + 27 ≤ 0 22.2 logx

(
2

x− 1

)
≥ 1

23. จงหาจำนวนจรงิ x ทีส่อดคลอง (3x2 − 11x+ 7)3x
2+4x+1 = 1

24. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจดุ (2, a+ 1) และ (2, b+ 2)

25. จงหาสมการทีต้ั่งฉากกับเสนตรง 3x+ 4y = 12 และผานจดุ (1,−1)

26. จงหาจดุบนเสนตรง 2y − x+ 6 = 0 ทีอ่ยูใกลจดุ (3, 1)มากทีส่ดุ

27. จงหาสมการวงกลมทีมี่จดุศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิและผานจดุ (1, 3)

28. จงหาสมการเสนสัมผัสของวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจ่ดุ (3, 4)

29. ถาวงกลมหนึง่มีจดุศนูยกลางคอืจดุ A อยูบนเสนตรง x+y+4 = 0 และผานจดุ B(−5,−2)

และ C(−2, 5) จงหาพ้ืนทีส่ามเหลีย่ม ABC

30. จงหาจดุบนวงกลม x2 + y2 + 2x− 4y − 15 = 0 ทีอ่ยูใกลจดุ (1, 3) มากทีส่ดุ



บทที่ 2
ลมิติและความตอเนือ่ง

2.1 ลมิติของฟงกชัน
พิจารณาฟงกชัน

f(x) =


2− x2 เมือ่ x < 1

2 เมือ่ x = 1

2x− 1 เมือ่ x > 1

เมือ่สนใจคาฟงกชัน f(x) เมือ่คาของ x ใกล 1 อาจพิจารณาคา x สำหรับบางคาดังตาราง
ตอไปนี้

x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมือ่พิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา f(x) มีคาเขาใกล 1 ไมวาใหคา x เขาใกลลักษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณเีช นนี้ จะกลาววา ลมิติของฟงกชัน (limit of function) f(x) ขณะ x เขา
ใกล 1 มีคาเทากับ 1 เขียนแทนดวย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นไดวาการพิจารณาคา x เขาใกล 1 จะไมพิจารณากรณี x = 1 และเมือ่แสดงฟงกชัน
y = f(x) ดวยกราฟตอไปนี้

29
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X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทำใหไดขอสังเกตวา lim
x→1

f(x) ไมจำเปนตองเทากับ f(1)

เมือ่พิจารณาคาของ lim
x→a

f(x) เราตองพิจารณาคาของ f(x) ทีจ่ดุอืน่ ๆ ใน Dom(f) ทีอ่ยูใกล
ๆ a ดังน้ันการหาลมิิตทีจ่ดุ a ตองมีคาอืน่ ๆ ใกลจดุ a ใหพิจารณาเสมอ เราเรยีกจดุ a ลักษณะ
นี้ วา เปนจดุลมิติ (limit point) ของ Dom(f) ตัวอยางเช น 0 เปนจดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2} แต
2 ไมเปนจดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2}

ขอสังเกต 2.1.1 จดุลิมิตไมจำเปนตองอยูในโดเมนของฟงกชันเสมอไป เช น 0 เปนจดุลิมิตของ
โดเมน (−1, 0) ∪ (0, 1) แต 0 ไมเปนสมาชกิของ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ตอไปจะกลาวถงึบทนยิามของลมิิตของฟงกชัน
ตัวอยาง 2.1.2 จงพิจารณาวาจดุ a เปนจดุลมิิตของโดเมนตอไปนี้หรอืไม

1. D = (−1, 3) เมือ่ a = 0

2. D = (0, 3) เมือ่ a = 3

3. D = [1, 4] เมือ่ a = 1

4. D = (1, 2) ∪ {3} เมือ่ a = 3
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บทนยิาม 2.1.3 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = L เรยีกวาลมิิตของ f(x) ขณะ x เขาใกล a เทากับ L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → |f(x)− L| < ε

X

Y

y = f(x)

L+ ε

L

L− ε

a+ δaa− δ

ทฤษฎบีท 2.1.4 ให a เปนจดุลมิิต c เปนคาคงตัว และ n ∈ N จะไดวา
1. lim

x→a
c = c 2. lim

x→a
x = a 3. lim

x→a
xn = an

ทฤษฎบีท 2.1.5 ให f, g เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R โดยที่ a เปนจดุลมิิตของ D

ถา lim
x→a

f(x) = L และ lim
x→a

g(x) = M เมือ่ L,M ∈ R แลว
1. lim

x→a
[f(x) + g(x)] = lim

x→a
f(x) + lim

x→a
g(x) = L+M

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

3. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมือ่ M ̸= 0

4. lim
x→a

Cf(x) = C lim
x→a

f(x) = CL เมือ่ C เปนคาคงตัว
5. lim

x→a
|f(x)| = | lim

x→a
f(x)| = |L|

6. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมือ่ n ∈ N

7. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมือ่ n ∈ N และ n

√
L ∈ R
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ตัวอยาง 2.1.6 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→1
(2x2 − 3x+ 4)

2. lim
x→0

x+ 1

x− 1

3. lim
x→1

x
√
x+ 1

ตัวอยาง 2.1.7 จงหาคาลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

รปูแบบยังไมกำหนด (indeterminate form)

lim
x→a

f(x)

g(x)
อยูในรปูแบบยังไมกำหนด

ก็ตอเมือ่ lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) และ เขียนแทนดวย I.F.
0

0
ลิมิตทีอ่ยูในรปูแบบยังไมกำหนด

หมายถงึลิมิตทียั่งไมทราบคาอาจใชการเปลีย่นรปูของฟงกชัน หรอืทฤษฎบีทตาง ๆ เกีย่วกับลิ
มิตมาชวยในการหาคา
ตัวอยาง 2.1.8 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2

2. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h



2.1. ลิมิตของฟงก ชัน 33

3. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3

4. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

ตัวอยาง 2.1.9 จงหาคาลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x

ตัวอยาง 2.1.10 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1
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ตัวอยาง 2.1.11 จงหาคาลมิิตของ lim
x→−3

2|x+ 1| − |1− x|
x2 − 9

ตัวอยาง 2.1.12 ให f(x) เปนฟงกชันพหนุามโมนกิดกีรสีอง ถา lim
x→0

f(x)

x
= 2 จงหาคาของ f(3)

ตัวอยาง 2.1.13 จงหาคาลมิิต lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h
ในรปูตัวแปร x
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ตัวอยาง 2.1.14 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→1

x− 1√
x− 1 2. lim

x→0

4−
√
16 + x

x

ตัวอยาง 2.1.15 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
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ตัวอยาง 2.1.16 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→1

x− 1
3
√
x− 1

2. lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1

ตัวอยาง 2.1.17 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

x
3
√
x+ 8 + 3

√
x− 8



2.1. ลิมิตของฟงก ชัน 37

แบบฝ กหัด 2.1
1. จงแสดงคาลมิิตตอไปนี้ โดยใชนยิาม

1.1 lim
x→1

1− x 1.2 lim
x→−1

2x 1.3 lim
x→2

x+ 1

3

2. จงแสดงคาลมิิตตอไปนี้

2.1 lim
x→0

(x− 1)
√
2 + x 2.2 lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
2.3 lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

3. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

3.1 lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

3.2 lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

3.3 lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

3.4 lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

3.5 lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

3.6 lim
x→−2

2x2 + 3x− 2

3x3 + 6x2 − 2x− 4

3.7 lim
x→−1

x
7
3 + x

4
3 − 2x

1
3

x
4
3 + 2x

1
3

3.8 lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

3.9 lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

3.10 lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

3.11 lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

3.12 lim
x→−4

1
x
+ 1

4

x+ 4

3.13 lim
x→7

x−3 − x−2 + 7x−1 − 1

7− x

3.14 lim
x→−4

8x−3 + 2x−2 − 4x−1 − 1

x+ 4

3.15 lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

3.16 lim
x→−1

x2 + 2x+ 1

x4 − 1

3.17 lim
h→0

(3 + h)−1 − 3−1

h

4. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

4.1 lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

4.2 lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

4.3 lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

4.4 lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

4.5 lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

4.6 lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

4.7 lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

4.8 lim
x→0

√
3 + x−

√
3

x

4.9 lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

4.10 lim
x→−8

√
1− x− 3

x− 4 3
√
x

4.11 lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4
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5. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

5.1 lim
x→1

3
√
x− 1√
x− 1

5.2 lim
x→−1

3
√
7− x− 2√
x+ 2− 1

5.3 lim
x→1

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 1

(x− 1)2

5.4 lim
x→1

3
√
x− 2− 1

x− 1

6. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

6.1 lim
x→0

32x − 3x+1 + 2

3x − 1

6.2 lim
x→1

5x+1 − 5x

5x+2

6.3 lim
x→1

x · 3x − 3x + x− 1

x− 1

6.4 lim
x→0

52x − 5x+2 + 24

5x − 1

7. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ในรปูตัวแปร x

7.1 lim
h→0

1
x+h

− 1
x

h

7.2 lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

7.3 lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

7.4 lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

8. จงหาคาลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1| − 3x+ 1

|1− x| − 2

9. จงหาคาลมิิตของ lim
x→1

x(x2 − 1)2(x+ 1)2

(x2 − 5x+ 4)(x− x3)

10. จงหาคาลมิิตของ lim
x→2

x− 2
3
√
x− 1 + 3

√
x− 3

11. ให f(x) เปนฟงกชันพหนุามโมนกิดกีรสีอง ถา lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคาของ f(4)
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2.2 ลมิติดานเดยีว
พิจารณาฟงกชัน f(x) =

√
x แสดงไดดังกราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เปนจดุลิมิต จะไดวา f(x) มีคาเขาใกล 0 เมือ่คา x เขา
ใกล 0 ในลักษณะ x > 0 เรยีกวา x เขาใกล 0 ทางดานขวา แตเมือ่ x เขาใกลคา 0 ในลักษณะ
x < 0 เรยีกวา x เขาใกล 0 ทางดานซาย คาของฟงกชัน f(x) จะไมมีคาในจำนวนจรงิ ทำใหลมิิต
ของ f(x) มีเพียงคาเมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานขวา เขียนแทนดวย

lim
x→0+

f(x) = 0

เรยีกวา ลมิิตขวาของ f(x) เมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานขวา
ในทำนองเดยีวกันลมิิตของ f(x) =

√
−x ทีจ่ดุ 0 จะมีคาเมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานซายเทาน้ัน

เรยีกคาลมิิตนี้ วาลมิิตซายของ f(x) เมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานซาย เรยีกลมิิตท้ังสองแบบนี้ วา ลิ
มติดานเดยีว (One-sided limit)
บทนยิาม 2.2.1 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (a,∞) แลว

lim
x→a+

f(x) = L

เรยีกวาลมิติขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขาใกล a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ
x เขาใกล a ทางดานขวาเทากับ L ก็ตอเมือ่

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, a < x < a+ δ → |f(x)− L| < ε

รปูที ่ 2.1: กราฟแสดงนยิามลมิิตขวาของฟงกชัน

X

Y
y = f(x)

L+ ε

L

a+ δa
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บทนยิาม 2.2.2 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) แลว
lim

x→a−
f(x) = L

เรยีกวาลมิติซาย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขาใกล a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x

เขาใกล a ทางดานซายเทากับ L ก็ตอเมือ่
∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, a− δ < x < a → |f(x)− L| < ε

รปูที ่ 2.2: กราฟแสดงนยิามลมิิตซายของฟงกชัน

X

Y
y = f(x)

L

L− ε

aa− δ

ทฤษฎบีท 2.2.3 ให f : D → R, D ⊂ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) และ D ∩ (a,∞)

และ L ∈ R แลว
lim
x→a

f(x) = L ก็ตอเมือ่ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)

ตัวอยาง 2.2.4 ให y = f(x) เปนฟงกชันทีมี่โดเมน (−4, 5) และเขียนกราฟไดดังนี้

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

จงหาลมิิตที่ x = −4,−2, 2, 3 และ 5

วธิทีำ จากกราฟ แสดงคาตาง ๆ ของลมิิต ไดดังตารางตอไปนี้
a lim

x→a−
f(x) lim

x→a+
f(x) lim

x→a
f(x)

−4

−2

2

3

5
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ตัวอยาง 2.2.5 ฟงกชันซกินัม (signum function) เขียนแทนดวย sgn นยิามโดย

sgn(x) =


1 เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−1 เมือ่ x < 0

จงวาดกราฟของฟงกชันซกินัม และพิจารณาคาของลมิิตของ sgn(x) ทีจ่ดุ 0

ตัวอยาง 2.2.6 พิจารณาคามิลติ lim
x→2

f(x) ของฟงกชัน

f(x) =


√
6− x เมือ่ 0 < x < 2

4− x เมือ่ 2 < x < 5

ตัวอยาง 2.2.7 พิจารณาคามิลติ lim
x→4

f(x) ของฟงกชัน

f(x) =


√
2x+ 1− 3

x2 − 16
เมือ่ x > 4

3x+ 1 เมือ่ x ≤ 4
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ตอไปจะกลาวถงึ ฟงกชันคาสัมบูรณ (absolute function) นยิามโดย

f(x) = |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 2.2.8 จงตรวจสอบวา lim
x→0

|x|
x

มีลมิิตหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.9 จงตรวจสอบวา lim
x→0

x|x| − x

|x|
มีลมิิตมีหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.10 จงตรวจสอบวา lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

มีลมิิตหรอืไม
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ตัวอยาง 2.2.11 จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1

ตัวอยาง 2.2.12 จงหาคาลมิิตของ lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)

ตัวอยาง 2.2.13 ถา lim
x→0

|5x+ 1| − |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= 80 จงหาคาของ a
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

1.1 lim
x→3

(2x+ |x− 3|)

1.2 lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

1.3 lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

1.4 lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

1.5 lim
x→0−

(
1

x
− 1

|x|

)
1.6 lim

x→0+

(
1

|x|
− 1

x

)

2. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

2.1 lim
x→0

|2x− 1| − |2x+ 1|
x

2.2 lim
x→0

3
√
1 + cx− 1

x

3. กำหนดให f(x) =


x2 − 1

x3 − 1
เมือ่ x ̸= 1

4− 2x เมือ่ x = 1

จงตรวจสอบคาของ lim
x→1

f(x)

4. กำหนดให f(x) =
x3 − 2x+ 5 เมือ่ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมือ่ |x| > 2

จงตรวจสอบคาของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

5. จงหาคาของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

6. จงหาคาของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

7. จงหาจำนวนจรงิ k ซึง่ทำให lim
x→−3

f(x) มีคา เมือ่ f(x) =

2x+ 5 เมือ่ x < −3

kx2 + 2 เมือ่ x ≥ −3

8. จงหาจำนวนจรงิ a และ b ซึง่ทำให lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

9. จงหาจำนวนจรงิ a ซึง่ lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4

10. ถา lim
x→1

f(x)− 8

x− 1
= 10 จงหา lim

x→1
f(x)
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2.3 ลมิติของฟงกชันตรโีกณมติิ
ทฤษฎบีท 2.3.1 ลมิิตของฟงกชันตรโีกณมิตเิปนจรงิดังนี้

1. lim
x→0

sinx = 0

2. lim
x→0

cosx = 1

3. lim
x→a

sinx = sina
4. lim

x→a
cosx = cosa

ตัวอยาง 2.3.2 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0
tanx 2. lim

x→π

cos2x
x

3. lim
x→0

sinx
tanx

ตัวอยาง 2.3.3 จงหาคาของ lim
x→0

cosx− 1

sinx

ตัวอยาง 2.3.4 จงหาคาของ lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx
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ตัวอยาง 2.3.5 จงหาคาของ lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)
1 + cos2x− 2sin2x
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ทฤษฎบีท 2.3.6 ทฤษฎบีทการบีบ (Squeeze theorem)
ให f, g, h เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R ถา

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x ทีมี่คาใกล ๆ a

และ lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) แลว lim
x→a

f(x) = L

ตัวอยาง 2.3.7 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0
x2sin

(
1

x

)

2. lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)

ตัวอยาง 2.3.8 จงหาคาของ lim
x→0

xcos
(
2

x

)
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พิจารณากราฟของฟงกชัน f(x) =
sinx
x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

และคำควณคาฟงกชัน f(x) เมือ่คาของ x ใกล ๆ 0 สำหรับบางคาดังตารางตอไปนี้
x f(x) x f(x)

0.1 0.998334166468282 −0.1 0.998334166468282

0.01 0.999983333416666 −0.01 0.999983333416666

0.001 0.999999833333342 −0.001 0.999999833333342

0.0001 0.999999998333333 −0.0001 0.999999998333333

0.00001 0.999999999983333 −0.00001 0.999999999983333

ทำใหสรปุไดวา lim
x→0

sinx
x

= 1 หรอืกลาวอกีนัยวา sinx จะมีคาประมาณ x เมือ่ x มีคาใกล ๆ 0

และสามารถพิสจูนโดยใชทฤษฎบีทการบีบดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 2.3.9 lim
x→0

sinx
x

= 1
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ตัวอยาง 2.3.10 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0

sin2x

xtanx 2. lim
x→0

1− cosx
x

ตัวอยาง 2.3.11 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→0

x+ sinx
xcosx

2. lim
x→0

x− tanx
sinx
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ตัวอยาง 2.3.12 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→0

secx− cosx
x

2. lim
x→0

tanx− sinx
x3
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บทแทรก 2.3.13 ถา lim
x→a

u(x) = 0 แลว

lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอยาง 2.3.14 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0

sin2x
x

2. lim
x→0

sin24x

5x2

ตัวอยาง 2.3.15 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0

sin5x− sin3x
tanx

2. lim
x→π

sinx
x− π
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แบบฝ กหัด 2.3
1. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

1.1 lim
x→0

x2sin
(
x2π

x

)
1.2 lim

x→0
x2sin

(xπ
x2

)
1.3 lim

x→0
tan2xcos

(
3

x− 1

)
1.4 lim

x→0
cosx

√
sin2x

1.5 lim
x→0

√
x2 + x3cos

(
x+ 1

π

)
1.6 lim

x→π

cos3x− cosx
sin3x+ sinx

2. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

2.1 lim
x→0

tanx
4x

2.2 lim
x→0+

sinx√
x

2.3 lim
x→0

tan3x
tan5x

2.4 lim
x→0

sin5x
xcosx

2.5 lim
x→0

tan5x
sin5x

2.6 lim
x→0

4x

sin3x
2.7 lim

x→0

sin2x
sin3x

2.8 lim
x→0

1− cos2x
3x

2.9 lim
x→0

sin4x

x2

2.10 lim
x→2

sin(12− 6x)

5− 10x

2.11 lim
x→−3

sin(x+ 3)

x2 + 2x− 3

2.12 lim
x→π

sinx
π − x

2.13 lim
x→0

x+ tanx
sinx

2.14 lim
x→0

x2

1− cosx
2.15 lim

x→0

x2

1− cos3x
2.16 lim

x→0

sin2x+ sinx
x

2.17 lim
x→0

1− cos4x
x2

2.18 lim
x→π

2

sinx− 1

x− π
2

2.19 lim
x→0+

x

1− cos√x

2.20 lim
x→0

x2cotx

2.21 lim
x→0

x

x+ sinx
2.22 lim

x→0

xsinx
1− cosx

2.23 lim
x→0

sin42x

3x4

2.24 lim
x→0

x2sin2 1

x

2.25 lim
x→0

x6cosπ
x

2.26 lim
x→0+

√
xesin 1

x

2.27 lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

3. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

3.1 lim
x→0

x

xcosx+ sinx
3.2 lim

x→0

cos3x− 2cos2x− cosx+ 2

x2

3.3 lim
x→0

xcosx− sinx
x

3.4 lim
x→0

1− cosxsin2x− cos2x
x3

3.5 lim
x→0

sin5x− sin3x
x

3.6 lim
x→0

sin7x+ sinx
cos7x− cosx

4. จงหาคาของ lim
x→π

sinx
1 + cosx

5. ถา f เปนฟงกชันทีมี่โดเมนเปนจำนวนจรงิ ถา lim
x→0

f(x)cosx = 0 จงหา lim
x→0

f(x)
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2.4 ลมิติเกีย่วกับอนันต
พิจารณาฟงกชัน f(x) =

2x

x2 + 1
แสดงไดดังกราฟ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

เมือ่พิจารณาหาคาลิมิตของ f(x) เมือ่ x มีคาเพิม่ข้ึนอยางไมมีขีดจำกัด จะมีคาเขาใกล 0
เขียนแทนดวย

lim
x→∞

f(x) = 0

และเมือ่พิจารณาหาคาลิมิตของ f(x) เมือ่ x มีคาลดลงอยางไมมีขีดจำกัด จะมีคาเขาใกล 0
เขียนแทนดวย

lim
x→−∞

f(x) = 0

บทนยิาม 2.4.1 ให f : D → R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว
lim

x→∞
f(x) = L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → |f(x)− L| < ε

บทนยิาม 2.4.2 ให f : D → R โดยที่ D = (−∞, a) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว
lim

x→−∞
f(x) = L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → |f(x)− L| < ε

ทฤษฎบีท 2.4.3 ให r เปนจำนวนตรรกยะบวก แลว

1. lim
x→∞

1

x
= 0

2. lim
x→−∞

1

x
= 0

3. lim
x→∞

1

xr
= 0

4. lim
x→−∞

1

xr
= 0
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ในทำนองเดยีวกับลมิิตของฟงกชันทีจ่ดุ a เมือ่พิจารณาลมิิตของฟงกชันเมือ่ x เขาใกล ∞ จะ
ไดทฤษฎบีท 2.4.4 (จะละการพิสจูนไวในวชิานี้ )
ทฤษฎบีท 2.4.4 ให f, g เปนฟงกชันจาก D ไป R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว
ถา lim

x→∞
f(x) = L และ lim

x→∞
g(x) = M เมือ่ L,M ∈ R แลว

1. lim
x→∞

[f(x) + g(x)] = lim
x→∞

f(x) + lim
x→∞

g(x) = L+M

2. lim
x→∞

f(x) · g(x) = lim
x→∞

f(x) · lim
x→∞

g(x) = LM

3. lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

lim
x→∞

f(x)

lim
x→∞

g(x)
=

L

M
เมือ่ M ̸= 0

4. lim
x→∞

cf(x) = c lim
x→∞

f(x) = cL เมือ่ c เปนคาคงตัว
5. lim

x→∞
|f(x)| = | lim

x→∞
f(x)| = |L|

6. lim
x→∞

(f(x))n =
(

lim
x→∞

f(x)
)n

= Ln เมือ่ n ∈ N

7. lim
x→∞

n
√

f(x) = n

√
lim

x→∞
f(x) =

n
√
L เมือ่ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

สำหรับลมิิตของฟงกชันเมือ่ x เขาใกล −∞ ไดผลลัพธเช นเดยีวกับทฤษฎบีท 2.4.4 แตไมขอ
เขียนไว ณ ทีน่ี้ แตนำไปใชไดเช นกัน

สำหรับ lim
x→∞

f(x) = ∞ และ lim
x→∞

g(x) = ∞ จะกลาวไดวา

lim
x→∞

f(x)

g(x)
และ lim

x→∞
(f(x)− g(x)) อยูในรปูแบบยังไมกำหนด

เขียนแทนดวย I.F.
∞
∞

และ I.F.∞−∞ ตามลำดับ

ตัวอยาง 2.4.5 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3

2. lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1
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ตัวอยาง 2.4.6 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

2. lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1
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ตัวอยาง 2.4.7 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

(√
x2 + 2− x

)

2. lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)
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ตัวอยาง 2.4.8 พิจารณาคาของลมิิต lim
x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
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ตอไปนี้ จะขยายแนวคดิมากจากทฤษฎบีทการบีบ ทำใหไดทฤษฎบีททีค่ลายคลงึกันเรยีกวา
ทฤษฎบีทการบีบสำหรับลมิิตทีอ่นันต

ทฤษฎบีท 2.4.9 ทฤษฎบีทการบีบสำหรับลมิติทีอ่นันต
ให f, g, h เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x > N สำหรับบางคา N > 0

และ lim
x→∞

g(x) = L = lim
x→∞

h(x) แลว lim
x→∞

f(x) = L

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x < K สำหรับบางคา K < 0

และ lim
x→−∞

g(x) = M = lim
x→−∞

h(x) แลว lim
x→−∞

f(x) = M

ตัวอยาง 2.4.10 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

sinx
x2

2. lim
x→−∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2
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โดยทฤษฎบีท 2.3.9 พิสจูนไดในทำนองเดยีวกันจะไดวา

ทฤษฎบีท 2.4.11 ให u เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = 0 แลว

lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = 0 แลว

lim
x→−∞

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอยาง 2.4.12 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→∞

xsin
(
1

x

)

2. lim
x→−∞

xsin
(π
x

)

3. lim
x→−∞

xsin
(

1

x+ 1

)
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บทนยิาม 2.4.13 ให f : D → R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว lim
x→∞

f(x) = +∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) > M

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว แลว lim
x→−∞

f(x) = +∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) > M

3. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว lim
x→∞

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) < M

4. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว แลว lim
x→−∞

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) < M

จากบทนยิาม 2.4.13 อาจนำไปใชในการตรวจสอบคาคอนขางยาก เราอาจจะใชทฤษฎบีท
ตอไปนี้ ในการตรวจสอบไดเช นกัน (การพิสจูนขอละไวในวชิานี้ )

ทฤษฎบีท 2.4.14 ให f เปนฟงกชัน แลว

1. ถา ∃M > 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→∞
f(x) = ∞

2. ถา ∃M > 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→∞
f(x) = −∞

3. ถา ∃M < 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→−∞
f(x) = ∞

4. ถา ∃M < 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→−∞
f(x) = −∞

ตัวอยาง 2.4.15 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→∞

x2

1 + x

2. lim
x→∞

x2

1− x

3. lim
x→−∞

x3

1 + x

4. lim
x→−∞

x2

1 + x
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ทฤษฎบีท 2.4.16 ให u เปนฟงกชันจาก D ไป R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = ∞ แลว

lim
x→∞

arctanu(x) = π

2

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = ∞ แลว

lim
x→−∞

arctanu(x) = π

2

3. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = −∞ แลว

lim
x→∞

arctanu(x) = −π

2

4. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = −∞ แลว

lim
x→−∞

arctanu(x) = −π

2

ตัวอยาง 2.4.17 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞
arctan(1 + x2)

2. lim
x→−∞

arctan(1− x2)
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บทนยิาม 2.4.18 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = ∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) > M

บทนยิาม 2.4.19 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) < M

ตัวอยาง 2.4.20 กราฟของฟงกชัน y = f(x) แสดงดังนี้

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

จะไดคาของลมิิตดังตอไปนี้

1. lim
x→∞

f(x)

2. lim
x→−∞

f(x)

3. lim
x→1+

f(x)

4. lim
x→1−

f(x)

5. lim
x→−1+

f(x)

6. lim
x→−1−

f(x)
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ทฤษฎบีท 2.4.21 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว

1. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว

lim
x→a

f(x) = ∞

2. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว

lim
x→a

f(x) = −∞

3. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ)∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a+
f(x) = ∞

4. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ)∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a+
f(x) = −∞

5. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a)∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a−
f(x) = ∞

6. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a)∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a−
f(x) = −∞

ตัวอยาง 2.4.22 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 2.4.21
1. lim

x→1

x

(x− 1)2

2. lim
x→2+

1− x

x2 − 4
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ตัวอยาง 2.4.23 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)

2. lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

3. lim
y→0+

(coty − cscy)
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แบบฝ กหัด 2.4
1. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1.1 lim
x→∞

(
1

x 3
√
x
+ 3

)
1.2 lim

x→−∞

9 + 5
√
x

4 + 3
√
x

1.3 lim
x→−∞

(2x+ 5)5(x− 8)7

(x3 − 2)2(3x+ 1)4

1.4 lim
x→−∞

x3 − 3x+ 4

7x+ x2 − 2x3

1.5 lim
x→∞

x3 + x+ 1

4 + x2 + 3x3

1.6 lim
x→∞

√
3− 8x2

x(x+ 2)

1.7 lim
x→∞

7x2 − 4

2x4 + x

1.8 lim
x→−∞

√
x2 + 6

2x− 5

1.9 lim
x→∞

|x2 − 1|
x2 + 1

1.10 lim
x→−∞

x3 − |x|
|x3 − 2x2 − x+ 2|

1.11 lim
x→∞

(√
x2 + 3x− x

)
1.12 lim

x→−∞

(√
x2 + x+ 1 + x

)
1.13 lim

x→∞

(√
x2 + ax−

√
x2 + bx

)
1.14 lim

x→−∞

(
x+

√
x2 + 2x

)
1.15 lim

x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)
1.16 lim

x→∞
x
(
x−

√
x2 + 4

)

1.17 lim
x→−∞

(
3
√
x3 + x− 3

√
x3 + 1

)
1.18 lim

x→−∞

√
x2 + 4− 2

2x+ 3

1.19 lim
z→−∞

√
8 + z2

z + 4

1.20 lim
x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)
1.21 lim

x→−∞

√
4x2 + 1

x− 1

1.22 lim
x→−∞

√
9x6 − x

x3 + 1

1.23 lim
x→∞

x3 − 2x+ 1

x2 + 3x− 10

1.24 lim
x→−∞

3
√
x3 + 2x− 1

1.25 lim
x→−∞

x5 + 6x2 − 7x

4x3 − x2 + 1

1.26 lim
x→−∞

x3 − x+ 6

3x2 − x

1.27 lim
x→∞

√
x6 − x4

x2 + x− 12

1.28 lim
x→∞

8− x2

√
2x2 − x+ 1

1.29 lim
x→∞

10 +
√
1 + x2

x

1.30 lim
t→0

(
1

t
− 1

t2 + t

)
1.31 lim

t→0

(
1

t
√
1 + t

− 1

t

)

2. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

2.1 lim
x→0+

arctan(ℓnx)
2.2 lim

x→0−
e

1
x

2.3 lim
x→−∞

cos ( 1
x

)
x

2.4 lim
x→−∞

x

[
cos
(
1

x

)
− 1

]

2.5 lim
x→∞

arctan(ex)

2.6 lim
x→∞

x2 + xsinx
cos3x− 2x2

2.7 lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

2.8 lim
x→∞

xsin
(
2

x

)
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2.9 lim
x→∞

xsin2

(
2

x

)
2.10 lim

x→−∞

cosxsin3x
ℓn(−x)

3. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

3.1 lim
x→1+

1
3
√
x− 1

3.2 lim
x→2−

x− 3

x3 − 8

3.3 lim
x→−3−

1√
−x− 3

3.4 lim
x→4+

x− 5

x− 4

3.5 lim
x→−1+

3
√
x− 2x+ x

4
3

x2 − 8x− 9

3.6 lim
x→1

2x− 3

x2 − 2x+ 1

3.7 lim
x→−2−

x2 + x+ 4− 3

x2 + x− 2

3.8 lim
x→−5

x+ 6

x2 + 10x+ 25

3.9 lim
x→5−

[x]− x

5− x

3.10 lim
x→3

x2 − 2x+ 6

x2 + 2x− 15

4. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

4.1 lim
x→∞

sinx√
x

4.2 lim
x→∞

sin(x− 1)

3x− 3

4.3 lim
x→−∞

x2sin
(

2

x2

)
4.4 lim

x→−∞
(x− π)tan

(
π

x− π

)

5. จงหาคาลมิิตของ lim
x→1

(
1

1− x
− 1

2− 3x+ x2

)
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2.5 ความตอเนือ่ง
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความตอเนือ่งของฟงกชันซึง่มีความสำคัญมากในการศกึษาวชิาแคลคลัูส

จะเริม่ตนจากการพิจารณาลักษณะของกราฟตอไปนี้

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f1

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f2

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดวาฟงกชัน f1 และ f2 ไมมีตอเนือ่งที ่ x = 1 แต f3 มีความตอเนือ่งที ่ x = 1

บทนยิาม 2.5.1 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a ∈ D แลว f มีตอเนือ่งทีจ่ดุ a ก็ตอเมือ่
lim
x→a

f(x) มีคา และ lim
x→a

f(x) = f(a)

ตัวอยาง 2.5.2 จงตรวจสอบวา f มีความตอเนือ่งทีจ่ดุ x = a หรอืไม

1. f(x) =

3x2 − 2x+ 1 เมือ่ x ̸= 1

1 + x เมือ่ x = 1
; a = 1

2. f(x) =

|x|+ 3 เมือ่ x ≤ −1

|x| − 1 เมือ่ x > −1
; a = −1

3. f(x) =

x−2 เมือ่ x ̸= 0

1 เมือ่ x = 0
; a = 0
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ตัวอยาง 2.5.3 กำหนดให f(x) =
x2 − x− 2

x− 2
เมือ่ x ̸= 2 ตองนยิาม f(2) ใหมีคาเทาใด เพือ่

ทำให f ตอเนือ่งที ่ x = 2

ทฤษฎบีท 2.5.4 ถา f และ g เปนฟงกชันตอเนือ่งทีจ่ดุ a และ c เปนคาคงตัว แลวฟงกชันตอไป
นี้ตอเนือ่งทีจ่ดุ a

1. f + g

2. f − g

3. fg

4. cf

5. f

g
เมือ่ g(a) ̸= 0

บทนยิาม 2.5.5 ฟงกชัน f ตอเนือ่งทางขวา (continuous from the right) ทีจ่ดุ a ถา
lim

x→a+
f(x) = f(a)

และ f ตอเนือ่งทางซาย (continuous from the left) ทีจ่ดุ a ถา
lim

x→a−
f(x) = f(a)

บทนยิาม 2.5.6 ให f เปนฟงกชัน และ I ⊆ Dom(f)

1. กรณทีี ่ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ I

2. กรณทีี ่ I = [c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d และ f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

3. กรณทีี ่ I = [c, d)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

4. กรณทีี ่ I = (c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d
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5. กรณทีี ่ I = (−∞, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d

6. กรณทีี ่ I = [c,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

รปูที ่ 2.3: ตัวอยางฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [c, d]

X

Y

c d

y = f(x)

ขอสังเกต 2.5.7 ถา f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง
I ∪ J

ตัวอยาง 2.5.8 ถา f(x) =
√
1− x2 จงตรวจสอบวา f ตอเนือ่งที ่ x = 1 และ x = −1 หรอื

ไม และ f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนโดเมนของ f หรอืไม
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จากตัวอยาง 2.5.8 จะเห็นวา f ยอมตอเนือ่งบนโดเมนของตัวมันเองเสมอ ทำใหไดขอสรปุ
ดัง 2 ทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 2.5.9 ฟงกชันพหนุาม (polynomial function) ตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ

ทฤษฎบีท 2.5.10 ฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งบนโดเมนของฟงกชันน้ัน

1. ฟงกชันตรรกยะ (rational function)

2. ฟงกชันกรณฑ (radical functions)

3. ฟงกชันเลขชี้กำลัง (exponential functions)

4. ฟงกชันลอการทิมึ (logarithmic functions)

5. ฟงกชันตรโีกณมิติ (trigonometric functions)

6. ฟงกชันตรโีกณมิตผิกผัน (inverse trigonometric functions)

ตัวอยาง 2.5.11 จงหาชวงทีใ่หญทีส่ดุทีท่ำให f ตอเนือ่ง

1. f(x) =

√
x+ 1

x− 1

2. f(x) = arcsin
(
x2 − 1

3

)

3. f(x) =
ℓnx+ arctanx

x2 − 1
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ตัวอยาง 2.5.12 กำหนดให k เปนจำนวนจรงิ โดยที่

f(x) =

kx2 + 1 เมือ่ x > 2

3x− 1 เมือ่ x ≤ 2

เปนฟงกชันตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ จงหา k

ทฤษฎบีท 2.5.13 ให f , g เปนฟงกชัน และ b ∈ Dom(f) โดยที่ a เปนจดุลมิิตของ Dom(f) และ
Dom(g) ถา f ตอเนือ่งทีจ่ดุ b และ lim

x→a
g(x) = b แลว

lim
x→a

f(g(x)) = f(b)

หรอืจะกลาวไดอกีอยางคอื
lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))

ทฤษฎบีท 2.5.14 ให g เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ a และ f เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ g(a) แลว f ◦ g

เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ a
ตัวอยาง 2.5.15 จงหาลมิิต lim

x→1
arcsin

(
1−

√
x

1− x

)

ตัวอยาง 2.5.16 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนจำนวนจรงิและ f(1) = 1, f(2) = 2 โดยที่

ℓnf(x) = f(x+ 1) + f(x+ 2)

จงหา lim
x→0

f(x)
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ทฤษฎบีท 2.5.17 ทฤษฎบีทคาระหวางกลาง (The Intermediate Value Theorem: IVT)
ให f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] และให N เปนจำนวนทีอ่ยูระหวาง f(a) และ f(b) เมือ่ f(a) ̸= f(b)

แลวจะไดวามี c ∈ (a, b) ซึง่ f(c) = N

X

Y

a c b

N

f(a)

f(b)

บทแทรก 2.5.18 กำหนดให f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] ซึง่ f(a) และ f(b) มีเครือ่งหมายตางกัน
แลวจะไดวามี c ∈ (a, b) ซึง่ f(c) = 0

X

Y

a c b

f(a)

f(b)

ตัวอยาง 2.5.19 จงแสดงวา 4x3 − 6x2 + 3x− 2 = 0 มีรากคำตอบในชวง [0, 3]

ตัวอยาง 2.5.20 จงแสดงวา x5 − x3 − x+ 1 = 0 มีรากคำตอบในชวง [−2, 2]
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แบบฝ กหัด 2.5
1. พิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งทีจ่ดุ x = a หรือ่ไม

1.1 a = −2; f(x) =


1

x+ 2
เมือ่ x ̸= −2

1 เมือ่ x = −2

1.2 a = 0; f(x) =

ex เมือ่ x < 0

x2 เมือ่ x ≥ 0

1.3 a = 1; f(x) =

3x+ 1 เมือ่ x < −1

2− x3 เมือ่ x ≥ −1

1.4 a = 1; f(x) =


x2 − x

x2 − 1
เมือ่ x ̸= 1

1 เมือ่ x = 1

1.5 a = 3; f(x) =


2x2 − 5x− 3

x− 3
เมือ่ x ̸= 3

6 เมือ่ x = 3

2. ฟงกชัน f(x) =


√
x2 + x เมือ่ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมือ่ − 1 < x < 1

1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมือ่ 1 < x ≤ 4

ตอเนือ่งทีจ่ดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม

3. จงขยายโดเมนเพือ่ทำใหฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ
3.1 f(x) =

x2 + x− 2

x− 1

3.2 f(x) =
x3 − 8

x2 − 4

3.3 f(x) =
x3 − 2x2 − 4x+ 3

x2 − 2x− 3

4. จงหาคา c ทีท่ำใหฟงกชัน f ตอเนือ่งบน (−∞,∞) เมือ่

f(x) =

cx2 + 2x เมือ่ x < 2

x3 − cx เมือ่ x ≥ 2

5. จงหาคา a และ b ทีท่ำใหฟงกชัน f ตอเนือ่งบน (−∞,∞) เมือ่

f(x) =


x2 − 4

x− 2
เมือ่ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมือ่ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมือ่ x ≥ 3
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6. จงหาชวงทีใ่หญทีส่ดุทีท่ำให f ตอเนือ่ง

6.1 f(x) =
x

x2 + 5x+ 6

6.2 f(x) = x2 +
√
2x− 1

6.3 f(x) =
sinx
x+ 1

6.4 f(x) =
tanx√
4− x2

6.5 f(x) =

√
1 +

1

x

6.6 f(x) = arctan(1 + e−x2
)

6.7 f(x) = ℓn(1 + cosx)
6.8 f(x) = ℓn(sinx− 1

2
)

7. จงใชทฤษฎบีทคาระหวางกลาง แสดงวามีรากคำตอบในชวงทีก่ำหนดให

7.1 x4 + x− 3 = 0, [1, 2]

7.2 3
√
x = 1− x, [0, 1]

7.3 ex = 3− 2x, [0, 1]

7.4 sinx = x2 − x, [1, 2]



บทที่ 3
อนพัุนธของฟงกชัน

3.1 อัตราการเปลีย่นแปลงและอนพัุนธ
พิจารณาฟงกชันการเคลือ่นทีข่องวัตถุชนดิหนึง่กับเวลาทีมี่สมการเปน s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนวยวนิาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมือ่สนใจความเร็วเฉลีย่ของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้สามารถหาไดจาก

ความเร็วเฉลีย่ =
ระยะทางทีเ่คลือ่นทีไ่ด

เวลาทีใ่ชในการเคลือ่นที ่

หรอือาจเขียนไดเปน

ความเร็วเฉลีย่ในช วงเวลา t1 ถงึ t2 =
s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เช น ความเร็วของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้ ในช วงเวลา 1 วนิาที ถงึ 3 วนิาที คอื

ความเร็วเฉลีย่ในชวงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วนิาที

เราจะใชแนวคดินี้ ในการนยิาม อัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ (average rate of change) ของ
ฟงกชันอืน่ ๆ ดังนยิาม

75



76 บทท่ี 3. อนพัุนธ ของฟงก ชัน

บทนยิาม 3.1.1 ให y = f(x) เปนฟงกชัน แลว
∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวาอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ ของ y เทยีบกับ x บนชวง [x1, x2]

ตัวอยาง 3.1.2 ให y = f(x) จงหาอัตราการอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ y เทยีบกับ x บน
ชวงทีก่ำหนดให

1. f(x) = x3 − x2 + x บนชวง [−1, 1] 2. f(x) =
√
x2 + 3 บนชวง [0, 3]

ตอไปเราสนใจ ความเรว็ ณ ตำแหนงตาง ๆ ทีเ่กดิข้ึนจรงิ ของการเคลือ่นทีเ่รยีกวา ความเรว็
ชัว่ขณะ ตัวอยางเช น ความเร็ว ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเร็วเฉลีย่บนชวง [2, t] เมือ่ t ใกล ๆ 2 นัน่คอื t− 2 = ∆t → 0 แลว

ความเร็วขณะ t = 2 คอื lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดวา

lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4
t2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4
(t2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4
(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1

ดังน้ัน ความเร็วของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้ ขณะ t = 2 เทากับ 1 เมตร/วนิาที
เราจะขยายแนวคดินี้ ไปยังฟงกชันอืน่ ๆ เรยีกวา อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่

(instantaneous rate of change) ของฟงกชัน f ดังนยิามตอไปนี้
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บทนยิาม 3.1.3 ให y = f(x) เปนฟงกชัน แลว อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ ของ
ฟงกชัน f ทีจ่ดุ x0 นยิามโดย

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอยาง 3.1.4 อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ของฟงกชัน f(x) = x2 + x ทีจ่ดุ x = 1

บทนยิาม 3.1.5 เสนสัมผัส (tangent line) กับเสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ P (a, f(a)) ผานจดุ P

จะมีคาความชันเทากับ
m = lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถาลมิิตนี้ มีคา

และสมการเสนสัมผัสคอื y = m(x− a) + f(a)

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสนสัมผัสทีจ่ดุ x = a

ตัวอยาง 3.1.6 จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง y =
2

x
ทีจ่ดุ P (2, 1)
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จากแนวคดิอัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ของฟงกชัน y = f(x) พิจารณากราฟ

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

อัตราการเปลีย่นแปลงของของฟงกชัน y = f(x) กับการเปลีย่นแปลงคาของตัวแปรอสิระของ x

ในชวง x กับ x+∆x คอื
∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x

ถา ∆x เขาใกล 0 จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวาอนพัุนธของฟงกชัน

โดยไลบนซิไดใชสัญลักษณ dy
dx

เรยีกวา สัญกรณไลบนซิ (Leibniz notation)
และลากรางจไดใชสัญลักษณ f ′(x) เรยีกวา สัญกรณลากรางจ (Lagrange notation)
บทนยิาม 3.1.7 ให f เปนฟงกชันคาจรงิ และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถาลมิิตมีคา

วาอนพัุนธของฟงกชัน (derivative of function) ของ f เทีย่บกับ x หรอืกลาววา f มีอนพัุนธ
(differentiable) ที่ x เขียนแทนดวยสัญลักษณ

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา a ∈ Dom(f) แลวอนพัุนธ f ทีจ่ดุ x = a เขียนแทนดวย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นัน่คอื

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถาลมิิตมีคา

ถาให h = ∆x จะไดวาอนพัุนธของฟงกชันของ f เทีย่บกับ x คอื

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สำหรับอนพัุนธ f ทีจ่ดุ x = a ถาให x = a+∆x จะได ∆x = x− a ดังน้ัน

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
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ตัวอยาง 3.1.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน f(x) =
1

x
ทีจ่ดุ x = 2

ตัวอยาง 3.1.9 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน f(x) = x2 + 3x ที่ x = a

ตัวอยาง 3.1.10 จงตราจสอบวาฟงกชัน

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x < 1

2x เมือ่ x ≥ 1

มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = 1 หรอืไม
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บทนยิาม 3.1.11 ฟงกชัน f หาอนพัุนธไดทางขวา (differentiable from the right) ทีจ่ดุ a

ถา
f ′(a+) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได

และ f หาอนพัุนธไดทางซาย (differentiable from the left) ทีจ่ดุ a ถา

f ′(a−) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได

การหาอนพัุนธไดทางขวาและหาอนพัุนธไดทางซายจะสัมพันธกับการหาอนพัุนธไดซึง่พิสจูน
ไดโดยงายจากบทนยิาม 3.1.11 และอาศัยสมบัตขิองลมิิต จะไดผลตามทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.12 ฟงกชัน f หาอนพัุนธไดทีจ่ดุ a ก็ตอเมือ่

f หาอนพัุนธไดทางขวาและหาอนพัุนธไดทางซาย ทีจ่ดุ a และ f ′(a+) = f ′(a−) = f ′(a)

ตัวอยาง 3.1.13 จงหาอนพัุนธทางขวา อนพัุนธทางซาย และอนพัุนธทีจ่ดุ x = 0 ของฟงกชัน f

1. f(x) = |x|

2. f(x) = x|x|

ตัวอยาง 3.1.14 จงตรวจสอบวา f(x) =
√
x หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ 0 หรอืไม
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ทฤษฎบีท 3.1.15 ถา f หาอนพัุนธไดทีจ่ดุ a แลว f จะตอเนือ่งทีจ่ดุ a

ตัวอยาง 3.1.16 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 3.1.15

ตัวอยาง 3.1.17 กราฟของฟงกชัน y = f(x) บนชวง [−6, 6] ดังกราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

โดยการคำนวนความชันของกราฟเสนตรงในแตละชวง จะไดคาตาง ๆ ของอนพัุนธของ f บาง
จดุ สรปุดังตารางตอไปนี้

จดุ คาอนพัุนธทางขวา คาอนพัุนธทางซาย คาอนพัุนธ
x = −6

x = −5

x = −3

x = −1

x = 0

x = 3

x = 4

x = 5

x = 6
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บทนยิาม 3.1.18 ให f เปนฟงกชัน และ I ⊆ Dom(f)

1. กรณทีี ่ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ I

2. กรณทีี ่ I = [c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d และ f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

3. กรณทีี ่ I = [c, d)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

4. กรณทีี ่ I = (c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d

5. กรณทีี ่ I = (−∞, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d

6. กรณทีี ่ I = [c,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

ขอสังเกต 3.1.19 ถา f เปนฟงกชันที ่หาอนพัุนธ ไดบนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันที ่หา
อนพัุนธไดบนชวง I ∪ J

ตัวอยาง 3.1.20 จงตรวจสอบวา f(x) =
√
x หาอนพัุนธไดบนโดเมนของ f หรอืไม
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ตัวอยาง 3.1.21 จงตรวจสอบวา

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x > 0

2x+ 1 เมือ่ x ≤ 0

หาอนพัุนธไดบน (−∞,∞) หรอืไม
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แบบฝ กหัด 3.1
1. ให y = f(x) จงหาอัตราการอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ y เทยีบกับ x บนชวงที ่

กำหนดให
1.1 f(x) = 3x− x2 บนชวง [−2, 2]

1.2 f(x) = cosx บนชวง [0, π]

1.3 f(x) = x|x| บนชวง [−3, 1]

1.4 f(x) =
√
2x2 − 1 บนชวง [1, 5]

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

2.1 f(x) =
√
x 2.2 f(x) = 1− 3x2 2.3 f(x) = 3

√
x 2.4 f(x) =

x+ 3

2

3. จงตราจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = a หรอืไม

3.1 f(x) =

x2 − 1 เมือ่ x > 0

2x− 1 เมือ่ x ≤ 0
; a = 0

3.2 f(x) =

x3 เมือ่ x ̸= 1

1 เมือ่ x = 1
; a = 1

3.3 f(x) = x|x3| ; a = 0

3.4 f(x) = [x] ; a = −1

4. จงตราจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = 0 หรอืไม

4.1 f(x) =

xsin 1
x

เมือ่ x ̸= 0

0 เมือ่ x = 0
4.2 f(x) =

x2sin 1
x

เมือ่ x ̸= 0

0 เมือ่ x = 0

5. พิจารณาอนพัุนธของ f ทีจ่ดุ x = 1 และรางกราฟของ f เมือ่กำหนดให

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x < 1

x+ 1 เมือ่ x ≥ 1

6. ให a และ b เปนคาคงตัว ถาฟงกชัน f(x) =

x2 เมือ่ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมือ่ x > 1

หาอนพัุนธไดบนจำนวนจรงิ จงหาคาของ a และ b

7. จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคงของฟงกชัน y = f(x) ทีจ่ดุ x = a

7.1 f(x) = x3 ; a = 2

7.2 f(x) = sinx ; a = π

7.3 f(x) = 1 + x2 ; a = −1

7.4 f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3
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3.2 กฎของอนพัุนธ
ทฤษฎบีท 3.2.1 อนพัุนธของฟงกชันคงตัว (Derivative of a constant function)

d

dx
(c) = 0 เมือ่ c เปนคาคงที ่

ทฤษฎบีท 3.2.2 อนพัุนธของฟงกชันเอกลักษณ (Derivative of the identity function)
d

dx
(x) = 1

ทฤษฎบีท 3.2.3 อนพัุนธของฟงกชันกำลัง (Derivative of a power function)
d

dx
(xn) = nxn−1 เมือ่ n เปนจำนวนนับ

บทแทรก 3.2.4 ให n เปนจำนวนตรรกยะ และ xn เปนจำนวนจรงิ
d

dx
(xn) = nxn−1
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ทฤษฎบีท 3.2.5 กฎการคณูดวยคาคงตัว (The constant multiplication rule)

d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x)

เมือ่ f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ c เปนคาคงที ่

ทฤษฎบีท 3.2.6 กฎการบวก (The sum rule)
d

dx
[f(x) + g(x)] =

d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

เมือ่ f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได

บทแทรก 3.2.7 กฎผลตาง (The different rule)
d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
f(x)− d

dx
g(x)

เมือ่ f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได

ตัวอยาง 3.2.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

2. y = 2
√
x− x+ π
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3. f(x) =
1

x
+

1

x2
+

1

x3

4. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

5. s(t) = (t− 2)(t+ 2)

ตัวอยาง 3.2.9 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน

f(x) =

x3 + x2 + 1 เมือ่ x < 0

x2 + 1 เมือ่ x ≥ 0
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ทฤษฎบีท 3.2.10 กฎการคณู (The product rule)
ถา f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

ตัวอยาง 3.2.11 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1) 2. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)

บทแทรก 3.2.12 ถา f, g และ h เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว
[fgh]′(x) = [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

ตัวอยาง 3.2.13 ให f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) จงหา f ′(0)
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ทฤษฎบีท 3.2.14 กฎการหาร (The quoteint rule)
ถา f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2
เมือ่ g(x) ̸= 0

ตัวอยาง 3.2.15 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) =
x+ 1

x− 1
2. y =

1

x2 + 1

ตัวอยาง 3.2.16 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคง y =

√
x

x+ 1
ทีจ่ดุ (1, 1

2
)

ตัวอยาง 3.2.17 จงหาจดุบนเสนโคง y =
x

x2 + 1
ทีมี่เสนสัมผัสขนานกับแกน X
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = x10 + x7 − x

1.2 f(x) =
√
x+ 2 3

√
x

1.3 f(x) = x−2 − x−1 − 1

1.4 f(x) = (x3 − 1)(2− x− x2)

1.5 f(x) = x5 + 2x+ π2

1.6 f(x) =
x− 1

x2 + 1

1.7 f(x) =

√
x√

x+ 1

1.8 f(x) =
1

x3
− 1√

x
+ 3

1.9 f(x) =
1

x3 + x− 1

1.10 f(x) =
x2 − 5x

2x− 1

1.11 y =
x2 + x√
x+ 1

1.12 y =
(x2 − 1)(x3 + x)

x2 + 1

2. ให f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

3. ให f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

4. จงหาจดุบนเสนโคง y = x4 − 6x2 + 4 ทีมี่เสนสัมผัสขนานกับแกน X

5. ถา f, g, h และ k เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได จงแสดงวา
[fghk]′(x) = [f ′ghk + fg′hk + fgh′k + fghk′](x)

6. จงหาอนพัุนธของ f ทกุ ๆ จดุทีมี่อนพัุนธ

6.1 f(x) =

x3 + 3 เมือ่ x < 1

3x+ 1 เมือ่ x ≥ 1
6.2 f(x) =

x3 + 1 เมือ่ x < 1

3x+ 1 เมือ่ x ≥ 1

7. พิจารณาวาฟงกชัน g หาอนพัุนธไดทีจ่ดุใดบาง พรอมท้ังรางกราฟ g และ g′

g(x) =


2x เมือ่ x ≤ 0

2x− x2 เมือ่ 0 < x < 2

2− x เมือ่ x ≥ 2

8. กำหนดให
f(x) =

x2 เมือ่ x ≤ 2

mx+ b เมือ่ x > 2

จงหาคาของ m และ b ถา f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนจำนวนจรงิ
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3.3 กฎลกูโซ 
ฟงกชันประกอบของ f และ g คอื f ◦ g โดยที่ f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหัวขอนี้ จะศกึษาวาถา

f แลว g หาอนพัุนธได แลว f ◦ g หาอนพัุนธไดดวยและ
(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา กฎลกูโซ  (Chain rule) ซึง่ถกูคนพบโดยนักคณติศาสตรเลือ่งชือ่ชาวสก็อตแลนดนาม
วา เจมส เกร็กกอรี (James Gregory, 1638-1675) ในวชิานี้ จะไมกลาวถงึการพิสจูนแตจะนำไป
ประยุกตใชในการหาอนพัุนธของฟงกชันทีมี่ความซับซอนมากยิง่ข้ึน
ตัวอยาง 3.3.1 กำหนดให f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

ตัวอยาง 3.3.2 กำหนดให f(h(x) + x) = 2x2 − x+ 1 เมือ่ h(0) = h′(0) = 1 จงหา f ′(1)
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ตัวอยาง 3.3.3 จงหาอนพัุนธของ F (x) =

√
x2 + 1

ตัวอยาง 3.3.4 กำหนดให f(x) = x|x| และ g(x) = x2 + x− 1 จงหา (f ◦ g)′(−1)
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จากกฎลกูโซเมือ่กำหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอยาง 3.3.5 กำหนดให y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

ตัวอยาง 3.3.6 กำหนดให y = u+
1

u
, u = x2 + 1 และ x = 2t+ 1 จงหา dy

dt
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ทฤษฎบีท 3.3.7 กฎทัว่ไปของอนพัุนธสำหรับฟงกชันกำลัง
ให n เปนจำนวนตรรกยะ และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอยาง 3.3.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = (x3 − 1)100

2. h(x) =
1

3
√
x2 + x+ 1

3. g(t) =

(
t− 2

2t+ 1

)9

4. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4
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ตอไปจะกลาวถงึความสัมพันธระหวางอนพัุนธของฟงกชันและอนพัุนธของฟงกชันผกผันดัง
ทฤษฎบีทตอไปนี้ ซงึจะไมพิสจูนแตจะยกตัวอยางการนำไปใชในการการอนพัุนธโดยทฤษฎบีท
ดังกลาว
ทฤษฎบีท 3.3.9 ทฤษฎบีทฟงกชันผกผัน (Inverse function theorem)
ให y = f(x) เปนฟงกชันทีผ่กผันได และหาอนพัุนธไดโดยทีค่าไมเปนศนูยที ่ x แลว f−1(y) = x

จะไดวา
dy

dx
· dx
dy

= 1 หรอื dx

dy
=

1
dy
dx

ตัวอยาง 3.3.10 ให y = x3 + 1 จงหา dx

dy
ในรปู y

ตัวอยาง 3.3.11 ให f(x) = x3 + 1 จงหาอนพัุนธของฟงกชันผกผันของ f โดยใชทฤษฎบีท
ฟงกชันผกผัน
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงหา dy

dx
เมือ่

1.1 y = u3 − 2u และ u =
√
x

1.2 y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

1.3 y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

1.4 y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

2. จงหา dy

dt
เมือ่

2.1 y = u−u2, u = x−x3 และ x =
√
t+1 2.2 y = 5 + 3u−2, u =

√
x และ x = t2

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
3.1 f(x) = (x2 + 1)

√
x2 − 1

3.2 F (x) = (x4 + 3x2 − 2)5

3.3 F (x) = (4x− x2)99

3.4 F (x) =
4
√
x3 + 2x+ 1

3.5 f(x) = (x+
√
x)5

3.6 f(x) =
x

3
√
x3 − x

3.7 f(x) = (1 + x4)
2
3

3.8 g(t) =
1

(t4 + 1)3

3.9 f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

3.10 g(x) = (x+ 1)
4
3 (x2 + 1)4

3.11 f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

4. จงหาสมการของเสนสัมผัสเสนโคง (bullet-nose) y =
|x|√
2− x2

ทีจ่ดุ (1, 1)

5. ให F (x) = f ◦ g(x) เมือ่ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

6. ถา h(x) =
√
4 + 3f(x) เมือ่ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

7. ให r(x) = f(g(h(x))) เมือ่ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

8. ให F (x) = f(3f(4f(x))) เมือ่ f(0) = 0 และ f ′(0) = 2 จงหา F ′(0)

9. ให F = f(xf(xf(x))) เมือ่ f(1) = 2, f(2) = 3, f ′(1) = 4, f ′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา F ′(1)

10. ให y = f

(√
x− 1√

x

)
เมือ่ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ที่ x = 1

11. ให y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมือ่ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ที่ x = 1

12. ให y = w

(
3 + u

3− u

)
, u =

√
7− 3x, x = 1 + t2 เมือ่ w′(2) = 2 จงหา dy

dt
ที่ t = 1

13. ให y =
f(1 +

√
x)

g(1−
√
x)

, x = 3 + t2 เมือ่ f(3) = 2, g(−1) = 4, f ′(3) = −2, g′(−1) = −1

จงหา dy

dt
ที่ t = 1
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3.4 อนพัุนธอันดับสงู
บทนยิาม 3.4.1 อนพัุนธอันดับสงู (Higher order derivatives)
ให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ f ′ เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว f ′′ จะเรยีกวา
อนพัุนธอันดับสอง (second derivative) ของ f นยิามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื dy2

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
ให n ∈ N และ f (0) = f อนพัุนธอันดับ n ของ f เขียนแทนดวย f (n) นยิามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอยาง 3.4.2 กำหนดให f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

ตัวอยาง 3.4.3 ให f(x) = x8 + 12x5 − 4x4 + 8x3 − 5x+ 5 จงหา f ′′′(x)

ตัวอยาง 3.4.4 สมการการเคลือ่นทีข่องวัตถชุิ้นหนึง่ s = 2t3 − 5t2 + 3t+ 4 เมือ่ s มีหนวยเปน
เซนตเิมตร และ t มีหนวยเปนวนิาที จงหาสมการความเรง และความเรงทีข่ณะ 2 วนิาที



98 บทท่ี 3. อนพัุนธ ของฟงก ชัน

ตัวอยาง 3.4.5 ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชัน f(x) = xn

ตัวอยาง 3.4.6 ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชัน f(x) =
1

1− x

ตัวอยาง 3.4.7 ให f(x) =
1

x+ 1
จงหา f (2561)(0)
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แบบฝ กหัด 3.4
1. จงหาอนพัุนธอันดับสองและอันดับสาม ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

1.2 f(x) = x10 + x7 − x

1.3 f(x) =
√
x+ 3

√
x

1.4 f(x) = (x− 1)(x+ 1)

1.5 f(x) =
1

x+ 1

1.6 f(x) =
1√
x− 1

1.7 f(x) =
1

x2 + 1

2. ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชันตอไปนี้

2.1 f(x) = x−n

2.2 f(x) =
√
x

2.3 f(x) =
1

x

2.4 f(x) =
1√
x

2.5 f(x) =
1

x+ 2

2.6 f(x) =
1

1− 2x

3. สมการการเคลือ่นทีข่องวัตถชุิ้นหนึง่ s = t3 + 2t2 − t + 4 เมือ่ s มีหนวยเปนเซนตเิมตร
และ t มีหนวยเปนวนิาที จงหาสมการความเรง และความเรงทีข่ณะ 1 วนิาที

4. ให f(x) =
1

x
จงหา f (2018)(1)
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3.5 อนพัุนธของฟงกชันเลขชี้ กำลัง
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการหาอนพัุนธของฟงกชันเลขชี้กำลังโดยเริม่ตนจาก f(x) = ex เมือ่ e

คอื คาคงตัวออยเลอร เรยีกฟงกชันผกผันของ f วาฟงกชันลอการทิึม่ธรรมชาติ นัน่คอื f−1(x) =

ℓnx จะเห็นวา ℓn1 = 0, ℓne = 1 และ eℓnx = x

พิจารณาอนพัุนธของ f(x) = ex จะได

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

ex+h − ex

h

= lim
h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= exf ′(0)

เมือ่พิจารณากราฟของฟงกชัน y =
ex − 1

x

รปูที ่ 3.1: กราฟของฟงกชัน y =
ex − 1

x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3
y =

ex − 1

x

เมือ่ x ใกล ๆ 0 คาของ ex − 1

x
จะเขาใกล 1 เราจงึกำหนดให f ′(0) = 1 ดังน้ัน f ′(x) = ex

สรปุไดวา
d

dx
ex = ex

ทฤษฎบีท 3.5.1 ให u = u(x) จะไดวา d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

ทฤษฎบีท 3.5.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 ถา ax = exℓna จะไดวา
d

dx
ax = axℓna

ทฤษฎบีท 3.5.3 ให a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) จะไดวา d

dx
au(x) = au(x)ℓna · u′(x)
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ตัวอยาง 3.5.4 จงหาอนพัุนธของ

1. f(x) = ex + e−x

2. f(x) = 3x
2
+ ex

2+2x

3. f(x) = (ex + x)(e2x + 1)

4. f(x) =
ex + e−x

ex − e−x
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พิจารณาฟงกชัน y = ex เมือ่ x > 0 จะไดวา โดยทฤษฎบีทฟงกชันผกผันจะไดวา
dx

dy
=

1

ex
=

1

y

ดังน้ัน
d

dx
ℓnx =

1

x

กรณี x < 0 ในทำนองเดยีวกันจะไดผลเช นเดยีวกัน สรปุไดวา
d

dx
ℓn|x| = 1

x

ทฤษฎบีท 3.5.5 ให u = u(x) จะไดวา d

dx
ℓn|u(x)| = 1

u(x)
· u′(x)

ตัวอยาง 3.5.6 จงหาอนพัุนธของ
1. f(x) = ℓn(x2 + 1)

2. f(x) = ℓn(1− e−x)

3. f(x) = ℓn(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

4. f(x) = ℓn
(
ex + 1

ex − 1

)
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ทฤษฎบีท 3.5.7 ให a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) ถา ℓogax =
ℓnx
ℓna จะไดวา

1. d

dx
ℓoga|x| =

1

xℓna 2. d

dx
ℓogau(x) =

1

u(x)ℓna · u′(x)

ตัวอยาง 3.5.8 จงหาอนพัุนธของ
1. f(x) = ℓog2(x

3 + x) 2. f(x) = ℓog3(x
2 + 2)(1− x)

ตัวอยางตอไปนี้ จะใชสมบัติของลอการทิึม่มาช วยจัดรปูของฟงกชันทีอ่ยูในรปูผลคณูและผล
หารหลาย ๆ พจน กอนหาอนพัุนธ

ตัวอยาง 3.5.9 จงหา dy

dx

1. y = (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9
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2. y =
(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

3. y =
5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9
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สดุทายจะเปนตัวอยางตอไปนี้จะใชสมบัตขิองลอการทิึม่มาชวยจัดรปูของฟงกชันในรปู [u(x)]v(x)

เพือ่หาอนพัุนธของฟงกชันเหลาน้ัน
ตัวอยาง 3.5.10 จงหาอนพัุนธของ

1. d

dx
(xx)

2. d

dx
(x

1
x )
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แบบฝ กหัด 3.5
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 y = xe + ex

1.2 y = 21−x + 3ℓnx − e3x

1.3 y = 21−x + 3ℓnx − e3x

1.4 y = (1 + π)x+π

1.5 y = ℓog2(x
2 + ℓnx)

1.6 y = ℓog3(2
x + 3x)

1.7 y = (1 +
√
2)x

1.8 y = (1 + e)1+ex

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

2.1 y = xx2

2.2 y = x2x

2.3 y = (1 + ex)x

2.4 y = (ℓnx)x

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
3.1 y = x2ℓn2(3x+ 1)

3.2 y =
√
xe + ex

3.3 y = (x+ 1)9(x+ 2)8(x+ 3)7(x+ 4)6

3.4 y = (x2 + 1)9ℓn2(4x+ 1)
√

(x+ 1)11

3.5 y =

√
(x2 + 1)ℓn|x3 + x|

(2x− 3)3

3.6 y = 4

√
x3
√
5x− 6

(2x2 − 1)5
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3.6 อนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมติิ
การศกึษาอนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมิตท้ัิง 6 ฟงกชันคอื ไซน โคไซน แทนเจนต โคแทนเจนต

เซแคนต และโคเซแคนต เริม่ตนจากฟงกชันไซน โดยอาศัยทฤษฎบีท 2.3.9 จะไดทฤษฎบีทตอ
ไปนี้
ทฤษฎบีท 3.6.1 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
sinx = cosx 2. d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

โดยทฤษฎบีท 3.6.1 จะสามารถพิสจูนอนพัุนธ ของฟงกชันตรีโดกณมิติไดครบทกุฟงกชัน
และขยายไปยังกรณี u(x) โดยใชกฎลกูโซในทำนองเดยีวกัน
ทฤษฎบีท 3.6.2 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
cosx = −sinx

2. d

dx
tanx = sec2x

3. d

dx
secx = secxtanx

4. d

dx
cotx = −csc2x

5. d

dx
cscx = −cscxcotx

6. d

dx
cosu(x) = −sinu(x) · u′(x)

7. d

dx
tanu(x) = sec2u(x) · u′(x)

8. d

dx
secu(x) = secu(x)tanu(x) · u′(x)

9. d

dx
cotu(x) = −csc2u(x) · u′(x)

10. d

dx
cscu(x) = −cscu(x)cotu(x) · u′(x)
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ตัวอยาง 3.6.3 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = sin(√x)

2. f(x) = sin2xcos5x

3. f(x) = tan(ℓnx) + ℓn(tanx)

ตัวอยาง 3.6.4 จงหาอนพัุนธตอไปนี้

1. d

dx

(
esecx + sec2x)

2. d

dx
cot2(x2)
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3. d

dx

1√csc2x− 1

ตัวอยาง 3.6.5 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน y = sinxsin22xsin33x
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ตัวอยาง 3.6.6 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. y = (sinx)x

2. y = (tanx)cosx

ตัวอยาง 3.6.7 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคง y = xcos(πx2) ทีจ่ดุ (1,−1)
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เมือ่เราทราบอนพัุนธ ของฟงกชันตรโีกณมิติ ตอมาจะศกึษาอนพัุนธ ของฟงกชันตรโีกณมิติ
ผกผันท้ัง 6 ฟงกชัน คอื อารกไซน อารกโคไซน อารกแทนเจนต อารกโคแทนเจนต อารกเซแคนต
และอารกโคเซแคนต โดยอนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมิตผิกผันเหลาน้ันพิสจูนไดโดยอาศัยทฤษฎบีท
ฟงกชันผกผัน
ทฤษฎบีท 3.6.8 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

2. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

3. d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

4. d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
u′(x)
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ทฤษฎบีท 3.6.9 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

2. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

3. d

dx
arctanu(x) = 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

4. d

dx
arccotu(x) = − 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

ทฤษฎบีท 3.6.10 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

2. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

3. d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

4. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√

[u(x)]2 − 1
u′(x)
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ตัวอยาง 3.6.11 จงหาอนพัุนธตอไปนี้

1. d

dx
(arcsinxarccosx)

2. d

dx

(
earctanx)

3. d

dx

(√arccscx)

4. d

dx

(arctanx+ 1

arccotx+ 1

)
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ตัวอยาง 3.6.12 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = arcsinx2 + arcsin2x

2. f(x) = ℓn(arcsec(ex))

3. f(x) = xarctan(ℓnx)

4. f(x) =
arctanx√arctanx2
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ตัวอยาง 3.6.13 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน y = xarcsinx

ตัวอยาง 3.6.14 จงหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = ℓn(arctanx) ทีจ่ดุ x = 1
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แบบฝ กหัด 3.6
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = cotxsec2x
1.2 f(x) = sin2x+ xcosx
1.3 f(x) = extanex
1.4 f(x) = e−cotx2

1.5 f(x) =
√
e−x2 + cosx

1.6 f(x) = 2secxcot(xex)
1.7 f(x) =

sin(2ex)
1 + tan(x−1)

+ etanx

1.8 f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

1.9 f(x) = sin(sec√x)

1.10 f(x) = etanx + sin5x

1.11 f(x) = sinx2 + cos(1− x2)

1.12 f(x) =
1√sec2x+ tanx2

1.13 f(x) = 2sinxtan(cosx)
1.14 f(x) = ex

2sin2(tan2x2)

1.15 f(x) = ex(cosx+ sinx)
1.16 f(x) = x2[cos(ℓnx) + sin(ℓnx)]
1.17 f(x) = arcsin(x2 + 1)

1.18 f(x) =
√
x− arccosx2

1.19 f(x) = x3arcsin(ex + x)

1.20 f(x) = arccsc3x
1.21 f(x) = cos(arctanx)sin2x
1.22 f(x) = arccot3xarctan4x
1.23 f(x) =

arcsin(ex)
2x+ arccosx

1.24 f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)
1.25 f(x) = 3

√arccscx2

1.26 f(x) = arcsec√x

1.27 f(x) = arctanx
2
+ arccot2

x
1.28 f(x) = arctan(ℓn(tanx))

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
2.1 f(x) = xcosx

2.2 f(x) = (tanx)cotx
2.3 f(x) = (1 + x)ℓnx

2.4 f(x) = (ℓnx)ex

2.5 f(x) = xarctanx

2.6 f(x) = (arcsinx)x
2.7 f(x) = (arccosx)arcsinx

2.8 f(x) = (
√
x)arccosx

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

3.1 y =

√
(x2 − 1)5(1− x− x3)9

tan3xcos7ℓnx

3.2 y = (1 +
√
x)10sec5(cosx)tan7x

3.3 y =

( cosx(x2 − secx)14
(x+ cosx)3(x+ 1)5

)3

3.4 y = 3

√
ℓnx2(sinx)5
(1− x2)9

4. กำหนดให f(x) =
(
1− x

1 + x

)arcsinx
จงหา f ′(0)

5. ให y = sinucosu และ u = esecx จงหา dy

dx

6. จงแสดงวา y = 2cosx+ 3sinx สอดคลองสมการ y′′ + y = 0
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3.7 อนพัุนธของฟงกชันโดยปรยิาย
ในหัวขอทีผ่านมาเราหาอนพัุนธของฟงกชันในรปู y = f(x) เราจะเรยีกฟงกชันลักษณะแบบ

นี้ วาฟงกชันชัดแจง (explicit function) แตในหัวขอนี้ จะศกึษาการอนพัุนธของฟงกชันทีอ่ยูใน
รปูแบบ

F (x, y) = c

เมือ่ c เปนคาคงตัว และ x เปนตัวแปรอสิระ และ y เปนตัวแปรที่ข้ึนกับ x เรยีกฟงกชันแบบ
นี้ วา ฟงกชันโดยปรยิาย (implicit function) อนพัุนธของฟงกชันลักษณะนี้ เรยีกวา อนพัุนธ
ของฟงกชันโดยปรยิาย (differentiation of implicit function) และหาอนพัุนธ ดังกลาวโด
ยอาศัยกฏลกูโซ ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 3.7.1 จงหา dy

dx

1. x3 + y3 = xy

2. x3 + y2x+ x2y = 5

3. xey + yex = 1
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ตัวอยาง 3.7.2 จงหา dy

dx

1. √
xy + y = x2y

2. sin(xy) = xcosy

3. arctan(x+ y) = xℓny



3.7. อนพัุนธ ของฟงก ชันโดยปริยาย 119

ตัวอยาง 3.7.3 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจ่ดุ (3, 4)

ตัวอยาง 3.7.4 จงหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง arctan(xy)+xy =
√
xy+

π

4
ทีจ่ดุ (1, 1)

ตัวอยาง 3.7.5 กำหนดให ysinx = xey จงหา y′′
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แบบฝ กหัด 3.7
1. จงหา dy

dx

1.1 4x2 + 9y2 = 36

1.2 y2 − x2 = 1

1.3 ycosx+ xy = y2

1.4 2x2 − 4xy + y2 − 5x+ 3y = 10

1.5 √
xsiny +√

y = 0

1.6 √
x+

√
y +

√
y +

√
x = 1

1.7 (x2y3 + x3y2)2 = xy2 − yx2 + 3

1.8 exy + cos(xy) = xtany
1.9 ℓnxy + arctanx2y = sec2xy

1.10 x
1
3 + y

1
3 = 1

1.11 cos2xy = sinxy2
1.12 earctanxy + sin(cscxy) = cot(ℓny)

2. จงหา y′′

2.1 arctany = xy

2.2 √
xy − 1 = x+ y

2.3 ysecx = y + cotx
2.4 x =

1√
x+ y

3. กำหนดให y = xy จงหา y′′′

4. จงสมการเสนสัมผัสเสนโคง yx2 + xy2 = 2xy ทีจ่ดุ (1, 1)

5. จงสมการเสนสัมผัสเสนโคง xℓny + 9 = 5x− xy2 + cosπx ทีจ่ดุ (2, 1)



บทที่ 4
การประยุกตของอนพัุนธ

4.1 การประมาณคาเชงิเสน
บทนยิาม 4.1.1 กำหนดให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ ∆x เปนสวนทีเ่ปลีย่นแปลง
ของ x เแลว คาเชงิอนพัุนธ (differential) ของ x เขียนแทนดวย dx หมายถงึ ∆x นัน่คอื
∆x = dx คาเชงิอนพัุนธของ y เขียนแทนดวย dy กำหนดโดย

dy = f ′(x)dx หรอื df = f ′(x)dx

ตัวอยาง 4.1.2 กำหนดให f(x) = x2 + 2x จงหา dy เมือ่ x = 1 และ ∆x = 0.1

ตัวอยาง 4.1.3 จงหาคาเชงิอนพัุนธโดยใชบทนยิาม 4.1.1

1. d(sinx)

2. d(arctanx)

3. d(xex)

121
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ทฤษฎบีท 4.1.4 กำหนดให u = f(x) และ v = g(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x และ c เปน
คาคงตัว และ r เปนจำนวนตรรกยะ แลว

1. dc = 0

2. d(cu) = cdu

3. d(u± v) = du± dv

4. d(uv) = udv + vdu

5. d(ur) = rur−1du

6. d
(u
v

)
=

vdu− vdu

v2
เมือ่ v ̸= 0

ตัวอยาง 4.1.5 จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้
1. d(x2 + ex + ℓnx)

2. d(xsinx)

3. d(cos2x)

4. d
( x

ex

)
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กำหนดให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได x = a และ ∆y คอืสวนทีเ่ปลีย่นแปลงของ y

บนเสนโคง y = f(x) และ dy คอืสวนทีเ่ปลีย่นแปลงของ y บนเสนสัมผัสกับเสนโคง y = f(x) ที่
จดุ P (a, f(a)) ดังรปู

รปูที ่ 4.1: แนวคดิการประมาณคาเชงิเสน

X

Y

dy

∆x

∆y

a

P
f(a)

L(a+∆x)

a+∆x

f(a+∆x)

f

L

สมการเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ P (a, f(a)) คอื
y = f ′(a)(x− a) + f(a)

กำหนดให L(x) = f ′(a)(x− a) + f(a) จะเรยีก L วาฟงกชันเชงิเสนของ f (linear function
of f) ทีจ่ดุ x = a เมือ่พิจารณากราฟ f และ L จะเห็นวากราฟท้ังสองทีจ่ดุ x = 1 มีคาใกลเคยีง
กัน ถา ∆x มีคาใกล ๆ ศนูย ทำใหไดวา

f(a+∆x) ≈ L(a+∆x)

เนือ่งจาก
L(a+∆x) = f ′(a)(a+∆x− a) + f(a) = f(a) + f ′(a)∆x

และ
∆y = ∆f = f(a+∆x)− f(a) ≈ (f(a) + f ′(a)∆x)− f(x) = f ′(a)∆x = df

นัน่คอื ∆f ≈ df สรปุไดวา
f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะเรยีกวา การประมาณคาเชงิเสน (linear approximation) ของ f ทีจ่ดุ a
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ตัวอยาง 4.1.6 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ √
16.001

ตัวอยาง 4.1.7 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ 3
√
7.998

ตัวอยาง 4.1.8 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ tan50◦
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ในการคำนวณคาคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการวัด กำหนดให
1. u เปนปรมิาณทีต่องการวัด
2. |du| เปนคาคลาดเคลือ่น (error) ในการวัดของ u

3.
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣ เปนคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ (relative error) เมือ่ u ̸= 0 และ
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣× 100 เปนรอยละความคลาดเคลือ่นสัมพัทธ (percent of relative error)

ตัวอยาง 4.1.9 เมือ่วัดดานของลกูบาศกลกูหนึง่ยาว 25 เซนตเิมตร พบวาวัดความคลาดเคลือ่น
ไปดานละไมเกนิ 0.04 เซนตเิมตร จงใชคาเชงิอนพัุนธประมาณคาคลาดเคลือ่นทีเ่กดิข้ึน พรอม
ท้ังหาคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ และคาคลาดเคลือ่นเปนกีเ่ปอรเซนตของปรมิาตรนี้
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 d(tanx)
1.2 d(xcotx)

1.3 d(exsinx)
1.4 d(arctan3x)

2. ให f(x) = 3x2 + 1 จงหา ∆y, dy และ |∆y − dy| เมือ่ x = 1 และ ∆x = −0.01

3. จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้สำหรับคา a และ ∆x ทีก่ำหนดให
3.1 f(x) = 2x2 + 1 ; a = 1 และ ∆x = 0.1

3.2 f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 และ ∆x = 0.02

3.3 f(x) = (x+ 1)
√
x ; a = 4 และ ∆x = −0.2

3.4 f(x) =
x+ 1

x+ 2
; a = 3 และ ∆x = 0.03

4. จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ
4.1 √

81.03

4.2 3
√
15.89

4.3 4
√
127

4.4 (33)
2
5

4.5 sin(0.03)
4.6 (8.1)

4
3 + (8.1)

2
3

5. ถังใบรปูทรงกระบอกใบหนึง่ไมมีฝา ตองการทาสดีานนอกรอบถังโดยทาสหีนา 0.25 เซนตเิมตร
ถาวัดรัศมีภายนอกได 75 เซนตเิมตร และถังสงู 150 เซนตเิมตร จงหาปรมิาตรของสทีีใ่ช
ทาถังโดยการประมาณคาเชงิเสน

6. ในการวัดดานของรปูสีเ่หลีย่มจตุรัสรปูหนึง่ซึง่ยาว 16 นิ้ ว พบวาวัดคลาดเคลือ่นไมเกนิ
0.01 นิ้ ว เราจะคำนวณพ้ืนทีค่ลาดเคลือ่นไปไมเกนิเทาใด และจงหาคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ
และคาคลาดเคลือ่นคดิเปนรอยละของพ้ืนทีน่ ี้
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4.2 คาสดุขีด
บทนยิาม 4.2.1 ให y = f(x) เปนฟงกชันบนชวง I แลวจะกลาววา

1. f เปนฟงกชันเพิม่ (increasing function) บนชวง I ก็ตอเมือ่

สำหรับ x1 และ x2 ใน I ถา x1 < x2 แลว f(x1) < f(x2)

2. f เปนฟงกชันลด (decreasing function) บนชวง I ก็ตอเมือ่

สำหรับ x1 และ x2 ใน I ถา x1 < x2 แลว f(x1) > f(x2)

ขอสังเกต 4.2.2 ถา f เปนฟงกชันเพิม่ (ฟงกชันลด) บนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันเพิม่
(ฟงกชันลด) บนชวง I ∪ J

ตัวอยาง 4.2.3 จงแสดงวา f(x) = x2 เปนฟงกชันเพิม่บนชวง (0,∞)

การตรวจสอบฟงกชันเพิม่และลดโดยนยิามในบางฟงกชันอาจยุงยากและอาศัยสมบัตติาง ๆ
มากมาย เราอาจใชอนพัุนธมาชวยในการตรวจสอบไดดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 4.2.4 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และหาอนพัุนธไดบนชวง (a, b) จะไดวา

1. ถา f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันเพิม่บนชวง [a, b]

2. ถา f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันลดบนชวง [a, b]

3. ถา f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันคงตัวบนชวง [a, b]
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ตัวอยาง 4.2.5 จงหาชวงทีท่ำใหฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเพิม่ และเปนฟงกชันลด
1. f(x) = x2 − 2x+ 3

2. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2

ตัวอยาง 4.2.6 จงหาชวงทีท่ำให f(x) = x

x2 + 1
เปนฟงกชันเพิม่และเปนฟงกชันลด
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ตัวอยาง 4.2.7 จงหา a ทีท่ำให f(x) = ℓn(ex + a) เปนฟงกชันเพิม่บนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 4.2.8 ให f : D → R เปนฟงกชันและ S ⊆ D และ c ∈ S แลวจะกลาววา
1. f(c) เปนคาสงูสดุ (maximum value) หรอืคาสงูสดุสัมบูรณ (absolute maximum

value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

2. f(c) เปนคาตำ่สดุ (minimum value) หรอืคาตำ่สดุสัมบูรณ (absolute minimum
value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

3. f(c) เปนคาสดุขีด (extreme value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) เปนคาสงูสดุหรอืคาตำ่สดุของ
f บน S

ตัวอยาง 4.2.9 จงแสดงวา f(x) =
1

x2 + 1
มีคาสงูสดุสัมบูรณบนชวง (−∞,∞)
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ตัวอยาง 4.2.10 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = x2 + 1 บนชวงทีก่ำหนดโดยใชกราฟ
1. [0, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

2. [−1, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

3. [−2, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

4. [1,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

5. (−∞, 1]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6. (−∞,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5
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บทนยิาม 4.2.11 ให f : D → R เปนฟงกชันและ S ⊆ D และ c ∈ S แลวจะกลาววา

1. f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธ (relative maximum value) บน S ก็ตอเมือ่ มี δ > 0 ซึง่
f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

2. f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธ (relative minimum value) บน S ก็ตอเมือ่ มี δ > 0 ซึง่
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

3. f(c) เปนคาสดุขีดสัมพัทธ (relative extreme value) บน S ก็ตอเมือ่
f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธหรอืคาตำ่สดุสัมพัทธของ f บน S

รปูที ่ 4.2: ตัวอยางกราฟทีเ่กดิคาสงูสดุและตำ่สดุสัมพัทธบนชวง [a, b]

X

Y

a b

ตัวอยาง 4.2.12 จงแสดงวาฟงกชัน f(x) = x2 − 2x มีคาตำ่สดุสัมพัทธที ่ x = 1
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จากแนวคดิของแฟรมาตทีพ่บวาจดุทีเ่กดิคาสงูสดุหรอืตำ่สดุตองทีมี่เสนสัมผัสของเสนโคง
ขนานกับแกน X หรอืความชันเปน 0 ตอมาไดขยายไปยังกรณทีีค่วามชันคาไมได
ทฤษฎบีท 4.2.13 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว

ถา f มีคาสดุขีดสัมพัทธทีจ่ดุ c แลว f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมีคา

บทนยิาม 4.2.14 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลวจะเรยีก

c วาจดุวกิฤต (critical point) ของฟงกชัน f ก็ตอเมือ่ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมีคา

ตัวอยาง 4.2.15 จงหาจดุวกิฤตของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 − 12x+ 7

2. f(x) = 3
√
x− 1

3. f(x) =
1

x3
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โดยทฤษฎบีท 4.2.13 สรปุไดวาการจะหาคาสดุขีดสัมพัทธยอมตองหาจดุวฤิตเปนอันดับแรก
จากนำจดุวกิฤตมาตรวจสอบวาจดุน้ันใหคาสงูสดุสัมพัทธหรอืตำ่สดุสัมพัทธ ทำไดโดย 2 วธิี คอื
การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่ และ การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับสอง

ทฤษฎบีท 4.2.16 การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่ (First derivative test)
ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง S และ c ∈ S เปนจดุวกิฤตของ f แลว มี δ > 0 ซึง่

1. ถา f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว
f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธของ f

2. ถา f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว
f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธของ f

รปูที ่ 4.3: คาสงูสดุและตำ่สดุสัมพัทธของการทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0

อาจพิจารณาเครือ่งหมายของ f ′ โดยแทน + เมือ่ f ′(x) > 0 และ − เมือ่ f ′(x) < 0 บนเสน
จำนวน จะไดวา f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธเมือ่สอดคลอง

+

c

−

f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธ เมือ่สอดคลอง
−

c

+

ถาเครือ่งหมายไมสอดคลองท้ัง 2 กรณี สรปุไดวาจดุวกิฤตน้ันไมใช จดุทีใ่หคาตำ่สดุสัมพัทธและ
สงูสดุสัมพัทธ
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ตัวอยาง 4.2.17 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

2. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

3. f(x) =
x

x2 + 1
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ทฤษฎบีท 4.2.18 การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับสอง (Second derivative test)
ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยที่ f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา
ได แลว

1. f ′′(c) < 0 แลว f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธของ f

2. f ′′(c) > 0 แลว f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธของ f

ตัวอยาง 4.2.19 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 − 3x+ 1

2. f(x) = xex

ตัวอยาง 4.2.20 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x2ex
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2. f(x) = 3x2 − x

3
2 + 1

3. f(x) = (x3 − 1)
2
3
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ข้ันตอนการหาคาสดุขีด
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่ง [a, b] และหาอนพัุนธไดบนชวง (a, b) หาคาสดุขีดไดดังนี้

1. หาจดุวกิฤติ c ของ f

2. หาคา f(c) ท้ังหมด f(a) และ f(b)

3. เปรยีบเทยีบคาในข้ันตอนที่ 2 โดย
• คามากทีส่ดุ จะเปนคาสงูสดุของ f บน [a, b]

• คานอยทีส่ดุ จะเปนคาตำ่สดุของ f บน [a, b]

ตัวอยาง 4.2.21 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชวง [−3, 3]

ตัวอยาง 4.2.22 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = sinx+ cosx บนชวง [0, 2π]
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ปญหาคาสงูสดุและคาตำ่สดุของฟงกชัน
การนำอนพัุนธ ไปใชในการแกโจทย ปญหาเกีย่วกับการหาคาสงูสดุและคาตำ่สดุ โดยทัว่ไป

เรามักจะจำลองปญหาดังกลาวในรปูของฟงกชัน เช นให

y = f(x) แทนฟงกชันของปญหาดังกลาว

เราอาจจะตองหาคาสดุขีดของ y เมือ่ x เปนคา ๆ หนึง่ โดยใชกระบวนการหาดังข้ันตอนการหา
คาสดุขีด ดังจะแสดงตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 4.2.23 เมือ่นำจำนวนจรงิสองจำนวนมารวมกันไดเทากับ 16 จงหาผลคณูทีม่ากทีส่ดุ
ของสองจำนวนน้ัน

ตัวอยาง 4.2.24 มีไมทำร้ัวยาว 800 เมตร นำมาลอมร้ัวบานเปนรปูสีเ่หลีย่มพ้ืนผา โดยใชบาน
เปนร้ัวดานหนึง่ จงหาพ้ืนทีม่ากสดุทีล่อมร้ัวนี้ ได
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ตัวอยาง 4.2.25 จงหาดานของรปูสีเ่หลีย่มพ้ืนผาทีมี่พ้ืนทีม่ากทีส่ดุทีบ่รรจลุงไปในสามเหลีย่ม
มุมฉากทีมี่ดานประชดิมุมฉากท้ังสองดานคอื a และ b
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ตัวอยาง 4.2.26 จงหาสวนสงูของกรวยกลมตรงที่มีปรมิาตรมากทีส่ดุ และสามารถบรรจุใน
ทรงกลมรัศมี r หนวย



4.2. คาสดุขีด 141

แบบฝ กหัด 4.2
1. จงหาชวงทีท่ำใหฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเพิม่ และเปนฟงกชันลด พรอมหาจดุวกิฤติ

1.1 f(x) = x3 − 6x2 + 9x

1.2 f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

1.3 f(x) =
x

x+ 1

1.4 f(x) = x4 − 4x2 + 4

1.5 f(x) = (x− 1)
2
3

1.6 f(x) =
√
x+ 1√

x

1.7 f(x) = (6− x)x
1
5

1.8 f(x) = x
5
2 + 2x

3
2 + x

1
2

2. จงหาคาสดุขีดบนชวงทีก่ำหนดใหตอไปนี้

2.1 f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]
2.2 f(x) =

x

x+ 3
; [−1, 5]

2.3 f(x) = x+
1

x
; [1

2
, 5]

2.4 f(x) = |x2 − 2x− 3| ; [−5, 5]

3. จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

3.2 f(x) = x4 + 2x3

3.3 f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

3.4 f(x) =
1

x− x2

3.5 f(x) =
x− 2

x+ 2

3.6 f(x) = x 3
√
5− x

3.7 f(x) = (1− x2)(1− x)

3.8 f(x) = x
7
3 − 7x

1
3

3.9 f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

3.10 f(x) = x2(1 + x)
1
3

3.11 f(x) =
|x|

1 + |x|
3.12 f(x) = arctanx− ℓn√1 + x2

4. จงหาพ้ืนที ่มากทีส่ดุของสามเหลีย่มหนาจัว่ ถาดานที่เทากันท้ังสองดานยาวเทากับ 12
หนวย

5. จงหาความสงูและรัศมีของฐานของรปูทรงกระบอกกลมตรงทีมี่ปรมิาตรมากทีส่ดุ ทีบ่รรจุ
ในกรวยกลมซึง่มีรัศมีของฐานยาว 12 นิ้ ว และสงู 30 นิ้ ว โดยทีฐ่านของทรงกระบอกอยูบน
ฐานของกรวย

6. กระป องรปูทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร 125 ลกูบาศกเซนตเิมตร มีฝาป ดหัวทาย ฝา
ปดทำจากแผนโลหะบางรปูสีเ่หลีย่มจตรัุส และผิวดานขางทำจากรปูสีเ่หลีย่มผืนผา จงหา
รัศมีและความสงูของกระป องทีท่ำใหใชปรมิาณโลหะนอยทีส่ดุ

7. โรงเรยีนแหงหนึง่นำนักเรยีนไปทัศนศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนักเรยีนคนละ 150 บาท ถามี
นักเรยีนไมเกนิ 150 คน แตถานักเรยีนไปเกนิ 150 คนจะเก็บลดลง 50 สตางคคณูดวย
จำนวนคนทีเ่กนิจากจำนวน 150 คน นักเรยีนควรไปทัศนศกึษากีค่นจงึจะทำใหโรงเรยีน
เก็นเงินไดมากสดุ
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4.3 ความเวาและจดุเปลีย่นเวา
บทนยิาม 4.3.1 ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x0 และ y = g(x) เปนสมการของเสนสัมผัส
เสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ x0

1. f มีความเวาลาง (concave downward) ทีจ่ดุ x0 ก็ตอเมือ่

f(x) < g(x) ทกุๆ x ทีอ่ยูใกล ๆ x0

2. f มีความเวาบน (concave upward) ทีจ่ดุ x0 ก็ตอเมือ่

f(x) > g(x) ทกุๆ x ทีอ่ยูใกล ๆ x0

รปูที ่ 4.4: ความเวาบนและอยูลางทีจ่ดุ x0

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

ตัวอยาง 4.3.2 จงแสดงวา f(x) = x2 มีความเวาบนทีจ่ดุ 0

บทนยิาม 4.3.3 ให f : D → R เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ S ⊆ D

1. f มีความเวาลาง บน S ก็ตอเมือ่

f มีความเวาลางทีท่กุ ๆ x ∈ S

2. f มีความเวาบน บน S ก็ตอเมือ่

f มีความเวาบนทีท่กุ ๆ x ∈ S

ขอสังเกต 4.3.4 ถา f มีความเวาบน (เวาลาง) บนชวง S และ T แลว f มีความเวาบน (เวาลาง)
บนชวง S ∪ T
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บทนยิาม 4.3.5 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งทีจ่ดุ x0 เรยีกจดุ (x0, f(x0)) วาจดุเปลีย่นเวา (inflection
point) ก็ตอเมือ่มี δ > 0 ซึง่เปลีย่นจากความเวาแบบหนึง่บนชวง (x0− δ, x0) ไปเปนความเวาอกี
แบบหนึง่บนชวง (x0, x0 + δ)

การตรวจสอบความเวาบน ความเวาลาง และจดุเปลีย่นเวา ของบางฟงกชันโดยใชนยิามอาจ
มีความยุงยาก จะมีทฤษฎบีทเกีย่วกับอนพัุนธอันดับสองมาชวยการตรวจสอบดังตอไปนี้

ทฤษฎบีท 4.3.6 ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดอยางนอยสองอันดับแรกบนชวง (a, b)

และ c ∈ (a, b)

1. ถา f ′′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว f มีความเวาบนบนชวง (a, b)

2. ถา f ′′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว f มีความเวาลางบนชวง (a, b)

3. ถา (c, f(c)) เปนจดุเปลีย่นเวาของ f แลว f ′′(c) = 0 หรอื f ′′(c) ไมมีคา

ตัวอยาง 4.3.7 ให f(x) = x4 − 4x3 จงหาชวงของ f ทีมี่ความเวาบน มีความเวาลาง และจดุ
เปลีย่นเวาของ f
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ตัวอยาง 4.3.8 จงหาชวงทีมี่ความเวาบน ความเวาลาง และจดุเปลีย่นเวาของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = xe−2x

2. f(x) = (4− x2)
2
3
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แบบฝ กหัด 4.3
จงหาชวงทีมี่ความเวาอยูบน มีความเวาอยูลาง และจดุเปลีย่นเวา ของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = x3 − 3x2

2. f(x) = 3x4 + 2x3 − 5

3. f(x) = x4 − 6x3 + 12x2 + 5x+ 7

4. f(x) = x6 − 15x2 + 5

5. f(x) = (1− x)
1
3

6. f(x) = (x− 2)
2
3

7. f(x) = (2− x)x
1
5

8. f(x) =
4x

x2 + 1

9. f(x) =
x

x2 − 1

10. f(x) = x− 1

x

11. f(x) = (x− 1)e−x

12. f(x) = e−x2
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4.4 การรางกราฟ

รปูที ่ 4.5: ตัวอยาง Download GeoGebra Apps
การ สราง กราฟ ของ ฟงกชัน ใน

ปจจบัุนทำไดงายเพียงแคพิมพสมการ
ลงในโปรแกรมสำเร็จรปู เช น GSP
และ GeoGebra เปนตน โดยเฉพาะ
โปรแกรม GeoGebra ซึง่ ผู ผลติทำ
ออก มา ให ใชฟรี สำหรับ การ ศกึษา
โดยเฉพาะ มีใหใชในรปูแบบออนไลน
และ ออฟ ไลน ท้ัง ใน รปู โปรแกรม
และในรปูของแอพพลเิคชัน่ โดยแบง
ออกเปนหลายชนดิใหเหมาะกับการ
ใชงานแตละชนดิดังรปู 4.5 สามารถ
เขาใชงาน และโหลดโปรแกรมหรอื
แอพพลเิคชัน่ไดที ่ www.geogebra.org
สำหรับแอพพลิเคชัน่มีใหดาวโหลด
ใน App Store และ Google Play ใช
กับมือถอืหรอืแท็บเล็ต โดยการออกแบบการที่ใชงานที่งายทำใหเปนที ่นยิมใชกันทัว่โลก ถาผู
อานสนใจสามารถศกึษาการใชไดจากเวปไซตดังกลาว

ตัวอยางกราฟของฟงกชัน y = x4 − 3x3 โดยใชแอพพลิเคชัน่ Geogebra Classic 5 แสดงดัง
รปู 4.6 จะเห็นไดวากราฟของฟงกชันทีเ่กดิข้ึนไดจากการพิมพสมการ ในชองดานลางโดยอาศัย

รปูที ่ 4.6: ตัวอยางกราฟจาก GeoGebra Classic 5
แป นพิมพทีมี่ใหในแอพพลิเคชัน่ แต
ถา ไมมี เครือ่ง มือ เหลา น้ัน เราอาจ
รางกราฟของฟงกชันไดถาเราทราบ
องคประกอบตาง ๆ เช น โดเมน จดุ
ตัดแกน เสนกำกับ (ถามี) ช วงทีท่ำให
เกดิฟงกชันเพิม่และลด ชวงที ่ทำให
เกดิความเวาบนและอยูลาง เปนตน
ดังน้ันในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการราง
กราฟ โดย อาศัย การ ประกอบ กัน
ขององคประกอบตาง ๆ
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บทนยิาม 4.4.1 เสนตรง x = a เปน เสนกำกับแนวยนื (vertical asymptote) ของกราฟของ
ฟงกชัน f ถา

lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื ∞ หรอื lim
x→a−

f(x) = −∞ หรอื ∞

บทนยิาม 4.4.2 เสนตรง y = b เปน เสนกำกับแนวนอน (horizontal asymptote) ของกราฟ
ของฟงกชัน f ถา

lim
x→−∞

f(x) = b หรอื lim
x→∞

f(x) = b

บทนยิาม 4.4.3 เสนตรง y = ax+ b เปน เสนกำกับแนวเอยีง (slant asymptote) ของกราฟ
ของฟงกชัน f ถา f(x) = (ax+ b) + g(x) และ a ̸= 0 แลว

lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

g(x) = 0

ตัวอยาง 4.4.4 จงหาเสนกำกับแนวดิง่ เสนกำกับแนวนอน และ เสนกำกับแนวนอนเอยีง (ถามี)
ของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) =
1

x2 − 1

2. f(x) =
x+ 1

x− 1
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3. f(x) =
x+ 1

x2 − 4

4. f(x) =
x2 + x

x− 2
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การวเิคราะหกราฟ
การรางกราฟของเสนโคง y = f(x) เราควรวเิคราะหขอมูลประกอบการรางกราฟ และทำตาม
ข้ันตอนดังตอไปนี้

1. ตรวจโดเมนของ f และหาเสนกำกับ (ถามี) พรอมดพูฤตกิรรมของกราฟเมือ่ x → ∞ และ
x → −∞

2. หาจดุตัดแกน X และ Y (ถามี)

3. หา f ′(x) และจดุวฤิกติของ f พรอมหาชวงที ่ f เปนฟงกชันเพิม่ และชวงที ่ f เปนฟงกชัน
ลด

4. หา f ′′(x) และจดุทีมี่โอกาสเปนจดุเปลีย่นเวาของ f พรอมหาชวงที ่ f มีความเวาบน และ
ชวงที ่ f มีความเวาลาง

5. รางกราฟของฟงกชันโดยใชขอมูลจากขอ 1 ถงึ 4
ตัวอยาง 4.4.5 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) = x4 − 4x3

X

Y
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ตัวอยาง 4.4.6 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) =
x2

x2 − 1

X

Y



4.4. การรางกราฟ 151

ตัวอยาง 4.4.7 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) =
x2 + x

x− 2

X

Y
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ตัวอยาง 4.4.8 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) = e−
1
2
x2

X

Y
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แบบฝ กหัด 4.4
จงวเิคราะหและเขียนกราฟของเสนโคงตอไปนี้

1. f(x) = x3 + 5x2 + 3x− 4

2. f(x) = 5x
2
3 − x

5
3

3. f(x) = 2− (x− 3)
1
3

4. f(x) = x2e−3x

5. f(x) = 2x+
1

x2

6. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

7. f(x) = x− 1

x

8. f(x) = x(4− x)
1
3

9. f(x) =
x2 − 1

x

10. f(x) = 5x
1
5 − 2x

11. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

12. f(x) = e−x2

13. f(x) =
x2 + 2x

x− 3

14. f(x) =
5x

x2 − 4
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4.5 อัตราสัมพัทธ
ในหัวนี้ เราจะศกึษาการประยุกตอนพัุนธเพือ่ใชหาอัตราการเปลีย่นแปลงปรมิาณตาง ๆ เทยีบ

กับเวลา ซึง่เรยีกวา อัตราสัมพัทธ (relative rate) ทำใหเราสนใจปญหากับผลกระทบของ
อัตราการเปลีย่นแปลงของตัวแปรบางตัวเทยีบกับเวลาที่มีอัตราการเปลีย่นแปลงของตัวอืน่ ๆ
เทยีบกับเวลา เรยีกปญหาแบบนี้ วา ปญหาอัตราสัมพัทธ (relative rate problem)

ข้ันตอนการแกปญหา

1. กำหนดตัวแปรแทนปรมิาณตาง ๆ ทีข้ึ่นกับเวลา
2. เขียนความสัมพันธระหวางตัวแปรในขอ 1 (ถาเขียนได)
3. สรางสมการระหวางตัวแปรตาง ๆ ทีข้ึ่นกับเวลา
4. หาอนพัุนธของขอ 3 เทยีบกับเวลา

5. แทนคาตัวแปรตาง ๆ ทีโ่จทยกำหนด และคำนวณหาสิง่ทีโ่จทยตองการ

ตัวอยาง 4.5.1 ชายคนหนึง่เดนิเขาหาฐานหอคอยทีมี่ความสงู 60 ฟุต ดวยอัตราเร็ว 2 ฟุตตอ
วนิาที จงหาวาชายผูนี้ จะเคลือ่นทีเ่ขาใกลยอดของหอคอยดวยอัตราเร็วเทาใด ในขณะเขาอยูหาง
จากฐานของหอคอยเปนระยะทาง 80 ฟุต
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ตัวอยาง 4.5.2 ถังน้ำรปูกรวยกลมตรง มีเสนผานศนูยกลางที ่ปากถังยาว 1 เมตร และสงู 2
เมตร ไขน้ำเขาถังดวยอัตราเร็ว 50 ลกูบาศกเซนตเิมตรตอวนิาที จงหาวาระดับน้ำในถังจะสงูข้ึน
ดวยอัตราเร็วเทาใด เมือ่ความสงูของน้ำในถังเปน 80 เซนตเิมตร
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แบบฝ กหัด 4.5
1. โยนกอนหินกอนหนึง่ลงในสระ จะทำใหเกดิน้ำเปนละลอกแผออกไปเปนวงกลมมีจดุศนูยกลาง

อยูทีจ่ดุของกอนหินตกรัศมีของวงกลมวงนอกเพิม่ข้ึนดวยอัตราเร็ว 50 เซนตเิมตรตอวนิาที
จงหาพ้ืนทีข่องวงกลมทีจ่ะเพิม่ข้ึนดวยอัตราเทาใด หลังจากทีก่อนหินตกถงึผิวน้ำ 5 วนิาที

2. จรวดลำหนึง่ถกูยิงข้ึนจากพ้ืนดนิตามแนวดิง่ ขณะทีจ่รวดเคลือ่นทีข้ึ่นไปไดมีเรดาหซึง่อยู
หางจากฐานยิงจรวดไปตามพ้ืนดนิเปนระยะ 3 กโิลเมตร คอยสังเกตการเคลือ่นที ่ จงหา
อัตราเร็วของจรวดขณะเมือ่ระยะทางจากเรดาหถงึจรวดมีคาเทากับ 5 กโิลเมตร โดยระยะ
ทางนี้กำลังเพิม่ข้ึนดวยอัตรา 5,000 กโิลเมตรตอชัว่โมง

3. บันไดยาว 13 ฟุต วางพิงกำแพงไว ถาฐานบันไดกำลังเลือ่นออกจากกำแพงดวยอัตรา
เร็ม 0.1 ฟุตตอวนิาที จงหาวาปลายบนของบันไดเลือ่นลงดวยอัตราเร็วเทาใด และจงหา
อัตราเร็วของมุมทีบั่นไดทำกับพ้ืนดนิขณะทีย่อดอยูสงูจากพ้ืน 12 ฟุต

4. อากาศถกูอัดใสในลกูโป งรปูทรงกลมดวยอัตราเร็วคงตัว 10 ลกูบาศกนิ้ วตอวนิาที จงหา
อัตราเร็วของพ้ืนทีผิ่วของลกูโป งทีเ่พิม่ข้ึน ขณะทีรั่ศมีของลกูโป งเปน 5 นิ้ ว

5. ถามุมเงยของดวงอาทติย เปน 45 องศา และกำลังลดลงดวยอัตรา 0.25 เรเดยีนตอวนิาที
จงหาวาเงาของเราซึง่สงู 5 ฟุต ทีท่อดบนพ้ืนดนิจะยาวข้ึนดวยอัตราเร็วเทาใด
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4.6 หลักเกณฑลอป ตาล
การหาลิมิตในบทที่ ?? อยูในรปูแบบยังไมกำหนดสำหรับฟงกชันตรรกยะ หรอืฟงกชันที ่

สามารถเปลีย่นรปู หรอืใชบางทฤษฎบีทมาชวยในการหาคาลิมิต แตฟงกชันทีซั่บซอนยิง่ข้ึนอาจ
ใชวธิดัีงกลาวไมไดเช น

lim
x→1

ℓnx+ x− 1√
x− 1

ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึ หลักเกณฑลอป ตาล (l 'Hospital's rule) ซึง่ถกูเขียนไวในหนังสอืชือ่
Analyse des Infiniment Pertits ในป 1696 โดยนักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสนามวา มาควสิ เดอ โล
ปตาล (Marquis de l’Hospital, 1661-1704) แตผูคนพบกฏนี้คอื จอหน แบรนลูลี (John Bernoulli,
1667-1748) นักคณติศาสตรชาวสวสิ
ทฤษฎบีท 4.6.1 หลักเกณฑลอป ตาล

1. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบน S = (a− δ, a)∪ (a, a+ δ) สำหรับบางคา δ > 0

g(x) ̸= 0 และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

2. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดสำหรับทกุ ๆ x > N สำหรับบางคา N > 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

3. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดสำหรับทกุ ๆ x < N สำหรับบางคา N < 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลักเกณฑลอปตาลจะใชกับรปูแบบยังไมกำหนด 0

0
และ ∞

∞
เทาน้ัน แตเราอาจประยุกต

ใชหลักเกณฑลอปตาลกับรปูแบบยังไมกำหนดอืน่ ๆ ดังตอไปนี้

∞−∞ 0 · ∞ 1∞ ∞0 00

แตจะไมพิสจูนหลักเกณฑลอปตาลในวชิานี้ ผูสนใจอาจศกึษาไดจากแคลคลัูสข้ันสงู
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ตัวอยาง 4.6.2 จงหาลมิิตของ

1. lim
x→0

tan6x
x

2. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

3. lim
x→∞

ex

x+ ex

4. lim
x→0+

ℓnx
cotx
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ตัวอยาง 4.6.3 จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)

ตัวอยาง 4.6.4 จงหาลมิิตของ lim
x→0

x2 + 2ℓn(cosx)
2− 2cosx− x2
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ตัวอยางตอไปนี้ จะกลาวถงึรปูแบบยังไมกำหนด ∞ − ∞ และ 0 · ∞ เราสามารถเปลีย่นรปู
ของฟงกชันใหลมิิตอยูในรปูแบบ I.F.

0

0
หรอื I.F.

∞
∞

ดังจะแสดงดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 4.6.5 จงหาลมิิตของ
1. lim

x→0+
(cotx− cscx)

2. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)

ตัวอยาง 4.6.6 จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)



4.6. หลักเกณฑลอป ตาล 161
ตัวอยาง 4.6.7 จงหาลมิิตของ

1. lim
x→∞

xtan
(
1

x

)

2. lim
x→0+

xℓnx

ตัวอยาง 4.6.8 จงหาลมิิตของ lim
x→∞

x
(
arctanx− π

2

)
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สดุทายจะกลาวถงึรปูแบบยังไมกำหนด 00, ∞0 และ 1∞ นัน่คอืพิจารณาลิมิตของฟงกชัน
[f(x)]g(x) จากน้ันกำหนดให y = [f(x)]g(x) จะได

ℓny = (g(x))ℓn[f(x)]

แลวหาลมิิตของ ℓny และหาคาลมิิตของ y จากสมบัตขิองลมิิตทีว่า
lim
x→a

ℓny = ℓn
(

lim
x→a

y
)

ตัวอยาง 4.6.9 จงหาลมิิตของ
1. lim

x→0+
xx

2. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
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ตัวอยาง 4.6.10 จงหาลมิิตของ lim

x→∞
(2x + x)

2
x
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แบบฝ กหัด 4.6
จงหาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0+

sinx√
x

2. lim
x→0

cos2x− 1

x

3. lim
x→π

2

cosx
x− π

2

4. lim
x→0

ex − cos2x
xsinx

5. lim
x→0

x− sinx
x− tanx

6. lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

7. lim
x→∞

xℓnx
x2 + 1

8. lim
x→∞

5x

ℓn(x+ ex)

9. lim
x→0

3x − 1

2x − 1

10. lim
x→0+

cot3x
cot2x

11. lim
x→0

ex − x− 1

x2

12. lim
x→∞

xℓnx
x+ ℓnx

13. lim
x→∞

2e2x + ℓnx
e2x + x2

14. lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

15. lim
x→1

ℓnx
x− 1

16. lim
x→∞

x8

ex

17. lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

18. lim
x→0+

(tanx)ℓn(sinx)

19. lim
x→∞

x(e
1
x − 1)

20. lim
x→−∞

xsin1
x

21. lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
tan5x

22. lim
x→∞

(
x2 − sec1

x

)
2−x2

23. lim
x→1+

(
1

1− x
− 1√

1− x

)

24. lim
x→1−

(
1

1− x
+

x

ℓnx
)

25. lim
x→0

(
csc2x− 1

x2

)

26. lim
x→0

(
1

x
− 1

tanx
)

27. lim
x→1+

(
1

ℓnx +
x

x− 1

)
28. lim

x→π
2
−
(tan5x− tanx)

29. lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)

30. lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)
31. lim

x→0
(1 + x)

1
x

32. lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

33. lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

34. lim
x→1

(1− x)ℓnx

35. lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

36. lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

37. lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

38. lim
x→0+

(x+ sinx)tanx

39. lim
x→∞

(ex + x)
e
x

40. lim
x→∞

(
1− 1

x3

)x

41. lim
x→0+

(cosx)cotx

42. lim
x→∞

(2x + x2)
1
x

43. lim
x→0

(ex
2cosx) 4

x4

44. lim
x→π

2
−
(secxtanx)cosx

45. lim
x→0

(1 + sinx) 3
x



บทที่ 5
ปรพัินธ

5.1 ปฏยิานพัุนธและปรพัินธไมจำกัดเขต
บทนยิาม 5.1.1 เรยีกฟงกชัน f วาหาปฏยิานพัุนธไดบนชวง I ถามีฟงกชัน F ซึง่

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วาเปนปฏยิานพัุนธ (antiderivative) ของฟงกชัน f บนชวง I

ในบางคร้ังเราจะละการบอกชวง I ในบทนยิาม 5.1.1 แตเขาใจตรงกันวา F เปนปฏยิานพัุนธ
บนชวงทีฟ่งกชัน F หาอนพัุนธได

ตัวอยาง 5.1.2 จงหาปฏยิานพัุนธของฟงกชันตอไปนี้ อยางนอย 2 ฟงกชัน
1. f(x) = 3x2 2. f(x) = cosx

ตัวอยาง 5.1.3 จงแสดงวา F (x) = xarctanx−1

2
ℓn(x2+1) เปนปฏยิานพัุนธของ f(x) = arctanx

165
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ทฤษฎบีท 5.1.4 ถา F และ G เปนปฏิยานพัุนธของของฟงกชัน f บนชวง I แลวมีคาคงตัว C

ซึง่
G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วาปฏยิานพัุนธทัว่ไป (general antiderivative) ของ f บนชวง I

บทนยิาม 5.1.5 ให F เปนปฏิยานพัุนธของฟงกชัน f จะเรยีกปฏิยานพัุนธทัว่ไปของ f วา ปริ
พันธไมจำกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดวย

∫
f(x) dx จะไดวา

∫
f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วาเครือ่งหมายปรพัินธ (integral sign)

เรยีก f(x) วาตัวถกูปรพัินธ (integrand)
เรยีก x วาตัวแปรของปรพัินธ (variable of integral)
เรยีก C วาคาคงตัวของปรพัินธ (constant of integral)

ทฤษฎบีท 5.1.6 ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าปฏยิานพัุนธได และ k เปนคาคงตัวแลว

1.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

2.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

3.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

4.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx
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จากความรูเรือ่งอนพัุนธของฟงกชันจะไดวา∫
1 dx = x+ C∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมือ่ n ̸= −1∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx =

ax

ℓna + C∫
sinx dx = −cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
secxtanx dx = secx+ C∫
sec2x dx = tanx+ C∫
cscxcotx dx = −cscx+ C∫
csc2x dx = −cotx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsec x+ C = −arccscx+ C
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ตัวอยาง 5.1.7 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

ตัวอยาง 5.1.8 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫

2ex − 2x+1 − cosx dx

2.
∫

2 + x2

1 + x2
dx
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ตัวอยาง 5.1.9 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫ √

x(x− 1) dx

2.
∫

2x− 1
3
√
x

dx

3.
∫

(x− 1)2

x2
dx
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ตัวอยาง 5.1.10 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1 + sinx
cos2x dx

ตัวอยาง 5.1.11 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1

1− cosx dx



5.1. ปฏิยานพัุนธ และปริพันธ ไมจำกัดเขต 171

ตัวอยาง 5.1.12 จงหาสมการเสนโคงทีผ่านจดุ (1, 2) โดยทีค่วามชันทีจ่ดุ (x, y) ใดๆเปน x4 − x

x2
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ตัวอยาง 5.1.13 อนภุาคหนึง่เคลือ่นทีต่ามแนวแกน X ดวยความเรงขณะเวลา t ใด ๆ เปน
√
t+ sint− 5 ฟุต/วนิาท2ี

เมือ่ t = 0 อนภุาคอยูหางจากจดุกำเนดิไปทางซาย 30 ฟุต และอนภุาคเคลือ่นทีด่วยความเร็ว
20 ฟุต/วนิาที จงหาสมการการเคลือ่นที ่
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จงหาฟงกชัน f ทีมี่ปฏยิานพัุนธเปน F ตอไปนี้

1.1 F (x) = 5

1.2 F (x) = (2x+ 1)10

1.3 F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

1.4 F (x) =
x− 1

2x+ 3

1.5 F (x) = arctan(ℓnx+ sinx)
1.6 F (x) = sin2(cosex)

2. จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫

x4(
√
x+ 2) dx

2.2
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

2.3
∫
(x+ 1)3 dx

2.4
∫
(1 +

1

t
)2 dt

2.5
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

2.6
∫

x− 1

x+
√
x
dx

2.7
∫

cosx(secx+ 3tanx) dx

2.8
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

2.9
∫

2− x2

√
1− x2

dx

2.10
∫

x2

1 + x2
dx

2.11
∫

1− cos2x
cos2x dx

3. จงหาสมการเสนโคงทีผ่านจดุ (−1, 2) โดยทีค่วามชันทีจ่ดุ (x, y) ใดๆเปน x3 − x2

x5

4. วัตถหุนึง่เคลือ่นทีด่วยความเรงตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เปน

6t+ cost ฟุต/วนิาท2ี

เมือ่ t = 0 วัตถอุยูหางจากจดุกำเนดิไปทางซาย 20 ฟุต และเคลือ่นทีด่วยความเร็ว 10 ฟุต/
วนิาที จงหาสมการการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้
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5.2 การหาปรพัินธโดยการเปลีย่นตัวแปร
ทฤษฎบีท 5.2.1 การหาปรพัินธโดยการแทนคา (Integration by substitution)
ให u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดและมีเรจนเปนช วง I และ f เปนฟงกชันทีห่าปฏิยานุ
พันธไดบน I แลว ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอยาง 5.2.2 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1. ∫ (2x+ 1)10 dx

2. ∫ x
√
x2 + 1 dx

3.
∫

ex

ex + 1
dx
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ตัวอยาง 5.2.3 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1. ∫ sin(1− 3x) dx

2.
∫

1

xℓnx dx

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫ sin(ℓnx)

x
dx

2.
∫ cosx

1 + sin2x
dx
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ตัวอยาง 5.2.5 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต ∫

x2
√
x− 2 dx

ตัวอยาง 5.2.6 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

x
3
√
x+ 3

dx
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โดยกฎของคาเชงิอนพัุนธ (ทฤษฎบีท 4.1.4) จะไดวา

1. kdv(x) = d[kv(x)] เมือ่ k เปนคาคงตัว

2. d(v(x) + b) = dv(x) เมือ่ b เปนคาคงตัว

ทฤษฎบีท 5.2.7 ให k และ b เปนคาคงตัว โดยที่ k ̸= 0 และ n ̸= −1 จะไดวา

1.
∫

(kx+ b)n dx =
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

2.
∫

1

kx+ b
dx =

1

k
ℓn|kx+ b|+ C

3.
∫

ekx+b dx =
ekx+b

k
+ C

4.
∫

akx+b dx =
akx+b

kℓna + C

5.
∫

sin(kx+ b) dx = −cos(kx+ b)

k
+ C

6.
∫

cos(kx+ b) dx =
sin(kx+ b)

k
+ C

7.
∫

sec(kx+ b)tan(kx+ b) dx =
sec(kx+ b)

k
+ C

8.
∫

sec2(kx+ b) dx =
tan(kx+ b)

k
+ C

9.
∫

csc(kx+ b)cot(kx+ b) dx = −csc(kx+ b)

k
+ C

10.
∫

csc2(kx+ b) dx = −cot(kx+ b)

k
+ C

11.
∫

1√
1− (kx+ b)2

dx =
arcsin(kx+ b)

k
+ C

12.
∫

1

1 + (kx+ b)2
dx =

arctan(kx+ b)

k
+ C

13.
∫

1

|kx+ b|
√
(kx+ b)2 − 1

dx =
arcsec(kx+ b)

k
+ C
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ตัวอยางการหาปรพัินธโดยทฤษฎบีท 5.2.7

1.
∫

cos(2x+ 3) dx =

2.
∫

e5−x dx =

3.
∫

1

3x− 1
dx =

4.
∫

sec2(5− 2x) dx =

5.
∫

1

1 + (x+ 1)2
dx =

ตัวอยาง 5.2.8 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1

4x2 + 4x+ 2
dx
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การหาปรพัินธโดยอาศัยกฎของคาเชงิอนพัุนธทีว่า
u′(x)dx = du(x)

ดังเช นตัวอยาง
∫

xsin(x2) dx dx

ตัวอยาง 5.2.9 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫

e−cosxsinx dx

2.
∫

1

x(1 + ℓn2x)
dx

3.
∫

ex

e2x + 1
dx
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ตัวอยาง 5.2.10 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫ sin√x√

x
dx

ตัวอยาง 5.2.11 ปรพัินธของฟงกชันแทนเจนตและโคแทนเจนต

1.
∫

tanx dx = ℓn|secx|+ C 2.
∫

cotx dx = ℓn|sinx|+ C
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ตัวอยาง 5.2.12 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫ cos2x

sin22x
dx

การหาปรพัินธไมจํากัดเขตของฟงกชันตรโีกณมิตบิางรปูแบบอาจจะอาศัยเอกลักษณ

1. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

2. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

3. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

4. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ตัวอยาง 5.2.13 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

1.
∫

sinxsin(2x) dx

2.
∫

sin(3x)cos(5x) dx
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3.
∫

cos(2x)cos(4x) dx

4.
∫

sin2x dx

ตัวอยาง 5.2.14 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinxcosx dx
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ตัวอยาง 5.2.15 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx

ตัวอยาง 5.2.16 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinxsin(2x)sin(3x) dx
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงหาปรพัินธไมจำกัดโดยการกำหนดตัวแปรตอไปนี้

1.1
∫

x2
√
1− x dx ให u = 1− x

1.2
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให u =
√
x+ 1

1.3
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให u = x+ cosx

1.4
∫

ℓn(x)
x

dx ให u = ℓnx

2. จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫

x4(
√
x+ 2) dx

2.2
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

2.3
∫
(1 +

1

t
)2 dt

2.4
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

2.5
∫

1− cos2x
cos2x dx

2.6
∫

3
√
3x+ 1 dx

2.7
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

2.8
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

2.9
∫

4x2 + 6x+ 1√
1− 2x

dx

2.10
∫ √

1 +
√
1 + x dx

2.11
∫

2x+ 3√
4− 9x2

dx

2.12
∫

x
√
3x2 + 2 dx

2.13
∫

1

(3x2 + 1)
√
3x2 + 2

dx

2.14
∫

1

xℓnx4
dx

2.15
∫

ex√
1 + ex

dx

2.16
∫ sine−x

excose−x
dx

2.17
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

2.18
∫

sin2x

2
dx

2.19
∫

cos3x dx

2.20
∫

sin4x dx

2.21
∫

sin2xcos2x dx

2.22
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

2.23
∫

cos2xcos6x dx

2.24
∫

sin3xcos3x dx

2.25
∫ cos4x

1 + sinx dx

2.26
∫ cos22x√sin2x dx

2.27
∫

tan24t dt

2.28
∫

csc5tcot5t dt

2.29
∫

sec10ttant dt

2.30
∫

cosxtan2(sinx) dx

2.31
∫

cot3xcsc4x dx

2.32
∫

zsin(−z2)cos5(−z2) dz
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5.3 ปรพัินธจำกัดเขต
ในหัวขอนี้ จะใหแนวคดิของการหาพ้ืนที่ใตกราฟของฟงกชันโดยอาศัยการแบงพ้ืนที ่ยอย ๆ

แลวรวมเปนพ้ืนที ่ที ่ตองการ นัน่คอืแนวคดิที ่มีมาชานานที่เรยีกวา ระเบียบวธิีเกษียณ แตใน
แคลคลัูสปจจบัุนตองอาศัยความรูเรือ่งอนกุรมและลมิิตอนันต ดังน้ันเริม่ตนดวยสัญลักษณแทน
การบวกทีเ่รยีกวาซกิมา∑ (sigma) นยิามโดย

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

มีสมบัตเิบ้ืองตนดังนี้

1.
n∑

k=1

c = cn เมือ่ c เปนคาคงตัว 2.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

และมีผลบวกทีส่ำคัญดังนี้

1.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สตูรของเกาส (Gauss' formula)

2.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

3.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

บทนยิาม 5.3.1 เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วาผลแบงก้ัน (partition) ของชวง [a, b] ซึง่
จดุใน P แบงช วง [a, b] ออกเปน n ชวงคอื

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นัน่คอื [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมือ่ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

รปูที ่ 5.1: ผลแบงก้ันของ [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...
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บทนยิาม 5.3.2 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}
เปนผลแบงก้ัน [a, b] สำหรับ k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา

mk เปนคาของ f ทีน่อยทีส่ดุในชวง [xk−1, xk]

Mk เปนคาของ f ทีม่ากทีส่ดุในชวง [xk−1, xk]

และให
L(P, f) =

n∑
k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วาผลบวกลาง (lower sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงก้ัน P

และเรยีก U(P, f) วาผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงก้ัน P

อาจแสดงผลบวกลางและผลบวกบนไดดังรปูตอไปนี้

รปูที ่ 5.2: ผลบวกลางของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

รปูที ่ 5.3: ผลบวกบนของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถาให A เปนพ้ืนทีป่ ดลอมดวยกราฟ y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b] สรปุไดวา
L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)
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ตัวอยาง 5.3.3 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) เมือ่กำหนด P

ดังตอไปนี้

1. P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

2. P = {0, 0.2, 0.5, 0.6, 0.8, 1}

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2



188 บทท่ี 5. ปริพันธ

ตัวอยาง 5.3.4 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) ในรปู n เมือ่

P เปนผลแบงก้ันโดยแบง [0, 1] ออกเปน n ชองเทา ๆ กัน

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
n

2
n

3
n

k−1
n

k
n

n−1
n

1

1

2

... ...
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บทนยิาม 5.3.5 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}
เปนผลแบงก้ัน [a, b] สำหรับ k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา x∗

k ∈ [xk−1, xk]

หรอื mk ≤ f(x∗
k) ≤ Mk แลว

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(xk)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วาผลบวกรมัีนน (Riemann sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงกัน P

จากการนยิามผลบวกรมัีนนจะไดวา
L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ตัวอยาง 5.3.6 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] และ

P เปนผลแบงก้ันทีแ่บงช วง [0, 1] เปน n ชองเทา ๆ กัน
จงหา

1. S∗(P, f) เมือ่ x∗
k เปนจดุกึง่กลางของชวง [xk−1, xk]

2. lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f)
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ทฤษฎบีท 5.3.7 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}

เปนผลแบงก้ัน [a, b] ถา lim
n→∞

∥P∥ = 0 โดยที่

∥P∥ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา และ

lim
n→∞

L(P, f) = lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

U(P, f) = A

เมือ่ A เปนพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b]

บทนยิาม 5.3.8 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P เปนผลแบงก้ัน [a, b] ถา
lim

n→∞
S∗(P, f) = L

จะกลาววา f หาปรพัินธได (integrable) บน [a, b] และเรยีกคาลมิิต L วา ปรพัินธจำกัดเขต
หรอื อนิทรกิรัลจำกัดเขต (definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดวย∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วาลมิติลาง (lower limit) และลมิติบน (upper limit) ตามลำดับ
ตัวอยาง 5.3.9 กำหนดให f(x) = α สำหรับคา x ∈ [a, b] เมือ่ α เปนคาคงตัว จงแสดงวา∫ b

a

f(x) dx = α(b− a)
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จากตัวอยางทีผ่านมาจะเห็นวาการหาปริพันธจำกัดเขตคำนวณไดยาก เนือ่งจากตองเลอืก
ผลแบงก้ันที ่เหมาะสมและใชกฎเกีย่วกับอนกุรมจนสดุทายหาลิมิตอนันต ของผลบวกน้ัน ถา
ฟงกชันทีส่นใจไมสามารถหาผลลัพธของอนกุรมในรปูของ n อาจทำใหการหาปรพัินธจำกัดเขต
ไมไดดวยบทนยิามดังกลาว แตอาจใชความหมายของปริพันธจำกัดเขตซึง่เทากับพ้ืนทีร่ะหวาง
เสนโคง y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b] โดยใหคาพ้ืนทีเ่หนอืแกน X มีเครือ่งหมายบวก และคา
พ้ืนทีใ่ตแกน X มีเครือ่งหมายลบ
ตัวอยาง 5.3.10 จงหา

∫ 3

−1

4 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

ตัวอยาง 5.3.11 จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ



192 บทท่ี 5. ปริพันธ

ตัวอยาง 5.3.12 จงหา
∫ 5

0

|x− 2| dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

ตัวอยาง 5.3.13 จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ
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ตัวอยาง 5.3.14 จงหา
∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ
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ทฤษฎบีท 5.3.15 กำหนดให f และ g หาปรพัินธไดบนชวง [a, b] และ k เปนคาคงที ่ แลว

1.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมือ่ c ∈ [a, b]

2.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

3.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

4.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

5.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

6.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมือ่ c ∈ [a, b]

7. ถา f(x) ≥ 0 สำหรับ x ∈ [a, b] แลว
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

8. ถา f(x) ≤ g(x) สำหรับ x ∈ [a, b] แลว
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

9.
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx

ตัวอยาง 5.3.16 ให m,M เปนคาคงตัว และ f เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [a, b] โดยที่
m ≤ f(x) ≤ M ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

จงแสดงวา
m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)
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โดยทฤษฎบีท 5.3.15 ขอ 6 เมือ่ c ∈ [a, b] จะไดวา∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

c

f(x) dx

หรอื
∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ c

a

f(x) dx

เพือ่ใหงายตอการนาํไปใช กลาวส้ัน ๆ ไดวาส วนทีส่นใจเกดิจากท้ังหมดลบออกดวยสวนทีเ่หลอื

ตัวอยาง 5.3.17 ให f เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [0, 5] โดยที่∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา

1.
∫ 3

3

f(x) dx

2.
∫ 1

5

f(x) dx

3.
∫ 5

3

f(x) dx

4.
∫ 3

5

f(x) dx

5.
∫ 1

3

f(x) dx

6.
∫ 1

0

f(x) dx



196 บทท่ี 5. ปริพันธ

ตัวอยาง 5.3.18 ให f, g เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [0, 4] โดยที่∫ 4

1

f(x) dx = 5,
∫ 1

0

g(x) dx = −2 และ
∫ 0

4

f(x) dx = 3

จงหา
1.
∫ 1

0

f(x) dx

2.
∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลอืก x∗

i เปนจดุกึง่กลางชวง

1.1 f(x) = x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}
1.2 f(x) = x2 − x, x ∈ [−1, 1] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

}
1.3 f(x) = x3 + 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

8
,
1

2
,
5

8
, 1

}
1.4 f(x) = |x|, x ∈ [−1, 2] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}
2. กำหนดให f(x) = 1 − x2 สำหรับ x ∈ [0, 1] ให P เปนผลแบงกันทีแ่บงช วง [0, 1] เปน n

ชองเทาๆกัน จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลอืก x∗
i เปนจดุกึง่กลางชวง

3. กำหนดให f(x) = x2 สำหรับคา x ∈ [a, b] จงแสดงวา∫ b

a

f(x) dx =
b3 − a3

3

4. กำหนดให
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคาของ

4.1
∫ 3

1

f(x) dx

4.2
∫ 1

5

f(x) dx

4.3
∫ 10

5

f(x) dx

4.4
∫ 10

3

f(x) dx

4.5
∫ 3

5

f(x) dx

4.6
∫ 5

5

f(x) dx

5. กำหนดให
∫ b

a

α dx = α(b− a) และ
∫ b

a

x dx =
1

2
(b2 − a2) จงหาคาของ

5.1
∫ 1

−1

|x| dx

5.2
∫ 3

0

|x− 1| dx

5.3
∫ 1

0

|2x− 1| dx

5.4
∫ 2

1

|3x− 2| dx

5.5
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

5.6
∫ b

a

|x− a|+ |x− b| dx

6. จงหาปรพัินธจำกัดเขตโดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

6.1
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

6.2
∫ 2

1

|3x− 2| dx

6.3
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

6.4
∫ 2

−2

x+ |x| dx

6.5
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

6.6
∫ 1

0

√
2− x2 dx

6.7
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

6.8
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

6.9
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx
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5.4 ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคลัูสทีถ่กูนำเสนอโดยนวิตัน แตเขาเองไดรับ

อทิธพิลของทฤษฎบีทนี้มาจากแนวคดิของแบรโรว ประกอบดวย 2 ทฤษฎบีทคอื

1. ทฤษฎบีทหลักมูลบททีห่นึง่ของแคลคลัูส (First fundamental theorem of calculus)

2. ทฤษฎบีทหลักมูลบททีส่องของแคลคลัูส (Second fundamental theorem of calculus)

เนือ่งจากการพิสจูนตองใชความรูหลายอยาง ดังน้ันในวชิานี้ จะไมกลาวถงึการพิสจูน แตจะนำ
ทฤษฎบีทไปใชเพือ่ใหเห็นถงึประโยชนของทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคลัูส

พิจารณาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พ้ืนทีใ่ตกราฟของ f

บน [a, x] แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 5.4: พ้ืนทีใ่ตกราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท 5.4.1 ทฤษฎบีทหลักมลูบททีห่นึง่ของแคลคลัูส
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กำหนดให

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมือ่ x ∈ [a, b]

แลวจะไดวา F เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตัวอยางเช น
1. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

2. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt =

3. d

dw

∫ e

w

ecosx dx =
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ทฤษฎบีท 5.4.2 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว
d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมือ่ u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x และมีเรนจเปนสับเซตของ [a, b]

ตัวอยาง 5.4.3 จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt

ตัวอยาง 5.4.4 จงหา d

dx

∫ x2

x

1

1 + t
dt

ตัวอยาง 5.4.5 ให F (x) =

∫ x2

x

1

1 + et
dt จงหา F (1) และ F ′(1)
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ทฤษฎบีท 5.4.6 ทฤษฎบีทหลักมลูบททีส่องของแคลคลัูส
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ F เปนปฏยิานพัุนธของ f บนชวง [a, b] แลว∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอยาง 5.4.7 จงหาคาของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

ตัวอยาง 5.4.8 จงหาคาของ
1.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

2.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx
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ตัวอยาง 5.4.9 จงหาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

1.
∫ 3

0

|x− 2| dx

2.
∫ 2

−1

||x| − 1| dx
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ตัวอยาง 5.4.10 จงหาคาของ

1.
∫ π

0

sintcos(3t) dt

2.
∫ 3

1

x

x2 + 1
dx
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ตัวอยาง 5.4.11 จงหาคาของ
1.
∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt

2.
∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx
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โดยทฤษฎบีท 5.2.1 การหาปรพัินธโดยการแทนคา จะไดวาทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 5.4.12 ให u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดและมีเรจนเปนช วง [a, b] และ f เปน
ฟงกชันทีห่าปฏยิานพัุนธไดบน [a, b] แลว∫ b

a

[
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫ u(b)

u(a)

f(u) du

ตัวอยาง 5.4.13 จงหาคาของ
1.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

2.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx
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ตัวอยาง 5.4.14 กำหนดให
∫ 1

0

f(x) dx = 10 จงหาคาของ

1.
∫ 1

2

0

f(2t) dt

2.
∫ 1

0

f(1− y) dy

3.
∫ 3

2

1

f(3− 2s) ds



206 บทท่ี 5. ปริพันธ

แบบฝ กหัด 5.4
1. กำหนดให F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา
1.1 F (1) 1.2 F ′(1) 1.3 F ′′(1)

2. จงหา F ′(x) เมือ่กำหนดให

2.1 F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

2.2 F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

2.3 F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

2.4 F (x) =

∫ cosx
√
x

tℓn(tant) dt

3. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

3.1
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

3.2
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

3.3
∫ 1

0

|3− 4x| dx

3.4
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2 x

)
dx

3.5
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

3.6
∫ 3π

4

0

| cosx| dx

3.7
∫ 4

−1

||x− 2| − 1| dx

3.8
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

3.9
∫ 2

0

x
√
4− x2 dx

3.10
∫ 0

−1

t2(t3 + 1)10 dt

3.11
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

3.12
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

3.13
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3
dx

3.14
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

3.15
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

3.16
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

3.17
∫ π

2

0

cos4x
1 + sinx dx

3.18
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z dz

3.19
∫ π

4

0

tan3θsec3θ dθ

3.20
∫ π

4

0

sec4θ√tanθ dθ

3.21
∫ π

3

0

tan3θ

secθ dθ

3.22
∫ π

3

π
6

tan32θsec2θ dθ

4. กำหนดให
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคาตอไปนี้

4.1
∫ 1

0.5

f(2t) dt 4.2
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt



บทที่ 6
เทคนคิการหาปรพัินธ

6.1 การหาปรพัินธทีล่ะส วน
ให u = u(x) และ v = v(x) เปนฟงกชันทีข้ึ่นกับตัวแปร x โดยกฎการคณูของคาเชงิอนพัุนธ

d(uv) = udv + vdu จะไดวา ∫
u dv = uv −

∫
v du

เรยีกวธิกีารนี้ วา การหาปรพัินธโดยการแยกสวน (integration by part)
ตัวอยาง 6.1.1 จงหาปรพัินธตอไปนี้

∫
xex dx

207
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ตัวอยาง 6.1.2 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

xcos2x dx

2.
∫

ℓnx dx
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ตัวอยาง 6.1.3 จงหา
∫

x5arctan(x2) dx
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ตัวอยาง 6.1.4 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫ 2

1

x2ℓnx dx

2.
∫ 1

0

arctanx dx
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ตัวอยาง 6.1.5 จงหาปรพัินธ
∫

x2ex dx

ตัวอยาง 6.1.6 จงหาปรพัินธ
∫

x3sinx dx
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ตัวอยาง 6.1.7 จงหาปรพัินธ
∫

exsinx dx

ตัวอยาง 6.1.8 จงหาปรพัินธ
∫

excosx dx
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ตัวอยาง 6.1.9 จงหาปรพัินธ
∫

xexsinx dx
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การใชวธิกีารหาปรพัินธโดยการแยกสวนทำใหทราบปรพัินธของฟงกชันลอการทิมึและฟงกชัน
ตรโีกณมิตผิกผันบางสวนดังนี้
ทฤษฎบีท 6.1.10

1.
∫

ℓnx dx = xℓnx− x+ C

2.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

3.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

4.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

5.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

xsinx dx

1.2
∫

x22x dx

1.3
∫
(x3 + x)ex

2

dx

1.4
∫

x3cosx dx

1.5
∫

csc3x dx

1.6
∫

xnℓnx dx เมือ่ n ̸=
−1

1.7
∫

xsinx dx

1.8
∫

ℓn(3x+ 5) dx

1.9
∫
(ℓnx)2 dx

1.10
∫

e−xsinx dx

1.11
∫ arccot√x√

x
dx

1.12
∫ (

ℓnx
x

)2

dx

1.13
∫

xtan2x dx

1.14
∫

x2arctanx dx

1.15
∫

cos(ℓnx) dx

1.16
∫

ℓn(x2 + 5) dx

1.17
∫

sinxℓn(cosx) dx

1.18
∫
(x2+3x+1)cosx dx

1.19
∫

(x+ 1)2sinx dx

1.20
∫

ℓnx√
x
dx

1.21
∫

xℓnx
(x2 − 1)

3
2

dx

1.22
∫

exsin2x dx

1.23
∫

sin√x dx

1.24
∫

xex

(1 + x)2
dx

1.25
∫

x2ex

(x+ 2)2
dx

1.26
∫

xe
√
2−x dx

1.27
∫

xℓn3x dx

2. จงหาคาของปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ 1

0

xe−
√
x dx

2.2
∫ 3π

4

π
4

xcotxcscx dx

2.3
∫ π

2

0

x3cos2x dx

2.4
∫ π

4

0

e3xsin4x dx

2.5
∫ e

√
e

ℓnx
x2

dx

2.6
∫ 1

2

0

xarctanx√
1− x2

dx

2.7
∫ e

1

(ℓnx)2 dx

2.8
∫ 1

2

0

arccosx dx

2.9
∫ −1

−2

arcsecx dx
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6.2 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะ
ในหัวขอนี้ จะศกึษาการหา ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะ (integral of rational function)

f(x) โดยที่ p(x) และ q(x) เปนฟงกชันพหนุามในรปูแบบ

f(x) =
p(x)

q(x)
โดยที่ deg p(x) < deg q(x)

สามารถเขียนในรปู

f(x) =
p(x)

q(x)
=

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
+ · · ·+ pn(x)

qn(x)

โดยแตละ pi(x) และ qi(x) มีระดับข้ันนอยกวา p(x) และ q(x) ตามลำดับ
เรยีกแตละ pi(x)

qi(x)
วาเศษส วนยอย (partial fraction) ของ f(x) สำหรับ i = 1, 2, ..., n

โดยทฤษฎบีทเกีย่วกับฟงกชันตรรกยะ (ไมพิสจูนในวชิานี้ ) เขียนได 3 รปูแบบคอื

1. q(x) มี n รากทีไ่มซ้ำกัน
2. q(x) มีรากซ้ำ

3. q(x) ไมมีรากเปนจำนวนจรงิ

รปูแบบที่ 1. q(x) มี n รากทีไ่มซ้ำกัน
ให q(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) เมือ่ a1, a2, ..., an เปนจำนวนจรงิทีแ่ตกตางกัน แลว

p(x)

q(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an

เมือ่ A1, A2, ..., An เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. 2

(x− 1)(x+ 1)
=

2. x− 2

x(x+ 1)(x− 3)
=

3. x2 + 1

(x2 − 1)(x2 − 4)
=
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สิง่สำคัญของการเขียนรปูเศษสวนยอยคอืการหาคาคงตัว โดยความรูเรือ่งการเทากันของ
พหนุามทำได 2 วธิคีอื การแทนคา และการเทยีบสัมประสทิธิ์ จากขอ 1 จัดรปูใหมจะไดวา

2

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1) +B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)

ดังน้ัน 2 = A(x+ 1) + B(x− 1) เมือ่แทน x = 1 จะได A = 1 และแทน x = −1 จะได B = −1

ฉะน้ัน
2

(x− 1)(x+ 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 1

โดยทัว่ไปเมือ่ f(x) อยูในรปูเศษสวนยอยจะไดปรพัินธคอื∫
f(x) dx =

∫
A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an
dx

= A1ℓn|x− a1|+ A2ℓn|x− a2|+ · · ·+ Anℓn|x− an|+ C

ทฤษฎบีท 6.2.1 ให a และ b เปนจำนวนจรงิทีต่างกัน จะไดวา
1

(x+ a)(x+ b)
=

1

b− a

[
1

x+ a
− 1

x+ b

]
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ตัวอยาง 6.2.2 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

2.
∫

x

x2 − 4
dx
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ตัวอยาง 6.2.3 จงหาปรพัินธ
∫

x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx

ตัวอยาง 6.2.4 จงหาปรพัินธของ
∫

x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx
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ตัวอยาง 6.2.5 จงหาปรพัินธของ
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx
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ทฤษฎบีท 6.2.6 ปรพัินธของฟงกชันเซแคนตกับโคเซแคนต

1.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

2.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C
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รปูแบบที่ 2. q(x) มีรากซ้ำ
ใน q(x) มีตัวประกอบ (x− a)k จะไดวา

p(x)

(x− a)k
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k

เมือ่ A1, A2, ..., Ak เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. x

(x− 1)3
=

2. x2 − 3

x(x+ 2)2
=

3. x3 − 1

x2(x− 3)2
=

ตัวอยาง 6.2.7 จงหาปรพัินธ
∫

1

(x− 1)(x+ 1)2
dx
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ตัวอยาง 6.2.8 จงหาปรพัินธ
∫

x+ 1

x2(x− 1)2
dx
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ตัวอยาง 6.2.9 จงหาปรพัินธ
∫

x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx
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รปูแบบที่ 3. q(x) ไมมีรากเป นจำนวนจรงิ
ใน q(x) มีตัวประกอบ (ax2 + bx+ c)k โดยที่ b2 − 4ac < 0 แลว

p(x)

(ax2 + bx+ c)k
=

A1x+B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Akx+Bk

(ax2 + bx+ c)k

เมือ่ A1, A2, ..., Ak และ B1, B2, ..., Bk เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. 1

(x2 + 1)2
=

2. x+ 1

x(x2 + 1)
=

3. 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + 2)2
=

ตัวอยาง 6.2.10 จงหาปรพัินธ
∫

1

x(x2 + 1)
dx
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ตัวอยาง 6.2.11 จงหาปรพัินธ
∫

1

x4 − 1
dx

ตัวอยาง 6.2.12 จงหาปรพัินธของ
∫ tanθ

1 + cos2θ dθ
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ตัวอยาง 6.2.13 จงหาปรพัินธของ
∫

1

1 + e2t
dt
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แบบฝ กหัด 6.2
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

1

16x2 − 1
dx

1.2
∫

x

x2 − x− 6
dx

1.3
∫

x3 + 5

x2 − 25
dx

1.4
∫

4x3 + 2x2 + 1

4x3 − x
dx

1.5
∫

2x3 − 5x2 + 2x− 3

x2 − 2x− 2
dx

1.6
∫

x− 1

x3 − x2 − 2x
dx

1.7
∫

x2

(x− 1)3
dx

1.8
∫

20x− 11

(3x+ 2)(x2 − 4x+ 5)
dx

1.9
∫

x4 − 8

x3 + 2x2
dx

1.10
∫

10x2 + 13x

(2x− 1)(x2 + 2)
dx

1.11
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

1.12
∫

35x+ 47

(3x+ 5)2(x2 + 3x+ 6)
dx

1.13
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

1.14
∫

2x

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx

1.15
∫

x3

(x2 − 2x+ 10)2
dx

1.16
∫

4x2 + 2x+ 8

x(x2 + 2)2
dx

1.17
∫

(1 + sec2x)sec2x
(1 + tan3x)

dx

1.18
∫ cost

sint+ sin3t
dt

1.19
∫

1

xℓnx(1− ℓnx) dx

1.20
∫

1

e3x + e2x + ex
dx

2. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ 0

−2

5x+ 7

x2 + 2x− 3
dx

2.2
∫ 1

0

x3 − x2 − 11x+ 10

x3 − 2x+ 4
dx

2.3
∫ 4

3

5x3 − 4x

x4 − 16
dx

2.4
∫ π

3

−π
4

2secθtanθ
sec3θ + secθ dθ



6.3. ปริพันธ ของฟงก ชันตรรกยะในรปูตรีโกณมิติ 229

6.3 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะในรปูตรโีกณมติิ
พิจารณาการหาปรพัินธ

∫
1

1 + sinx dx โดยอาศัยเอกลักษณ sin2x+ cos2x = 1 จะไดวา
∫

1

1 + sinx dx =

∫
1− sinx

(1 + sinx)(1− sinx) dx

=

∫
1− sinx
1− sin2x

dx

=

∫
1− sinx
cos2x dx

=

∫
sec2x− secxtanx dx

= tanx− secx+ C

แตเมือ่หาปรพัินธของ
∫

1

cosx+ sinx dx เราไมสามารถหาปรพัินธโดยอาศัยเพียงเอกลักษณได
อกี ในหัวขอนี้ จงึสนใจการเปลีย่นฟงกชันตรรกยะในรปู sinx และ cosx ในรปูตัวแปรใหมคอื z

โดยกำหนดให
z = tanx

2

√
1 + z2

1

z

x
2

จากรปูจะไดวา

sinx
2
=

z√
1 + z2

และ cosx
2
=

1√
1 + z2

ดังน้ัน
sinx = 2sinx

2
cosx

2
=

2z

1 + z2

cosx = cos2x
2
− sin2x

2
=

1− z2

1 + z2

dz =
(
sec2x

2

) 1

2
dx =

1

2
(1 + z2)dx

นัน่คอื

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz
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ตัวอยาง 6.3.1 จงหาปรพัินธ
∫

1

cosx+ sinx dx
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ตัวอยาง 6.3.2 จงหาปรพัินธ
∫

1

4cosx+ 3sinx dx
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ตัวอยาง 6.3.3 จงหาปรพัินธ
∫

1

5 + 3sec2x dx
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ตัวอยาง 6.3.4 จงหาปรพัินธ
∫ π

2

0

1

3 + 5sinx dx
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แบบฝ กหัด 6.3
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

1

2− sinx dx

1.2
∫

1

3 + 2cosx dx

1.3
∫

2

tanx+ sinx dx

1.4
∫

1

cosx− sinx+ 1
dx

1.5
∫

1

cosx− sinx+ 3
dx

1.6
∫ sinx

2− sinx+ 1
dx

1.7
∫

1

3secx− 1
dx

1.8
∫ cotx

1 + sinx dx

1.9
∫ secx

1 + sinx dx

1.10
∫ tanx

1 + tanx+ secx dx

2. จงหาคาของ
∫ π

6

0

1

4− 3cos2x+ 5sin2x
dx
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6.4 ปรพัินธของฟงกชันในรปูกรณฑ
ในหัวขอนี้ เราจะพิจารณาการหาปรพัินธของฟงกชันทีมี่กรณฑโดยการเปลีย่นตัวแปร ตัวอยาง

เช น ∫
x
√
x− 1 dx

เมือ่พิจารณากำหนด u ท้ัง 2 แบบ การหาปริพันธ มีความยากงายตางกัน จะเห็นรปูแบบ
ที่สองเลขชี้กำลังของการปริพันธจะเปนจำนวนเต็มทำใหงายตอการหาคา ดังน้ันในหัวขอนี้ จะ
สนใจวธิกีารในรปูแบบทีส่อง นัน่คอื พิจารณาฟงกชันทมีีรปูแบบ n

√
ax+ b จะกำจัดเครือ่งหมาย

กรณฑเพือ่ใหงายตอการหาปรพัินธโดยให
u =

n
√
ax+ b

ตัวอยาง 6.4.1 จงหาปรพัินธ
∫

1

1 +
√
x
dx
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ตัวอยาง 6.4.2 จงหาปรพัินธ
∫

x3(x− 1)
5
3 dx

ตัวอยาง 6.4.3 จงหาปรพัินธ
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx
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ตัวอยาง 6.4.4 จงหาปรพัินธ
∫

3
√
1 + 4

√
x√

x
dx
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ตัวอยาง 6.4.5 จงหาปรพัินธ
∫

1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt
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แบบฝ กหัด 6.4
จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

x3
√
7x+ 2 dx

2.
∫ √

5x

x+ 5
dx

3.
∫

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

4.
∫

x
4
√
3x− 5

dx

5.
∫

1

2
√
x− 1 + 3

dx

6.
∫

4
√
x

x+
√
x
dx

7.
∫

x
4
3 − 2x

x
3
2

dx

8.
∫

1

x
1
4 (1 + x

1
6 )

dx

9.
∫

x
1
2

x+ x
4
3

dx

10.
∫

1 + x
1
4

x
1
2 + x

dx

11.
∫

3x− 1√
x(1 + 3

√
x
dx

12.
∫

1√
x+ 1− 4

√
x+ 1

dx

13.
∫

1−
√
x− 3

√
x2

1 + 3
√
x

dx

14.
∫

1
3
√
x
√
x(1 + 3

√
x)2

dx

15.
∫ √

x

(1 + 3
√
x)2

dx

16.
∫ √

3x
1
2 − 1 dx

17.
∫

3
√
1− 4

√
x√

x
dx

18.
∫

e2x

4
√
ex + 1

dx
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6.5 ปรพัินธของฟงกชันตรโีกณมติิ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึวธิกีารหาปรพัินธของฟงกชันตรโีกณมิตใิน 3 รปูแบบคอื

sinmxcosnx และ tanmxsecnx และ cotmxcscnx
เมือ่ m และ n เปนจำนวนเต็มบวกหรอืศนูย (อาจขยายไปยังจำนวนตรกยะและจำนวนเต็ม)

รปูแบบที่ 1. sinmxcosnx
การหาปรพัินธรปูแบบนี้อาจใชเอกลักษณ sin2x+ cos2x = 1 และการลดกำลังสองดวยกฎ

cos2x =
1

2
(1 + cos2x) sin2x =

1

2
(1− cos2x)

บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปร ดังจะแสดงดังตัวอยาง
ตัวอยาง 6.5.1 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

cos2x dx

2.
∫

sin3x dx

3.
∫

sin4x dx
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ตัวอยาง 6.5.2 จงหาปรพัินธ
∫

cos5x dx

ตัวอยาง 6.5.3 จงหาปรพัินธ
∫

cos6x dx
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ตัวอยาง 6.5.4 จงหาปรพัินธ
∫

cos2xsin3x dx

ตัวอยาง 6.5.5 จงหาปรพัินธ
∫

cos4xsin2x dx
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ตัวอยาง 6.5.6 จงหาปรพัินธ
∫

cos3xsin5x dx

ตัวอยาง 6.5.7 จงหาปรพัินธ
∫

sin3x
3
√cos5x dx
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รปูแบบที่ 2. secmxtannx

การหาปริพันธรปูแบบนี้ อาจใชเอกลักษณ sec2x − tan2x = 1 และการการหาปริพันธโดยการ
แยกสวน บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปร ดังจะแสดงดังตัวอยาง
ตัวอยาง 6.5.8 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

tan2x dx

2.
∫

tan3x dx

3.
∫

sec4x dx
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4.
∫

tan4x dx

ตัวอยาง 6.5.9 จงหาปรพัินธ
∫

sec3x dx
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ตัวอยาง 6.5.10 จงหาปรพัินธ
∫

sec5x dx

ตัวอยาง 6.5.11 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

secxtan2x dx

2.
∫

sec2xtan3 dx
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ตัวอยาง 6.5.12 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

sec4xtan2x dx

2.
∫

sec3xtan5x dx

ตัวอยาง 6.5.13 จงหาคาของ
∫ π

4

0

sec4x
1 + tanx dx
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รปูแบบที่ 3. cscmxcotnx
การหาปริพันธรปูแบบนี้ อาจใชเอกลักษณ csc2x − cot2x = 1 และการการหาปริพันธ โดยการ
แยกสวน บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปรคลายคลงึกับรปูแบบที่ 2 ดังจะแสดงดังตัวอยาง

ตัวอยาง 6.5.14 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

cot2x dx

2.
∫

cot3x dx

3.
∫

csc4x dx

4.
∫

cot4x dx
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ตัวอยาง 6.5.15 จงหาปรพัินธ
∫

csc3x dx

ตัวอยาง 6.5.16 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

cotxccsc3x dx

2.
∫

csc2xcot4x dx
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แบบฝ กหัด 6.5
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

sin8x dx

1.2
∫

cos6x dx

1.3
∫

sin5x dx

1.4
∫

cos5x dx

1.5
∫

sin5xcos5x dx

1.6
∫

cos3xsin7x dx

1.7
∫

sin7xcosx dx

1.8
∫

sin9xsin11x dx

1.9
∫

cos13xcos5x dx

1.10
∫

tan6x dx

1.11
∫

tan7x dx

1.12
∫

sec7x dx

1.13
∫

cot7x dx

1.14
∫

cot8x dx

1.15
∫

sec6x dx

1.16
∫

sec7xtan7x dx

1.17
∫

sec9xtan6x dx

1.18
∫

sec3x√tanx dx

1.19
∫

sec6xtan 11
5 x dx

1.20
∫

cot5x√cscx dx

1.21
∫ tan3xsec2x

sin2x
dx

1.22
∫

tan3x

3

(
2 + secx

3

)2
dx

2. จงหาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ π

0

sin2xcos3x dx

2.2
∫ π

2

π
4

sinxcos3xsin2x dx

2.3
∫ π

4

π
6

tan5x dx

2.4
∫ π

4

0

sec4 x
√tanx dx

2.5
∫ π

3

π
6

sinx
1 + cosx dx

2.6
∫ 5π

6

2π
3

cot3xcsc7x dx
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6.6 ปรพัินธโดยการแทนคาตรโีกณมติิ
การหาปรพัินธของฟงกชันทีอ่ยูในรปูแบบ

√
a2 − u2 และ √

a2 + u2 และ √
u2 − a2

เมือ่ u = u(x) และ a > 0 เปนคาคงตัว อาศัยการเปลีย่นตัวแปรในรปูฟงกชันของตรโีกณมิติ
เพือ่ใชเอกลักษณ

sin2x+ cos2x = 1 และ sec2x− tan2x = 1

เรยีกวธิีนี้ วา การหาปริพันธ โดยการแทนคาตรโีกณมติิ (integration by trigonometric
substitution)

รปูแบบที่ 1. √a2 − u2

ให u = asinθ เมือ่ θ ∈ [−π
2
, π
2
] และ a > 0 จะไดวา cosθ ≥ 0

ตัวอยาง 6.6.1 จงหาปรพัินธ
∫ √

9− x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.2 จงหาปรพัินธ
∫ √

25− 4x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.3 จงหาปรพัินธ
∫

1

(16− x2)
3
2

dx
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ตัวอยาง 6.6.4 จงหาปรพัินธ
∫ √

1− e2x dx
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ตัวอยาง 6.6.5 จงหาคาของ
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx
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รปูแบบที่ 2. √a2 + u2

ให u = atanθ เมือ่ θ ∈ (−π
2
, π
2
) และ a > 0 จะไดวา secθ > 0

ตัวอยาง 6.6.6 จงหาปรพัินธ
∫ √

4 + x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.7 จงหาคาของ
∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx
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ตัวอยาง 6.6.8 จงหาปรพัินธ
∫

1√
x2 + 2x+ 2

dx
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ตัวอยาง 6.6.9 จงหาปรพัินธ
∫

x2 + 3x√
x2 + 6x+ 10

dx



260 บทท่ี 6. เทคนิคการหาปริพันธ

รปูแบบที่ 3. √u2 − a2

ให u = asecθ เมือ่ θ ∈ [0, π
2
) ∪ [π

2
, π) และ a > 0

ตัวอยาง 6.6.10 จงหาปรพัินธ
∫ √

x2 − 4 dx
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ตัวอยาง 6.6.11 จงหาปรพัินธ
∫

1√
x2 − 1

dx
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ทฤษฎบีท 6.6.12 ปรพัินธของฟงกชันอารกเซแคนตและอารโคเซแคนต

1.
∫

arcsecx dx = xarcsecx− ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

2.
∫

arccscx dx = xarccscx+ ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C
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ตัวอยาง 6.6.13 จงหาคาของ
∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx
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แบบฝ กหัด 6.6
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫ √

16− x2 dx

1.2
∫
(9 + 16x2)

3
2 dx

1.3
∫ √

4x2 + 4x− 3 dx

1.4
∫ √

a2 − x2

x
dx

1.5
∫

1

(25− x2)
3
2

dx

1.6
∫

x3

(x2 + 4)
3
2

dx

1.7
∫ √

x2 − 16

x3
dx

1.8
∫

x2

(9− x2)
5
2

dx

1.9
∫

5x2 − 2x+ 1

(25− x2)
1
2

dx

1.10
∫

1√
12 + 4x− y2

dx

1.11
∫

x2

√
9− 8x− x2

dx

1.12
∫

(t2 − 6t+ 13)
3
2 dt

1.13
∫

1

(y − 1)
√

y2 − 1
dy

1.14
∫

1

(4s2 − 24s+ 27)
3
2

ds

1.15
∫

1

(a2 + x2)2
dx เมือ่ a > 0

1.16
∫

ex

(4e2x + 25)
3
2

dx

1.17
∫

1

e2t
√
e2t − 9

dt

1.18
∫

1

(et + 1)
3
2

dt

2. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปไปนี้

2.1
∫ 6

0

√
49− x2 dx

2.2
∫ 2

0

x3
√
2x− x2 dx

2.3
∫ 3

√
5

x3

(x4 − 2x2 − 3)
3
2

dx

3. จงหาปรพัินธ
∫

1

(
√
x− 1)(3− x− 2

√
x)

1
2

dx

4. จงแสดงวาพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณภายในวงกลม x2 + y2 = r2 มีคาเทากับ πr2

5. จงแสดงวาพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณภายในวงรสีมการ
x2

a2
+

y2

b2
= 1

มีคาเทากับ πab
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การประยุกตของปรพัินธ

7.1 พื้ นทีร่ะหวางเสนโคง
ใหฟงกชัน f และ g เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] โดยที่ f(x) ≥ g(x) ทกุ x ∈ [a, b] ให

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)}

หรอืกลาวไดวา R คอือาณาบรเิวณซึง่ป ดลอมดวยเสนโคง y = f(x), y = g(x) และ x = a,
x = b แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 7.1: อาณาบรเิวณ R ซึง่ป ดลอมดวย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

X

Y

R

y = g(x)

y = f(x)

x = a x = b

ให A แทนพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณ R โดยไมเสยีนัยทัว่ไปสมมติวา f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ทกุ x ∈ [a, b]

จะไดวา พื้ นระหวางเสนโคง (arera between curve) y = f(x) และ y = g(x) บนชวง [a, b]

เทากับพ้ืนทีใ่ตเสนโคง y = f(x) บนชวง [a, b] ลบออกจากพ้ืนทีใ่ตเสนโคง y = g(x) บนชวง [a, b]

สรปุไดวา
A =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

265
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โดยแนวคดิเดยีวกันขยายไปยังการหาปรพัินธเทยีบ dy ให

R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)}

แสดงตัวอยางอาณาบรเิวณ R ไดดังรปู

รปูที ่ 7.2: อาณาบรเิวณ R ซึง่ป ดลอมดวย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d

X

Y

R

x = h(y) x = k(y)

y = d

y = c

ในทำนองเดยีวกันจะไดพ้ืนที ่ A คอื A =

∫ d

c

[k(y)− h(y)] dy

ตัวอยาง 7.1.1 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = ex และ y = −(x− 1)2 จาก x = −1 ถงึ x = 2

−2 −1 0 1 2

−4

4

8

X

Y

y = ex

y = −(x− 1)2

x = −1 x = 2
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ตัวอยาง 7.1.2 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = cosx และ y = sinx จาก x = 0 ถงึ x = π

X

Y

y = cosx

y = sinxπ
4

π
2

3π
4

π

x = πx = 0

0

1
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ตัวอยาง 7.1.3 จงหาพ้ืนทีป่ ดลอมดวยเสนตรง y = x2 + 2x และ y = x3 − 4x

X

Y
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ตัวอยาง 7.1.4 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y =
√
x− 1 เสนตรง y = 2 และ x+ 2y = 4

X

Y
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แบบฝ กหัด 7.1
จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงในแตละขอตอไปนี้

1. y = x และ y = x2 − 4x+ 6

2. y = 4x− x2 และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = 4

3. y = 2x และ y = 2x− x2 จาก x = 0 ถงึ x = 2

4. y =

√
3x+ 1

x
และ y = 0 จาก x = 1 ถงึ x = 8

5. y = xcosx และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = π

6. y = 2− x2 และ y = |x|

7. y = sinx และ y = cosx จาก x = −3π
4

ถงึ x = π
4

8. y = x2 − x และ y = x− x2

9. y = sin2x และ y = cosx จาก x = −π
2

ถงึ x = π
4

10. y =
√
1 + x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 2

√
2

11. y = x2 − x และ y = sinπx
12. y = 2 + |x− 1| และ 5y + x = 35

13. y = xsinx และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = π
2

14. y = x3 − 6x2 + 8x และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 4

15. y2 = x+ 2 และ y = x

16. x = y − y2 และ y = x+ 2

17. x = y3 + 1 และ x = 3y − 1

18. x = y2 − 4y − 3 และ x = 1− 2y2

19. y = x2, x = y3 และ x+ y = 2

20. y = x2 − x, y = x2 − 9x+ 16 และ y = −x

21. x+ y = 1, x+ y = 5, y = 2x+ 1 และ y = 2x+ 6

22. y = x3 − x, x+ y + 1 = 0 และ x =
√
y + 1

23. xy = 1 และ 2x+ 2y = 5

24. x2 − 2x− 4y + 9 = 0, x+ 2y = 5 และ y2 − 4y + x = 0

25. x2 + y2 = 25 และ x2 + y2 − 16x+ 39 = 0
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7.2 ปรมิาตรของรปูทรงตันซึง่หาพื้ นทีภ่าคตัดได
ให L เปนเสนตรงในสามมิติ และ P เปนจดุในสามมิติ เมือ่ลากเสนตรงจากจดุ P ไปต้ังฉาก

กับ L ทีจ่ดุ Q จะเรยีก Q วา ภาพฉาย (projection) ของ P บน L ดังรปู

รปูที ่ 7.3: ภาพฉายของ P บน L

L

P

Q

ถา S เปนรปูทรงตันในสามมิติ S จะประกอบไปดวยจดุในสามมิติ ภาพฉายของ S บน L คอื
เซตของจดุทีเ่ปนภาพฉายของจดุตาง ๆ ทีเ่ปนสมาชกิของ S บน L และเรยีกอาณาบรเิวณระนาบ
ซึง่ไดจากการตัด S ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับ L วา ภาคตัด (cross section) ของ S ทีต้ั่งฉาก
กับ L ซึง่แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 7.4: ภาคตัดของ S ทีต้ั่งฉากกับ L

L
a b

S

x

A(x)

เมือ่พิจารณาภาคตัดของ S ทีต้ั่งฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x ใด ๆ จะมีพ้ืนที ่ A(x) มีความหนา ∆x ถา
ภาคตัดมีท้ังหมด n ชิ้น ปรมิาตรของ S เรยีกวา V จะไดวา

V ≈
n∑

i=1

Ak(x)∆xk

เมือ่ Ak(x) คอืพ้ืนทีภ่าคตัดชิ้นที ่ k และ ∆xk คอืความหนาของภาคตัดชิ้นที ่ k ให x ∈ [a, b] โดยที่
A เปนฟงกชันทีมี่ความตอเนือ่งบนชวง [a, b] เมือ่เลอืกผลแบงก้ันบน [a, b] ทีเ่หมาะสมโดยนยิาม
ของปรพัินธจำกัดเขตจะไดปรมิาตร V ของรปูทรงตัน S ดังน้ัน

V =

∫ b

a

A(x) dx

ในหัวขอนี้ จะศกึษาเฉพาะกรณทีีภ่าคตัดหาพ้ืนทีไ่ดเทาน้ัน
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ตัวอยาง 7.2.1 จงหาปรมิาตรรปูทรงตันทีมี่ฐานลอมรอบดวยวงกลม x2 + y2 = 1 ถาภาคตัด
ของรปูทรงตันนี้ทีต้ั่งฉากกับแกน X เปนรปูสีเ่หลีย่มจตรัุส
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ตัวอยาง 7.2.2 ลิม่ไม (wooden wedge) มีฐานเปนรปูครึง่วงกลมรัศมี r เมือ่ตัดต้ังฉากกับเสน
ผานศนูยกลางจะไดรปูสามเหลีย่มมุมฉากทีมี่ความยาวดานเทากัน 2 ดาน โดยทีมุ่กฉากอยูบน
ครึง่วงกลม จงหาปรมิาตรของลิม่ไมอันนี้
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ตัวอยาง 7.2.3 จงหาปรมิาตรทรงกลมรัศมี r หนวย
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันซึง่มีฐานเปนวงกลมรัศมี 3 หนวยและทกุภาคตัดทีต้ั่งฉากกับ

เสนผานศนูยฺกลางของฐานเปน

1.1 รปูสีเ่หลีย่มจตรัุส
1.2 รปูสีเ่หลีย่มหนาจัว่ทีมี่ส วนสงูเทากับฐาน

2. จงหาปรมิาตรของรปทรงตันทีมี่ฐานลอมรอบดวยวงรี x2 + 4y2 = 4 และถาตัดรปูทรงตัน
นี้ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับแกน X ภาคตัดจะเปนรปูครึง่วงรทีีมี่แกนโทอยูบนฐาน และมีครึง่
แกนเอกยาว 2 หนวย (กำหนดใหพ้ืนทีว่งรีเทากับ πab เมือ่ a คอืความยางครึง่แกนเอก
และ b คอืความยาวครึง่แกนโท)

3. อางเก็บน้ำรปูครึง่ทรงกลมมีเสนผานศนูยกลางยาว 40 เมตรมีน้ำบรรจอุยูทีร่ะดับตำ่กวา
ขอบอาง 5 เมตร จงหาปรมิาตรของน้ำในอาง

4. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีมี่ฐานอยูบนระนาบ XY ลอมรอบดวย 4x2 + 4y2 = 36 และ
ถาตัดรปูทรงตันนี้ ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับแกน X แลวภาคตัดจะเปนรปูครึง่วงกลม โดยที่
เสนผานศนูยกลางอยูบนฐาน

5. ฐานของรปูทรงตันรปูหนึง่ คอือาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสนตรง x = e

และเสนโคง y = ex จงหาปรมิาตรของรปูทรงตัน ซึง่ภาคตัดต้ังฉากกับแกน Y เปนรปู
สามเหลีย่มดานเทา

6. จงหาปรมิาตรของพีระมิดตรงทีมี่ความสงูตรง h หนวย และมีฐานเปนรปูสีเ่หลีย่มจตรัุสซึง่
มีความยาวดานละ r หนวย
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7.3 ปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน
รปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน (Solid by Rotation) คอืรปูทรงตันที ่ไดจากการหมุนอาณา
บรเิวณในระนาบรอบเสนตรงเสนตรงซึง่อยูระนาบเดยีวกัน โดยเรยีกเสนตรงนัน่วาแกนหมุน
(axis of rotation) และเรยีกปรมิาตรของรปูทรงตันนัน่วา ปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจาก
การหมุน (volume by rotation)

การหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนของอาณาบรเิวณในระนาบ XY ขอบแกน X หรอืเสนตรง
ทีข่นานกันแกน X และแกน Y หรอืเสนตรงทีข่นานกับแกน Y โดยการหาปรมิาตรดังกลาวไดจาก
2 วธิคีอื

1. วธิทีแีบบจาน (method of dishs)
2. วธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก (method of cylindrical shells)

1. การหาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบจาน
ให y = f(x) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [a, b] และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x)

กับแกน X และเสนตรง x = a, x = b เมือ่นำ R ไปหมุนรอบแกน X จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.5: การหมุน R รอบแกน X โดยวธิแีบบจาน

X

Y

y = f(x)

a b

R
X

Y

y = f(x)

a bx

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] เปนรปูวงกลม ให A(x) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ x นัน่คอืรัศมีเทากับ |f(x)| จะไดวา

A(x) = π(|f(x)|)2 = π[f(x)]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรปุไดวา

V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx
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เรยีกปรมิาตร V ทีไ่ดโดยวธินีี้ วาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบจาน
ในทำนองเดยีวกันถาให R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x) กับเสนตรง y = k และ

x = a, x = b เมือ่นำ R ไปหมุนรอบเสนตรง y = k จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.6: การหมุน R รอบเสนตรง y = k โดยวธิแีบบจาน

y = k

Y

y = f(x)

a b

X

R
y = k

Y

y = f(x)

a bx
X

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] เปนรปูวงกลม ให A(x) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ x นัน่คอืรัศมีเทากับ |f(x)− k| จะไดวา

A(x) = π(|f(x)− k|)2 = π[f(x)− k]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว สรปุไดวา

V =

∫ b

a

π[f(x)− k]2 dx

ให x = h(y) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [c, d] และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = h(y)

กับแกน Y และเสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไปหมุนรอบแกน Y จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.7: การหมุน R รอบแกน Y โดยวธิแีบบจาน

X

Y

x = h(y)
d

c
R

Y

X

x = h(y)
d

c

y

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน Y ทีจ่ดุ y เมือ่ y ∈ [c, d] เปนรปูวงกลม ให A(y) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ y นัน่คอืรัศมีเทากับ |h(y)| จะไดวา

A(y) = π(|h(y)|)2 = π[h(y)]2
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และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ d

c

A(y) dy สรปุไดวา

V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy

ในทำนองเดยีวกันถาให R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = h(y) กับเสนตรง x = ℓ และ
เสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไปหมุนรอบเสนตรง x = ℓ จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.8: การหมุน R รอบเสนตรง x = ℓ โดยวธิแีบบจาน
Y

X

x = ℓ

x = h(y)
d

c
R

x = ℓ

X

x = h(y)
d

c

Y

y

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับเสนตรง x = ℓ ทีจ่ดุ y เมือ่ y ∈ [c, d] เปนรปูวงกลม ให A(y) แทนพ้ืนที่
ของวงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ y นัน่คอืรัศมีเทากับ |h(y)− ℓ| จะไดวา

A(y) = π(|h(y)− ℓ|)2 = π[h(y)− ℓ]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว สรปุไดวา

V =

∫ d

c

π[h(y)− ℓ]2 dy
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ตัวอยาง 7.3.1 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y และ
เสนโคง y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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ตัวอยาง 7.3.2 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง xy = 3

เสนตรง x = −1 และ y = 3x+ 8 รอบเสนตรง x = −1

X

Y

−3 −1

−3

−1

1

3

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)
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ตัวอยาง 7.3.3 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง y =
√
x

เสนตรง y = x รอบแกน X

X

Y

1
0

1
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ตัวอยาง 7.3.4 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง y =
√
x

และ y = x3 รอบแกน Y

X

Y

1
0

1
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2. การหาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
ให y = f(x) และ y = g(x) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [a, b] โดยที่ g(x) ≤ f(x) เมือ่ x ∈ [a, b]

และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x) และ y = g(x) และเสนตรง x = a, x = b เมือ่
นำ R ไปหมุนรอบแกน Y แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 7.9: การหมุน R รอบแกน X โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a b

R

X

y = f(x)

y = g(x)

a bx

Y

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

จากรปูเมือ่ตัด R ต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] จะไดเสนตรงทีข่นานแกน Y และเมือ่
นำไปหมุนรอบแกน Y จะไดรปูทรงกระบอกทีมี่ความสงูเทากับ f(x) − g(x) และรัศมีเทากับ |x|

ให A(x) แทนพ้ืนทีผิ่วขางทรงกระบอกจะไดวา
A(x) = 2π|x|[f(x)− g(x)]

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรปุไดวา

V =

∫ b

a

2π|x|[f(x)− g(x)] dx

เรยีกปรมิาตร V ทีไ่ดโดยวธินีี้ วาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
ในทำนองเดยีวกันถาหมุน R รอบเสนตรง x = k ดังรปู
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รปูที ่ 7.10: การหมุน R รอบเสนตรง x = k โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

x = k
Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอกสรปุไดวา

V =

∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx

โดยแนวคดิเดยีวกันกับการหมุนรอบแกน Y จะพิจารณาการหมุนรอบแกน X เมือ่ให x = p(y)

และ x = q(y) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [c, d] โดยที่ p(y) ≤ q(y) เมือ่ y ∈ [c, d] และ R เปน
อาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = p(y) และ x = q(y) และเสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไป
หมุนรอบแกน X จะไดปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอกเทากับ

V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy

และหมุนรอบเสนตรง y = ℓ ปรมิาตรคอื V =

∫ d

c

2π|y − ℓ|[q(y)− p(y)] dy
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ตัวอยาง 7.3.5 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y และ
เสนโคง y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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ตัวอยาง 7.3.6 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสน
โคง y = x2 − 4x และ y = 16− x2 รอบแกนเสนตรง x = 6 โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
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ตัวอยาง 7.3.7 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสน
โคง y =

√
x− 1 เสนตรง x = 3 และเสนตรง y = 2 รอบแกน X และเสนตรง y = 3 โดยวธิแีบบ

เปลอืกทรงกระบอก
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แบบฝ กหัด 7.3
1. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป

นี้ โดยใชวธิแีบบจาน
1.1 y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน X
1.2 y = x2 − 4x และแกน X รอบแกน X
1.3 y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน X
1.4 y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคที1่ รอบแกน X
1.5 y + x+ 1 = 0, x− 2y = 2 และ y = 0 รอบแกน X
1.6 y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y
1.7 x = 2y − y2 − 2 และ x = −5 รอบแกน Y
1.8 y = x2, x = 1 และแกน X รอบเสนตรง x = −1 และ

รอบเสนตรง y = −1

1.9 y = x2 − x และ y = 2x− x2 รอบเสนตรง y = 2

2. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป
นี้ โดยใชวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
2.1 y = x3, x = 2, x = 3 และแกน X รอบแกน Y
2.2 y = x และ y = x2 รอบแกน Y
2.3 y = x2 − x3 และแกน X รอบแกน Y
2.4 x =

√
9− y2 และแกน Y รอบแกน Y

2.5 y = 2x, x = 6 และ x = 0 รอบแกน X
2.6 x+ y = 4, y = 2

√
x− 1 และแกน X รอบแกน X

2.7 y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบเสนตรง x = 1

2.8 y = 2− |x| และแกน X รอบเสนตรง y = −1

2.9 x = y2, x = 0 และ x+ y = 2 รอบเสนตรง y = −3

3. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป
นี้
3.1 y = sinx, y = cosx, x = 0 และ x = π

4
รอบแกน X

3.2 y = |x|3, x = −1, x = 1 และแกน X รอบแกน X
3.3 x2 + y2 − 4x+ 3 = 0 รอบแกน Y
3.4 y2 = x3, x = 4 และแกน X รอบเสนตรง y = 8

3.5 y2 = x3, y = 6 และแกน Y รอบเสนตรง y = 8



บทที่ 8
ปรพัินธไมตรงแบบ

จากแนวคดิการหาปรพัินธจำกัดเขต
∫ b

a

f(x) dx เมือ่ f เปนฟงกชันบนชวง [a, b] เราจะขยาย
แนวคดิไปยังกรณกีารหาปรพัินธบนชวงอนันตเช น

∫ ∞

0

√
x dx หรอืการหาปรพัินธของฟงกชันที ่

ไมมีขอบเขตบนชวงการหาปริพันธ เช น
∫ 1

−1

1

x
dx เนือ่งจาก 1

x
ไมมีคาเมือ่ x = 0 เรยีกปริพันธ

ลักษณะนี้ วา ปรพัินธไมตรงแบบ (improper integral) แบงออกเปน 3 ลักษณะดังนี้

1. ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธเปนช วงอนันต
2. ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธของฟงกชันทีไ่มมีขอบเขตบนชวงการหา

ปรพัินธ
3. ปริพันธ ไมตรงแบบชนดิที ่ช วงการหาปริพันธ เปนช วงอนันต และชวงการหาปริพันธ ของ

ฟงกชันทีไ่มมีขอบเขตบนชวงการหาปรพัินธ

8.1 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีห่นึง่
ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีห่นึง่ คอืปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธเปนช วงอนันต

ตัวอยางเช น
1.
∫ ∞

1

1

x
dx

2.
∫ ∞

−1

1

x
dx

3.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx

4.
∫ 0

−∞
ℓn|x| dx

5.
∫ ∞

−∞

1

|x| − 1
dx

289
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บทนยิาม 8.1.1 ให a, b เปนจำนวนจรงิ และ a < b

1. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, t] ทกุ ๆ t > a

ถา lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลูเขา (convergence)
และ ∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลูออก (divergence)

2. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [t, b] ทกุ ๆ t < b

ถา lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูเขา และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx

ถา lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูออก

3. ให c ∈ R และ f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูเขา ก็ตอเมือ่

∫ c

−∞
f(x) dx และ

∫ ∞

c

f(x) dx ลูเขา∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูออก ก็ตอเมือ่

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลูออก

ตัวอยาง 8.1.2 จงพิจารณาปรพัินธไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx
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2.
∫ ∞

3

1

x− 2
dx

ตัวอยาง 8.1.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.1.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.1.5 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.1.6 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.1.7 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง

y =
1

x2 − 1
กับแกน X เมือ่ x ≥ 2

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

0.5

y =
1

x2 − 1
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แบบฝ กหัด 8.1
1. จงพิจารณาวาอนิทรกิรัลไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.1
∫ ∞

2

1

(x+ 1)2
dx

1.2
∫ ∞

0

cosx dx

1.3
∫ ∞

1

ℓnx
x

dx

1.4
∫ ∞

e

1

xℓn3x
dx

1.5
∫ ∞

0

1

1 + 2x
dx

1.6
∫ ∞

−1

x

1 + x2
dx

1.7
∫ ∞

2

1

4 + x2
dx

1.8
∫ ∞

0

1√
ex

dx

1.9
∫ ∞

0

xe−x dx

1.10
∫ ∞

0

e−xcosx dx

1.11
∫ ∞

0

1

ex + e2x
dx

1.12
∫ ∞

0

1√
x(1 + e

√
x)

dx

1.13
∫ 1

−∞

1

3− 2x
dx

1.14
∫ 0

−∞
e3x dx

1.15
∫ −1

−∞

x√
1 + x2

dx

1.16
∫ 0

−∞

1

(1− x)
5
2

dx

1.17
∫ 0

−∞

ex

3− 2ex
dx

1.18
∫ 0

−∞

1

(x− 8)
2
3

dx

1.19
∫ 0

−∞

1

2x2 + 2x+ 1
dx

1.20
∫ ∞

−∞

|x+ 1|
x2 + 1

dx

1.21
∫ ∞

−∞

x2

x2 + 1
dx

1.22
∫ ∞

−∞

x

(x2 + 3)2
dx

1.23
∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx

1.24
∫ ∞

−∞
xe−x2

dx

2. จงหาคาของ a ทีท่ำให
∫ ∞

0

e−ax dx = 5

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
8

x2 − 4
กับแกน X เมือ่ x ≥ 3

4. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

x
และ y =

1

x2
เมือ่ x ≥ 1
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8.2 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีส่อง
ปริพันธไมตรงแบบชนดิทีส่อง คอืปริพันธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปริพันธของฟงกชันที ่

ไมมีขอบเขตบนชวงการหาปรพัินธ
1.
∫ 1

−1

1

x+ 1
dx

2.
∫ 1

−1

1

|x|+ 1
dx

3.
∫ 3

0

ℓnx dx

บทนยิาม 8.2.1 ให a, b เปนจำนวนจรงิ และ a < b

1. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [t, b] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที่ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก และ

2. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, t] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที่ lim
x→b−

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก

3. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง (a, b) และ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +

∞ และ lim
x→b−

f(x) = ±∞ โดยทีมี่ c ∈ (a, b) ทีท่ำให f มีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง
[s, c] และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซึง่ a < s < c < t < b ถาปริพันธไมตรงแบบ

∫ c

a

f(x) dx

และ
∫ b

c

f(x) dx ลูเขา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก ก็ตอเมือ่
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลูออก
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ตัวอยาง 8.2.2 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx วาลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.2.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

0

x√
1− x2

dx วาลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.2.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx วาลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.2.5 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ e

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.2.6 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง

y =
1
3
√
x

กับแกน X เมือ่ x ∈ [−8, 1]

X

Y

−8 −4 1 4 8

−2

−1

1

2

R



300 บทท่ี 8. ปริพันธ ไมตรงแบบ

แบบฝ กหัด 8.2
1. จงพิจารณาวาอนิทรกิรัลไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.1
∫ 9

0

1√
x
dx

1.2
∫ 1

0

1√
1− x2

dx

1.3
∫ 4

3

1

(x− 3)2
dx

1.4
∫ 4

0

1

(4− x)
3
2

dx

1.5
∫ 2

1

x√
x− 1

dx

1.6
∫ 1

0

xℓnx dx

1.7
∫ π

6

0

cosx
1− 2sinx dx

1.8
∫ π

2

0

sec2x dx

1.9
∫ 2

0

2x+ 1

x2 + x− 6
dx

1.10
∫ 1

0

ℓnx dx

1.11
∫ 4

0

ℓn√x√
x

dx

1.12
∫ 1

0

1√
1−

√
x
dx

1.13
∫ 4

2

x
3
√
x− 2

dx

1.14
∫ 2

0

x

(x2 − 1)2
dx

1.15
∫ 8

−1

1
3
√
x
dx

1.16
∫ 7

−2

1

(x+ 1)
2
3

dx

1.17
∫ 1

−1

1√
|x|

dx

1.18
∫ 4

2

1

(x− 3)7
dx

1.19
∫ 3

0

1

x2 + 2x− 3
dx

1.20
∫ 3

1

x

(x2 − 4)3
dx

1.21
∫ 2

−1

1

x2
cos1

x
dx

1.22
∫ 2

0

1√
2x− x2

dx

1.23
∫ 2

−1

1

x2 − x− 2
dx

1.24
∫ 1

0

1

x(ℓnx) 1
5

dx

2. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

(1− x)2
กับแกน X เมือ่ x ∈ [0, 4]

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

x
และ y =

1

x(x2 + 1)
เมือ่ x ∈ [0, 1]
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8.3 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสม
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึรปูแบบของปรพัินธไมตรงแบบทีผ่สมระหวางชนดิทีห่นึง่และชนดิทีส่อง

โดยการพิจารณาเปนช วงยอย และพิจารณาการลูเขาลูออกตามนยิามตามหัวขอทีก่ลาวมาแลว
ปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสมจะลูเขาก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ ชวงยอยทีพิ่จารณาลูเขาท้ังหมด แตถามี

อยางนอยชวงยอยลูออกจะสรปุไดวาปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสมลูออก

ตัวอยาง 8.3.1 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.2 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

1√
x2 − 2x+ 1

dx ลูเขาหรอืลูออก



8.3. ปริพันธ ไมตรงแบบชนิดผสม 305

แบบฝ กหัด 8.3
จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.
∫ ∞

0

1

(x− 1)
2
3

dx

2.
∫ ∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx

3.
∫ ∞

−1

1

x2 − 1
dx

4.
∫ ∞

1

1

xℓnx dx

5.
∫ ∞

0

x−0.1 dx

6.
∫ ∞

0

1√
x(x+ 4)

dx

7.
∫ ∞

1

1

x2 − 6x+ 8
dx

8.
∫ ∞

0

√
x

1−
√
x
dx

9.
∫ ∞

2

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

10.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 2x+ 1
dx

11.
∫ ∞

−∞

1

x2 − 3x+ 2
dx

12.
∫ ∞

−∞

ex

ex − 1
dx



สรปุสตูรเกีย่วกับแคลคลัูส
เอกลักษณตรโีกณมติิ

1. sinxcscx = 1

2. cosxsecx = 1

3. cotxtanx = 1

4. sin2x+ cos2x = 1

5. sec2x− tan2x = 1

6. csc2x− cot2x = 1

7. sin(−x) = −sinx
8. cos(−x) = cosx
9. tan(−x) = −tanx

10. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
11. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

12. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

13. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

14. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

15. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

16. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

17. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

18. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

19. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x

sin2x
20. sin3x = 3sinx− 4sin3x

21. cos3x = 4cos3x− 3cosx
22. sin3x =

1

4
[3sinx− sin3x]

23. cos3x =
1

4
[3cosx+ cos3x]

24. tan3x =
3tanx− tan3x

1− 3tan2x

25. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

26. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

27. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

28. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

29. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

30. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

31. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

32. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



อนพัุนธของฟงกชัน
1. d

dx
C = 0

2. d

dx
x = 1

3. d

dx
xn = nxn−1

4. (af)′(x) = af ′(x)

5. (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

6. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

7.
(
f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

8. (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

9. d

dx
ex = ex

10. d

dx
ax = axℓna

11. d

dx
ℓn|x| = 1

x

12. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
13. d

dx
sinx = cosx

14. d

dx
cosx = −sinx

15. d

dx
tanx = sec2x

16. d

dx
secx = secxtanx

17. d

dx
cotx = −csc2x

18. d

dx
cscx = −cscxcotx

19. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

20. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

21. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

22. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

23. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

24. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

คาเชงิอนพัุนธ
1. dC = 0

2. d(u+ v) = du+ dv

3. d(ku) = kdu

4. u′dx = du

5. d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2

6. d(uv) = vdu+ udv



ปรพัินธของฟงกชัน
1.
∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx

2.
∫

f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

3.
∫

kdx = kx+ C

4.
∫

vdu = uv −
∫

vdu

5.
∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1

6.
∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C

7.
∫

exdx = ex + C

8.
∫

eaxdx =
1

a
eax + C

9.
∫

axdx =
ax

ℓna + C

10.
∫

sinxdx = −cosx+ c

11.
∫

cosxdx = sinx+ C

12.
∫

sec2xdx = tanx+ C

13.
∫

secxtanxdx = secx+ C

14.
∫

csc2xdx = −cotx+ C

15.
∫

cscxcotxdx = −cscx+ C

16.
∫

tanxdx = ℓn|secx|+ C

17.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

18.
∫

cotxdx = ℓn|sinx|+ C

19.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C



20.
∫

eaxsinbxdx =
eax

a2 + b2
(asinbx− bcosbx) + C

21.
∫

eaxcosbxdx =
eax

a2 + b2
(acosbx+ bsinbx) + C

22.
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

23.
∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

24.
∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C

25.
∫

ℓnxdx = xℓnx− x+ C

26.
∫

cosaxdx =
1

a
sinax+ C

27.
∫

sinaxdx = −1

a
cosax+ C

28.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

29.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

30.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

31.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

32.
∫

arcsecxdx = xarcsecx− ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C

33.
∫

arccscxdx = xarccscx+ ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C
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Office: 1144
Block: www.eledu.ssru.ac.th/thanatyod_ja

ผลงานทางวชิาการ
1. หนังสอืความจรงิทีต่องพิสจูน, 2560
2. เอกสารประกอบการสอนวชิาหลักการคณติศาสตรสำหรับคร,ู 2559
3. ตำราวชิาทฤษฎจีำนวน, 2559


