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บทที่ 1
เบื้ องตนแคลคลัูส

ในบทแรกจะกลาวถงึววัิฒนาการของวชิาแคลคลัูส แนวคดิวธิีการตาง ๆ ที ่เปนจดุเริม่ตน
และพัฒนาไปสูแคลคลัูสในปจจบัุนโดยของนักคณติศาสตรแตละยุค และกลาวถงึคณติศาสตร
พ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอการศกึษาวชิาแคลคลัูส

1.1 ระเบียบวธิเีกษียณ
รากฐานของแคลคลัูสเริม่ตนจากปญหาเกีย่วกับการวัด โดยถกูคนพบปญหาและการแก

ปญหาเหลา น้ันใน บันทกึบนแผนดนิเหนยีวของชาวบาบิโลน และบันทกึบนกระดาษปาปรสุ
(Papyrus) ของชาวอยิีปต โบราณ ซึง่มีอายุในสมัยกอนครสิตกาล บันทกึบนแผนดนิเหนยีวของ
ชาวบาบิโลน โดยเฉพาะในบันทกึของอาเมส (Ahmose, 1680 - 1620 กอนครสิตกาล) ชี้ ใหเห็นวา
ชาวอยิีปตโบราณมีความรูวา ปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสเปน 1/3 เทาของปรมิาตร
ของปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน

รปูที ่ 1.1: พีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสและปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน

นักปรัชญาชาวกรกีสมัยโบราณ ไดบันทกึถงึความรูตาง ๆ ไวหลายชิ้นเนือ่งจากยุคน้ันเปนยุค
รุงเรอืงของการใชตรรกวทิยาในการแสวงหาความรู แตทีนั่บไดวาเปนจดุเริม่ตนของแคลคลัูสใน
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2 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

ยุคนี้คอื ระเบียบวธิเีกษียณ (The Method of Exhaustion)
ตัวอยางเช น การนำเสนอวธิีหาพ้ืนทีข่องวงกลมโดยชาวกรกีนามวา แอนตฟิอน (Antiphon,

 480 - 411 กอนครสิตกาล) เริม่จากสรางรปูหลายเหลีย่มแนบในวงกลม จากน้ันสังเกตไดวา
หากจำนวนเหลีย่มมากข้ึน ผลตางของพ้ืนทีข่องรปูท้ังสองจะหมดไป แตก็มีขอแยงในทางปฏบัิติ
วาเราจะสามารถสรางรปูหลายเหลีย่มใหมีจำนวนเหลีย่มไดมากมายแคไหนถงึเพียงพอ

รปูที ่ 1.2: รปูหลายเหลีย่มแนบในวงกลม

จากรปู 1.2 แสดงตัวอยางการแบงวงกลมดวยรปู 16 เหลีย่มเทา ๆ กัน เปนตัวอยางข้ันเริม่
ตนของระเบียบวธิีเกษียณ และตอไปเราอาจใชความรูเรือ่งพ้ืนทีข่องสามเหลีย่มและตรโีกณมิติ
เพือ่อธบิายระเบียบวธิเีกษียณ ดังตัวอยางตอไปนี้
ตัวอยาง 1.1.1 จงหาพ้ืนทีข่องรปูหลายเหลีย่มทีแ่บงวงกลมรัศมี r ออกเปน n สวนเทา ๆ กัน
วธิทีำ พิจารณาการหาพ้ืนสามเหลีย่ม 1 ชิ้นจาก n ชิ้น โดยใชกฏทางตรโีกณมิติ

· ·
·

r

r

θ

จะเห็นวา θ =
2π

n
โดยใชกฏทางตรโีกณมิติ จะไดวาพ้ืนทีข่องสามเหลีย่ม 1 ชื้นเทาทับ

1

2
r2sin

(
2π

n

)
ดังน้ันพ้ืนทีข่องรปู n เหลีย่มดานเทาทีแ่นบในวงกลมรัศมี r เทากับ

1

2
nr2sin

(
2π

n

)



1.1. ระเบียบวิธีเกษียณ 3

ในปจจบัุนถาใชความรูเกีย่วกับลิมิตอนันต พ้ืนทีข่องรปู n เหลีย่มดานเทาทีแ่นบในวงกลม
รัศมี r จะมีคาเขาใกล πr2 หรอืพ้ืนของวกลมนัน่เอง เมือ่ n มีขนาดใหญมาก ๆ

แตในสมัยน้ันชาวกรกีโบราณเปนผูทียึ่ดมัน่กับการใหเหตผุลทางตรรกะทีต่องรัดกมุเขมงวด
รปูวงกลมก็คอืรปูวงกลม กระบวนการที่จะทำใหรปูหลายเหลีย่นปรับเปลีย่นไปเปนรปูวงกลม
มันสมเหตสุมผลหรอืไม ซึง่มีการปฏเิสธการแบงพ้ืนทีอ่ยางไมจำกัด นัน่เปนขอขัดแยงของระเบียบ
วธิเีกษียณ ซึง่ตัวอยางหนึง่ทีป่ฏเิสธวธินีี้ คอืผลงานของ ซโีนแหงอเีลยี (Zeno of Elea, 490 –
430 กอนครสิตกาล) นักปราญชผูโดงดังในการนำเสนอขอความทีขั่ดแยงกับสามัญสำนกึทัว่ไป
เรยีกวา ปฏทิรรศของซโีน (Zeno’s paradoxes) ไดช ี้ขอบกพรองทางตรรกะหากเราแบงขนาด
ไดไมจำกัด

ตอมานักคณติศาสตรชาวกรกีผู เลือ่งชือ่นามวา อารสิโตเตลิ (Aristotle, 384 – 322 กอน
ครสิตกาล) ได ใชหลักการเดยีวกันนี้ ไปเขียนถงึ เสนที ่แบงยอยไม ไดอกี (indivisible line) แต
แนวคดิของ ขนาดทีแ่บงไมได ก็ไมรัดกมุพอทีจ่ะนำไปใชในการใหเหตผุลทางคณติศาสตร จาก
น้ัน ยโูดซสุ (Eudoxus of Cnidus, 390 - 340 กอนครสิตกาล) ไดปรับปรงุการใหเหตผุลเกีย่ว
กับระเบียบวธิีเกษียณ ใหมีความรัดกมุมากข้ึน โดยอาศัยความรูทางเรขาคณติชวยในพิจารณา
ขนาดทีแ่บงไมไดอกีในทางออม โดยพิจารณาผานอัตราสวนของขนาดทีวั่ดไดทางเรขาคณติ ซึง่
ตอมาภายหลังความรูเหลานี้ ไดปรากฎในผลงานของ ยุคลดิ (Euclid of Alexandria, 365 –
275 กอนครสิตกาล)

อารคมิีดสี (Archimedes, 287 – 212 กอนครสิตกาล) ไดใชความรูจากระเบียบวธิเีกษียณ
นี้ จนไดผลงานทีถ่อืไดวามีแนวคดิใกลเคยีงกับแนวคดิของการหาปริพันธในแคลคลัูสทีท่ราบกัน
แลวในปจจบัุนตัวอยางผลงานทีเ่ดนซึง่ทำใหแนวคดิของกระบวนการเขาถงึคาจรงิอยางไมจำกัด
ชัดเจนยิง่ข้ึน ไดแก วธิกีารหาพ้ืนทีท่ีป่ ดลอมดวยพาราโบลาตัดกับเสนตรง หรอืเรยีกวา เซกเมน
ตของพาราโบลา (the quadrature of parabola) ดังรปูตอไปนี้

รปูที ่ 1.3: การแบงยอยเซกเมนตของพาราโบลาออกเปนรปูสามเหลีย่ม

จากรปู 1.3 เปนการแบงยอยเซกเมนตของพาราโบลาออกเปนรปูสามเหลีย่มไดเปนจำนวน
อนันตตามแนวคดิของอารคมีิดสี

จากกระบวนการสรางขางตน ทำใหทราบวาพ้ืนที ่ของเซกเมนต ของพาราโบลาจะเปน 4/3
เทาของพ้ืนทีข่องรปูสามเหลีย่มรปูแรกทีส่รางใหแนบในเซกเมนตของพาราโบลาน้ัน อารคิมีดีส
ยังไดพัฒนาตอยอดระเบียบวธิีเพือ่ใชหาพ้ืนทีผิ่วและปรมิาตรของทรงเรขาคณติแบบตาง ๆ จน



4 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส

ไดระเบียบวธิทีีต่อมาเรยีกวา วธิอีารคมิีดสี (method of Archimedes) โดยมีแนวคดิของแบง
ยอยรปูทรงเหลาน้ันออกเปนแผนบาง ๆ ตามแนวศนูยถวง แลวหาผลบวกของขนาดของแผนบาง
ๆ เหลาน้ัน ถงึแมจะไมมีคณติศาสตรทีรั่ดกมุรองรับ แตถอืวาเปนภาพแสดงแนวคดิคราว ๆ ของ
การหาปรพัินธในแคลคลัูสทีท่ราบในปจจบัุน

ตอไปนี้ จะเปนตัวอยางการฟาพ้ืนทีป่ ดลอมตามแนวคดิของอารคมีิดสี
ตัวอยาง 1.1.2 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยลอมพาราโบลา y = x2 และเสนตรง
y = x+ 2 โดยใชวธิขีองอารคมีิดสี



1.2. สามเหล่ียมผลตาง 5

1.2 สามเหลีย่มผลตาง
ในยุคกลางการพัฒนาแคลคลัูสไมกาวหนามากนัก แนวคดิและวธิีการสวนใหญยังองิอยูกับ

การวัด และการแบงระนาบออกเปนหนวยเล็กๆ ทีไ่มสามารถแบงไดอกี (indivisible) จนกระทัง่
ราวครสิต ศตวรรษที่ 16 เมือ่วศิวกรรมศาสตร ตองการแกปญหาเกีย่วกับจดุศนูยถวง ทำให มี
ความตองการทีจ่ะใชคณติศาสตรทีรั่ดกมุมากยิง่ข้ึน เปนผลใหมีการพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูส
ดังลำดับตอไปนี้

• วาเลรโิอ (Luca Valerio, 1553-1618) ไดตพิีมพผลงานทีไ่ดรับแรงบันดาลใจมาจากวธิกีาร
ของอารคมีิดสิ ทำใหแนวคดิของปรพัินธในแคลคลัูสเริม่ชัดยิง่ข้ึน

• เคปเลอร ( Johannes Kepler, 1571 - 1630) ไดพัฒนาวธิกีารหาพ้ืนทีข่องเซเตอรของวงรี
โดยพิจารณาวาพ้ืนทีเ่ปนผลรวมของเสน

• คาวาลเีอรี (Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598 - 1647) ไดขยายแนวคดิใหชัดเจนยิง่
ข้ึนจนกลายเปนระเบียบวธิทีีเ่รยีกวา วธิขีองการแบงแยกไมได (method of indivisible)
โดยมองวา เสนตรงประกอบดวยจดุเปนจำนวนอนันต พ้ืนที ่ผิวประกอบดวยเสนจำนวน
อนันต และปรมิาตรประกอบดวยพ้ืนทีผิ่วจำนวนอนันต

จากผลงานดังกลาวทำใหไดเทคนคิการหาพ้ืนทีข่องรปูสามเหลีย่มมุมฉาก โดยการแบงยอย
พ้ืนทีอ่อกเปนเสนเล็ก ๆ แลวหาผลรวมของเสนเหลานี้ ซึง่แนวคดินี้คลายกับทีช่าวกรกีโบราณได
เสนอไว แตวธิคีดิแบบใหมนี้ มีการใหเหตผุลทางคณติศาสตรทีรั่ดกมุกวา

แฟรมาต (Pierre de Fermat, 1601 - 1665) นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสผูมีชือ่เสีย่งคนหนึง่
ในยุคฟนฟูศลิปวทิยา (Renaissance) ไดพัฒนาแนวคดิตาง ๆ โดยอางองิความรูทางคณติศาสตร
ทีรั่ดกมุและเขมงวดยิง่ข้ึนจนไดผลงาน ทีถ่อืวามีบทบาทสำคัญตอการพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูส
แบบกาวกระโดดคอื " การแกปญหาคาสงูสดุหรอืตำ่สดุโดยอาศัยความรูทางเรขาคณติ ซึง่ให
หลักการแปลงปญหาไปเปนการแกปญหาเกีย่วกับ การหาจดุบนเสนโคงทีท่ำใหเสนสัมผัสเสน
โคง ณ จดุน้ันขนานกับแกนนอน " โดย ลากรองจ (Joseph Louis Lagrange, 1736 - 1813)
ถงึกับยกยองใหแฟรมาวาเปนผูคดิคนแคลคลัูสแนวใหม

จากผลงานของ โอเรสเม (Nicolas Oresme, 1323 - 1382) ทีอ่าศัยความรูเกีย่วกับ เสน
สัมผัส (tangent line) ของเสนโคง ทำใหทราบวา คาตำ่สดุหรอืสงูสงุของเสนโคงจะอยูบรเิวณ
ทีมี่การเปลีย่นแปลงคาของตัวแปรชาทีส่ดุ จากจดุนี้ถอืไดการพัฒนาแคลคลัูสเริม่อยูบนรากฐาน
แขนงของคณติศาสตรทีเ่รยีกวา เรขาคณติวเิคราะห (analytic geometry)

การอธบิายแนวคดิของอัตราสวนของสองขนาดที่ไมสามารถแบงแยกไดอกี ถกูอธบิายได
อยางรัดกมุโดยใชความรูทางคณติศาสตรเกีย่วกับความชันของเสนสัมผัสเสนโคง จากหลักฐาน
การตดิตอแลกเปลีย่นความรูระหวางแฟรมาตกับ เดสการตส (René Descartes, 1596 - 1650)
ทำใหทราบวา แฟรมาต ไดเสนอ " หลักการของการแกปญหาคาตำ่สดุหรอืคาสงูสดุวาเปนการ
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แกสมการเพือ่หาจดุทีท่ำใหความชันของเสนสัมผัสเสนโคงเปนศนูย "

ตอมามีผลงานหลายชิ้นที ่ทำพัฒนาแคลคลัูสมากยิง่ ข้ึนหลังจากแฟรมาต เสนอผลงานดัง
กลาว ซึง่ผลงานหลายชิ้นได มีส วนในการพัฒนาแคลลัูสแบบคูขนานของนวิตันและไลบ นติซ
ท้ังสองที ่ไดช ือ่รวมกันวาเปนผูประดษิฐ แคลคลัูส ถงึแมจะพัฒนาความรูทางแคลคลัูสอยาง
อสิระตอกัน แตมีหลักฐานเชือ่มโยงบุคคลท้ังสองในทางออม ซึง่เปนจดหมายโตตอบความรู
ระหวางเพือ่นรวมงานของบุคคลท้ังสอง โดยพบวาเพือ่นรวมงานของท้ังสองหลายคนเปนนัก
คณติศาสตรคนเดยีวกัน บุคคลเหลาน้ัน เช น

• บัวเนอร ( Florimond de Beaune, 1601-1652) ไดขยายแนวคดิวธิีของเดสการตสเกีย่ว
กับเรขาคณติวเิคราะห เพือ่พิจารณาปญหาเกีย่วกับเสนสัมผัสเสนโคงผานทางปญหาของ
การหารากซ้ำของสมการพหนุาม

• ฮดูเด (Johann van Waveren Hudde, 1628 - 1704) ไดปรับปรงุวธิกีารทีบั่วเนอรใช ใหงาย
ตอการนำไปใชจนไดเปน กฎของฮดูเด (Hudde’s rule) โดยกฎนี้ แสดงความสัมพันธระหวาง
รากซ้ำและสิง่ทีต่อมาเรยีกวา อนพัุนธของฟงกชันพหุนาม ท้ังระเบียบวธิีทางเรขาคณติวิ
เคราะหของเดสการตสทีบั่วเนอรใชและกฎของฮดูเดไดมีส วนสำคัญในการพัฒนาผลงาน
ทางแคลคลัูสของนวิตัน

• ไฮย เคนส (Chistiaan Huygens, 1629 – 1695) มีผลงานทีเ่ปนแรงจงูใจใหไลบนติซพัฒนา
แนวทางการเขาถงึแนวคดิของแคลคลัูสไดงายข้ึน

แบร โรว (Isaac Barrow, 1630 – 1677) เปนอกีบุคคลหนึง่ที ่มีอทิธพิลตอการพัฒนาผล
งานของนักคณติศาสตรรุนถัดมาโดยเฉพาะไลบนติซ แบรโรวเสนอระเบียบวธิกีารพิจารณาเสน
สัมผัสเสนโคง วาเปนลิมิตของลำดับของ เสนตัดเสนโคง (secant lines) มีแนวคดิโดยสังเขป
ดังนี้ " ถาเริม่จากเสนตัดเสนโคงเสนหนึง่ จะไดสองคูอันดับของจดุตัดเหลาน้ันในระบบพิกัดฉาก
ใหสรางเสนตัดเสนโคงเสนใหมซึง่มีคูอันดับของจดุตัดเสนโคงท้ังสอง โดยทีค่าสัมบูรณของผล
ตางของพิกัดทีห่นึง่ทีมี่คานอยกวาเดมิ ดำเนนิกระบวนการสรางนี้ ไปเรือ่ย ๆ โดยใหคาสัมบูรณ
ของผลตางของพิกัดทีห่นึง่มีคาเขาใกลศนูย ในทางเรขาคณติอาจถอืไดวา กระบวนการสรางนี้
ใหลำดับของเสนตัดเสนโคงทีมี่ลักษณะใกลเคยีงกับเสนสัมผสเสนโคงมากข้ึน ดังแสดงไดดังรปู
ตอไปนี้
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รปูที ่ 1.4: สามเหลีย่มผลตางของแบรโรว

Q

R

T

P

หรอือาจใชรปูตอไปนี้ แสดงสามเหลีย่มผลตางของแบรโรวคอื ∆APC ซึง่คลายคลงึกับทีเ่รา
คุนเคยในเรือ่งอนพัุนธ โดย ∆APC จะข้ึนกับระยะ h > 0 จะมีคาลดลงเรือ่ย ๆ ตามแนวคดิของ
แบรโรว นัน่หมายความวาจดุ A จะเคลือ่นเขาใกลจดุ P นี้ เปนจดุเริม่ตนของการหาอนพัุนธของ
ฟงกชัน f ทีจ่ดุ P นัน่เอง

รปูที ่ 1.5: สามเหลีย่มผลตางของแบรโรวทีข้ึ่นกับ h

X

Y

h

f(x+ h)− f(x)

C

P

A

x

f(x)

x+ h

f(x+ h)

y = f(x)

ตัวอยาง 1.2.1 จงหาความชันของจดุ P (1, 1) บนเสนโคง y = x2 โดยใชสามเหลีย่มผลตางของ
แบรโรว ตอบในรปู h
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มีความเปนไปไดวาท้ังนวิตันและไลบ นติซไดศกึษาผลงานนี้ และไดรับคำแนะนำจากแบร
โรว ใหพัฒนาผลงานของตน บทพิสจูนแสดงภาพแนวคดิของกระบวนการขางบนหลายอัน มีรปู
สามเหลีย่มคลาย ๆ กับรปูดานลาง ซึง่ตอมาเรยีกชือ่วา สามเหลีย่มผลตางแบรโรว (Barrow’s
differential triangle) เปนแนวทางใหไลบนติซพัฒนาทฤษฎบีทของตัวเอง

แบรโรว และ ตรรูเิชลลิ (Evangelista Torricelli, 1608 – 1647) ศกึษาปญหาของการ
เคลือ่นทีด่วยอัตราเร็วทีแ่ปรผัน พบวาการดำเนนิการทีต่อมาเรยีกวาอนพัุนธของระยะทางนี้ จะ
ไดความเร็ว และถาดำเนนิการผกผันกระบวนการดังกลาวจากความเร็วจะไดระยะทาง แบรโรว
รับรูวาท้ังสองกระบวนการน้ันผกผันซึง่กันและกัน (ตอมาทราบกันวาคอื อนพัุนธและปรพัินธใน
แคลคลัูส) แตก็ไมไดประโยชนจากความรูนี้ มากนัก แตก็มีอทิธพิลใหนวิตันเสนอทฤษฎบีทหลัก
มูลของแคลคลัูสในเวลาตอมา ในอกีทางหนึง่ผลงานเดยีวกันของแบรโรว บทพิสจูนทีเ่กีย่วของ
กับ สามเหลีย่มผลตางแบรโรว ไดใหแนวคดิแกไลบนติซในการประดษิฐสัญลักษณ

dy

dx

เพือ่แทนสิง่ที ่สบืทอดมาจากชาวกรกีโบราณ นัน่คอื ขนาดทีแ่บงยอยไมไดอกี และไดใหกฎ
การดำเนนิการเกีย่วกับสัญลักษณ เหลานี้ ทำใหการศกึษาแนวคดิของแคลคลัูสทำไดงายและ
สามารถตอยอดออกไปอยางทีเ่ราไดใชอยูในปจจบัุน

1.3 แคลคลัูสยุคสมัยใหม

รปูที ่ 1.6: เซอร ไอแซก นวิตัน

นวิ ตัน (Sir Isaac Newton, 1643-1727) ที ่ ได
ช ือ่ วา เปน ผู กอ กำเนดิ แคลคลัูส เพราะ วา มี ผล งาน ที่
สำคัญ มากมาย ตอ การ พัฒนา รากฐาน ของ แคลคลัูส
ดัง จะ เห็น ได จาก ผล งาน ที่ รวบรวม ไว ใน หนังสอื ชือ่
ชดุ Principia ตัวอยางผลงานที่ไดกลาวมาแลวเช น
การ เสนอ ทฤษฎบีท หลัก มูล ของ แคลคลัูส เพือ่ แสดง
กระบวนการที่ผกผันกันของอนพัุนธและปริพันธตามที่
แบร โรว ไดสังเกตเห็น โดยนวิตันไดใชประโยชนจากวธิี
การนี้ ในการแกปญหาทางอนพัุนธ (ซึง่ตอนน้ันเรยีกวา
Method of tangents) และนำไปแกปญหาทางปริพันธ
(ซึง่ตอนน้ันเรยีกวา Method of quadrature) ในผลงาน
Method of Fluxions ทีน่วิตันไดศกึษาเกีย่วกับการเคลือ่นที ่ มีการใชแนวคดิของ ขนาดทีแ่บงยอย
ไมไดอกี เช นกัน ซึง่นวิตันใชสัญลักษณ

ẋ

แทน fluxion ของ x และ
ẍ



1.4. คณิตศาสตร วิเคราะห 9

(ความเรง) แทน fluxion ของ fluxion ของ x (เทยีบไดกับอนพัุนธอันดับหนึง่และอนพัุนธอันดับสอง
ทีท่ราบในปจจบัุน) แตระบบการดำเนนิการเกีย่วกับสัญลักษณทีน่วิตัวใชมีความคลมุเครอืเขาใจ
ยากกวาของระบบสัญลักษณทีไ่ลบ นติซเสนอ ในผลงาน Tractatus de Quadratura Curvarum
นวิตันไดใหระเบียบวธิีคดิเกีย่วกับลิมิตเปนศนูย และการใชอนกุรมกำลังแทนฟงกชันทีท่ราบกัน
ในปจจบัุน

รปูที ่ 1.7: กอทฟรดิ วลิเฮลม ไลบนติซ

ไลบ นติ ซ (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-
1716) นอกจาก จะ ประดษิฐ ระบบ สัญลักษณ ที ่ ใช งาย
กวาสำหรับศกึษาแนวคดิของอนพัุนธ (ตามแนวคดิที ่
ได จากบทพิสจูน ของแบร โรว ที ่กลาวแลวขางตน) ยัง
ประดษิฐ ระบบสัญลักษณที ่ใชแทนแนวคดิของปริพันธ
โดยใช ∫
เปนสัญลักษณแทนการบวกของ ขนาดทีแ่บงยอยไมได
อกี ดังที ่ไดระบุในระเบียบวธิีที ่คาวาลีเอรีเสนอ ในผล

งานชิ้นหนึง่ ไลบนติซไดเขียนสมการทีคุ่นเคยในปจจบัุน ไดแก∫
y dy =

1

2
y2

เปนจดุเริม่ตนของแคลคลัูสเชงิปรพัินธ ซึง่สมัยน้ันไลบนติซใชช ือ่วา calculus summatorius หรอื
calculus integralis ในเวลาตอมา ระบบสัญลักษณของอนพัุนธและปริพันธทีเ่สนอโดยไลบนติซ
ไดรับความนยิมและใชกันอยางแพรหลาย ตามทีเ่ห็นจนถงึปจจบัุน

การพัฒนาแคลคลัูสในครสิตศักราชที่ 19 ยังองิรากฐานทางคณติศาสตรจากผลงานทีส่ำคัญ
ของนวิตันและไลบนติซ มีท้ังทีอ่ยูบนความรู แบบสถติ (static phase) เช น จากความรูในเรือ่ง
การวัด แตยังมีการพัฒนาแคลคลัูสโดยอาศัยคณติศาสตรของ infinitesimals ซึง่ตกทอดมาจาก
ชาวกรกีโบราณ และสิง่ทีป่รับปรงุใหรัดกมุกวาของคาวาลีเอรี ทีช่ ือ่ indivisible และอกีรากฐาน
บนความรูแบบพลวัต (dynamic phase) เช น การเคลือ่นทีข่องจดุในปญหาของเสนสัมผัสเสนโคง

1.4 คณติศาสตรวเิคราะห
แตก็มีผูช ี้ ใหเห็นถงึจดุออนของการใหเหตผุลทางตรรกในผลงานของนวิตันและไลบนติซ เช น

เบอรคเลย (George Berkeley, 1685 – 1753) จากผลงาน Analyst จากจดุนี้ ทำใหแคลคลัูส
ตองแสวงหารากฐานความรูที ่รัดกมุกวาเพือ่มารองรับแนวคดิ ถอืไดวาเปนช วงที ่รากฐานของ
แคลคลัูสไดขยับมาอยูบนแขนงคณติศาสตรที ่เรยีกวา คณติศาสตรวเิคราะห (Mathematical
Analysis)
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รปูที ่ 1.8: ออกัสตนิ หลยุส โคชี

ผูทีมี่บทบาทสำคัญในการเสนอความรูทางคณติศาสตร
ที ่จะ เปนรากฐานที่ รัดกมุ เขม งวดกวา ให กับแคลคลัูส
คอื โคช ี (Baron Augustin-Louis Cauchy, 1789-
1857) นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศษนัน่เอง และความรู
ทางคณติศาสตรทีเ่ปนรากฐานดังกลาวคอื แนวคดิของ
ลมิิตของฟงกชัน ซึง่ภายหลังไดมีบทนยิามของลิมิตของ
ฟงกชันทีมี่ความรัดกมุยิง่ข้ึนอกี อยางเช น การเสนอให
เขาถงึแนวคดิของลมิิตโดยใชแนวคดิของ

{ε, δ}

ซึง่เสนอโดย ไวแยรสตราสต (Karl Weierstrass, 1815 – 1897) และเชือ่วายังมีความจำเปน
ทีจ่ะพัฒนาแนวคดิของแคลคลัูสใหอยูบนรากฐานแนวคดิของคณติศาสตรทีส่ามารถใหเหตผุล
ไดรัดกมุ เขมงวด และขยายใหครอบคลมุปญหาตาง ๆ ทีจ่ะเกดิข้ึนจากความจำเปนตองพัฒนา
ความรูดานวทิยาศาสตรและวศิวกรรมศาสตร ข้ันสงู เพือ่ตอบสนองการแสวงหาความรูใหมขอ
งมนนุย ทีไ่มมีทีส่ ิ้นสดุ

1.5 คณติศาสตรพื้ นฐาน
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความรูเบ้ืองตนเกีย่วกับคณติศาสตร ทีใ่ชในการศกึษาแคลคลัูส ประกอบ

ดวย เซต คาสัมบูรณ สมการและอสมการ พหนุาม ฟงกชัน เลขยกกำลัง ตรโีกณมิติ และเรขาคณติ
เบ้ืองตน

เซต
เซต (Set) เปนคำอนยิาม หมายถงึคำทีต่องยอมรับกันในเบ้ืองตนวาไมสามารถใหความหมายที่
รัดกมุได คำวาเซตจงึหมายถงึกลุมของสิง่ของตาง ๆ เมือ่กลาวถงึกลุมใดแลวจะสามารถบอก
ไดแนนอนวาสิง่ใดอยู ในกลุม และสิง่ใดอยูนอกกลุม เรยีกสิง่ตาง ๆ ที ่อยู ในเซตวา สมาชกิ
(element) (P. Glendinning. 2012. หนา 48) ถา a เปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a ∈ A

และถา a ไมเปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a /∈ A เช น A = {1, 2, 3} จะไดวา 1 ∈ A แต
4 /∈ A เปนตน การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื

1. วธิีแจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียน
เซตโดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่
ระหวางสมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
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ทวภิาค (:) คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สำหรับเซต A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B จะกลาววา A เปน เซตยอย (subset) ของ B เขียน
แทนดวย A ⊆ B ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ
Q แทนเซตของจำนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ

สำหรับเซตยอยของจำนวนจรงิ ถา a, b ∈ R เมือ่ a < b ชวง (interval) ของจำนวนจรงิตาง
ๆ คอื

{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนดวย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนดวย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนดวย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนดวย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนดวย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนดวย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนดวย (−∞, b)

{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนดวย (−∞, b]

สำหรับเซตที่ไมมีสมาชกิเขียนแทนดวย ∅ เรยีกวา เซตวาง (empty set) และ เอกภพ
สัมพัทธ (universe) คอืเซตทีถ่กูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวา จะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของ
เซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ เมือ่ให A และ B เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U
นยิามการดำเนนิการบนเซตดังตอไปนี้

ยเูนยีน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเซชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลตาง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

สมการและอสมการ
สมบัตเิบ้ืองตนของการเทากัน ให a, b และ c เปนจำนวนจรงิ แลว

1. สมบัตสิะทอน (Reflective law) a = a

2. สมบัตสิมมาตร (Symmetric law) ถา a = b แลว b = a
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3. สมบัตถิายทอด (Transitive law) ถา a = b และ b = c แลว a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คอืสัจพจนทีก่ลาววา ถา a และ b เปนจำนวนจรงิใด ๆ จะได
วา

a = b หรอื a < b หรอื a > b อยางใดอยางหนึง่

ทฤษฎบีท 1.5.1 สำหรับจำนวนจรงิ a, b และ c

1. ถา a = b แลว a+ c = b+ c

2. ถา a+ c = b+ c แลว a = b

3. ถา a = b แลว ac = bc

4. ถา ac = bc และ c ̸= 0 แลว a = b

5. ab = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

6. a2 + b2 = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 และ
b = 0

ทฤษฎบีท 1.5.2 ให a, b, c, x, y ∈ R แลว

1. ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2. ถา a > b และ b > c แลว a > c

3. ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

4. ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

5. ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx

ให + แทนผลคณูทีม่ากกวา 0 และ − แทนผลคณูทีน่อยกวา 0 ให α, β ∈ R ซึง่ α < β จะได
ขอสรปุดังนี้

1. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คอื (α, β)

α β

+ − +

2. เซตคำตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คอื (−∞, α) ∪ (β,∞)

α β

+ − +

คาสัมบูรณ
ในเบ้ืองตน คาสัมบูรณ (Absolute value) ของจำนวนจรงิ x เขียนแทนดวย |x| คอืระยะทาง
จาก x ไปยัง 0 หรอืดังบทนยิาม
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บทนยิาม 1.5.3 ให x เปนจำนวนจรงิใด คาสัมบูรณ ของ x เขียนแทนดวย |x| คอืจำนวนจรงิที ่
กำหนดโดย

|x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ขอสังเกต สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1. |x| ≥ 0

2. |x| = 0 ก็ตอเมือ่ x = 0

3. |x| = | − x|

4. |x2| = |x|2 = x2

ทฤษฎบีท 1.5.4 ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ จะไดวา

1. |xy| = |x||y|

2.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมือ่ y ̸= 0

3. √
x2 = |x|

4. x ≤ |x|

บทพิสจูน . ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ

1. กรณทีี ่ x = 0 หรอื y = 0 จะไดวา xy = 0 ทำใหไดวา |xy| = 0 = |x||y| ให x ̸= 0 และ
y ̸= 0

ถา x > 0 และ y > 0 จะไดวา xy > 0 สรปุไดวา |xy| = xy = |x||y|
ถา x < 0 และ y < 0 จะไดวา xy > 0 สรปุไดวา |xy| = xy = (−x)(−y) = |x||y|

ถา x และ y ตัวใดตัวหนึง่เปนจำนวนจรงิลบ โดยไมเสยีนัยทัว่ไปให x < 0 และ y > 0 จะ
ไดวา xy < 0 สรปุไดวา |xy| = −xy = (−x)y = |x||y|

2. ให y ̸= 0 แสดงไดโดยงายวา
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = 1

|y|
โดยขอ 1 จะไดวา

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x · 1

y

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = |x| · 1

|y|
=

|x|
|y|

3. กรณีที ่ x = 0 เห็นไดโดยงาย กรณีที ่ x > 0 จะไดวา √
x2 = x กรณีที ่ x < 0 จะไดวา

−x > 0 ดังน้ัน √
x2 =

√
(−x)2 = −x สรปุไดวา √

x2 = |x|

4. ถา x ≤ 0 จะไดวา x ≤ 0 ≤ |x| กรณทีี ่ x > 0 จะไดวา x = |x| สรปุไดวา x ≤ |x|

ทฤษฎบีท 1.5.5 อสมการสามเหลีย่ม (Triangle inequality)
ให x และ y เปนจำนวนจรงิใด ๆ แลว

|x+ y| ≤ |x|+ |y|
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บทพิสจูน . ให x และ y เปนจำนวนจรงิ โดยทฤษฎบีท 1.5.4 ขอ 2 จะไดวา
|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 = |x|2 + 2xy + |y|2

โดยทฤษฎบีท 1.5.4 ขอ 1 และ 5 จะไดวา xy ≤ |xy| = |x||y| ดังน้ัน
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

เนือ่งจาก |x+ y| ≥ 0 และ |x|+ |y| ≥ 0 สรปุไดวา |x+ y| ≤ |x|+ |y|

ทฤษฎบีท 1.5.6 ให x เปนจำนวนจรงิ และ a เปนจำนวนจรงิบวก จะไดวา

1. |x| ≤ a ก็ตอเมือ่ −a ≤ x ≤ a

2. |x| ≥ a ก็ตอเมือ่ x ≤ −a หรอื x ≥ a

บทพิสจูน . ทำเปนแบบฝกหัด

พหนุาม
บทนยิาม 1.5.7 ให n ∈ N ∪ {0} แลว

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

เรยีกวา พหุนาม (polynomial) และ an, an−1, ..., a1, a0 เรยีกวา สัมประสทิธิ์ (coefficient)
ของ
xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลำดับ ถา an ̸= 0 เรยีกวา พหนุามดกีรี n และเขียน n แทนดวย deg P (x)

เรยีก an ̸= 0 วา สัมประสทิธิ์ ตัวนำ (leading coefficient)
กรณี an = 1 เรยีก P (x) วา พหนุามโมนกิ (monic polynomial)

ให P (x) และ Q(x) เปนพหนุาม แลว P (x) = Q(x) ถา deg P (x) = deg Q(x) และอยูในรปู
P (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n

ซึง่ทกุสัมประสทิธเทากันทกุคูคอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

หรอืกลาวอกีอยางคอื
P (x) = Q(x) ก็ตอเมือ่ deg P (x) = deg Q(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm) สำหรับพหนุาม
ให P (x) และ S(x) เปนพหนุาม โดยที่ S(x) ไมใช พหนุามศนูย แลวจะมีพหนุาม Q(x) และ R(x)

เพียงคูเดยีวทีส่อดคลองกับ

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ่ R(x) = 0 หรอื deg R(x) < deg S(x)
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เรยีก Q(x) วาผลหาร (quotient) และ R(x) วาเศษเหลอื (remainder)
กรณี R(x) = 0 แลวจะไดวา S(x) หาร P (x) ลงตัว หรอื S(x) เปนตัวประกอบของ P (x)

ทฤษฎบีทเศษเหลอื (remainder theorem)
ให P (x) เปนพหนุาม และ c ∈ R แลว

x− c หาร P (x) เศษเหลอืเทากับ P (c)

ดังน้ันถา P (c) = 0 แลว x− c เปนตัวประกอบหนึง่ของ P (x)

บทนยิาม 1.5.8 ให P (x) เปนพหนุาม ถา P (α) = 0 จะเรยีก α วาราก (root) ของพหนุาม P (x)

หรอื α เปนคำตอบ (solution) ของสมการ P (x) = 0

ขอสังเกต
1. α เปนรากของก็ตอเมือ่ x− α เปนตัวประกอบของ P (x)

2. ถา P (x) = Q(x)S(x) แลวรากทกุตัวของ Q(x) และรากทกุตัวของ S(x) เปนรากของ
P (x)

ฟงกชัน
บทนยิาม 1.5.9 ให A และ B เปนเซตใด ๆ ผลคณูคารทเีซยีน (cartesian product) นยิาม
โดย

A×B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}

บทนยิาม 1.5.10 จะกลาววา f ⊆ A×B เปนฟงกชัน (function) ก็ตอเมือ่
แตละ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา x1 = x2 แลว y1 = y2

ถา f เปนฟงกชัน และ (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x)

บทนยิาม 1.5.11 f เปนฟงกชันจาก A ไป B เขียนแทนดวย f : A → B

ก็ตอเมือ่

1. f เปนฟงกชัน 2. Dom(f) = A 3. Ran(f) ⊆ B

เมือ่ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา โดเมน (domain) ของ f

และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรยีกวา เรนจ (range) ของ f

บทนยิาม 1.5.12 เรยีก f : A → B วาฟงกชันมีขอบเขต (bounded function) บน D ⊆ A

ก็ตอเมือ่มี M > 0 ซึง่ |f(x)| ≤ M ทกุ ๆ x ∈ D

บทนยิาม 1.5.13 ให f : A1 → R และ g : A2 → R โดยที่ A1 ∩A2 ̸= ∅ กำหนดให A = A1 ∩A2

นยิามพชีคณติของฟงกชัน (algebra of functions) ดังนี้
f + g : A → R กำหนดโดย (f + g)(x) = f(x) + g(x)



16 บทท่ี 1. เบ้ืองตนแคลคลัูส
f − g : A → R กำหนดโดย (f − g)(x) = f(x) + g(x)

fg : A → R กำหนดโดย (fg)(x) = f(x)g(x)

f

g
: A− {x ∈ A : g(x) = 0} → R กำหนดโดย

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

บทนยิาม 1.5.14 กำหนดให f : A → B จะกลาววา

1. f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ (injection) หรอื ฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่

แตละ x1, x2 ∈ A ถา f(x1) = f(x2) แลว x1 = x2

2. f เปนฟงกชันทัว่ถงึ (surjection) ก็ตอเมือ่ Ran(f) = B

3. f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ (bijection) ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1 และ ทัว่
ถงึ

บทนยิาม 1.5.15 ให f : A → B และ g : B → C แลว g ◦ f : A → C เรยีกวาฟงกชันประกอบ
(composite function) ของ f และ g นยิามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ถาเปรยีบเทยีบฟงกชันคอืเครือ่งจักรชิ้นหนึง่เรยีกวา f เมือ่ใส  x หรอื input เขาไปในเครือ่ง
จะได f(x) ออกมาตามหนาที ่ของเครือ่งจักรชนดิน้ัน จากแนวคดินี้ เมือ่ประกอบเครือ่งจักรอกี
เครือ่งทีเ่รยีกวา g อกีชิ้น โดยนำ f(x) หรอื output จากเครือ่งจักร f ใส เขาไปในเครือ่งจักร g

แลวไดผลเปน g(f(x)) เรยีกเครือ่งจักรประกอบจากสองชิ้นนี้ วา h ดังรปู

รปูที ่ 1.9: แผนภาพแสดงฟงกชันประกอบ g ◦ f

g(f(x))

C

x

A

f gf(x)

B

บทนยิาม 1.5.16 ให f : A → B จะกลาววา f เปนฟงกชันผกผันได (invertible function)
ก็ตอเมือ่f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เปนฟงกชัน
และเรยีก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎบีท 1.5.17 ให f : A → B แลวจะไดวา

f เปนฟงกชันผกผันได ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1
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บทพิสจูน . สมมติ f เปนฟงกชันผกผันได นัน่คอื f−1 เปนฟงกชัน ให (x1, y1) ∈ f และ (x2, y2) ∈

f สมมติวา y1 = y2 เนือ่งจาก (y1, x1) ∈ f−1 และ (y2, x2) ∈ f−1 และ f−1 เปนฟงกชัน ดังน้ัน
x1 = x2 ในทางกลับกันสมมติ f เปนฟงกชัน 1-1 (x1, y1) ∈ f−1 และ (x2, y2) ∈ f−1 สมมติวา
x1 = x2 เนือ่งจาก (y1, x1) ∈ f และ (y2, x2) ∈ f และ f เปนฟงกชัน 1-1 ดังน้ัน y1 = y2 นัน่คอื
f−1 เปนฟงกชัน หรอืกลาวไดวา f เปนฟงกชันผกผันได

ชนดิของฟงกชันทีค่วรทราบ
1. ฟงกชันเอกลักษณ (identity function) f(x) = x

2. ฟงกชันเชงิเสน (linear function) f(x) = ax+ b

3. ฟงกชันกำลังสอง (Quadratic function) f(x) = ax2 + bx+ c

4. ฟงกชันคาสัมบูรณ (Absolute value function) f(x) = a|x− h|+ k

5. ฟงกชันกำลัง (Power function) f(x) = axn

6. ฟงกชันพหนุาม (Polynomial function) f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

7. ฟงกชันตรรกยะ (Rational function) f(x) =
p(x)

q(x)

เมือ่ p(x), q(x) เปนพหนุาม และ q(x) ̸= 0

จะไดวาโดเมนของฟงกชันขอ 1 ถงึ 6 คอื R และโดเมนของฟงกชันขอ 7 เทากับ R−{x : q(x) = 0}

เลขยกกำลัง
บทนยิาม 1.5.18 ให a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา เลขยกกำลัง (power of a number)
นยิามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตัว

เมือ่ a เรยีกวา ฐาน (basis) และ n เรยีกวา เลขชี้ กำลัง (exopnent)
นยิาม a0 = 1 และ a−n =

1

an
เมือ่ a ̸= 0 ถา n

√
a เปนจำนวนจรงินยิาม a

1
n = n

√
a

สมบัตเิบ้ืองตนของเลขยกกำลัง ให a เปนจำนวนจรงิ และ x, y เปนจำนวนเต็มบวก

1. (ax)y = axy 2. ax · ay = ax+y 3. ax

ay
= ax−y เมือ่ a ̸= 0

ขยายแนวคดิเลขชี้กำลังเปนจำนวนตรรกยะ เมือ่ m และ n เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ตัวหารรวมมาก
ของ m และ n เทากับ 1 ถา นยิาม n

√
a เปนจำนวนจรงิ นยิาม

a
m
n = (a

1
n )m = ( n

√
a)m
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และขยายแนวคดิไปยังจำนวนตรรกยะลบและจำนวนจรงิได แตไมขอกลาวในที่นี้ ถา f เปน
ฟงกชันโดยที่ n เปนจำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 แลว y = n

√
f(x) เรยีกวา ฟงกชันกรณฑ (radical

function)
สมบัตเิบ้ืองตนทางพีชคณติทีอ่าจใชในแคลคลัูส เมือ่ a, b ∈ R จะไดวา
1. กำลังสองสัมบูรณ

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

2. กำลังสามสัมบูรณ
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

3. ผลตางกำลังสอง a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

4. ผลตางกำลังสาม a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

5. ผลบวกกำลังสาม a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

6. ทฤษฎบีททวนิาม ให n เปนจำนวนนับ

(a+ b)n = an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn

เมือ่
(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
โดยที่ n, r ∈ Z ซึง่ 0 ≤ r ≤ n

นยิาม m แฟคทอเรยีล คอื m! = m(m− 1)(m− 2) · · · 2 · 1 เมือ่ m ∈ N และ 0! = 1

ให a เปนจำนวนจรงิซึง่ a > 0 และ a ̸= 1 เรยีก
{(x, y) : y = ax}

วาฟงกชันเลขชี้ กำลัง (exponential function) เนือ่งจากฟงกชันเลขชี้กำลังเปนฟงกชันหนึง่
ตอหนึง่ จะไดวามีฟงกชันผกผัน ดังน้ันเรยีกวาฟงกชันผกผันของฟงกชันเลขชี้กำลังวา ฟงกชัน
ลอการทิมึ (logarithmic function) เขียนแทนดวย y = logax นยิามโดย

y = logax ก็ตอเมือ่ x = ay

ดังน้ัน loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีที ่ a = 10 เรยีกวา ลอการทิมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดวย logx และกรณี a = e เรยีกวา ลอการทิมึธรรมชาติ (natural
logarithm) เขียนแทนดวย ℓnx โดยที่ e คอื คาคงตัวออยเลอร (Euler's constant) ซึง่เปน
จำนวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828182845...

สมบัตเิบ้ืองตนของลอการทิมึ
ทฤษฎบีท 1.5.19 ให x, y เปนจำนวนจรงิบวก และ m เปนจำนวนตรรกยะ โดยที่ a > 0 และ
a ̸= 1 จะไดวา
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1. logaxy = logax+ logay

2. loga

(y
x

)
= logay − logax

3. logax
m = mlogax

4. alogax = x

บทพิสจูน . ให z = logax และ w = logay จะไดวา x = az และ y = aw

1. จะไดวา xy = az · aw = az+w นัน่คอื z + w = logaxy ฉะน้ัน logaxy = logax+ logay

3. จะไดวา xm = (az)m = amz นัน่คอื mz = logax
m ฉะน้ัน logax

m = mlogax

ขอ 2 และ 4 เปนแบบฝกหัด

สำหรับ a, b > 0 และ a, b ̸= 1 สามารถเปลีย่นฐานของลอการทิมึไดโดย

logax =
logbx

logba

ตรโีกณมติิ
พิจารณาสามเหลีย่มมุมฉาก ABC

a

b c

A

C B

นยิามคาตรโีกณมิติท้ัง 6 แบบคอื ไซน (sine) โคไซน (cosine) แทนเจนต (tangent) โคแทนเจนต
(cotangent) เซแคนต (secant) และโคเซแคนต (cosecant) ดังนี้

sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ขยายแนวคดิไปยังมุม θ ซึง่มีหนวยเปนเรเดยีนคอืความยาวของเสนรอบวงของวงกลมหนึง่
หนวย โดยจดุเริม่ตนที ่ (1, 0) ไปสิ้นสดุที ่ (x, y) เมือ่วัดแบบทวนเข็มนากิาใหมีคาเปนบวก และ
วัดแบบตามเข็มนากิาใหมีคาเปนลบ จะไดวา x = cosθ และ y = sinθ นัน่คอื x2 + y2 = 1

จะไดวา 180◦ มีคาตรงกับ π เรเดยีน

รปูที ่ 1.10: วงกลมหนึง่หนวย
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X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)

θ

เอกลักษณตรโีกณมติิ

1. sinxcscx = 1

2. cosxsecx = 1

3. cotxtanx = 1

4. sin2x+ cos2x = 1

5. sec2x− tan2x = 1

6. csc2x− cot2x = 1

7. sin(−x) = −sinx
8. cos(−x) = cosx
9. tan(−x) = −tanx

10. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
11. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

12. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

13. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

14. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

15. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

16. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

17. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

18. sin3x = 3sinx− 4sin3x

19. cos3x = 4cos3x− 3cosx

20. tan3x =
3tanx− tan3x

1− 3tan2x

21. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

22. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

23. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

24. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

25. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

26. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

27. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

28. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

คาตรโีกณมติมิาตรฐานทีค่วรทราบ

ตารางที่ 1.1: ตัวอยางคาตรโีกณมิตทิีค่วรทราบ
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ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0

ให x ∈ R จะเรยีก y = sinx วาฟงกชันไชน (sine function) และ y = cosx วาฟงกชัน
โคไซน (cosine function) แสดงกราฟไดดังนี้ โดยแกน X มีความกวางช องละ π

2

รปูที ่ 1.11: กราฟของฟงกชันไชนและโคไชน

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

นยิามฟงกชันตรโีกณมิตอิกี 4 ฟงกชันคอื ฟงกชันแทนเจนต (tangent fuction) ฟงกชันโคแทนเจนต
(cotangent fuction) ฟงกชันเซแคนต (secant fuction) และฟงกชันโคเซแคนต (cosecant fuction)
ไดในทำนองเดยีวกัน เรยีกฟงกชันท้ัง 6 วา ฟงกชันตรโีกณมติิ (trigonometric function) สรปุ
ไดดังตารางตอไปนี้
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ตารางที่ 1.2: ฟงกชันตรโีกณมิตท้ัิง 6 ฟงกชัน
ฟงกชัน y = f(x) โดเมน เรจน

ไซน y = sinx R [−1, 1]

โคไซน y = cosx R [−1, 1]

แทนเจนต y = tanx =
sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2
: n ∈ Z

}
R

โคแทนเจนต y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2

: n ∈ Z
}

(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

จะเห็นวาฟงกชันไซนและโคไซน ไม เปนฟงกชัน 1-1 ดังน้ันการศกึษาฟงกชันผกผันจงึตอง
กำหนดโดเมนเพือ่ใหเปนฟงกชัน 1-1 ฟงกชันไซนมีโดเมนเปน [−π

2
, π
2
] และฟงกชันโคไซนมีโดเมน

[0, π]

1. เรยีกฟงกชันผกผันของไซน วา ฟงกชันอารกไซน (arcsine function) เขียนแทนดวย
arcsin นยิามโดย

y = arcsinx ก็ตอเมือ่ x = siny เมือ่ y ∈ [−π
2
, π
2
]

2. เรยีกฟงกชันผกผันของโคไซนวา ฟงกชันอารกโคไซน (arccosine function) เขียนแทน
ดวย arccos นยิามโดย

y = arccosx ก็ตอเมือ่ x = cosy เมือ่ y ∈ [0, π]

รปูที ่ 1.12: กราฟของฟงกชันอารกไชนและอารกโคไชน

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx
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ในทำนองเดยีวกันฟงกชันผกผันอกี 4 ฟงกชันคอื อารกแทนเจนต (arctangent function) อารก

โคแทนเจนต (arccotangent function) อารกเซแคนต (arcsecant function) และอารกโคเซแคนต
(arccosecant function) เรยีกฟงกชันท้ัง 6 วา ฟงกชันตรโีกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรปุไดดังตารางตอไปนี้

ตารางที ่ 1.3: ฟงกชันตรโีกณมิตผิกผันท้ัง 6 ฟงกชัน
ฟงกชัน y = f(x) โดเมน เรจน

อารกไซน y = arcsinx [−1, 1] [−π
2
, π
2
]

อารกโคไซน y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารกแทนเจนต y = arctanx R (−π
2
, π
2
)

อารกโคแทนเจนต y = arccotx R (0, π)

อารกเซแคนต y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

อารกโคเซแคนต y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]

เรขาคณติวเิคราะห
จดุในทางคณติศาสตร เปนอนยิามแตเปนทราบกันดีวาจดุมีความสำคัญโดยเฉพาะการใชบอก
ตำแหนงตาง ๆ โดยมีแกนอางองิ เรยีกแกนในแนวนอนวา แกน X (X-axis) และแกนในแนวต้ัง
วา แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตัดของแกนท้ังสองวา จดุกำเนดิ (origin) แทนดวยคูอันดับ (0, 0)

ในทีน่ ี้ จะกลาวถงึจดุคอืคูอันดับทีเ่ปนสมาชกิของ R× R
ระยะทาง (distance) ระหวาง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดวย AB นยิามโดย

AB =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ความชัน (slope) ของสวนเสนตรงทีล่ากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดวย mAB บาง
คร้ังถาไมสนใจ A และ B จะเขียนยอ ๆ ดวย m นยิามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมือ่ x1 ̸= x2 กรณทีี ่ x1 = x2 ความชันไมมีคาและสวนเสนตรง A และ B จะเปนแสนในแนวต้ัง
ให A(x1, y1) เปนจดุและ m คอืความชัน ให L คอืเซตของจดุ (x, y) โดยทีค่วามชันของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทากับ m เรยีกวา เสนตรง (line) ทีมี่ความชัน m ผานจดุ A หรอืหมายถงึเซต
L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสนตรง L ไดดังรปู
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รปูที ่ 1.13: เสนตรงผานจดุ A มีความชัน m

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา สมการเสนตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรปู

y = mx+ c

ในกรณทีี ่ m = 0 จะเรยีก เสนตรงแนวนอน (horizontal line) ซึง่มีสมการเปน y = y1 ถาเสน
ตรงนี้ ผานจดุ A และในกรณีที ่ m หาคาไมได จะเรยีก เสนตรงแนวยนื (vertical line) ซึง่มี
สมการ x = x1 ถาเสนตรงนี้ ผานจดุ A ดังน้ันเราอาจแบงเสนตรงเปน 4 แบบโดยใชความชันคอื
1. m > 0 2. m < 0 3. m = 0 และ 4. m ไมมีคา แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.14: ตัวอยางเสนตรง 4 รปูแบบ

m > 0m < 0
m = 0

m ไมมีคา

ใหเสนตรง L1 และ L2 มีความชัน m1 และ m2 ตามลำดับ จะไดวา

1. L1 ขนาน (parallel) กับ L2 ก็ตอเมือ่ m1 = m2

2. L1 ต้ังฉาก (perpendicular) กับ L2ก็ตอเมือ่ m1m2 = −1

อาจแสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.15: ตัวอยางเสนตรงทีข่นานกันและต้ังฉากกัน

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
m
x+ c4
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ในกรณเีสนตรงทีค่วามชันไมมีคายอมขนานกับเสนตรงใด ๆ ทีค่วามชันไมมีคาเสมอ เพราะทกุ
เสนเปนเสนตรงแนวต้ัง และเสนตรงทีค่วามชันไมมีคายอมต้ังฉากกับเสนตรงใด ๆ ทีมี่ความชัน
เทากับ 0 หรอืเสนตรงแนวนอนเสมอ

ให C เปนเซตของจดุ (x, y) ที่หางจากจดุคงที่ (h, k) ดวยระยะคงที่ r เรยีกวา วงกลม
(circle) ทีมี่ศนูยกลางที ่ (h, k) และรัศมี r ดังน้ัน

C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 1.16: วงกลมทีมี่ศนูยกลางที ่ (h, k) และรัศมี r

(h, k)

r
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แบบฝ กหัดบทที่ 1
1. จงอธบิายวธิกีารตรวสอบปรมิาตรของพีระมิดฐานสีเ่หลีย่มจัตรัุสเปน 1/3 เทาของปรมิาตร

ของปรซิมึทีมี่ฐานเดยีวกันและสงูเทากัน เพราะเหตใุดพรอมยกตัวอยางประกอบ

2. พิจารณารปูหลายเหลีย่มทีแ่บงวงกลมรัศมี 1 ออกเปน n สวนเทา ๆ กัน

2.1 จงหาพ้ืนทีข่องรปูหลายเหลีย่มเมือ่ n = 10, 100 และ 1000 โดยใชเครือ่งคำนวณ
2.2 จงคาดคะเนวาพ้ืนที ่ของรปูหลายเหลีย่มดังกลาวจะมีคาเขาใกลคาใด เมือ่ n มีคา

มาก ๆ

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมตอไปนี้ โดยใชวธิขีองอารคมีิดสี
3.1 พาราโบลา y = x2 และเสนตรง y = 2

3.2 พาราโบลา y = x2 + 1 และเสนตรง y = x+ 3

3.3 พาราโบลา y = −x2 และเสนตรง y = −x− 2

4. จากตัวอยาง 1.1.2 จงพิสจูนวา h = 4s

5. จงหาความชันของจดุ P บนเสนโคง y = f(x) โดยใชสามเหลีย่มผลตางของแบรโรว
ตอบในรปู h

5.1 f(x) = x2 และ P = (2, 4)

5.2 f(x) = x3 และ P = (−1,−1)

6. กำหนดให P = (0, 0) และ f(x) = sinx
6.1 จงหาความชันของจดุ P บนเสนโคง y = f(x) โดยใชสามเหลีย่มผลตางของแบรโรว

ในรปู h

6.2 จากขอ 5.1 จงหาความชันทีจ่ดุ P เมือ่ h = 0.1, 0.01 และ 0.001 โดยใชเครือ่งคำนวณ
6.3 จงคาดคะเนวาความชันทีจ่ดุ P จะมีคาเขาใกลคาใด เมือ่ h มีคานอย ๆ

7. ให U = {x ∈ Z : −100 ≤ x ≤ 100} เปนเอกภพสัมพัทธ
A = {x ∈ Z : 2 หาร x ลงตัว } และ B = {x ∈ Z : 3 หาร x ลงตัว }
จงหาจำนวนสมาชกิของ Ac −Bc

8. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้ พรอมท้ังเขียนแผนภาพ
8.1 {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

8.2 {(x, y) ∈ N× N : xy = 12}

8.3 {(x, y) ∈ R× R : x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

9. จงหาโดเมนและเจนของฟงกชันตอไปนี้
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9.1 f(x) =

√
x− 1

x+ 1

9.2 f(x) = |x+ 1| − |x− 1|

9.3 f(x) = ℓn
(

1

x2 − 1

)
9.4 f(x) = sin2(x2 + 1)

10. จงหา f−1(x) ถากำหนดให f(x) = ex − e−x

2

11. ให f(x) = x2 + 3x− 1 จงหา f(x+ h)− f(x)

h
เมือ่ h > 0

12. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีฟงกชันผกผันหรอืไม พรอมใหเหตผุล

12.1 f : R → R นยิามโดย f(x) = 1− 2x

12.2 f : R → R นยิามโดย f(x) = x3 + 1

12.3 f : N → R นยิามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

12.4 f : R+ → R นยิามโดย f(x) =
√
x

13. กำหนดให 2 < x < 3 จงหาคาของ √
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 − 6x+ 9

14. กำหนดให P (x) และ Q(x) เปนพหนุามดกีรี 2551 ซึง่สอดคลองกับ

P (n) = Q(n) สำหรับ n = 1, 2, 3, ..., 2551 และ P (2552) = Q(2552) + 1

จงหาคาของ P (0)−Q(0)

15. ให α, β และ γ เปนรากท้ังสามของสมการ x3−9x+5 = 0 คาของ (1−α)2(1−β)2(1−γ)2

เทากับเทาใด
16. กำหนดให P (x) = x3 + ax2 + bx+2 เมือ่ a, b เปนจำนวนจรงิ ถา x− 1 และ x+3 ตาง

หาร P (x) เหลอืเศษ 5 แลว a+ 2b มีคาเทาใด
17. จงหาเซตคำตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2

18. จงหาเซตคำตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

19. จงหา y ทีเ่ปนจำนวนจรงิซึง่ y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมือ่ x ∈ R

20. จงหาเซตคำตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150

21. จงหาเซตคำตอบของสมการ
21.1 4x − 5 · 2x + 6 = 0

21.2 2 + 3(15|x|) = 5|x| + 25(3|x|+1)

21.3 log(x+ 1) + log(x− 1) = 0

21.4 log2x+ log4x+ log8x+ log16x = 7 + 2log64x

22. จงหาเซตคำตอบของอสมการ
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22.1 32x+10 − 4(3x+6) + 27 ≤ 0 22.2 logx

(
2

x− 1

)
≥ 1

23. จงหาจำนวนจรงิ x ทีส่อดคลอง (3x2 − 11x+ 7)3x
2+4x+1 = 1

24. จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจดุ (2, a+ 1) และ (2, b+ 2)

25. จงหาสมการทีต้ั่งฉากกับเสนตรง 3x+ 4y = 12 และผานจดุ (1,−1)

26. จงหาจดุบนเสนตรง 2y − x+ 6 = 0 ทีอ่ยูใกลจดุ (3, 1)มากทีส่ดุ

27. จงหาสมการวงกลมทีมี่จดุศนูยกลางทีจ่ดุกำเนดิและผานจดุ (1, 3)

28. จงหาสมการเสนสัมผัสของวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจ่ดุ (3, 4)

29. ถาวงกลมหนึง่มีจดุศนูยกลางคอืจดุ A อยูบนเสนตรง x+y+4 = 0 และผานจดุ B(−5,−2)

และ C(−2, 5) จงหาพ้ืนทีส่ามเหลีย่ม ABC

30. จงหาจดุบนวงกลม x2 + y2 + 2x− 4y − 15 = 0 ทีอ่ยูใกลจดุ (1, 3) มากทีส่ดุ



บทที่ 2
ลมิติและความตอเนือ่ง

2.1 ลมิติของฟงกชัน
พิจารณาฟงกชัน

f(x) =


2− x2 เมือ่ x < 1

2 เมือ่ x = 1

2x− 1 เมือ่ x > 1

เมือ่สนใจคาฟงกชัน f(x) เมือ่คาของ x ใกล 1 อาจพิจารณาคา x สำหรับบางคาดังตาราง
ตอไปนี้

x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมือ่พิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา f(x) มีคาเขาใกล 1 ไมวาใหคา x เขาใกลลักษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณเีช นนี้ จะกลาววา ลมิติของฟงกชัน (limit of function) f(x) ขณะ x เขา
ใกล 1 มีคาเทากับ 1 เขียนแทนดวย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นไดวาการพิจารณาคา x เขาใกล 1 จะไมพิจารณากรณี x = 1 และเมือ่แสดงฟงกชัน
y = f(x) ดวยกราฟตอไปนี้

29
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X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทำใหไดขอสังเกตวา lim
x→1

f(x) ไมจำเปนตองเทากับ f(1)

เมือ่พิจารณาคาของ lim
x→a

f(x) เราตองพิจารณาคาของ f(x) ทีจ่ดุอืน่ ๆ ใน Dom(f) ทีอ่ยูใกล
ๆ a ดังน้ันการหาลมิิตทีจ่ดุ a ตองมีคาอืน่ ๆ ใกลจดุ a ใหพิจารณาเสมอ เราเรยีกจดุ a ลักษณะ
นี้ วา เปนจดุลมิติ (limit point) ของ Dom(f) ตัวอยางเช น 0 เปนจดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2} แต
2 ไมเปนจดุลมิิตของ (−1, 1) ∪ {2}

ขอสังเกต 2.1.1 จดุลิมิตไมจำเปนตองอยูในโดเมนของฟงกชันเสมอไป เช น 0 เปนจดุลิมิตของ
โดเมน (−1, 0) ∪ (0, 1) แต 0 ไมเปนสมาชกิของ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ตอไปจะกลาวถงึบทนยิามของลมิิตของฟงกชัน
ตัวอยาง 2.1.2 จงพิจารณาวาจดุ a เปนจดุลมิิตของโดเมนตอไปนี้หรอืไม

1. D = (−1, 3) เมือ่ a = 0

2. D = (0, 3) เมือ่ a = 3

3. D = [1, 4] เมือ่ a = 1

4. D = (1, 2) ∪ {3} เมือ่ a = 3
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บทนยิาม 2.1.3 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = L เรยีกวาลมิิตของ f(x) ขณะ x เขาใกล a เทากับ L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → |f(x)− L| < ε

X

Y

y = f(x)

L+ ε

L

L− ε

a+ δaa− δ

ทฤษฎบีท 2.1.4 ให a เปนจดุลมิิต c เปนคาคงตัว และ n ∈ N จะไดวา
1. lim

x→a
c = c 2. lim

x→a
x = a 3. lim

x→a
xn = an

ทฤษฎบีท 2.1.5 ให f, g เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R โดยที่ a เปนจดุลมิิตของ D

ถา lim
x→a

f(x) = L และ lim
x→a

g(x) = M เมือ่ L,M ∈ R แลว
1. lim

x→a
[f(x) + g(x)] = lim

x→a
f(x) + lim

x→a
g(x) = L+M

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

3. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมือ่ M ̸= 0

4. lim
x→a

Cf(x) = C lim
x→a

f(x) = CL เมือ่ C เปนคาคงตัว
5. lim

x→a
|f(x)| = | lim

x→a
f(x)| = |L|

6. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมือ่ n ∈ N

7. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมือ่ n ∈ N และ n

√
L ∈ R
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ตัวอยาง 2.1.6 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→1
(2x2 − 3x+ 4)

2. lim
x→0

x+ 1

x− 1

3. lim
x→1

x
√
x+ 1

ตัวอยาง 2.1.7 จงหาคาลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

รปูแบบยังไมกำหนด (indeterminate form)

lim
x→a

f(x)

g(x)
อยูในรปูแบบยังไมกำหนด

ก็ตอเมือ่ lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x) และ เขียนแทนดวย I.F.
0

0
ลิมิตทีอ่ยูในรปูแบบยังไมกำหนด

หมายถงึลิมิตทียั่งไมทราบคาอาจใชการเปลีย่นรปูของฟงกชัน หรอืทฤษฎบีทตาง ๆ เกีย่วกับลิ
มิตมาชวยในการหาคา
ตัวอยาง 2.1.8 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2

2. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h
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3. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3

4. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

ตัวอยาง 2.1.9 จงหาคาลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x

ตัวอยาง 2.1.10 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

22x − 2x+1 + 1

2x − 1
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ตัวอยาง 2.1.11 จงหาคาลมิิตของ lim
x→−3

2|x+ 1| − |1− x|
x2 − 9

ตัวอยาง 2.1.12 ให f(x) เปนฟงกชันพหนุามโมนกิดกีรสีอง ถา lim
x→0

f(x)

x
= 2 จงหาคาของ f(3)

ตัวอยาง 2.1.13 จงหาคาลมิิต lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h
ในรปูตัวแปร x
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ตัวอยาง 2.1.14 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→1

x− 1√
x− 1 2. lim

x→0

4−
√
16 + x

x

ตัวอยาง 2.1.15 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1
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ตัวอยาง 2.1.16 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→1

x− 1
3
√
x− 1

2. lim
x→−1

3
√
2x+ 1 + 3

√
2 + x

x+ 1

ตัวอยาง 2.1.17 จงหาคาลมิิตของ lim
x→0

x
3
√
x+ 8 + 3

√
x− 8
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แบบฝ กหัด 2.1
1. จงแสดงคาลมิิตตอไปนี้ โดยใชนยิาม

1.1 lim
x→1

1− x 1.2 lim
x→−1

2x 1.3 lim
x→2

x+ 1

3

2. จงแสดงคาลมิิตตอไปนี้

2.1 lim
x→0

(x− 1)
√
2 + x 2.2 lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
2.3 lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

3. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

3.1 lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

3.2 lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

3.3 lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

3.4 lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

3.5 lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

3.6 lim
x→−2

2x2 + 3x− 2

3x3 + 6x2 − 2x− 4

3.7 lim
x→−1

x
7
3 + x

4
3 − 2x

1
3

x
4
3 + 2x

1
3

3.8 lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

3.9 lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

3.10 lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

3.11 lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

3.12 lim
x→−4

1
x
+ 1

4

x+ 4

3.13 lim
x→7

x−3 − x−2 + 7x−1 − 1

7− x

3.14 lim
x→−4

8x−3 + 2x−2 − 4x−1 − 1

x+ 4

3.15 lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

3.16 lim
x→−1

x2 + 2x+ 1

x4 − 1

3.17 lim
h→0

(3 + h)−1 − 3−1

h

4. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

4.1 lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

4.2 lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

4.3 lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

4.4 lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

4.5 lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

4.6 lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

4.7 lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

4.8 lim
x→0

√
3 + x−

√
3

x

4.9 lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

4.10 lim
x→−8

√
1− x− 3

x− 4 3
√
x

4.11 lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4
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5. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

5.1 lim
x→1

3
√
x− 1√
x− 1

5.2 lim
x→−1

3
√
7− x− 2√
x+ 2− 1

5.3 lim
x→1

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 1

(x− 1)2

5.4 lim
x→1

3
√
x− 2− 1

x− 1

6. จงหาคาลมิิตตอไปนี้

6.1 lim
x→0

32x − 3x+1 + 2

3x − 1

6.2 lim
x→1

5x+1 − 5x

5x+2

6.3 lim
x→1

x · 3x − 3x + x− 1

x− 1

6.4 lim
x→0

52x − 5x+2 + 24

5x − 1

7. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ในรปูตัวแปร x

7.1 lim
h→0

1
x+h

− 1
x

h

7.2 lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

7.3 lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

7.4 lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

8. จงหาคาลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1| − 3x+ 1

|1− x| − 2

9. จงหาคาลมิิตของ lim
x→1

x(x2 − 1)2(x+ 1)2

(x2 − 5x+ 4)(x− x3)

10. จงหาคาลมิิตของ lim
x→2

x− 2
3
√
x− 1 + 3

√
x− 3

11. ให f(x) เปนฟงกชันพหนุามโมนกิดกีรสีอง ถา lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคาของ f(4)
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2.2 ลมิติดานเดยีว
พิจารณาฟงกชัน f(x) =

√
x แสดงไดดังกราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เปนจดุลิมิต จะไดวา f(x) มีคาเขาใกล 0 เมือ่คา x เขา
ใกล 0 ในลักษณะ x > 0 เรยีกวา x เขาใกล 0 ทางดานขวา แตเมือ่ x เขาใกลคา 0 ในลักษณะ
x < 0 เรยีกวา x เขาใกล 0 ทางดานซาย คาของฟงกชัน f(x) จะไมมีคาในจำนวนจรงิ ทำใหลมิิต
ของ f(x) มีเพียงคาเมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานขวา เขียนแทนดวย

lim
x→0+

f(x) = 0

เรยีกวา ลมิิตขวาของ f(x) เมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานขวา
ในทำนองเดยีวกันลมิิตของ f(x) =

√
−x ทีจ่ดุ 0 จะมีคาเมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานซายเทาน้ัน

เรยีกคาลมิิตนี้ วาลมิิตซายของ f(x) เมือ่ x เขาใกล 0 ทางดานซาย เรยีกลมิิตท้ังสองแบบนี้ วา ลิ
มติดานเดยีว (One-sided limit)
บทนยิาม 2.2.1 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (a,∞) แลว

lim
x→a+

f(x) = L

เรยีกวาลมิติขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขาใกล a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ
x เขาใกล a ทางดานขวาเทากับ L ก็ตอเมือ่

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, a < x < a+ δ → |f(x)− L| < ε

รปูที ่ 2.1: กราฟแสดงนยิามลมิิตขวาของฟงกชัน

X

Y
y = f(x)

L+ ε

L

a+ δa
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บทนยิาม 2.2.2 ให f : D → R เมือ่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) แลว
lim

x→a−
f(x) = L

เรยีกวาลมิติซาย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขาใกล a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x

เขาใกล a ทางดานซายเทากับ L ก็ตอเมือ่
∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, a− δ < x < a → |f(x)− L| < ε

รปูที ่ 2.2: กราฟแสดงนยิามลมิิตซายของฟงกชัน

X

Y
y = f(x)

L

L− ε

aa− δ

ทฤษฎบีท 2.2.3 ให f : D → R, D ⊂ R และ a เปนจดุลมิิตของ D ∩ (−∞, a) และ D ∩ (a,∞)

และ L ∈ R แลว
lim
x→a

f(x) = L ก็ตอเมือ่ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)

ตัวอยาง 2.2.4 ให y = f(x) เปนฟงกชันทีมี่โดเมน (−4, 5) และเขียนกราฟไดดังนี้

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

จงหาลมิิตที่ x = −4,−2, 2, 3 และ 5

วธิทีำ จากกราฟ แสดงคาตาง ๆ ของลมิิต ไดดังตารางตอไปนี้
a lim

x→a−
f(x) lim

x→a+
f(x) lim

x→a
f(x)

−4

−2

2

3

5
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ตัวอยาง 2.2.5 ฟงกชันซกินัม (signum function) เขียนแทนดวย sgn นยิามโดย

sgn(x) =


1 เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−1 เมือ่ x < 0

จงวาดกราฟของฟงกชันซกินัม และพิจารณาคาของลมิิตของ sgn(x) ทีจ่ดุ 0

ตัวอยาง 2.2.6 พิจารณาคามิลติ lim
x→2

f(x) ของฟงกชัน

f(x) =


√
6− x เมือ่ 0 < x < 2

4− x เมือ่ 2 < x < 5

ตัวอยาง 2.2.7 พิจารณาคามิลติ lim
x→4

f(x) ของฟงกชัน

f(x) =


√
2x+ 1− 3

x2 − 16
เมือ่ x > 4

3x+ 1 เมือ่ x ≤ 4
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ตอไปจะกลาวถงึ ฟงกชันคาสัมบูรณ (absolute function) นยิามโดย

f(x) = |x| =


x เมือ่ x > 0

0 เมือ่ x = 0

−x เมือ่ x < 0

ตัวอยาง 2.2.8 จงตรวจสอบวา lim
x→0

|x|
x

มีลมิิตหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.9 จงตรวจสอบวา lim
x→0

x|x| − x

|x|
มีลมิิตมีหรอืไม

ตัวอยาง 2.2.10 จงตรวจสอบวา lim
x→−2

|x2 − x− 6|
x+ 2

มีลมิิตหรอืไม
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ตัวอยาง 2.2.11 จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1

ตัวอยาง 2.2.12 จงหาคาลมิิตของ lim
x→1−

1√
1− x

(
1− 2x3

x2 + 1

)

ตัวอยาง 2.2.13 ถา lim
x→0

|5x+ 1| − |5x− 1|√
x+ a−

√
a

= 80 จงหาคาของ a
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

1.1 lim
x→3

(2x+ |x− 3|)

1.2 lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

1.3 lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

1.4 lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

1.5 lim
x→0−

(
1

x
− 1

|x|

)
1.6 lim

x→0+

(
1

|x|
− 1

x

)

2. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

2.1 lim
x→0

|2x− 1| − |2x+ 1|
x

2.2 lim
x→0

3
√
1 + cx− 1

x

3. กำหนดให f(x) =


x2 − 1

x3 − 1
เมือ่ x ̸= 1

4− 2x เมือ่ x = 1

จงตรวจสอบคาของ lim
x→1

f(x)

4. กำหนดให f(x) =
x3 − 2x+ 5 เมือ่ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมือ่ |x| > 2

จงตรวจสอบคาของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

5. จงหาคาของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

6. จงหาคาของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

7. จงหาจำนวนจรงิ k ซึง่ทำให lim
x→−3

f(x) มีคา เมือ่ f(x) =

2x+ 5 เมือ่ x < −3

kx2 + 2 เมือ่ x ≥ −3

8. จงหาจำนวนจรงิ a และ b ซึง่ทำให lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

9. จงหาจำนวนจรงิ a ซึง่ lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4

10. ถา lim
x→1

f(x)− 8

x− 1
= 10 จงหา lim

x→1
f(x)



2.3. ลิมิตของฟงก ชันตรีโกณมิติ 45

2.3 ลมิติของฟงกชันตรโีกณมติิ
ทฤษฎบีท 2.3.1 ลมิิตของฟงกชันตรโีกณมิตเิปนจรงิดังนี้

1. lim
x→0

sinx = 0

2. lim
x→0

cosx = 1

3. lim
x→a

sinx = sina
4. lim

x→a
cosx = cosa

ตัวอยาง 2.3.2 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0
tanx 2. lim

x→π

cos2x
x

3. lim
x→0

sinx
tanx

ตัวอยาง 2.3.3 จงหาคาของ lim
x→0

cosx− 1

sinx

ตัวอยาง 2.3.4 จงหาคาของ lim
x→π

cos2x+ cosx
sin2x− sinx
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ตัวอยาง 2.3.5 จงหาคาของ lim
x→π

4

(cot3x− 1)(csc2x)
1 + cos2x− 2sin2x
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ทฤษฎบีท 2.3.6 ทฤษฎบีทการบีบ (Squeeze theorem)
ให f, g, h เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R ถา

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x ทีมี่คาใกล ๆ a

และ lim
x→a

g(x) = L = lim
x→a

h(x) แลว lim
x→a

f(x) = L

ตัวอยาง 2.3.7 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0
x2sin

(
1

x

)

2. lim
x→0

sin2xcos
(π
x

)

ตัวอยาง 2.3.8 จงหาคาของ lim
x→0

xcos
(
2

x

)
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พิจารณากราฟของฟงกชัน f(x) =
sinx
x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

และคำควณคาฟงกชัน f(x) เมือ่คาของ x ใกล ๆ 0 สำหรับบางคาดังตารางตอไปนี้
x f(x) x f(x)

0.1 0.998334166468282 −0.1 0.998334166468282

0.01 0.999983333416666 −0.01 0.999983333416666

0.001 0.999999833333342 −0.001 0.999999833333342

0.0001 0.999999998333333 −0.0001 0.999999998333333

0.00001 0.999999999983333 −0.00001 0.999999999983333

ทำใหสรปุไดวา lim
x→0

sinx
x

= 1 หรอืกลาวอกีนัยวา sinx จะมีคาประมาณ x เมือ่ x มีคาใกล ๆ 0

และสามารถพิสจูนโดยใชทฤษฎบีทการบีบดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 2.3.9 lim
x→0

sinx
x

= 1
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ตัวอยาง 2.3.10 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0

sin2x

xtanx 2. lim
x→0

1− cosx
x

ตัวอยาง 2.3.11 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→0

x+ sinx
xcosx

2. lim
x→0

x− tanx
sinx
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ตัวอยาง 2.3.12 จงหาคาลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→0

secx− cosx
x

2. lim
x→0

tanx− sinx
x3
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บทแทรก 2.3.13 ถา lim
x→a

u(x) = 0 แลว

lim
x→a

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอยาง 2.3.14 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0

sin2x
x

2. lim
x→0

sin24x

5x2

ตัวอยาง 2.3.15 จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา
1. lim

x→0

sin5x− sin3x
tanx

2. lim
x→π

sinx
x− π
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แบบฝ กหัด 2.3
1. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

1.1 lim
x→0

x2sin
(
x2π

x

)
1.2 lim

x→0
x2sin

(xπ
x2

)
1.3 lim

x→0
tan2xcos

(
3

x− 1

)
1.4 lim

x→0
cosx

√
sin2x

1.5 lim
x→0

√
x2 + x3cos

(
x+ 1

π

)
1.6 lim

x→π

cos3x− cosx
sin3x+ sinx

2. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

2.1 lim
x→0

tanx
4x

2.2 lim
x→0+

sinx√
x

2.3 lim
x→0

tan3x
tan5x

2.4 lim
x→0

sin5x
xcosx

2.5 lim
x→0

tan5x
sin5x

2.6 lim
x→0

4x

sin3x
2.7 lim

x→0

sin2x
sin3x

2.8 lim
x→0

1− cos2x
3x

2.9 lim
x→0

sin4x

x2

2.10 lim
x→2

sin(12− 6x)

5− 10x

2.11 lim
x→−3

sin(x+ 3)

x2 + 2x− 3

2.12 lim
x→π

sinx
π − x

2.13 lim
x→0

x+ tanx
sinx

2.14 lim
x→0

x2

1− cosx
2.15 lim

x→0

x2

1− cos3x
2.16 lim

x→0

sin2x+ sinx
x

2.17 lim
x→0

1− cos4x
x2

2.18 lim
x→π

2

sinx− 1

x− π
2

2.19 lim
x→0+

x

1− cos√x

2.20 lim
x→0

x2cotx

2.21 lim
x→0

x

x+ sinx
2.22 lim

x→0

xsinx
1− cosx

2.23 lim
x→0

sin42x

3x4

2.24 lim
x→0

x2sin2 1

x

2.25 lim
x→0

x6cosπ
x

2.26 lim
x→0+

√
xesin 1

x

2.27 lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

3. จงหาคาลมิิตตอไปนี้ ถาลมิิตมีิคา

3.1 lim
x→0

x

xcosx+ sinx
3.2 lim

x→0

cos3x− 2cos2x− cosx+ 2

x2

3.3 lim
x→0

xcosx− sinx
x

3.4 lim
x→0

1− cosxsin2x− cos2x
x3

3.5 lim
x→0

sin5x− sin3x
x

3.6 lim
x→0

sin7x+ sinx
cos7x− cosx

4. จงหาคาของ lim
x→π

sinx
1 + cosx

5. ถา f เปนฟงกชันทีมี่โดเมนเปนจำนวนจรงิ ถา lim
x→0

f(x)cosx = 0 จงหา lim
x→0

f(x)
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2.4 ลมิติเกีย่วกับอนันต
พิจารณาฟงกชัน f(x) =

2x

x2 + 1
แสดงไดดังกราฟ

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

เมือ่พิจารณาหาคาลิมิตของ f(x) เมือ่ x มีคาเพิม่ข้ึนอยางไมมีขีดจำกัด จะมีคาเขาใกล 0
เขียนแทนดวย

lim
x→∞

f(x) = 0

และเมือ่พิจารณาหาคาลิมิตของ f(x) เมือ่ x มีคาลดลงอยางไมมีขีดจำกัด จะมีคาเขาใกล 0
เขียนแทนดวย

lim
x→−∞

f(x) = 0

บทนยิาม 2.4.1 ให f : D → R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว
lim

x→∞
f(x) = L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → |f(x)− L| < ε

บทนยิาม 2.4.2 ให f : D → R โดยที่ D = (−∞, a) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว
lim

x→−∞
f(x) = L

ก็ตอเมือ่ ∀ε > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → |f(x)− L| < ε

ทฤษฎบีท 2.4.3 ให r เปนจำนวนตรรกยะบวก แลว

1. lim
x→∞

1

x
= 0

2. lim
x→−∞

1

x
= 0

3. lim
x→∞

1

xr
= 0

4. lim
x→−∞

1

xr
= 0
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ในทำนองเดยีวกับลมิิตของฟงกชันทีจ่ดุ a เมือ่พิจารณาลมิิตของฟงกชันเมือ่ x เขาใกล ∞ จะ
ไดทฤษฎบีท 2.4.4 (จะละการพิสจูนไวในวชิานี้ )
ทฤษฎบีท 2.4.4 ให f, g เปนฟงกชันจาก D ไป R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว
ถา lim

x→∞
f(x) = L และ lim

x→∞
g(x) = M เมือ่ L,M ∈ R แลว

1. lim
x→∞

[f(x) + g(x)] = lim
x→∞

f(x) + lim
x→∞

g(x) = L+M

2. lim
x→∞

f(x) · g(x) = lim
x→∞

f(x) · lim
x→∞

g(x) = LM

3. lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

lim
x→∞

f(x)

lim
x→∞

g(x)
=

L

M
เมือ่ M ̸= 0

4. lim
x→∞

cf(x) = c lim
x→∞

f(x) = cL เมือ่ c เปนคาคงตัว
5. lim

x→∞
|f(x)| = | lim

x→∞
f(x)| = |L|

6. lim
x→∞

(f(x))n =
(

lim
x→∞

f(x)
)n

= Ln เมือ่ n ∈ N

7. lim
x→∞

n
√

f(x) = n

√
lim

x→∞
f(x) =

n
√
L เมือ่ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

สำหรับลมิิตของฟงกชันเมือ่ x เขาใกล −∞ ไดผลลัพธเช นเดยีวกับทฤษฎบีท 2.4.4 แตไมขอ
เขียนไว ณ ทีน่ี้ แตนำไปใชไดเช นกัน

สำหรับ lim
x→∞

f(x) = ∞ และ lim
x→∞

g(x) = ∞ จะกลาวไดวา

lim
x→∞

f(x)

g(x)
และ lim

x→∞
(f(x)− g(x)) อยูในรปูแบบยังไมกำหนด

เขียนแทนดวย I.F.
∞
∞

และ I.F.∞−∞ ตามลำดับ

ตัวอยาง 2.4.5 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

3x3 − 4

2x2 + x3

2. lim
x→−∞

x2 − 4x

x+ x3 + 1
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ตัวอยาง 2.4.6 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→−∞

10x+ 3√
25x2 − 6

2. lim
x→∞

√
x4 + x2 + x

3x2 − 1
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ตัวอยาง 2.4.7 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

(√
x2 + 2− x

)

2. lim
x→∞

(√
x2 + 3x+ 1− x+ 1

)
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ตัวอยาง 2.4.8 พิจารณาคาของลมิิต lim
x→−∞

(√
x2 − x+ x

)
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ตอไปนี้ จะขยายแนวคดิมากจากทฤษฎบีทการบีบ ทำใหไดทฤษฎบีททีค่ลายคลงึกันเรยีกวา
ทฤษฎบีทการบีบสำหรับลมิิตทีอ่นันต

ทฤษฎบีท 2.4.9 ทฤษฎบีทการบีบสำหรับลมิติทีอ่นันต
ให f, g, h เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x > N สำหรับบางคา N > 0

และ lim
x→∞

g(x) = L = lim
x→∞

h(x) แลว lim
x→∞

f(x) = L

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ทกุ ๆ x < K สำหรับบางคา K < 0

และ lim
x→−∞

g(x) = M = lim
x→−∞

h(x) แลว lim
x→−∞

f(x) = M

ตัวอยาง 2.4.10 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞

sinx
x2

2. lim
x→−∞

x2 − 5sinx
7x+ 2x2
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โดยทฤษฎบีท 2.3.9 พิสจูนไดในทำนองเดยีวกันจะไดวา

ทฤษฎบีท 2.4.11 ให u เปนฟงกชันจาก D ไป R เมือ่ D ⊆ R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = 0 แลว

lim
x→∞

sinu(x)
u(x)

= 1

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = 0 แลว

lim
x→−∞

sinu(x)
u(x)

= 1

ตัวอยาง 2.4.12 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→∞

xsin
(
1

x

)

2. lim
x→−∞

xsin
(π
x

)

3. lim
x→−∞

xsin
(

1

x+ 1

)
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บทนยิาม 2.4.13 ให f : D → R โดยที่ D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว lim
x→∞

f(x) = +∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) > M

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว แลว lim
x→−∞

f(x) = +∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) > M

3. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว แลว lim
x→∞

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0 ∃N > 0∀x ∈ D, x > N → f(x) < M

4. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว แลว lim
x→−∞

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0 ∃N < 0∀x ∈ D, x < N → f(x) < M

จากบทนยิาม 2.4.13 อาจนำไปใชในการตรวจสอบคาคอนขางยาก เราอาจจะใชทฤษฎบีท
ตอไปนี้ ในการตรวจสอบไดเช นกัน (การพิสจูนขอละไวในวชิานี้ )

ทฤษฎบีท 2.4.14 ให f เปนฟงกชัน แลว

1. ถา ∃M > 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→∞
f(x) = ∞

2. ถา ∃M > 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x > M และ lim
x→∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→∞
f(x) = −∞

3. ถา ∃M < 0, f(x) > 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→−∞
f(x) = ∞

4. ถา ∃M < 0, f(x) < 0 ทกุ ๆ x < M และ lim
x→−∞

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→−∞
f(x) = −∞

ตัวอยาง 2.4.15 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→∞

x2

1 + x

2. lim
x→∞

x2

1− x

3. lim
x→−∞

x3

1 + x

4. lim
x→−∞

x2

1 + x
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ทฤษฎบีท 2.4.16 ให u เปนฟงกชันจาก D ไป R

1. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = ∞ แลว

lim
x→∞

arctanu(x) = π

2

2. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = ∞ แลว

lim
x→−∞

arctanu(x) = π

2

3. ถา D = (a,∞) เมือ่ a เปนคาคงตัว และ lim
x→∞

u(x) = −∞ แลว

lim
x→∞

arctanu(x) = −π

2

4. ถา D = (−∞, b) เมือ่ b เปนคาคงตัว และ lim
x→−∞

u(x) = −∞ แลว

lim
x→−∞

arctanu(x) = −π

2

ตัวอยาง 2.4.17 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้
1. lim

x→∞
arctan(1 + x2)

2. lim
x→−∞

arctan(1− x2)
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บทนยิาม 2.4.18 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = ∞

ก็ตอเมือ่ ∀M > 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) > M

บทนยิาม 2.4.19 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว
lim
x→a

f(x) = −∞

ก็ตอเมือ่ ∀M < 0∃δ > 0 ∀x ∈ D, 0 < |x− a| < δ → f(x) < M

ตัวอยาง 2.4.20 กราฟของฟงกชัน y = f(x) แสดงดังนี้

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

จะไดคาของลมิิตดังตอไปนี้

1. lim
x→∞

f(x)

2. lim
x→−∞

f(x)

3. lim
x→1+

f(x)

4. lim
x→1−

f(x)

5. lim
x→−1+

f(x)

6. lim
x→−1−

f(x)
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ทฤษฎบีท 2.4.21 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a เปนจดุลมิิตของ D แลว

1. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว

lim
x→a

f(x) = ∞

2. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D − {a} และ lim
x→a

1

f(x)
= 0 แลว

lim
x→a

f(x) = −∞

3. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ)∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a+
f(x) = ∞

4. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, a+ δ)∩D และ lim
x→a+

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a+
f(x) = −∞

5. ถา ∃δ > 0, f(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a)∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a−
f(x) = ∞

6. ถา ∃δ > 0, f(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a− δ, a)∩D และ lim
x→a−

1

f(x)
= 0 แลว lim

x→a−
f(x) = −∞

ตัวอยาง 2.4.22 พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 2.4.21
1. lim

x→1

x

(x− 1)2

2. lim
x→2+

1− x

x2 − 4



64 บทท่ี 2. ลิมิตและความตอเน่ือง

ตัวอยาง 2.4.23 จงหาคาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)

2. lim
x→0

1 + 1
x

1− 1
x

3. lim
y→0+

(coty − cscy)
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แบบฝ กหัด 2.4
1. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

1.1 lim
x→∞

(
1

x 3
√
x
+ 3

)
1.2 lim

x→−∞

9 + 5
√
x

4 + 3
√
x

1.3 lim
x→−∞

(2x+ 5)5(x− 8)7

(x3 − 2)2(3x+ 1)4

1.4 lim
x→−∞

x3 − 3x+ 4

7x+ x2 − 2x3

1.5 lim
x→∞

x3 + x+ 1

4 + x2 + 3x3

1.6 lim
x→∞

√
3− 8x2

x(x+ 2)

1.7 lim
x→∞

7x2 − 4

2x4 + x

1.8 lim
x→−∞

√
x2 + 6

2x− 5

1.9 lim
x→∞

|x2 − 1|
x2 + 1

1.10 lim
x→−∞

x3 − |x|
|x3 − 2x2 − x+ 2|

1.11 lim
x→∞

(√
x2 + 3x− x

)
1.12 lim

x→−∞

(√
x2 + x+ 1 + x

)
1.13 lim

x→∞

(√
x2 + ax−

√
x2 + bx

)
1.14 lim

x→−∞

(
x+

√
x2 + 2x

)
1.15 lim

x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)
1.16 lim

x→∞
x
(
x−

√
x2 + 4

)

1.17 lim
x→−∞

(
3
√
x3 + x− 3

√
x3 + 1

)
1.18 lim

x→−∞

√
x2 + 4− 2

2x+ 3

1.19 lim
z→−∞

√
8 + z2

z + 4

1.20 lim
x→∞

(
1

x− 2
− 3

x2 − 4

)
1.21 lim

x→−∞

√
4x2 + 1

x− 1

1.22 lim
x→−∞

√
9x6 − x

x3 + 1

1.23 lim
x→∞

x3 − 2x+ 1

x2 + 3x− 10

1.24 lim
x→−∞

3
√
x3 + 2x− 1

1.25 lim
x→−∞

x5 + 6x2 − 7x

4x3 − x2 + 1

1.26 lim
x→−∞

x3 − x+ 6

3x2 − x

1.27 lim
x→∞

√
x6 − x4

x2 + x− 12

1.28 lim
x→∞

8− x2

√
2x2 − x+ 1

1.29 lim
x→∞

10 +
√
1 + x2

x

1.30 lim
t→0

(
1

t
− 1

t2 + t

)
1.31 lim

t→0

(
1

t
√
1 + t

− 1

t

)

2. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

2.1 lim
x→0+

arctan(ℓnx)
2.2 lim

x→0−
e

1
x

2.3 lim
x→−∞

cos ( 1
x

)
x

2.4 lim
x→−∞

x

[
cos
(
1

x

)
− 1

]

2.5 lim
x→∞

arctan(ex)

2.6 lim
x→∞

x2 + xsinx
cos3x− 2x2

2.7 lim
x→∞

sin2x

x2 + 1

2.8 lim
x→∞

xsin
(
2

x

)
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2.9 lim
x→∞

xsin2

(
2

x

)
2.10 lim

x→−∞

cosxsin3x
ℓn(−x)

3. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

3.1 lim
x→1+

1
3
√
x− 1

3.2 lim
x→2−

x− 3

x3 − 8

3.3 lim
x→−3−

1√
−x− 3

3.4 lim
x→4+

x− 5

x− 4

3.5 lim
x→−1+

3
√
x− 2x+ x

4
3

x2 − 8x− 9

3.6 lim
x→1

2x− 3

x2 − 2x+ 1

3.7 lim
x→−2−

x2 + x+ 4− 3

x2 + x− 2

3.8 lim
x→−5

x+ 6

x2 + 10x+ 25

3.9 lim
x→5−

[x]− x

5− x

3.10 lim
x→3

x2 − 2x+ 6

x2 + 2x− 15

4. พิจารณาคาของลมิิตตอไปนี้

4.1 lim
x→∞

sinx√
x

4.2 lim
x→∞

sin(x− 1)

3x− 3

4.3 lim
x→−∞

x2sin
(

2

x2

)
4.4 lim

x→−∞
(x− π)tan

(
π

x− π

)

5. จงหาคาลมิิตของ lim
x→1

(
1

1− x
− 1

2− 3x+ x2

)
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2.5 ความตอเนือ่ง
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความตอเนือ่งของฟงกชันซึง่มีความสำคัญมากในการศกึษาวชิาแคลคลัูส

จะเริม่ตนจากการพิจารณาลักษณะของกราฟตอไปนี้

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f1

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f2

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดวาฟงกชัน f1 และ f2 ไมมีตอเนือ่งที ่ x = 1 แต f3 มีความตอเนือ่งที ่ x = 1

บทนยิาม 2.5.1 ให f : D → R โดยที่ D ⊆ R และ a ∈ D แลว f มีตอเนือ่งทีจ่ดุ a ก็ตอเมือ่
lim
x→a

f(x) มีคา และ lim
x→a

f(x) = f(a)

ตัวอยาง 2.5.2 จงตรวจสอบวา f มีความตอเนือ่งทีจ่ดุ x = a หรอืไม

1. f(x) =

3x2 − 2x+ 1 เมือ่ x ̸= 1

1 + x เมือ่ x = 1
; a = 1

2. f(x) =

|x|+ 3 เมือ่ x ≤ −1

|x| − 1 เมือ่ x > −1
; a = −1

3. f(x) =

x−2 เมือ่ x ̸= 0

1 เมือ่ x = 0
; a = 0
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ตัวอยาง 2.5.3 กำหนดให f(x) =
x2 − x− 2

x− 2
เมือ่ x ̸= 2 ตองนยิาม f(2) ใหมีคาเทาใด เพือ่

ทำให f ตอเนือ่งที ่ x = 2

ทฤษฎบีท 2.5.4 ถา f และ g เปนฟงกชันตอเนือ่งทีจ่ดุ a และ c เปนคาคงตัว แลวฟงกชันตอไป
นี้ตอเนือ่งทีจ่ดุ a

1. f + g

2. f − g

3. fg

4. cf

5. f

g
เมือ่ g(a) ̸= 0

บทนยิาม 2.5.5 ฟงกชัน f ตอเนือ่งทางขวา (continuous from the right) ทีจ่ดุ a ถา
lim

x→a+
f(x) = f(a)

และ f ตอเนือ่งทางซาย (continuous from the left) ทีจ่ดุ a ถา
lim

x→a−
f(x) = f(a)

บทนยิาม 2.5.6 ให f เปนฟงกชัน และ I ⊆ Dom(f)

1. กรณทีี ่ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ I

2. กรณทีี ่ I = [c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d และ f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

3. กรณทีี ่ I = [c, d)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

4. กรณทีี ่ I = (c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d
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5. กรณทีี ่ I = (−∞, d]

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f ตอเนือ่งทางซายทีจ่ดุ d

6. กรณทีี ่ I = [c,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f ตอเนือ่งทางขวาทีจ่ดุ c

รปูที ่ 2.3: ตัวอยางฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [c, d]

X

Y

c d

y = f(x)

ขอสังเกต 2.5.7 ถา f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง
I ∪ J

ตัวอยาง 2.5.8 ถา f(x) =
√
1− x2 จงตรวจสอบวา f ตอเนือ่งที ่ x = 1 และ x = −1 หรอื

ไม และ f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนโดเมนของ f หรอืไม
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จากตัวอยาง 2.5.8 จะเห็นวา f ยอมตอเนือ่งบนโดเมนของตัวมันเองเสมอ ทำใหไดขอสรปุ
ดัง 2 ทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 2.5.9 ฟงกชันพหนุาม (polynomial function) ตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ

ทฤษฎบีท 2.5.10 ฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งบนโดเมนของฟงกชันน้ัน

1. ฟงกชันตรรกยะ (rational function)

2. ฟงกชันกรณฑ (radical functions)

3. ฟงกชันเลขชี้กำลัง (exponential functions)

4. ฟงกชันลอการทิมึ (logarithmic functions)

5. ฟงกชันตรโีกณมิติ (trigonometric functions)

6. ฟงกชันตรโีกณมิตผิกผัน (inverse trigonometric functions)

ตัวอยาง 2.5.11 จงหาชวงทีใ่หญทีส่ดุทีท่ำให f ตอเนือ่ง

1. f(x) =

√
x+ 1

x− 1

2. f(x) = arcsin
(
x2 − 1

3

)

3. f(x) =
ℓnx+ arctanx

x2 − 1
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ตัวอยาง 2.5.12 กำหนดให k เปนจำนวนจรงิ โดยที่

f(x) =

kx2 + 1 เมือ่ x > 2

3x− 1 เมือ่ x ≤ 2

เปนฟงกชันตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ จงหา k

ทฤษฎบีท 2.5.13 ให f , g เปนฟงกชัน และ b ∈ Dom(f) โดยที่ a เปนจดุลมิิตของ Dom(f) และ
Dom(g) ถา f ตอเนือ่งทีจ่ดุ b และ lim

x→a
g(x) = b แลว

lim
x→a

f(g(x)) = f(b)

หรอืจะกลาวไดอกีอยางคอื
lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x))

ทฤษฎบีท 2.5.14 ให g เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ a และ f เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ g(a) แลว f ◦ g

เปนฟงกชันตอเนือ่งที ่ a
ตัวอยาง 2.5.15 จงหาลมิิต lim

x→1
arcsin

(
1−

√
x

1− x

)

ตัวอยาง 2.5.16 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนจำนวนจรงิและ f(1) = 1, f(2) = 2 โดยที่

ℓnf(x) = f(x+ 1) + f(x+ 2)

จงหา lim
x→0

f(x)
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ทฤษฎบีท 2.5.17 ทฤษฎบีทคาระหวางกลาง (The Intermediate Value Theorem: IVT)
ให f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] และให N เปนจำนวนทีอ่ยูระหวาง f(a) และ f(b) เมือ่ f(a) ̸= f(b)

แลวจะไดวามี c ∈ (a, b) ซึง่ f(c) = N

X

Y

a c b

N

f(a)

f(b)

บทแทรก 2.5.18 กำหนดให f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] ซึง่ f(a) และ f(b) มีเครือ่งหมายตางกัน
แลวจะไดวามี c ∈ (a, b) ซึง่ f(c) = 0

X

Y

a c b

f(a)

f(b)

ตัวอยาง 2.5.19 จงแสดงวา 4x3 − 6x2 + 3x− 2 = 0 มีรากคำตอบในชวง [0, 3]

ตัวอยาง 2.5.20 จงแสดงวา x5 − x3 − x+ 1 = 0 มีรากคำตอบในชวง [−2, 2]



2.5. ความตอเน่ือง 73

แบบฝ กหัด 2.5
1. พิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งทีจ่ดุ x = a หรือ่ไม

1.1 a = −2; f(x) =


1

x+ 2
เมือ่ x ̸= −2

1 เมือ่ x = −2

1.2 a = 0; f(x) =

ex เมือ่ x < 0

x2 เมือ่ x ≥ 0

1.3 a = 1; f(x) =

3x+ 1 เมือ่ x < −1

2− x3 เมือ่ x ≥ −1

1.4 a = 1; f(x) =


x2 − x

x2 − 1
เมือ่ x ̸= 1

1 เมือ่ x = 1

1.5 a = 3; f(x) =


2x2 − 5x− 3

x− 3
เมือ่ x ̸= 3

6 เมือ่ x = 3

2. ฟงกชัน f(x) =


√
x2 + x เมือ่ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมือ่ − 1 < x < 1

1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมือ่ 1 < x ≤ 4

ตอเนือ่งทีจ่ดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม

3. จงขยายโดเมนเพือ่ทำใหฟงกชันตอไปนี้ตอเนือ่งบนจำนวนจรงิ
3.1 f(x) =

x2 + x− 2

x− 1

3.2 f(x) =
x3 − 8

x2 − 4

3.3 f(x) =
x3 − 2x2 − 4x+ 3

x2 − 2x− 3

4. จงหาคา c ทีท่ำใหฟงกชัน f ตอเนือ่งบน (−∞,∞) เมือ่

f(x) =

cx2 + 2x เมือ่ x < 2

x3 − cx เมือ่ x ≥ 2

5. จงหาคา a และ b ทีท่ำใหฟงกชัน f ตอเนือ่งบน (−∞,∞) เมือ่

f(x) =


x2 − 4

x− 2
เมือ่ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมือ่ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมือ่ x ≥ 3
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6. จงหาชวงทีใ่หญทีส่ดุทีท่ำให f ตอเนือ่ง

6.1 f(x) =
x

x2 + 5x+ 6

6.2 f(x) = x2 +
√
2x− 1

6.3 f(x) =
sinx
x+ 1

6.4 f(x) =
tanx√
4− x2

6.5 f(x) =

√
1 +

1

x

6.6 f(x) = arctan(1 + e−x2
)

6.7 f(x) = ℓn(1 + cosx)
6.8 f(x) = ℓn(sinx− 1

2
)

7. จงใชทฤษฎบีทคาระหวางกลาง แสดงวามีรากคำตอบในชวงทีก่ำหนดให

7.1 x4 + x− 3 = 0, [1, 2]

7.2 3
√
x = 1− x, [0, 1]

7.3 ex = 3− 2x, [0, 1]

7.4 sinx = x2 − x, [1, 2]



บทที่ 3
อนพัุนธของฟงกชัน

3.1 อัตราการเปลีย่นแปลงและอนพัุนธ
พิจารณาฟงกชันการเคลือ่นทีข่องวัตถุชนดิหนึง่กับเวลาทีมี่สมการเปน s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนวยวนิาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมือ่สนใจความเร็วเฉลีย่ของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้สามารถหาไดจาก

ความเร็วเฉลีย่ =
ระยะทางทีเ่คลือ่นทีไ่ด

เวลาทีใ่ชในการเคลือ่นที ่

หรอือาจเขียนไดเปน

ความเร็วเฉลีย่ในช วงเวลา t1 ถงึ t2 =
s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เช น ความเร็วของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้ ในช วงเวลา 1 วนิาที ถงึ 3 วนิาที คอื

ความเร็วเฉลีย่ในชวงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วนิาที

เราจะใชแนวคดินี้ ในการนยิาม อัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ (average rate of change) ของ
ฟงกชันอืน่ ๆ ดังนยิาม

75
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บทนยิาม 3.1.1 ให y = f(x) เปนฟงกชัน แลว
∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวาอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ ของ y เทยีบกับ x บนชวง [x1, x2]

ตัวอยาง 3.1.2 ให y = f(x) จงหาอัตราการอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ y เทยีบกับ x บน
ชวงทีก่ำหนดให

1. f(x) = x3 − x2 + x บนชวง [−1, 1] 2. f(x) =
√
x2 + 3 บนชวง [0, 3]

ตอไปเราสนใจ ความเรว็ ณ ตำแหนงตาง ๆ ทีเ่กดิข้ึนจรงิ ของการเคลือ่นทีเ่รยีกวา ความเรว็
ชัว่ขณะ ตัวอยางเช น ความเร็ว ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเร็วเฉลีย่บนชวง [2, t] เมือ่ t ใกล ๆ 2 นัน่คอื t− 2 = ∆t → 0 แลว

ความเร็วขณะ t = 2 คอื lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดวา

lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4
t2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4
(t2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4
(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1

ดังน้ัน ความเร็วของการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้ ขณะ t = 2 เทากับ 1 เมตร/วนิาที
เราจะขยายแนวคดินี้ ไปยังฟงกชันอืน่ ๆ เรยีกวา อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่

(instantaneous rate of change) ของฟงกชัน f ดังนยิามตอไปนี้
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บทนยิาม 3.1.3 ให y = f(x) เปนฟงกชัน แลว อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ ของ
ฟงกชัน f ทีจ่ดุ x0 นยิามโดย

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอยาง 3.1.4 อัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ของฟงกชัน f(x) = x2 + x ทีจ่ดุ x = 1

บทนยิาม 3.1.5 เสนสัมผัส (tangent line) กับเสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ P (a, f(a)) ผานจดุ P

จะมีคาความชันเทากับ
m = lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถาลมิิตนี้ มีคา

และสมการเสนสัมผัสคอื y = m(x− a) + f(a)

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสนสัมผัสทีจ่ดุ x = a

ตัวอยาง 3.1.6 จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง y =
2

x
ทีจ่ดุ P (2, 1)
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จากแนวคดิอัตราการเปลีย่นแปลงขณะใดขณะหนึง่ของฟงกชัน y = f(x) พิจารณากราฟ

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

อัตราการเปลีย่นแปลงของของฟงกชัน y = f(x) กับการเปลีย่นแปลงคาของตัวแปรอสิระของ x

ในชวง x กับ x+∆x คอื
∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x

ถา ∆x เขาใกล 0 จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวาอนพัุนธของฟงกชัน

โดยไลบนซิไดใชสัญลักษณ dy
dx

เรยีกวา สัญกรณไลบนซิ (Leibniz notation)
และลากรางจไดใชสัญลักษณ f ′(x) เรยีกวา สัญกรณลากรางจ (Lagrange notation)
บทนยิาม 3.1.7 ให f เปนฟงกชันคาจรงิ และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถาลมิิตมีคา

วาอนพัุนธของฟงกชัน (derivative of function) ของ f เทีย่บกับ x หรอืกลาววา f มีอนพัุนธ
(differentiable) ที่ x เขียนแทนดวยสัญลักษณ

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา a ∈ Dom(f) แลวอนพัุนธ f ทีจ่ดุ x = a เขียนแทนดวย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นัน่คอื

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถาลมิิตมีคา

ถาให h = ∆x จะไดวาอนพัุนธของฟงกชันของ f เทีย่บกับ x คอื

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สำหรับอนพัุนธ f ทีจ่ดุ x = a ถาให x = a+∆x จะได ∆x = x− a ดังน้ัน

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
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ตัวอยาง 3.1.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน f(x) =
1

x
ทีจ่ดุ x = 2

ตัวอยาง 3.1.9 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน f(x) = x2 + 3x ที่ x = a

ตัวอยาง 3.1.10 จงตราจสอบวาฟงกชัน

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x < 1

2x เมือ่ x ≥ 1

มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = 1 หรอืไม
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บทนยิาม 3.1.11 ฟงกชัน f หาอนพัุนธไดทางขวา (differentiable from the right) ทีจ่ดุ a

ถา
f ′(a+) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได

และ f หาอนพัุนธไดทางซาย (differentiable from the left) ทีจ่ดุ a ถา

f ′(a−) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
หาลมิิตได

การหาอนพัุนธไดทางขวาและหาอนพัุนธไดทางซายจะสัมพันธกับการหาอนพัุนธไดซึง่พิสจูน
ไดโดยงายจากบทนยิาม 3.1.11 และอาศัยสมบัตขิองลมิิต จะไดผลตามทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.12 ฟงกชัน f หาอนพัุนธไดทีจ่ดุ a ก็ตอเมือ่

f หาอนพัุนธไดทางขวาและหาอนพัุนธไดทางซาย ทีจ่ดุ a และ f ′(a+) = f ′(a−) = f ′(a)

ตัวอยาง 3.1.13 จงหาอนพัุนธทางขวา อนพัุนธทางซาย และอนพัุนธทีจ่ดุ x = 0 ของฟงกชัน f

1. f(x) = |x|

2. f(x) = x|x|

ตัวอยาง 3.1.14 จงตรวจสอบวา f(x) =
√
x หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ 0 หรอืไม
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ทฤษฎบีท 3.1.15 ถา f หาอนพัุนธไดทีจ่ดุ a แลว f จะตอเนือ่งทีจ่ดุ a

ตัวอยาง 3.1.16 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 3.1.15

ตัวอยาง 3.1.17 กราฟของฟงกชัน y = f(x) บนชวง [−6, 6] ดังกราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

โดยการคำนวนความชันของกราฟเสนตรงในแตละชวง จะไดคาตาง ๆ ของอนพัุนธของ f บาง
จดุ สรปุดังตารางตอไปนี้

จดุ คาอนพัุนธทางขวา คาอนพัุนธทางซาย คาอนพัุนธ
x = −6

x = −5

x = −3

x = −1

x = 0

x = 3

x = 4

x = 5

x = 6
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บทนยิาม 3.1.18 ให f เปนฟงกชัน และ I ⊆ Dom(f)

1. กรณทีี ่ I = (c, d), (c,∞), (−∞, d) หรอื (−∞,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ I

2. กรณทีี ่ I = [c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d และ f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

3. กรณทีี ่ I = [c, d)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

4. กรณทีี ่ I = (c, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d

5. กรณทีี ่ I = (−∞, d]

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (−∞, d) และ
f หาอนพัุนธไดทางซายทีจ่ดุ d

6. กรณทีี ่ I = [c,∞)

จะกลาววาฟงกชัน f หาอนพัุนธไดบนช วง I ถา f ตอเนือ่งทกุจดุ a ∈ (c,∞) และ
f หาอนพัุนธไดทางขวาทีจ่ดุ c

ขอสังเกต 3.1.19 ถา f เปนฟงกชันที ่หาอนพัุนธ ไดบนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันที ่หา
อนพัุนธไดบนชวง I ∪ J

ตัวอยาง 3.1.20 จงตรวจสอบวา f(x) =
√
x หาอนพัุนธไดบนโดเมนของ f หรอืไม
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ตัวอยาง 3.1.21 จงตรวจสอบวา

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x > 0

2x+ 1 เมือ่ x ≤ 0

หาอนพัุนธไดบน (−∞,∞) หรอืไม
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แบบฝ กหัด 3.1
1. ให y = f(x) จงหาอัตราการอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ y เทยีบกับ x บนชวงที ่

กำหนดให
1.1 f(x) = 3x− x2 บนชวง [−2, 2]

1.2 f(x) = cosx บนชวง [0, π]

1.3 f(x) = x|x| บนชวง [−3, 1]

1.4 f(x) =
√
2x2 − 1 บนชวง [1, 5]

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

2.1 f(x) =
√
x 2.2 f(x) = 1− 3x2 2.3 f(x) = 3

√
x 2.4 f(x) =

x+ 3

2

3. จงตราจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = a หรอืไม

3.1 f(x) =

x2 − 1 เมือ่ x > 0

2x− 1 เมือ่ x ≤ 0
; a = 0

3.2 f(x) =

x3 เมือ่ x ̸= 1

1 เมือ่ x = 1
; a = 1

3.3 f(x) = x|x3| ; a = 0

3.4 f(x) = [x] ; a = −1

4. จงตราจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ มีอนพัุนธทีจ่ดุ x = 0 หรอืไม

4.1 f(x) =

xsin 1
x

เมือ่ x ̸= 0

0 เมือ่ x = 0
4.2 f(x) =

x2sin 1
x

เมือ่ x ̸= 0

0 เมือ่ x = 0

5. พิจารณาอนพัุนธของ f ทีจ่ดุ x = 1 และรางกราฟของ f เมือ่กำหนดให

f(x) =

x2 + 1 เมือ่ x < 1

x+ 1 เมือ่ x ≥ 1

6. ให a และ b เปนคาคงตัว ถาฟงกชัน f(x) =

x2 เมือ่ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมือ่ x > 1

หาอนพัุนธไดบนจำนวนจรงิ จงหาคาของ a และ b

7. จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคงของฟงกชัน y = f(x) ทีจ่ดุ x = a

7.1 f(x) = x3 ; a = 2

7.2 f(x) = sinx ; a = π

7.3 f(x) = 1 + x2 ; a = −1

7.4 f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3
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3.2 กฎของอนพัุนธ
ทฤษฎบีท 3.2.1 อนพัุนธของฟงกชันคงตัว (Derivative of a constant function)

d

dx
(c) = 0 เมือ่ c เปนคาคงที ่

ทฤษฎบีท 3.2.2 อนพัุนธของฟงกชันเอกลักษณ (Derivative of the identity function)
d

dx
(x) = 1

ทฤษฎบีท 3.2.3 อนพัุนธของฟงกชันกำลัง (Derivative of a power function)
d

dx
(xn) = nxn−1 เมือ่ n เปนจำนวนนับ

บทแทรก 3.2.4 ให n เปนจำนวนตรรกยะ และ xn เปนจำนวนจรงิ
d

dx
(xn) = nxn−1
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ทฤษฎบีท 3.2.5 กฎการคณูดวยคาคงตัว (The constant multiplication rule)

d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x)

เมือ่ f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ c เปนคาคงที ่

ทฤษฎบีท 3.2.6 กฎการบวก (The sum rule)
d

dx
[f(x) + g(x)] =

d

dx
f(x) +

d

dx
g(x)

เมือ่ f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได

บทแทรก 3.2.7 กฎผลตาง (The different rule)
d

dx
[f(x)− g(x)] =

d

dx
f(x)− d

dx
g(x)

เมือ่ f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได

ตัวอยาง 3.2.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

2. y = 2
√
x− x+ π
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3. f(x) =
1

x
+

1

x2
+

1

x3

4. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

5. s(t) = (t− 2)(t+ 2)

ตัวอยาง 3.2.9 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน

f(x) =

x3 + x2 + 1 เมือ่ x < 0

x2 + 1 เมือ่ x ≥ 0
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ทฤษฎบีท 3.2.10 กฎการคณู (The product rule)
ถา f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

ตัวอยาง 3.2.11 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1) 2. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)

บทแทรก 3.2.12 ถา f, g และ h เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว
[fgh]′(x) = [f ′gh+ fg′h+ fgh′](x)

ตัวอยาง 3.2.13 ให f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) จงหา f ′(0)
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ทฤษฎบีท 3.2.14 กฎการหาร (The quoteint rule)
ถา f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2
เมือ่ g(x) ̸= 0

ตัวอยาง 3.2.15 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) =
x+ 1

x− 1
2. y =

1

x2 + 1

ตัวอยาง 3.2.16 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคง y =

√
x

x+ 1
ทีจ่ดุ (1, 1

2
)

ตัวอยาง 3.2.17 จงหาจดุบนเสนโคง y =
x

x2 + 1
ทีมี่เสนสัมผัสขนานกับแกน X
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = x10 + x7 − x

1.2 f(x) =
√
x+ 2 3

√
x

1.3 f(x) = x−2 − x−1 − 1

1.4 f(x) = (x3 − 1)(2− x− x2)

1.5 f(x) = x5 + 2x+ π2

1.6 f(x) =
x− 1

x2 + 1

1.7 f(x) =

√
x√

x+ 1

1.8 f(x) =
1

x3
− 1√

x
+ 3

1.9 f(x) =
1

x3 + x− 1

1.10 f(x) =
x2 − 5x

2x− 1

1.11 y =
x2 + x√
x+ 1

1.12 y =
(x2 − 1)(x3 + x)

x2 + 1

2. ให f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

3. ให f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

4. จงหาจดุบนเสนโคง y = x4 − 6x2 + 4 ทีมี่เสนสัมผัสขนานกับแกน X

5. ถา f, g, h และ k เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได จงแสดงวา
[fghk]′(x) = [f ′ghk + fg′hk + fgh′k + fghk′](x)

6. จงหาอนพัุนธของ f ทกุ ๆ จดุทีมี่อนพัุนธ

6.1 f(x) =

x3 + 3 เมือ่ x < 1

3x+ 1 เมือ่ x ≥ 1
6.2 f(x) =

x3 + 1 เมือ่ x < 1

3x+ 1 เมือ่ x ≥ 1

7. พิจารณาวาฟงกชัน g หาอนพัุนธไดทีจ่ดุใดบาง พรอมท้ังรางกราฟ g และ g′

g(x) =


2x เมือ่ x ≤ 0

2x− x2 เมือ่ 0 < x < 2

2− x เมือ่ x ≥ 2

8. กำหนดให
f(x) =

x2 เมือ่ x ≤ 2

mx+ b เมือ่ x > 2

จงหาคาของ m และ b ถา f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนจำนวนจรงิ
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3.3 กฎลกูโซ 
ฟงกชันประกอบของ f และ g คอื f ◦ g โดยที่ f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหัวขอนี้ จะศกึษาวาถา

f แลว g หาอนพัุนธได แลว f ◦ g หาอนพัุนธไดดวยและ
(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา กฎลกูโซ  (Chain rule) ซึง่ถกูคนพบโดยนักคณติศาสตรเลือ่งชือ่ชาวสก็อตแลนดนาม
วา เจมส เกร็กกอรี (James Gregory, 1638-1675) ในวชิานี้ จะไมกลาวถงึการพิสจูนแตจะนำไป
ประยุกตใชในการหาอนพัุนธของฟงกชันทีมี่ความซับซอนมากยิง่ข้ึน
ตัวอยาง 3.3.1 กำหนดให f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

ตัวอยาง 3.3.2 กำหนดให f(h(x) + x) = 2x2 − x+ 1 เมือ่ h(0) = h′(0) = 1 จงหา f ′(1)
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ตัวอยาง 3.3.3 จงหาอนพัุนธของ F (x) =

√
x2 + 1

ตัวอยาง 3.3.4 กำหนดให f(x) = x|x| และ g(x) = x2 + x− 1 จงหา (f ◦ g)′(−1)
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จากกฎลกูโซเมือ่กำหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอยาง 3.3.5 กำหนดให y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1

ตัวอยาง 3.3.6 กำหนดให y = u+
1

u
, u = x2 + 1 และ x = 2t+ 1 จงหา dy

dt
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ทฤษฎบีท 3.3.7 กฎทัว่ไปของอนพัุนธสำหรับฟงกชันกำลัง
ให n เปนจำนวนตรรกยะ และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว

d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอยาง 3.3.8 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = (x3 − 1)100

2. h(x) =
1

3
√
x2 + x+ 1

3. g(t) =

(
t− 2

2t+ 1

)9

4. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4
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ตอไปจะกลาวถงึความสัมพันธระหวางอนพัุนธของฟงกชันและอนพัุนธของฟงกชันผกผันดัง
ทฤษฎบีทตอไปนี้ ซงึจะไมพิสจูนแตจะยกตัวอยางการนำไปใชในการการอนพัุนธโดยทฤษฎบีท
ดังกลาว
ทฤษฎบีท 3.3.9 ทฤษฎบีทฟงกชันผกผัน (Inverse function theorem)
ให y = f(x) เปนฟงกชันทีผ่กผันได และหาอนพัุนธไดโดยทีค่าไมเปนศนูยที ่ x แลว f−1(y) = x

จะไดวา
dy

dx
· dx
dy

= 1 หรอื dx

dy
=

1
dy
dx

ตัวอยาง 3.3.10 ให y = x3 + 1 จงหา dx

dy
ในรปู y

ตัวอยาง 3.3.11 ให f(x) = x3 + 1 จงหาอนพัุนธของฟงกชันผกผันของ f โดยใชทฤษฎบีท
ฟงกชันผกผัน
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงหา dy

dx
เมือ่

1.1 y = u3 − 2u และ u =
√
x

1.2 y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

1.3 y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

1.4 y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

2. จงหา dy

dt
เมือ่

2.1 y = u−u2, u = x−x3 และ x =
√
t+1 2.2 y = 5 + 3u−2, u =

√
x และ x = t2

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
3.1 f(x) = (x2 + 1)

√
x2 − 1

3.2 F (x) = (x4 + 3x2 − 2)5

3.3 F (x) = (4x− x2)99

3.4 F (x) =
4
√
x3 + 2x+ 1

3.5 f(x) = (x+
√
x)5

3.6 f(x) =
x

3
√
x3 − x

3.7 f(x) = (1 + x4)
2
3

3.8 g(t) =
1

(t4 + 1)3

3.9 f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

3.10 g(x) = (x+ 1)
4
3 (x2 + 1)4

3.11 f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

4. จงหาสมการของเสนสัมผัสเสนโคง (bullet-nose) y =
|x|√
2− x2

ทีจ่ดุ (1, 1)

5. ให F (x) = f ◦ g(x) เมือ่ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

6. ถา h(x) =
√
4 + 3f(x) เมือ่ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

7. ให r(x) = f(g(h(x))) เมือ่ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

8. ให F (x) = f(3f(4f(x))) เมือ่ f(0) = 0 และ f ′(0) = 2 จงหา F ′(0)

9. ให F = f(xf(xf(x))) เมือ่ f(1) = 2, f(2) = 3, f ′(1) = 4, f ′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา F ′(1)

10. ให y = f

(√
x− 1√

x

)
เมือ่ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ที่ x = 1

11. ให y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมือ่ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ที่ x = 1

12. ให y = w

(
3 + u

3− u

)
, u =

√
7− 3x, x = 1 + t2 เมือ่ w′(2) = 2 จงหา dy

dt
ที่ t = 1

13. ให y =
f(1 +

√
x)

g(1−
√
x)

, x = 3 + t2 เมือ่ f(3) = 2, g(−1) = 4, f ′(3) = −2, g′(−1) = −1

จงหา dy

dt
ที่ t = 1
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3.4 อนพัุนธอันดับสงู
บทนยิาม 3.4.1 อนพัุนธอันดับสงู (Higher order derivatives)
ให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ f ′ เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได แลว f ′′ จะเรยีกวา
อนพัุนธอันดับสอง (second derivative) ของ f นยิามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื dy2

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
ให n ∈ N และ f (0) = f อนพัุนธอันดับ n ของ f เขียนแทนดวย f (n) นยิามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอยาง 3.4.2 กำหนดให f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

ตัวอยาง 3.4.3 ให f(x) = x8 + 12x5 − 4x4 + 8x3 − 5x+ 5 จงหา f ′′′(x)

ตัวอยาง 3.4.4 สมการการเคลือ่นทีข่องวัตถชุิ้นหนึง่ s = 2t3 − 5t2 + 3t+ 4 เมือ่ s มีหนวยเปน
เซนตเิมตร และ t มีหนวยเปนวนิาที จงหาสมการความเรง และความเรงทีข่ณะ 2 วนิาที
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ตัวอยาง 3.4.5 ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชัน f(x) = xn

ตัวอยาง 3.4.6 ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชัน f(x) =
1

1− x

ตัวอยาง 3.4.7 ให f(x) =
1

x+ 1
จงหา f (2561)(0)
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แบบฝ กหัด 3.4
1. จงหาอนพัุนธอันดับสองและอันดับสาม ของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

1.2 f(x) = x10 + x7 − x

1.3 f(x) =
√
x+ 3

√
x

1.4 f(x) = (x− 1)(x+ 1)

1.5 f(x) =
1

x+ 1

1.6 f(x) =
1√
x− 1

1.7 f(x) =
1

x2 + 1

2. ให n ∈ N จงหาอนพัุนธของ n ของฟงกชันตอไปนี้

2.1 f(x) = x−n

2.2 f(x) =
√
x

2.3 f(x) =
1

x

2.4 f(x) =
1√
x

2.5 f(x) =
1

x+ 2

2.6 f(x) =
1

1− 2x

3. สมการการเคลือ่นทีข่องวัตถชุิ้นหนึง่ s = t3 + 2t2 − t + 4 เมือ่ s มีหนวยเปนเซนตเิมตร
และ t มีหนวยเปนวนิาที จงหาสมการความเรง และความเรงทีข่ณะ 1 วนิาที

4. ให f(x) =
1

x
จงหา f (2018)(1)
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3.5 อนพัุนธของฟงกชันเลขชี้ กำลัง
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการหาอนพัุนธของฟงกชันเลขชี้กำลังโดยเริม่ตนจาก f(x) = ex เมือ่ e

คอื คาคงตัวออยเลอร เรยีกฟงกชันผกผันของ f วาฟงกชันลอการทิึม่ธรรมชาติ นัน่คอื f−1(x) =

ℓnx จะเห็นวา ℓn1 = 0, ℓne = 1 และ eℓnx = x

พิจารณาอนพัุนธของ f(x) = ex จะได

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

ex+h − ex

h

= lim
h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= exf ′(0)

เมือ่พิจารณากราฟของฟงกชัน y =
ex − 1

x

รปูที ่ 3.1: กราฟของฟงกชัน y =
ex − 1

x

X

Y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3
y =

ex − 1

x

เมือ่ x ใกล ๆ 0 คาของ ex − 1

x
จะเขาใกล 1 เราจงึกำหนดให f ′(0) = 1 ดังน้ัน f ′(x) = ex

สรปุไดวา
d

dx
ex = ex

ทฤษฎบีท 3.5.1 ให u = u(x) จะไดวา d

dx
eu(x) = eu(x) · u′(x)

ทฤษฎบีท 3.5.2 ให a > 0 และ a ̸= 1 ถา ax = exℓna จะไดวา
d

dx
ax = axℓna

ทฤษฎบีท 3.5.3 ให a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) จะไดวา d

dx
au(x) = au(x)ℓna · u′(x)
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ตัวอยาง 3.5.4 จงหาอนพัุนธของ

1. f(x) = ex + e−x

2. f(x) = 3x
2
+ ex

2+2x

3. f(x) = (ex + x)(e2x + 1)

4. f(x) =
ex + e−x

ex − e−x
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พิจารณาฟงกชัน y = ex เมือ่ x > 0 จะไดวา โดยทฤษฎบีทฟงกชันผกผันจะไดวา
dx

dy
=

1

ex
=

1

y

ดังน้ัน
d

dx
ℓnx =

1

x

กรณี x < 0 ในทำนองเดยีวกันจะไดผลเช นเดยีวกัน สรปุไดวา
d

dx
ℓn|x| = 1

x

ทฤษฎบีท 3.5.5 ให u = u(x) จะไดวา d

dx
ℓn|u(x)| = 1

u(x)
· u′(x)

ตัวอยาง 3.5.6 จงหาอนพัุนธของ
1. f(x) = ℓn(x2 + 1)

2. f(x) = ℓn(1− e−x)

3. f(x) = ℓn(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

4. f(x) = ℓn
(
ex + 1

ex − 1

)
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ทฤษฎบีท 3.5.7 ให a > 0 และ a ̸= 1 และ u = u(x) ถา ℓogax =
ℓnx
ℓna จะไดวา

1. d

dx
ℓoga|x| =

1

xℓna 2. d

dx
ℓogau(x) =

1

u(x)ℓna · u′(x)

ตัวอยาง 3.5.8 จงหาอนพัุนธของ
1. f(x) = ℓog2(x

3 + x) 2. f(x) = ℓog3(x
2 + 2)(1− x)

ตัวอยางตอไปนี้ จะใชสมบัติของลอการทิึม่มาช วยจัดรปูของฟงกชันทีอ่ยูในรปูผลคณูและผล
หารหลาย ๆ พจน กอนหาอนพัุนธ

ตัวอยาง 3.5.9 จงหา dy

dx

1. y = (x3 + 1)5(x− 1)7(x2 − 4)9
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2. y =
(x+ 1)9(x2 − 4)4

(1− 2x)
√
x2 − 1

3. y =
5

√
x4
√
7x+ 1

(2x3 − 5)9
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สดุทายจะเปนตัวอยางตอไปนี้จะใชสมบัตขิองลอการทิึม่มาชวยจัดรปูของฟงกชันในรปู [u(x)]v(x)

เพือ่หาอนพัุนธของฟงกชันเหลาน้ัน
ตัวอยาง 3.5.10 จงหาอนพัุนธของ

1. d

dx
(xx)

2. d

dx
(x

1
x )
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แบบฝ กหัด 3.5
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 y = xe + ex

1.2 y = 21−x + 3ℓnx − e3x

1.3 y = 21−x + 3ℓnx − e3x

1.4 y = (1 + π)x+π

1.5 y = ℓog2(x
2 + ℓnx)

1.6 y = ℓog3(2
x + 3x)

1.7 y = (1 +
√
2)x

1.8 y = (1 + e)1+ex

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

2.1 y = xx2

2.2 y = x2x

2.3 y = (1 + ex)x

2.4 y = (ℓnx)x

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
3.1 y = x2ℓn2(3x+ 1)

3.2 y =
√
xe + ex

3.3 y = (x+ 1)9(x+ 2)8(x+ 3)7(x+ 4)6

3.4 y = (x2 + 1)9ℓn2(4x+ 1)
√

(x+ 1)11

3.5 y =

√
(x2 + 1)ℓn|x3 + x|

(2x− 3)3

3.6 y = 4

√
x3
√
5x− 6

(2x2 − 1)5
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3.6 อนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมติิ
การศกึษาอนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมิตท้ัิง 6 ฟงกชันคอื ไซน โคไซน แทนเจนต โคแทนเจนต

เซแคนต และโคเซแคนต เริม่ตนจากฟงกชันไซน โดยอาศัยทฤษฎบีท 2.3.9 จะไดทฤษฎบีทตอ
ไปนี้
ทฤษฎบีท 3.6.1 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
sinx = cosx 2. d

dx
sinu(x) = cosu(x) · u′(x)

โดยทฤษฎบีท 3.6.1 จะสามารถพิสจูนอนพัุนธ ของฟงกชันตรีโดกณมิติไดครบทกุฟงกชัน
และขยายไปยังกรณี u(x) โดยใชกฎลกูโซในทำนองเดยีวกัน
ทฤษฎบีท 3.6.2 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
cosx = −sinx

2. d

dx
tanx = sec2x

3. d

dx
secx = secxtanx

4. d

dx
cotx = −csc2x

5. d

dx
cscx = −cscxcotx

6. d

dx
cosu(x) = −sinu(x) · u′(x)

7. d

dx
tanu(x) = sec2u(x) · u′(x)

8. d

dx
secu(x) = secu(x)tanu(x) · u′(x)

9. d

dx
cotu(x) = −csc2u(x) · u′(x)

10. d

dx
cscu(x) = −cscu(x)cotu(x) · u′(x)
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ตัวอยาง 3.6.3 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = sin(√x)

2. f(x) = sin2xcos5x

3. f(x) = tan(ℓnx) + ℓn(tanx)

ตัวอยาง 3.6.4 จงหาอนพัุนธตอไปนี้

1. d

dx

(
esecx + sec2x)

2. d

dx
cot2(x2)
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3. d

dx

1√csc2x− 1

ตัวอยาง 3.6.5 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน y = sinxsin22xsin33x
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ตัวอยาง 3.6.6 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. y = (sinx)x

2. y = (tanx)cosx

ตัวอยาง 3.6.7 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนโคง y = xcos(πx2) ทีจ่ดุ (1,−1)
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เมือ่เราทราบอนพัุนธ ของฟงกชันตรโีกณมิติ ตอมาจะศกึษาอนพัุนธ ของฟงกชันตรโีกณมิติ
ผกผันท้ัง 6 ฟงกชัน คอื อารกไซน อารกโคไซน อารกแทนเจนต อารกโคแทนเจนต อารกเซแคนต
และอารกโคเซแคนต โดยอนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมิตผิกผันเหลาน้ันพิสจูนไดโดยอาศัยทฤษฎบีท
ฟงกชันผกผัน
ทฤษฎบีท 3.6.8 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

2. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

3. d

dx
arcsinu(x) = 1√

1− [u(x)]2
u′(x)

4. d

dx
arccosu(x) = − 1√

1− [u(x)]2
u′(x)
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ทฤษฎบีท 3.6.9 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

2. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

3. d

dx
arctanu(x) = 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

4. d

dx
arccotu(x) = − 1

1 + [u(x)]2
u′(x)

ทฤษฎบีท 3.6.10 ให u = u(x) จะไดวา

1. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

2. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

3. d

dx
arcsecu(x) = 1

|u(x)|
√
[u(x)]2 − 1

u′(x)

4. d

dx
arccscu(x) = − 1

|u(x)|
√

[u(x)]2 − 1
u′(x)
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ตัวอยาง 3.6.11 จงหาอนพัุนธตอไปนี้

1. d

dx
(arcsinxarccosx)

2. d

dx

(
earctanx)

3. d

dx

(√arccscx)

4. d

dx

(arctanx+ 1

arccotx+ 1

)
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ตัวอยาง 3.6.12 จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = arcsinx2 + arcsin2x

2. f(x) = ℓn(arcsec(ex))

3. f(x) = xarctan(ℓnx)

4. f(x) =
arctanx√arctanx2
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ตัวอยาง 3.6.13 จงหาอนพัุนธของฟงกชัน y = xarcsinx

ตัวอยาง 3.6.14 จงหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = ℓn(arctanx) ทีจ่ดุ x = 1
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แบบฝ กหัด 3.6
1. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

1.1 f(x) = cotxsec2x
1.2 f(x) = sin2x+ xcosx
1.3 f(x) = extanex
1.4 f(x) = e−cotx2

1.5 f(x) =
√
e−x2 + cosx

1.6 f(x) = 2secxcot(xex)
1.7 f(x) =

sin(2ex)
1 + tan(x−1)

+ etanx

1.8 f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

1.9 f(x) = sin(sec√x)

1.10 f(x) = etanx + sin5x

1.11 f(x) = sinx2 + cos(1− x2)

1.12 f(x) =
1√sec2x+ tanx2

1.13 f(x) = 2sinxtan(cosx)
1.14 f(x) = ex

2sin2(tan2x2)

1.15 f(x) = ex(cosx+ sinx)
1.16 f(x) = x2[cos(ℓnx) + sin(ℓnx)]
1.17 f(x) = arcsin(x2 + 1)

1.18 f(x) =
√
x− arccosx2

1.19 f(x) = x3arcsin(ex + x)

1.20 f(x) = arccsc3x
1.21 f(x) = cos(arctanx)sin2x
1.22 f(x) = arccot3xarctan4x
1.23 f(x) =

arcsin(ex)
2x+ arccosx

1.24 f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)
1.25 f(x) = 3

√arccscx2

1.26 f(x) = arcsec√x

1.27 f(x) = arctanx
2
+ arccot2

x
1.28 f(x) = arctan(ℓn(tanx))

2. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้
2.1 f(x) = xcosx

2.2 f(x) = (tanx)cotx
2.3 f(x) = (1 + x)ℓnx

2.4 f(x) = (ℓnx)ex

2.5 f(x) = xarctanx

2.6 f(x) = (arcsinx)x
2.7 f(x) = (arccosx)arcsinx

2.8 f(x) = (
√
x)arccosx

3. จงหาอนพัุนธของฟงกชันตอไปนี้

3.1 y =

√
(x2 − 1)5(1− x− x3)9

tan3xcos7ℓnx

3.2 y = (1 +
√
x)10sec5(cosx)tan7x

3.3 y =

( cosx(x2 − secx)14
(x+ cosx)3(x+ 1)5

)3

3.4 y = 3

√
ℓnx2(sinx)5
(1− x2)9

4. กำหนดให f(x) =
(
1− x

1 + x

)arcsinx
จงหา f ′(0)

5. ให y = sinucosu และ u = esecx จงหา dy

dx

6. จงแสดงวา y = 2cosx+ 3sinx สอดคลองสมการ y′′ + y = 0
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3.7 อนพัุนธของฟงกชันโดยปรยิาย
ในหัวขอทีผ่านมาเราหาอนพัุนธของฟงกชันในรปู y = f(x) เราจะเรยีกฟงกชันลักษณะแบบ

นี้ วาฟงกชันชัดแจง (explicit function) แตในหัวขอนี้ จะศกึษาการอนพัุนธของฟงกชันทีอ่ยูใน
รปูแบบ

F (x, y) = c

เมือ่ c เปนคาคงตัว และ x เปนตัวแปรอสิระ และ y เปนตัวแปรที่ข้ึนกับ x เรยีกฟงกชันแบบ
นี้ วา ฟงกชันโดยปรยิาย (implicit function) อนพัุนธของฟงกชันลักษณะนี้ เรยีกวา อนพัุนธ
ของฟงกชันโดยปรยิาย (differentiation of implicit function) และหาอนพัุนธ ดังกลาวโด
ยอาศัยกฏลกูโซ ดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 3.7.1 จงหา dy

dx

1. x3 + y3 = xy

2. x3 + y2x+ x2y = 5

3. xey + yex = 1



118 บทท่ี 3. อนพัุนธ ของฟงก ชัน

ตัวอยาง 3.7.2 จงหา dy

dx

1. √
xy + y = x2y

2. sin(xy) = xcosy

3. arctan(x+ y) = xℓny
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ตัวอยาง 3.7.3 จงหาสมการเสนสัมผัสเสนวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจ่ดุ (3, 4)

ตัวอยาง 3.7.4 จงหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง arctan(xy)+xy =
√
xy+

π

4
ทีจ่ดุ (1, 1)

ตัวอยาง 3.7.5 กำหนดให ysinx = xey จงหา y′′
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แบบฝ กหัด 3.7
1. จงหา dy

dx

1.1 4x2 + 9y2 = 36

1.2 y2 − x2 = 1

1.3 ycosx+ xy = y2

1.4 2x2 − 4xy + y2 − 5x+ 3y = 10

1.5 √
xsiny +√

y = 0

1.6 √
x+

√
y +

√
y +

√
x = 1

1.7 (x2y3 + x3y2)2 = xy2 − yx2 + 3

1.8 exy + cos(xy) = xtany
1.9 ℓnxy + arctanx2y = sec2xy

1.10 x
1
3 + y

1
3 = 1

1.11 cos2xy = sinxy2
1.12 earctanxy + sin(cscxy) = cot(ℓny)

2. จงหา y′′

2.1 arctany = xy

2.2 √
xy − 1 = x+ y

2.3 ysecx = y + cotx
2.4 x =

1√
x+ y

3. กำหนดให y = xy จงหา y′′′

4. จงสมการเสนสัมผัสเสนโคง yx2 + xy2 = 2xy ทีจ่ดุ (1, 1)

5. จงสมการเสนสัมผัสเสนโคง xℓny + 9 = 5x− xy2 + cosπx ทีจ่ดุ (2, 1)



บทที่ 4
การประยุกตของอนพัุนธ

4.1 การประมาณคาเชงิเสน
บทนยิาม 4.1.1 กำหนดให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ ∆x เปนสวนทีเ่ปลีย่นแปลง
ของ x เแลว คาเชงิอนพัุนธ (differential) ของ x เขียนแทนดวย dx หมายถงึ ∆x นัน่คอื
∆x = dx คาเชงิอนพัุนธของ y เขียนแทนดวย dy กำหนดโดย

dy = f ′(x)dx หรอื df = f ′(x)dx

ตัวอยาง 4.1.2 กำหนดให f(x) = x2 + 2x จงหา dy เมือ่ x = 1 และ ∆x = 0.1

ตัวอยาง 4.1.3 จงหาคาเชงิอนพัุนธโดยใชบทนยิาม 4.1.1

1. d(sinx)

2. d(arctanx)

3. d(xex)

121
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ทฤษฎบีท 4.1.4 กำหนดให u = f(x) และ v = g(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x และ c เปน
คาคงตัว และ r เปนจำนวนตรรกยะ แลว

1. dc = 0

2. d(cu) = cdu

3. d(u± v) = du± dv

4. d(uv) = udv + vdu

5. d(ur) = rur−1du

6. d
(u
v

)
=

vdu− vdu

v2
เมือ่ v ̸= 0

ตัวอยาง 4.1.5 จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้
1. d(x2 + ex + ℓnx)

2. d(xsinx)

3. d(cos2x)

4. d
( x

ex

)
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กำหนดให y = f(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได x = a และ ∆y คอืสวนทีเ่ปลีย่นแปลงของ y

บนเสนโคง y = f(x) และ dy คอืสวนทีเ่ปลีย่นแปลงของ y บนเสนสัมผัสกับเสนโคง y = f(x) ที่
จดุ P (a, f(a)) ดังรปู

รปูที ่ 4.1: แนวคดิการประมาณคาเชงิเสน

X

Y

dy

∆x

∆y

a

P
f(a)

L(a+∆x)

a+∆x

f(a+∆x)

f

L

สมการเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ P (a, f(a)) คอื
y = f ′(a)(x− a) + f(a)

กำหนดให L(x) = f ′(a)(x− a) + f(a) จะเรยีก L วาฟงกชันเชงิเสนของ f (linear function
of f) ทีจ่ดุ x = a เมือ่พิจารณากราฟ f และ L จะเห็นวากราฟท้ังสองทีจ่ดุ x = 1 มีคาใกลเคยีง
กัน ถา ∆x มีคาใกล ๆ ศนูย ทำใหไดวา

f(a+∆x) ≈ L(a+∆x)

เนือ่งจาก
L(a+∆x) = f ′(a)(a+∆x− a) + f(a) = f(a) + f ′(a)∆x

และ
∆y = ∆f = f(a+∆x)− f(a) ≈ (f(a) + f ′(a)∆x)− f(x) = f ′(a)∆x = df

นัน่คอื ∆f ≈ df สรปุไดวา
f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

จะเรยีกวา การประมาณคาเชงิเสน (linear approximation) ของ f ทีจ่ดุ a
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ตัวอยาง 4.1.6 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ √
16.001

ตัวอยาง 4.1.7 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ 3
√
7.998

ตัวอยาง 4.1.8 จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ tan50◦
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ในการคำนวณคาคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการวัด กำหนดให
1. u เปนปรมิาณทีต่องการวัด
2. |du| เปนคาคลาดเคลือ่น (error) ในการวัดของ u

3.
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣ เปนคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ (relative error) เมือ่ u ̸= 0 และ
∣∣∣∣duu

∣∣∣∣× 100 เปนรอยละความคลาดเคลือ่นสัมพัทธ (percent of relative error)

ตัวอยาง 4.1.9 เมือ่วัดดานของลกูบาศกลกูหนึง่ยาว 25 เซนตเิมตร พบวาวัดความคลาดเคลือ่น
ไปดานละไมเกนิ 0.04 เซนตเิมตร จงใชคาเชงิอนพัุนธประมาณคาคลาดเคลือ่นทีเ่กดิข้ึน พรอม
ท้ังหาคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ และคาคลาดเคลือ่นเปนกีเ่ปอรเซนตของปรมิาตรนี้
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้

1.1 d(tanx)
1.2 d(xcotx)

1.3 d(exsinx)
1.4 d(arctan3x)

2. ให f(x) = 3x2 + 1 จงหา ∆y, dy และ |∆y − dy| เมือ่ x = 1 และ ∆x = −0.01

3. จงหาคาเชงิอนพัุนธตอไปนี้สำหรับคา a และ ∆x ทีก่ำหนดให
3.1 f(x) = 2x2 + 1 ; a = 1 และ ∆x = 0.1

3.2 f(x) =
√
x+ 1 ; a = 3 และ ∆x = 0.02

3.3 f(x) = (x+ 1)
√
x ; a = 4 และ ∆x = −0.2

3.4 f(x) =
x+ 1

x+ 2
; a = 3 และ ∆x = 0.03

4. จงใชการประมาณคาเชงิเสนประมาณคาของ
4.1 √

81.03

4.2 3
√
15.89

4.3 4
√
127

4.4 (33)
2
5

4.5 sin(0.03)
4.6 (8.1)

4
3 + (8.1)

2
3

5. ถังใบรปูทรงกระบอกใบหนึง่ไมมีฝา ตองการทาสดีานนอกรอบถังโดยทาสหีนา 0.25 เซนตเิมตร
ถาวัดรัศมีภายนอกได 75 เซนตเิมตร และถังสงู 150 เซนตเิมตร จงหาปรมิาตรของสทีีใ่ช
ทาถังโดยการประมาณคาเชงิเสน

6. ในการวัดดานของรปูสีเ่หลีย่มจตุรัสรปูหนึง่ซึง่ยาว 16 นิ้ ว พบวาวัดคลาดเคลือ่นไมเกนิ
0.01 นิ้ ว เราจะคำนวณพ้ืนทีค่ลาดเคลือ่นไปไมเกนิเทาใด และจงหาคาคลาดเคลือ่นสัมพัทธ
และคาคลาดเคลือ่นคดิเปนรอยละของพ้ืนทีน่ ี้
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4.2 คาสดุขีด
บทนยิาม 4.2.1 ให y = f(x) เปนฟงกชันบนชวง I แลวจะกลาววา

1. f เปนฟงกชันเพิม่ (increasing function) บนชวง I ก็ตอเมือ่

สำหรับ x1 และ x2 ใน I ถา x1 < x2 แลว f(x1) < f(x2)

2. f เปนฟงกชันลด (decreasing function) บนชวง I ก็ตอเมือ่

สำหรับ x1 และ x2 ใน I ถา x1 < x2 แลว f(x1) > f(x2)

ขอสังเกต 4.2.2 ถา f เปนฟงกชันเพิม่ (ฟงกชันลด) บนชวง I และ J แลว f เปนฟงกชันเพิม่
(ฟงกชันลด) บนชวง I ∪ J

ตัวอยาง 4.2.3 จงแสดงวา f(x) = x2 เปนฟงกชันเพิม่บนชวง (0,∞)

การตรวจสอบฟงกชันเพิม่และลดโดยนยิามในบางฟงกชันอาจยุงยากและอาศัยสมบัตติาง ๆ
มากมาย เราอาจใชอนพัุนธมาชวยในการตรวจสอบไดดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 4.2.4 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และหาอนพัุนธไดบนชวง (a, b) จะไดวา

1. ถา f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันเพิม่บนชวง [a, b]

2. ถา f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันลดบนชวง [a, b]

3. ถา f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว f เปนฟงกชันคงตัวบนชวง [a, b]
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ตัวอยาง 4.2.5 จงหาชวงทีท่ำใหฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเพิม่ และเปนฟงกชันลด
1. f(x) = x2 − 2x+ 3

2. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2

ตัวอยาง 4.2.6 จงหาชวงทีท่ำให f(x) = x

x2 + 1
เปนฟงกชันเพิม่และเปนฟงกชันลด
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ตัวอยาง 4.2.7 จงหา a ทีท่ำให f(x) = ℓn(ex + a) เปนฟงกชันเพิม่บนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 4.2.8 ให f : D → R เปนฟงกชันและ S ⊆ D และ c ∈ S แลวจะกลาววา
1. f(c) เปนคาสงูสดุ (maximum value) หรอืคาสงูสดุสัมบูรณ (absolute maximum

value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

2. f(c) เปนคาตำ่สดุ (minimum value) หรอืคาตำ่สดุสัมบูรณ (absolute minimum
value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

3. f(c) เปนคาสดุขีด (extreme value) บน S ก็ตอเมือ่ f(c) เปนคาสงูสดุหรอืคาตำ่สดุของ
f บน S

ตัวอยาง 4.2.9 จงแสดงวา f(x) =
1

x2 + 1
มีคาสงูสดุสัมบูรณบนชวง (−∞,∞)
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ตัวอยาง 4.2.10 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = x2 + 1 บนชวงทีก่ำหนดโดยใชกราฟ
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บทนยิาม 4.2.11 ให f : D → R เปนฟงกชันและ S ⊆ D และ c ∈ S แลวจะกลาววา

1. f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธ (relative maximum value) บน S ก็ตอเมือ่ มี δ > 0 ซึง่
f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

2. f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธ (relative minimum value) บน S ก็ตอเมือ่ มี δ > 0 ซึง่
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

3. f(c) เปนคาสดุขีดสัมพัทธ (relative extreme value) บน S ก็ตอเมือ่
f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธหรอืคาตำ่สดุสัมพัทธของ f บน S

รปูที ่ 4.2: ตัวอยางกราฟทีเ่กดิคาสงูสดุและตำ่สดุสัมพัทธบนชวง [a, b]

X

Y

a b

ตัวอยาง 4.2.12 จงแสดงวาฟงกชัน f(x) = x2 − 2x มีคาตำ่สดุสัมพัทธที ่ x = 1
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จากแนวคดิของแฟรมาตทีพ่บวาจดุทีเ่กดิคาสงูสดุหรอืตำ่สดุตองทีมี่เสนสัมผัสของเสนโคง
ขนานกับแกน X หรอืความชันเปน 0 ตอมาไดขยายไปยังกรณทีีค่วามชันคาไมได
ทฤษฎบีท 4.2.13 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว

ถา f มีคาสดุขีดสัมพัทธทีจ่ดุ c แลว f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมีคา

บทนยิาม 4.2.14 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลวจะเรยีก

c วาจดุวกิฤต (critical point) ของฟงกชัน f ก็ตอเมือ่ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมีคา

ตัวอยาง 4.2.15 จงหาจดุวกิฤตของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 − 12x+ 7

2. f(x) = 3
√
x− 1

3. f(x) =
1

x3
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โดยทฤษฎบีท 4.2.13 สรปุไดวาการจะหาคาสดุขีดสัมพัทธยอมตองหาจดุวฤิตเปนอันดับแรก
จากนำจดุวกิฤตมาตรวจสอบวาจดุน้ันใหคาสงูสดุสัมพัทธหรอืตำ่สดุสัมพัทธ ทำไดโดย 2 วธิี คอื
การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่ และ การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับสอง

ทฤษฎบีท 4.2.16 การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่ (First derivative test)
ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง S และ c ∈ S เปนจดุวกิฤตของ f แลว มี δ > 0 ซึง่

1. ถา f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว
f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธของ f

2. ถา f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว
f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธของ f

รปูที ่ 4.3: คาสงูสดุและตำ่สดุสัมพัทธของการทดสอบโดยอนพัุนธอันดับหนึง่

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0

อาจพิจารณาเครือ่งหมายของ f ′ โดยแทน + เมือ่ f ′(x) > 0 และ − เมือ่ f ′(x) < 0 บนเสน
จำนวน จะไดวา f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธเมือ่สอดคลอง

+

c

−

f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธ เมือ่สอดคลอง
−

c

+

ถาเครือ่งหมายไมสอดคลองท้ัง 2 กรณี สรปุไดวาจดุวกิฤตน้ันไมใช จดุทีใ่หคาตำ่สดุสัมพัทธและ
สงูสดุสัมพัทธ
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ตัวอยาง 4.2.17 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

2. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

3. f(x) =
x

x2 + 1
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ทฤษฎบีท 4.2.18 การทดสอบโดยอนพัุนธอันดับสอง (Second derivative test)
ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยที่ f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา
ได แลว

1. f ′′(c) < 0 แลว f(c) เปนคาสงูสดุสัมพัทธของ f

2. f ′′(c) > 0 แลว f(c) เปนคาตำ่สดุสัมพัทธของ f

ตัวอยาง 4.2.19 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x3 − 3x+ 1

2. f(x) = xex

ตัวอยาง 4.2.20 จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันตอไปนี้
1. f(x) = x2ex
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2. f(x) = 3x2 − x

3
2 + 1

3. f(x) = (x3 − 1)
2
3



4.2. คาสดุขีด 137

ข้ันตอนการหาคาสดุขีด
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่ง [a, b] และหาอนพัุนธไดบนชวง (a, b) หาคาสดุขีดไดดังนี้

1. หาจดุวกิฤติ c ของ f

2. หาคา f(c) ท้ังหมด f(a) และ f(b)

3. เปรยีบเทยีบคาในข้ันตอนที่ 2 โดย
• คามากทีส่ดุ จะเปนคาสงูสดุของ f บน [a, b]

• คานอยทีส่ดุ จะเปนคาตำ่สดุของ f บน [a, b]

ตัวอยาง 4.2.21 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชวง [−3, 3]

ตัวอยาง 4.2.22 จงหาคาสดุขีดของฟงกชัน f(x) = sinx+ cosx บนชวง [0, 2π]
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ปญหาคาสงูสดุและคาตำ่สดุของฟงกชัน
การนำอนพัุนธ ไปใชในการแกโจทย ปญหาเกีย่วกับการหาคาสงูสดุและคาตำ่สดุ โดยทัว่ไป

เรามักจะจำลองปญหาดังกลาวในรปูของฟงกชัน เช นให

y = f(x) แทนฟงกชันของปญหาดังกลาว

เราอาจจะตองหาคาสดุขีดของ y เมือ่ x เปนคา ๆ หนึง่ โดยใชกระบวนการหาดังข้ันตอนการหา
คาสดุขีด ดังจะแสดงตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 4.2.23 เมือ่นำจำนวนจรงิสองจำนวนมารวมกันไดเทากับ 16 จงหาผลคณูทีม่ากทีส่ดุ
ของสองจำนวนน้ัน

ตัวอยาง 4.2.24 มีไมทำร้ัวยาว 800 เมตร นำมาลอมร้ัวบานเปนรปูสีเ่หลีย่มพ้ืนผา โดยใชบาน
เปนร้ัวดานหนึง่ จงหาพ้ืนทีม่ากสดุทีล่อมร้ัวนี้ ได
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ตัวอยาง 4.2.25 จงหาดานของรปูสีเ่หลีย่มพ้ืนผาทีมี่พ้ืนทีม่ากทีส่ดุทีบ่รรจลุงไปในสามเหลีย่ม
มุมฉากทีมี่ดานประชดิมุมฉากท้ังสองดานคอื a และ b
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ตัวอยาง 4.2.26 จงหาสวนสงูของกรวยกลมตรงที่มีปรมิาตรมากทีส่ดุ และสามารถบรรจุใน
ทรงกลมรัศมี r หนวย
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงหาชวงทีท่ำใหฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเพิม่ และเปนฟงกชันลด พรอมหาจดุวกิฤติ

1.1 f(x) = x3 − 6x2 + 9x

1.2 f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2

1.3 f(x) =
x

x+ 1

1.4 f(x) = x4 − 4x2 + 4

1.5 f(x) = (x− 1)
2
3

1.6 f(x) =
√
x+ 1√

x

1.7 f(x) = (6− x)x
1
5

1.8 f(x) = x
5
2 + 2x

3
2 + x

1
2

2. จงหาคาสดุขีดบนชวงทีก่ำหนดใหตอไปนี้

2.1 f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]
2.2 f(x) =

x

x+ 3
; [−1, 5]

2.3 f(x) = x+
1

x
; [1

2
, 5]

2.4 f(x) = |x2 − 2x− 3| ; [−5, 5]

3. จงหาคาสดุขีดสัมพัทธของฟงกชันทีก่ำหนดใหตอไปนี้

3.1 f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

3.2 f(x) = x4 + 2x3

3.3 f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

3.4 f(x) =
1

x− x2

3.5 f(x) =
x− 2

x+ 2

3.6 f(x) = x 3
√
5− x

3.7 f(x) = (1− x2)(1− x)

3.8 f(x) = x
7
3 − 7x

1
3

3.9 f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

3.10 f(x) = x2(1 + x)
1
3

3.11 f(x) =
|x|

1 + |x|
3.12 f(x) = arctanx− ℓn√1 + x2

4. จงหาพ้ืนที ่มากทีส่ดุของสามเหลีย่มหนาจัว่ ถาดานที่เทากันท้ังสองดานยาวเทากับ 12
หนวย

5. จงหาความสงูและรัศมีของฐานของรปูทรงกระบอกกลมตรงทีมี่ปรมิาตรมากทีส่ดุ ทีบ่รรจุ
ในกรวยกลมซึง่มีรัศมีของฐานยาว 12 นิ้ ว และสงู 30 นิ้ ว โดยทีฐ่านของทรงกระบอกอยูบน
ฐานของกรวย

6. กระป องรปูทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร 125 ลกูบาศกเซนตเิมตร มีฝาป ดหัวทาย ฝา
ปดทำจากแผนโลหะบางรปูสีเ่หลีย่มจตรัุส และผิวดานขางทำจากรปูสีเ่หลีย่มผืนผา จงหา
รัศมีและความสงูของกระป องทีท่ำใหใชปรมิาณโลหะนอยทีส่ดุ

7. โรงเรยีนแหงหนึง่นำนักเรยีนไปทัศนศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนักเรยีนคนละ 150 บาท ถามี
นักเรยีนไมเกนิ 150 คน แตถานักเรยีนไปเกนิ 150 คนจะเก็บลดลง 50 สตางคคณูดวย
จำนวนคนทีเ่กนิจากจำนวน 150 คน นักเรยีนควรไปทัศนศกึษากีค่นจงึจะทำใหโรงเรยีน
เก็นเงินไดมากสดุ
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4.3 ความเวาและจดุเปลีย่นเวา
บทนยิาม 4.3.1 ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x0 และ y = g(x) เปนสมการของเสนสัมผัส
เสนโคง y = f(x) ทีจ่ดุ x0

1. f มีความเวาลาง (concave downward) ทีจ่ดุ x0 ก็ตอเมือ่

f(x) < g(x) ทกุๆ x ทีอ่ยูใกล ๆ x0

2. f มีความเวาบน (concave upward) ทีจ่ดุ x0 ก็ตอเมือ่

f(x) > g(x) ทกุๆ x ทีอ่ยูใกล ๆ x0

รปูที ่ 4.4: ความเวาบนและอยูลางทีจ่ดุ x0

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

X

Y

x0

y = g(x)

y = f(x)

ตัวอยาง 4.3.2 จงแสดงวา f(x) = x2 มีความเวาบนทีจ่ดุ 0

บทนยิาม 4.3.3 ให f : D → R เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธได และ S ⊆ D

1. f มีความเวาลาง บน S ก็ตอเมือ่

f มีความเวาลางทีท่กุ ๆ x ∈ S

2. f มีความเวาบน บน S ก็ตอเมือ่

f มีความเวาบนทีท่กุ ๆ x ∈ S

ขอสังเกต 4.3.4 ถา f มีความเวาบน (เวาลาง) บนชวง S และ T แลว f มีความเวาบน (เวาลาง)
บนชวง S ∪ T
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บทนยิาม 4.3.5 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งทีจ่ดุ x0 เรยีกจดุ (x0, f(x0)) วาจดุเปลีย่นเวา (inflection
point) ก็ตอเมือ่มี δ > 0 ซึง่เปลีย่นจากความเวาแบบหนึง่บนชวง (x0− δ, x0) ไปเปนความเวาอกี
แบบหนึง่บนชวง (x0, x0 + δ)

การตรวจสอบความเวาบน ความเวาลาง และจดุเปลีย่นเวา ของบางฟงกชันโดยใชนยิามอาจ
มีความยุงยาก จะมีทฤษฎบีทเกีย่วกับอนพัุนธอันดับสองมาชวยการตรวจสอบดังตอไปนี้

ทฤษฎบีท 4.3.6 ให f เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดอยางนอยสองอันดับแรกบนชวง (a, b)

และ c ∈ (a, b)

1. ถา f ′′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว f มีความเวาบนบนชวง (a, b)

2. ถา f ′′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (a, b) แลว f มีความเวาลางบนชวง (a, b)

3. ถา (c, f(c)) เปนจดุเปลีย่นเวาของ f แลว f ′′(c) = 0 หรอื f ′′(c) ไมมีคา

ตัวอยาง 4.3.7 ให f(x) = x4 − 4x3 จงหาชวงของ f ทีมี่ความเวาบน มีความเวาลาง และจดุ
เปลีย่นเวาของ f
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ตัวอยาง 4.3.8 จงหาชวงทีมี่ความเวาบน ความเวาลาง และจดุเปลีย่นเวาของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = xe−2x

2. f(x) = (4− x2)
2
3
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แบบฝ กหัด 4.3
จงหาชวงทีมี่ความเวาอยูบน มีความเวาอยูลาง และจดุเปลีย่นเวา ของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) = x3 − 3x2

2. f(x) = 3x4 + 2x3 − 5

3. f(x) = x4 − 6x3 + 12x2 + 5x+ 7

4. f(x) = x6 − 15x2 + 5

5. f(x) = (1− x)
1
3

6. f(x) = (x− 2)
2
3

7. f(x) = (2− x)x
1
5

8. f(x) =
4x

x2 + 1

9. f(x) =
x

x2 − 1

10. f(x) = x− 1

x

11. f(x) = (x− 1)e−x

12. f(x) = e−x2
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4.4 การรางกราฟ

รปูที ่ 4.5: ตัวอยาง Download GeoGebra Apps
การ สราง กราฟ ของ ฟงกชัน ใน

ปจจบัุนทำไดงายเพียงแคพิมพสมการ
ลงในโปรแกรมสำเร็จรปู เช น GSP
และ GeoGebra เปนตน โดยเฉพาะ
โปรแกรม GeoGebra ซึง่ ผู ผลติทำ
ออก มา ให ใชฟรี สำหรับ การ ศกึษา
โดยเฉพาะ มีใหใชในรปูแบบออนไลน
และ ออฟ ไลน ท้ัง ใน รปู โปรแกรม
และในรปูของแอพพลเิคชัน่ โดยแบง
ออกเปนหลายชนดิใหเหมาะกับการ
ใชงานแตละชนดิดังรปู 4.5 สามารถ
เขาใชงาน และโหลดโปรแกรมหรอื
แอพพลเิคชัน่ไดที ่ www.geogebra.org
สำหรับแอพพลิเคชัน่มีใหดาวโหลด
ใน App Store และ Google Play ใช
กับมือถอืหรอืแท็บเล็ต โดยการออกแบบการที่ใชงานที่งายทำใหเปนที ่นยิมใชกันทัว่โลก ถาผู
อานสนใจสามารถศกึษาการใชไดจากเวปไซตดังกลาว

ตัวอยางกราฟของฟงกชัน y = x4 − 3x3 โดยใชแอพพลิเคชัน่ Geogebra Classic 5 แสดงดัง
รปู 4.6 จะเห็นไดวากราฟของฟงกชันทีเ่กดิข้ึนไดจากการพิมพสมการ ในชองดานลางโดยอาศัย

รปูที ่ 4.6: ตัวอยางกราฟจาก GeoGebra Classic 5
แป นพิมพทีมี่ใหในแอพพลิเคชัน่ แต
ถา ไมมี เครือ่ง มือ เหลา น้ัน เราอาจ
รางกราฟของฟงกชันไดถาเราทราบ
องคประกอบตาง ๆ เช น โดเมน จดุ
ตัดแกน เสนกำกับ (ถามี) ช วงทีท่ำให
เกดิฟงกชันเพิม่และลด ชวงที ่ทำให
เกดิความเวาบนและอยูลาง เปนตน
ดังน้ันในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการราง
กราฟ โดย อาศัย การ ประกอบ กัน
ขององคประกอบตาง ๆ
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บทนยิาม 4.4.1 เสนตรง x = a เปน เสนกำกับแนวยนื (vertical asymptote) ของกราฟของ
ฟงกชัน f ถา

lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื ∞ หรอื lim
x→a−

f(x) = −∞ หรอื ∞

บทนยิาม 4.4.2 เสนตรง y = b เปน เสนกำกับแนวนอน (horizontal asymptote) ของกราฟ
ของฟงกชัน f ถา

lim
x→−∞

f(x) = b หรอื lim
x→∞

f(x) = b

บทนยิาม 4.4.3 เสนตรง y = ax+ b เปน เสนกำกับแนวเอยีง (slant asymptote) ของกราฟ
ของฟงกชัน f ถา f(x) = (ax+ b) + g(x) และ a ̸= 0 แลว

lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

g(x) = 0

ตัวอยาง 4.4.4 จงหาเสนกำกับแนวดิง่ เสนกำกับแนวนอน และ เสนกำกับแนวนอนเอยีง (ถามี)
ของฟงกชันตอไปนี้

1. f(x) =
1

x2 − 1

2. f(x) =
x+ 1

x− 1
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3. f(x) =
x+ 1

x2 − 4

4. f(x) =
x2 + x

x− 2
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การวเิคราะหกราฟ
การรางกราฟของเสนโคง y = f(x) เราควรวเิคราะหขอมูลประกอบการรางกราฟ และทำตาม
ข้ันตอนดังตอไปนี้

1. ตรวจโดเมนของ f และหาเสนกำกับ (ถามี) พรอมดพูฤตกิรรมของกราฟเมือ่ x → ∞ และ
x → −∞

2. หาจดุตัดแกน X และ Y (ถามี)

3. หา f ′(x) และจดุวฤิกติของ f พรอมหาชวงที ่ f เปนฟงกชันเพิม่ และชวงที ่ f เปนฟงกชัน
ลด

4. หา f ′′(x) และจดุทีมี่โอกาสเปนจดุเปลีย่นเวาของ f พรอมหาชวงที ่ f มีความเวาบน และ
ชวงที ่ f มีความเวาลาง

5. รางกราฟของฟงกชันโดยใชขอมูลจากขอ 1 ถงึ 4
ตัวอยาง 4.4.5 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) = x4 − 4x3

X

Y
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ตัวอยาง 4.4.6 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) =
x2

x2 − 1

X

Y
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ตัวอยาง 4.4.7 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) =
x2 + x

x− 2

X

Y
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ตัวอยาง 4.4.8 จงวเิคราะหและเขียนกราฟของกราฟเสนโคง f(x) = e−
1
2
x2

X

Y
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แบบฝ กหัด 4.4
จงวเิคราะหและเขียนกราฟของเสนโคงตอไปนี้

1. f(x) = x3 + 5x2 + 3x− 4

2. f(x) = 5x
2
3 − x

5
3

3. f(x) = 2− (x− 3)
1
3

4. f(x) = x2e−3x

5. f(x) = 2x+
1

x2

6. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

7. f(x) = x− 1

x

8. f(x) = x(4− x)
1
3

9. f(x) =
x2 − 1

x

10. f(x) = 5x
1
5 − 2x

11. f(x) =
4x2 − 1

x2 − 1

12. f(x) = e−x2

13. f(x) =
x2 + 2x

x− 3

14. f(x) =
5x

x2 − 4
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4.5 อัตราสัมพัทธ
ในหัวนี้ เราจะศกึษาการประยุกตอนพัุนธเพือ่ใชหาอัตราการเปลีย่นแปลงปรมิาณตาง ๆ เทยีบ

กับเวลา ซึง่เรยีกวา อัตราสัมพัทธ (relative rate) ทำใหเราสนใจปญหากับผลกระทบของ
อัตราการเปลีย่นแปลงของตัวแปรบางตัวเทยีบกับเวลาที่มีอัตราการเปลีย่นแปลงของตัวอืน่ ๆ
เทยีบกับเวลา เรยีกปญหาแบบนี้ วา ปญหาอัตราสัมพัทธ (relative rate problem)

ข้ันตอนการแกปญหา

1. กำหนดตัวแปรแทนปรมิาณตาง ๆ ทีข้ึ่นกับเวลา
2. เขียนความสัมพันธระหวางตัวแปรในขอ 1 (ถาเขียนได)
3. สรางสมการระหวางตัวแปรตาง ๆ ทีข้ึ่นกับเวลา
4. หาอนพัุนธของขอ 3 เทยีบกับเวลา

5. แทนคาตัวแปรตาง ๆ ทีโ่จทยกำหนด และคำนวณหาสิง่ทีโ่จทยตองการ

ตัวอยาง 4.5.1 ชายคนหนึง่เดนิเขาหาฐานหอคอยทีมี่ความสงู 60 ฟุต ดวยอัตราเร็ว 2 ฟุตตอ
วนิาที จงหาวาชายผูนี้ จะเคลือ่นทีเ่ขาใกลยอดของหอคอยดวยอัตราเร็วเทาใด ในขณะเขาอยูหาง
จากฐานของหอคอยเปนระยะทาง 80 ฟุต
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ตัวอยาง 4.5.2 ถังน้ำรปูกรวยกลมตรง มีเสนผานศนูยกลางที ่ปากถังยาว 1 เมตร และสงู 2
เมตร ไขน้ำเขาถังดวยอัตราเร็ว 50 ลกูบาศกเซนตเิมตรตอวนิาที จงหาวาระดับน้ำในถังจะสงูข้ึน
ดวยอัตราเร็วเทาใด เมือ่ความสงูของน้ำในถังเปน 80 เซนตเิมตร
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แบบฝ กหัด 4.5
1. โยนกอนหินกอนหนึง่ลงในสระ จะทำใหเกดิน้ำเปนละลอกแผออกไปเปนวงกลมมีจดุศนูยกลาง

อยูทีจ่ดุของกอนหินตกรัศมีของวงกลมวงนอกเพิม่ข้ึนดวยอัตราเร็ว 50 เซนตเิมตรตอวนิาที
จงหาพ้ืนทีข่องวงกลมทีจ่ะเพิม่ข้ึนดวยอัตราเทาใด หลังจากทีก่อนหินตกถงึผิวน้ำ 5 วนิาที

2. จรวดลำหนึง่ถกูยิงข้ึนจากพ้ืนดนิตามแนวดิง่ ขณะทีจ่รวดเคลือ่นทีข้ึ่นไปไดมีเรดาหซึง่อยู
หางจากฐานยิงจรวดไปตามพ้ืนดนิเปนระยะ 3 กโิลเมตร คอยสังเกตการเคลือ่นที ่ จงหา
อัตราเร็วของจรวดขณะเมือ่ระยะทางจากเรดาหถงึจรวดมีคาเทากับ 5 กโิลเมตร โดยระยะ
ทางนี้กำลังเพิม่ข้ึนดวยอัตรา 5,000 กโิลเมตรตอชัว่โมง

3. บันไดยาว 13 ฟุต วางพิงกำแพงไว ถาฐานบันไดกำลังเลือ่นออกจากกำแพงดวยอัตรา
เร็ม 0.1 ฟุตตอวนิาที จงหาวาปลายบนของบันไดเลือ่นลงดวยอัตราเร็วเทาใด และจงหา
อัตราเร็วของมุมทีบั่นไดทำกับพ้ืนดนิขณะทีย่อดอยูสงูจากพ้ืน 12 ฟุต

4. อากาศถกูอัดใสในลกูโป งรปูทรงกลมดวยอัตราเร็วคงตัว 10 ลกูบาศกนิ้ วตอวนิาที จงหา
อัตราเร็วของพ้ืนทีผิ่วของลกูโป งทีเ่พิม่ข้ึน ขณะทีรั่ศมีของลกูโป งเปน 5 นิ้ ว

5. ถามุมเงยของดวงอาทติย เปน 45 องศา และกำลังลดลงดวยอัตรา 0.25 เรเดยีนตอวนิาที
จงหาวาเงาของเราซึง่สงู 5 ฟุต ทีท่อดบนพ้ืนดนิจะยาวข้ึนดวยอัตราเร็วเทาใด
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4.6 หลักเกณฑลอป ตาล
การหาลิมิตในบทที่ ?? อยูในรปูแบบยังไมกำหนดสำหรับฟงกชันตรรกยะ หรอืฟงกชันที ่

สามารถเปลีย่นรปู หรอืใชบางทฤษฎบีทมาชวยในการหาคาลิมิต แตฟงกชันทีซั่บซอนยิง่ข้ึนอาจ
ใชวธิดัีงกลาวไมไดเช น

lim
x→1

ℓnx+ x− 1√
x− 1

ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึ หลักเกณฑลอป ตาล (l 'Hospital's rule) ซึง่ถกูเขียนไวในหนังสอืชือ่
Analyse des Infiniment Pertits ในป 1696 โดยนักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสนามวา มาควสิ เดอ โล
ปตาล (Marquis de l’Hospital, 1661-1704) แตผูคนพบกฏนี้คอื จอหน แบรนลูลี (John Bernoulli,
1667-1748) นักคณติศาสตรชาวสวสิ
ทฤษฎบีท 4.6.1 หลักเกณฑลอป ตาล

1. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบน S = (a− δ, a)∪ (a, a+ δ) สำหรับบางคา δ > 0

g(x) ̸= 0 และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

2. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดสำหรับทกุ ๆ x > N สำหรับบางคา N > 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

3. ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดสำหรับทกุ ๆ x < N สำหรับบางคา N < 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลักเกณฑลอปตาลจะใชกับรปูแบบยังไมกำหนด 0

0
และ ∞

∞
เทาน้ัน แตเราอาจประยุกต

ใชหลักเกณฑลอปตาลกับรปูแบบยังไมกำหนดอืน่ ๆ ดังตอไปนี้

∞−∞ 0 · ∞ 1∞ ∞0 00

แตจะไมพิสจูนหลักเกณฑลอปตาลในวชิานี้ ผูสนใจอาจศกึษาไดจากแคลคลัูสข้ันสงู
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ตัวอยาง 4.6.2 จงหาลมิิตของ

1. lim
x→0

tan6x
x

2. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

3. lim
x→∞

ex

x+ ex

4. lim
x→0+

ℓnx
cotx
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ตัวอยาง 4.6.3 จงหาลมิิตของ lim
x→−∞

(1 + x2)
3
2

x2 + ex(x− 1)

ตัวอยาง 4.6.4 จงหาลมิิตของ lim
x→0

x2 + 2ℓn(cosx)
2− 2cosx− x2
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ตัวอยางตอไปนี้ จะกลาวถงึรปูแบบยังไมกำหนด ∞ − ∞ และ 0 · ∞ เราสามารถเปลีย่นรปู
ของฟงกชันใหลมิิตอยูในรปูแบบ I.F.

0

0
หรอื I.F.

∞
∞

ดังจะแสดงดังตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 4.6.5 จงหาลมิิตของ
1. lim

x→0+
(cotx− cscx)

2. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)

ตัวอยาง 4.6.6 จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)
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ตัวอยาง 4.6.7 จงหาลมิิตของ

1. lim
x→∞

xtan
(
1

x

)

2. lim
x→0+

xℓnx

ตัวอยาง 4.6.8 จงหาลมิิตของ lim
x→∞

x
(
arctanx− π

2

)
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สดุทายจะกลาวถงึรปูแบบยังไมกำหนด 00, ∞0 และ 1∞ นัน่คอืพิจารณาลิมิตของฟงกชัน
[f(x)]g(x) จากน้ันกำหนดให y = [f(x)]g(x) จะได

ℓny = (g(x))ℓn[f(x)]

แลวหาลมิิตของ ℓny และหาคาลมิิตของ y จากสมบัตขิองลมิิตทีว่า
lim
x→a

ℓny = ℓn
(

lim
x→a

y
)

ตัวอยาง 4.6.9 จงหาลมิิตของ
1. lim

x→0+
xx

2. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
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ตัวอยาง 4.6.10 จงหาลมิิตของ lim

x→∞
(2x + x)

2
x
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แบบฝ กหัด 4.6
จงหาลมิิตตอไปนี้

1. lim
x→0+

sinx√
x

2. lim
x→0

cos2x− 1

x

3. lim
x→π

2

cosx
x− π

2

4. lim
x→0

ex − cos2x
xsinx

5. lim
x→0

x− sinx
x− tanx

6. lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

7. lim
x→∞

xℓnx
x2 + 1

8. lim
x→∞

5x

ℓn(x+ ex)

9. lim
x→0

3x − 1

2x − 1

10. lim
x→0+

cot3x
cot2x

11. lim
x→0

ex − x− 1

x2

12. lim
x→∞

xℓnx
x+ ℓnx

13. lim
x→∞

2e2x + ℓnx
e2x + x2

14. lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

15. lim
x→1

ℓnx
x− 1

16. lim
x→∞

x8

ex

17. lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

18. lim
x→0+

(tanx)ℓn(sinx)

19. lim
x→∞

x(e
1
x − 1)

20. lim
x→−∞

xsin1
x

21. lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
tan5x

22. lim
x→∞

(
x2 − sec1

x

)
2−x2

23. lim
x→1+

(
1

1− x
− 1√

1− x

)

24. lim
x→1−

(
1

1− x
+

x

ℓnx
)

25. lim
x→0

(
csc2x− 1

x2

)

26. lim
x→0

(
1

x
− 1

tanx
)

27. lim
x→1+

(
1

ℓnx +
x

x− 1

)
28. lim

x→π
2
−
(tan5x− tanx)

29. lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)

30. lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)
31. lim

x→0
(1 + x)

1
x

32. lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

33. lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

34. lim
x→1

(1− x)ℓnx

35. lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

36. lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

37. lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

38. lim
x→0+

(x+ sinx)tanx

39. lim
x→∞

(ex + x)
e
x

40. lim
x→∞

(
1− 1

x3

)x

41. lim
x→0+

(cosx)cotx

42. lim
x→∞

(2x + x2)
1
x

43. lim
x→0

(ex
2cosx) 4

x4

44. lim
x→π

2
−
(secxtanx)cosx

45. lim
x→0

(1 + sinx) 3
x



บทที่ 5
ปรพัินธ

5.1 ปฏยิานพัุนธและปรพัินธไมจำกัดเขต
บทนยิาม 5.1.1 เรยีกฟงกชัน f วาหาปฏยิานพัุนธไดบนชวง I ถามีฟงกชัน F ซึง่

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วาเปนปฏยิานพัุนธ (antiderivative) ของฟงกชัน f บนชวง I

ในบางคร้ังเราจะละการบอกชวง I ในบทนยิาม 5.1.1 แตเขาใจตรงกันวา F เปนปฏยิานพัุนธ
บนชวงทีฟ่งกชัน F หาอนพัุนธได

ตัวอยาง 5.1.2 จงหาปฏยิานพัุนธของฟงกชันตอไปนี้ อยางนอย 2 ฟงกชัน
1. f(x) = 3x2 2. f(x) = cosx

ตัวอยาง 5.1.3 จงแสดงวา F (x) = xarctanx−1

2
ℓn(x2+1) เปนปฏยิานพัุนธของ f(x) = arctanx

165
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ทฤษฎบีท 5.1.4 ถา F และ G เปนปฏิยานพัุนธของของฟงกชัน f บนชวง I แลวมีคาคงตัว C

ซึง่
G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วาปฏยิานพัุนธทัว่ไป (general antiderivative) ของ f บนชวง I

บทนยิาม 5.1.5 ให F เปนปฏิยานพัุนธของฟงกชัน f จะเรยีกปฏิยานพัุนธทัว่ไปของ f วา ปริ
พันธไมจำกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดวย

∫
f(x) dx จะไดวา

∫
f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วาเครือ่งหมายปรพัินธ (integral sign)

เรยีก f(x) วาตัวถกูปรพัินธ (integrand)
เรยีก x วาตัวแปรของปรพัินธ (variable of integral)
เรยีก C วาคาคงตัวของปรพัินธ (constant of integral)

ทฤษฎบีท 5.1.6 ให f และ g เปนฟงกชันทีห่าปฏยิานพัุนธได และ k เปนคาคงตัวแลว

1.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

2.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

3.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

4.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx
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จากความรูเรือ่งอนพัุนธของฟงกชันจะไดวา∫
1 dx = x+ C∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมือ่ n ̸= −1∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx =

ax

ℓna + C∫
sinx dx = −cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
secxtanx dx = secx+ C∫
sec2x dx = tanx+ C∫
cscxcotx dx = −cscx+ C∫
csc2x dx = −cotx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsec x+ C = −arccscx+ C
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ตัวอยาง 5.1.7 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

ตัวอยาง 5.1.8 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫

2ex − 2x+1 − cosx dx

2.
∫

2 + x2

1 + x2
dx
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ตัวอยาง 5.1.9 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫ √

x(x− 1) dx

2.
∫

2x− 1
3
√
x

dx

3.
∫

(x− 1)2

x2
dx
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ตัวอยาง 5.1.10 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1 + sinx
cos2x dx

ตัวอยาง 5.1.11 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1

1− cosx dx
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ตัวอยาง 5.1.12 จงหาสมการเสนโคงทีผ่านจดุ (1, 2) โดยทีค่วามชันทีจ่ดุ (x, y) ใดๆเปน x4 − x

x2
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ตัวอยาง 5.1.13 อนภุาคหนึง่เคลือ่นทีต่ามแนวแกน X ดวยความเรงขณะเวลา t ใด ๆ เปน
√
t+ sint− 5 ฟุต/วนิาท2ี

เมือ่ t = 0 อนภุาคอยูหางจากจดุกำเนดิไปทางซาย 30 ฟุต และอนภุาคเคลือ่นทีด่วยความเร็ว
20 ฟุต/วนิาที จงหาสมการการเคลือ่นที ่
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จงหาฟงกชัน f ทีมี่ปฏยิานพัุนธเปน F ตอไปนี้

1.1 F (x) = 5

1.2 F (x) = (2x+ 1)10

1.3 F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

1.4 F (x) =
x− 1

2x+ 3

1.5 F (x) = arctan(ℓnx+ sinx)
1.6 F (x) = sin2(cosex)

2. จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫

x4(
√
x+ 2) dx

2.2
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

2.3
∫
(x+ 1)3 dx

2.4
∫
(1 +

1

t
)2 dt

2.5
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

2.6
∫

x− 1

x+
√
x
dx

2.7
∫

cosx(secx+ 3tanx) dx

2.8
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

2.9
∫

2− x2

√
1− x2

dx

2.10
∫

x2

1 + x2
dx

2.11
∫

1− cos2x
cos2x dx

3. จงหาสมการเสนโคงทีผ่านจดุ (−1, 2) โดยทีค่วามชันทีจ่ดุ (x, y) ใดๆเปน x3 − x2

x5

4. วัตถหุนึง่เคลือ่นทีด่วยความเรงตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เปน

6t+ cost ฟุต/วนิาท2ี

เมือ่ t = 0 วัตถอุยูหางจากจดุกำเนดิไปทางซาย 20 ฟุต และเคลือ่นทีด่วยความเร็ว 10 ฟุต/
วนิาที จงหาสมการการเคลือ่นทีข่องวัตถนุี้
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5.2 การหาปรพัินธโดยการเปลีย่นตัวแปร
ทฤษฎบีท 5.2.1 การหาปรพัินธโดยการแทนคา (Integration by substitution)
ให u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดและมีเรจนเปนช วง I และ f เปนฟงกชันทีห่าปฏิยานุ
พันธไดบน I แลว ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอยาง 5.2.2 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1. ∫ (2x+ 1)10 dx

2. ∫ x
√
x2 + 1 dx

3.
∫

ex

ex + 1
dx
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ตัวอยาง 5.2.3 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1. ∫ sin(1− 3x) dx

2.
∫

1

xℓnx dx

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫ sin(ℓnx)

x
dx

2.
∫ cosx

1 + sin2x
dx
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ตัวอยาง 5.2.5 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต ∫

x2
√
x− 2 dx

ตัวอยาง 5.2.6 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

x
3
√
x+ 3

dx
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โดยกฎของคาเชงิอนพัุนธ (ทฤษฎบีท 4.1.4) จะไดวา

1. kdv(x) = d[kv(x)] เมือ่ k เปนคาคงตัว

2. d(v(x) + b) = dv(x) เมือ่ b เปนคาคงตัว

ทฤษฎบีท 5.2.7 ให k และ b เปนคาคงตัว โดยที่ k ̸= 0 และ n ̸= −1 จะไดวา

1.
∫

(kx+ b)n dx =
1

k(n+ 1)
(kx+ b)n+1 + C

2.
∫

1

kx+ b
dx =

1

k
ℓn|kx+ b|+ C

3.
∫

ekx+b dx =
ekx+b

k
+ C

4.
∫

akx+b dx =
akx+b

kℓna + C

5.
∫

sin(kx+ b) dx = −cos(kx+ b)

k
+ C

6.
∫

cos(kx+ b) dx =
sin(kx+ b)

k
+ C

7.
∫

sec(kx+ b)tan(kx+ b) dx =
sec(kx+ b)

k
+ C

8.
∫

sec2(kx+ b) dx =
tan(kx+ b)

k
+ C

9.
∫

csc(kx+ b)cot(kx+ b) dx = −csc(kx+ b)

k
+ C

10.
∫

csc2(kx+ b) dx = −cot(kx+ b)

k
+ C

11.
∫

1√
1− (kx+ b)2

dx =
arcsin(kx+ b)

k
+ C

12.
∫

1

1 + (kx+ b)2
dx =

arctan(kx+ b)

k
+ C

13.
∫

1

|kx+ b|
√
(kx+ b)2 − 1

dx =
arcsec(kx+ b)

k
+ C
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ตัวอยางการหาปรพัินธโดยทฤษฎบีท 5.2.7

1.
∫

cos(2x+ 3) dx =

2.
∫

e5−x dx =

3.
∫

1

3x− 1
dx =

4.
∫

sec2(5− 2x) dx =

5.
∫

1

1 + (x+ 1)2
dx =

ตัวอยาง 5.2.8 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

1

4x2 + 4x+ 2
dx
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การหาปรพัินธโดยอาศัยกฎของคาเชงิอนพัุนธทีว่า
u′(x)dx = du(x)

ดังเช นตัวอยาง
∫

xsin(x2) dx dx

ตัวอยาง 5.2.9 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้
1.
∫

e−cosxsinx dx

2.
∫

1

x(1 + ℓn2x)
dx

3.
∫

ex

e2x + 1
dx
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ตัวอยาง 5.2.10 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫ sin√x√

x
dx

ตัวอยาง 5.2.11 ปรพัินธของฟงกชันแทนเจนตและโคแทนเจนต

1.
∫

tanx dx = ℓn|secx|+ C 2.
∫

cotx dx = ℓn|sinx|+ C
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ตัวอยาง 5.2.12 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫ cos2x

sin22x
dx

การหาปรพัินธไมจํากัดเขตของฟงกชันตรโีกณมิตบิางรปูแบบอาจจะอาศัยเอกลักษณ

1. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

2. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

3. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

4. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]

ตัวอยาง 5.2.13 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

1.
∫

sinxsin(2x) dx

2.
∫

sin(3x)cos(5x) dx
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3.
∫

cos(2x)cos(4x) dx

4.
∫

sin2x dx

ตัวอยาง 5.2.14 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinxcosx dx
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ตัวอยาง 5.2.15 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinx[cos(2x) + cos(3x)] dx

ตัวอยาง 5.2.16 จงหาปรพัินธไมจำกัดเขต
∫

sinxsin(2x)sin(3x) dx
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงหาปรพัินธไมจำกัดโดยการกำหนดตัวแปรตอไปนี้

1.1
∫

x2
√
1− x dx ให u = 1− x

1.2
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให u =
√
x+ 1

1.3
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให u = x+ cosx

1.4
∫

ℓn(x)
x

dx ให u = ℓnx

2. จงหาปรพัินธไมจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫

x4(
√
x+ 2) dx

2.2
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

2.3
∫
(1 +

1

t
)2 dt

2.4
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

2.5
∫

1− cos2x
cos2x dx

2.6
∫

3
√
3x+ 1 dx

2.7
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

2.8
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

2.9
∫

4x2 + 6x+ 1√
1− 2x

dx

2.10
∫ √

1 +
√
1 + x dx

2.11
∫

2x+ 3√
4− 9x2

dx

2.12
∫

x
√
3x2 + 2 dx

2.13
∫

1

(3x2 + 1)
√
3x2 + 2

dx

2.14
∫

1

xℓnx4
dx

2.15
∫

ex√
1 + ex

dx

2.16
∫ sine−x

excose−x
dx

2.17
∫

secx(tanx− 2cosx) dx

2.18
∫

sin2x

2
dx

2.19
∫

cos3x dx

2.20
∫

sin4x dx

2.21
∫

sin2xcos2x dx

2.22
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

2.23
∫

cos2xcos6x dx

2.24
∫

sin3xcos3x dx

2.25
∫ cos4x

1 + sinx dx

2.26
∫ cos22x√sin2x dx

2.27
∫

tan24t dt

2.28
∫

csc5tcot5t dt

2.29
∫

sec10ttant dt

2.30
∫

cosxtan2(sinx) dx

2.31
∫

cot3xcsc4x dx

2.32
∫

zsin(−z2)cos5(−z2) dz
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5.3 ปรพัินธจำกัดเขต
ในหัวขอนี้ จะใหแนวคดิของการหาพ้ืนที่ใตกราฟของฟงกชันโดยอาศัยการแบงพ้ืนที ่ยอย ๆ

แลวรวมเปนพ้ืนที ่ที ่ตองการ นัน่คอืแนวคดิที ่มีมาชานานที่เรยีกวา ระเบียบวธิีเกษียณ แตใน
แคลคลัูสปจจบัุนตองอาศัยความรูเรือ่งอนกุรมและลมิิตอนันต ดังน้ันเริม่ตนดวยสัญลักษณแทน
การบวกทีเ่รยีกวาซกิมา∑ (sigma) นยิามโดย

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

มีสมบัตเิบ้ืองตนดังนี้

1.
n∑

k=1

c = cn เมือ่ c เปนคาคงตัว 2.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

และมีผลบวกทีส่ำคัญดังนี้

1.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สตูรของเกาส (Gauss' formula)

2.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

3.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

บทนยิาม 5.3.1 เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วาผลแบงก้ัน (partition) ของชวง [a, b] ซึง่
จดุใน P แบงช วง [a, b] ออกเปน n ชวงคอื

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นัน่คอื [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมือ่ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

รปูที ่ 5.1: ผลแบงก้ันของ [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...
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บทนยิาม 5.3.2 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}
เปนผลแบงก้ัน [a, b] สำหรับ k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา

mk เปนคาของ f ทีน่อยทีส่ดุในชวง [xk−1, xk]

Mk เปนคาของ f ทีม่ากทีส่ดุในชวง [xk−1, xk]

และให
L(P, f) =

n∑
k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วาผลบวกลาง (lower sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงก้ัน P

และเรยีก U(P, f) วาผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงก้ัน P

อาจแสดงผลบวกลางและผลบวกบนไดดังรปูตอไปนี้

รปูที ่ 5.2: ผลบวกลางของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk

รปูที ่ 5.3: ผลบวกบนของ f บน [a, b]

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถาให A เปนพ้ืนทีป่ ดลอมดวยกราฟ y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b] สรปุไดวา
L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)
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ตัวอยาง 5.3.3 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) เมือ่กำหนด P

ดังตอไปนี้

1. P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
4

1
2

3
4

1

2

1

2. P = {0, 0.2, 0.5, 0.6, 0.8, 1}

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2

X

Y f(x) = x2 + 1

0 0.2 0.5 0.6 0.8 1

1

2
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ตัวอยาง 5.3.4 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] จงหา L(P, f) และ U(P, f) ในรปู n เมือ่

P เปนผลแบงก้ันโดยแบง [0, 1] ออกเปน n ชองเทา ๆ กัน

X

Y f(x) = x2 + 1

0 1
n

2
n

3
n

k−1
n

k
n

n−1
n

1

1

2

... ...
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บทนยิาม 5.3.5 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}
เปนผลแบงก้ัน [a, b] สำหรับ k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา x∗

k ∈ [xk−1, xk]

หรอื mk ≤ f(x∗
k) ≤ Mk แลว

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(xk)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วาผลบวกรมัีนน (Riemann sum) ของ f บนชวง [a, b] เทยีบกับผลแบงกัน P

จากการนยิามผลบวกรมัีนนจะไดวา
L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ตัวอยาง 5.3.6 ให f(x) = x2 + 1 บนชวง [0, 1] และ

P เปนผลแบงก้ันทีแ่บงช วง [0, 1] เปน n ชองเทา ๆ กัน
จงหา

1. S∗(P, f) เมือ่ x∗
k เปนจดุกึง่กลางของชวง [xk−1, xk]

2. lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

U(P, f) และ lim
n→∞

S∗(P, f)
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ทฤษฎบีท 5.3.7 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}

เปนผลแบงก้ัน [a, b] ถา lim
n→∞

∥P∥ = 0 โดยที่

∥P∥ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา และ

lim
n→∞

L(P, f) = lim
n→∞

S∗(P, f) = lim
n→∞

U(P, f) = A

เมือ่ A เปนพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b]

บทนยิาม 5.3.8 ให y = f(x) เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ P เปนผลแบงก้ัน [a, b] ถา
lim

n→∞
S∗(P, f) = L

จะกลาววา f หาปรพัินธได (integrable) บน [a, b] และเรยีกคาลมิิต L วา ปรพัินธจำกัดเขต
หรอื อนิทรกิรัลจำกัดเขต (definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดวย∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วาลมิติลาง (lower limit) และลมิติบน (upper limit) ตามลำดับ
ตัวอยาง 5.3.9 กำหนดให f(x) = α สำหรับคา x ∈ [a, b] เมือ่ α เปนคาคงตัว จงแสดงวา∫ b

a

f(x) dx = α(b− a)
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จากตัวอยางทีผ่านมาจะเห็นวาการหาปริพันธจำกัดเขตคำนวณไดยาก เนือ่งจากตองเลอืก
ผลแบงก้ันที ่เหมาะสมและใชกฎเกีย่วกับอนกุรมจนสดุทายหาลิมิตอนันต ของผลบวกน้ัน ถา
ฟงกชันทีส่นใจไมสามารถหาผลลัพธของอนกุรมในรปูของ n อาจทำใหการหาปรพัินธจำกัดเขต
ไมไดดวยบทนยิามดังกลาว แตอาจใชความหมายของปริพันธจำกัดเขตซึง่เทากับพ้ืนทีร่ะหวาง
เสนโคง y = f(x) กับแกน X บนชวง [a, b] โดยใหคาพ้ืนทีเ่หนอืแกน X มีเครือ่งหมายบวก และคา
พ้ืนทีใ่ตแกน X มีเครือ่งหมายลบ
ตัวอยาง 5.3.10 จงหา

∫ 3

−1

4 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

ตัวอยาง 5.3.11 จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ
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ตัวอยาง 5.3.12 จงหา
∫ 5

0

|x− 2| dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

ตัวอยาง 5.3.13 จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ
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ตัวอยาง 5.3.14 จงหา
∫ 3

0

4−
√
9− x2 dx โดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ
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ทฤษฎบีท 5.3.15 กำหนดให f และ g หาปรพัินธไดบนชวง [a, b] และ k เปนคาคงที ่ แลว

1.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมือ่ c ∈ [a, b]

2.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

3.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

4.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

5.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

6.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมือ่ c ∈ [a, b]

7. ถา f(x) ≥ 0 สำหรับ x ∈ [a, b] แลว
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

8. ถา f(x) ≤ g(x) สำหรับ x ∈ [a, b] แลว
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

9.
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx

ตัวอยาง 5.3.16 ให m,M เปนคาคงตัว และ f เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [a, b] โดยที่
m ≤ f(x) ≤ M ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

จงแสดงวา
m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤ M(b− a)
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โดยทฤษฎบีท 5.3.15 ขอ 6 เมือ่ c ∈ [a, b] จะไดวา∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

c

f(x) dx

หรอื
∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ c

a

f(x) dx

เพือ่ใหงายตอการนาํไปใช กลาวส้ัน ๆ ไดวาส วนทีส่นใจเกดิจากท้ังหมดลบออกดวยสวนทีเ่หลอื

ตัวอยาง 5.3.17 ให f เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [0, 5] โดยที่∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา

1.
∫ 3

3

f(x) dx

2.
∫ 1

5

f(x) dx

3.
∫ 5

3

f(x) dx

4.
∫ 3

5

f(x) dx

5.
∫ 1

3

f(x) dx

6.
∫ 1

0

f(x) dx
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ตัวอยาง 5.3.18 ให f, g เปนฟงกชันทีห่าปรพัินธไดบนชวง [0, 4] โดยที่∫ 4

1

f(x) dx = 5,
∫ 1

0

g(x) dx = −2 และ
∫ 0

4

f(x) dx = 3

จงหา
1.
∫ 1

0

f(x) dx

2.
∫ 1

0

[2f(x) + 3g(x)] dx
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลอืก x∗

i เปนจดุกึง่กลางชวง

1.1 f(x) = x+ 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1

}
1.2 f(x) = x2 − x, x ∈ [−1, 1] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

}
1.3 f(x) = x3 + 1, x ∈ [0, 1] P =

{
0,

1

8
,
1

2
,
5

8
, 1

}
1.4 f(x) = |x|, x ∈ [−1, 2] P =

{
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2

}
2. กำหนดให f(x) = 1 − x2 สำหรับ x ∈ [0, 1] ให P เปนผลแบงกันทีแ่บงช วง [0, 1] เปน n

ชองเทาๆกัน จงหา L(P, f), U(P, f) และ S∗(P, f) เลอืก x∗
i เปนจดุกึง่กลางชวง

3. กำหนดให f(x) = x2 สำหรับคา x ∈ [a, b] จงแสดงวา∫ b

a

f(x) dx =
b3 − a3

3

4. กำหนดให
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคาของ

4.1
∫ 3

1

f(x) dx

4.2
∫ 1

5

f(x) dx

4.3
∫ 10

5

f(x) dx

4.4
∫ 10

3

f(x) dx

4.5
∫ 3

5

f(x) dx

4.6
∫ 5

5

f(x) dx

5. กำหนดให
∫ b

a

α dx = α(b− a) และ
∫ b

a

x dx =
1

2
(b2 − a2) จงหาคาของ

5.1
∫ 1

−1

|x| dx

5.2
∫ 3

0

|x− 1| dx

5.3
∫ 1

0

|2x− 1| dx

5.4
∫ 2

1

|3x− 2| dx

5.5
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

5.6
∫ b

a

|x− a|+ |x− b| dx

6. จงหาปรพัินธจำกัดเขตโดยใชพ้ืนทีใ่ตกราฟ

6.1
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

6.2
∫ 2

1

|3x− 2| dx

6.3
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

6.4
∫ 2

−2

x+ |x| dx

6.5
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

6.6
∫ 1

0

√
2− x2 dx

6.7
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

6.8
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

6.9
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx
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5.4 ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคลัูสทีถ่กูนำเสนอโดยนวิตัน แตเขาเองไดรับ

อทิธพิลของทฤษฎบีทนี้มาจากแนวคดิของแบรโรว ประกอบดวย 2 ทฤษฎบีทคอื

1. ทฤษฎบีทหลักมูลบททีห่นึง่ของแคลคลัูส (First fundamental theorem of calculus)

2. ทฤษฎบีทหลักมูลบททีส่องของแคลคลัูส (Second fundamental theorem of calculus)

เนือ่งจากการพิสจูนตองใชความรูหลายอยาง ดังน้ันในวชิานี้ จะไมกลาวถงึการพิสจูน แตจะนำ
ทฤษฎบีทไปใชเพือ่ใหเห็นถงึประโยชนของทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคลัูส

พิจารณาฟงกชัน f ตอเนือ่งบนชวง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พ้ืนทีใ่ตกราฟของ f

บน [a, x] แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 5.4: พ้ืนทีใ่ตกราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท 5.4.1 ทฤษฎบีทหลักมลูบททีห่นึง่ของแคลคลัูส
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กำหนดให

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมือ่ x ∈ [a, b]

แลวจะไดวา F เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดบนชวง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตัวอยางเช น
1. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

2. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt =

3. d

dw

∫ e

w

ecosx dx =
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ทฤษฎบีท 5.4.2 ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว
d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมือ่ u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดที ่ x และมีเรนจเปนสับเซตของ [a, b]

ตัวอยาง 5.4.3 จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt

ตัวอยาง 5.4.4 จงหา d

dx

∫ x2

x

1

1 + t
dt

ตัวอยาง 5.4.5 ให F (x) =

∫ x2

x

1

1 + et
dt จงหา F (1) และ F ′(1)
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ทฤษฎบีท 5.4.6 ทฤษฎบีทหลักมลูบททีส่องของแคลคลัูส
ให f เปนฟงกชันตอเนือ่งบน [a, b] และ F เปนปฏยิานพัุนธของ f บนชวง [a, b] แลว∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอยาง 5.4.7 จงหาคาของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

ตัวอยาง 5.4.8 จงหาคาของ
1.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

2.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx
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ตัวอยาง 5.4.9 จงหาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

1.
∫ 3

0

|x− 2| dx

2.
∫ 2

−1

||x| − 1| dx
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ตัวอยาง 5.4.10 จงหาคาของ

1.
∫ π

0

sintcos(3t) dt

2.
∫ 3

1

x

x2 + 1
dx
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ตัวอยาง 5.4.11 จงหาคาของ
1.
∫ 0

−π
2

cost(1− sint)2 dt

2.
∫ 1

0

arctanx
1 + x2

dx
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โดยทฤษฎบีท 5.2.1 การหาปรพัินธโดยการแทนคา จะไดวาทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 5.4.12 ให u = u(x) เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดและมีเรจนเปนช วง [a, b] และ f เปน
ฟงกชันทีห่าปฏยิานพัุนธไดบน [a, b] แลว∫ b

a

[
f(u(x))

du(x)

dx

]
dx =

∫ u(b)

u(a)

f(u) du

ตัวอยาง 5.4.13 จงหาคาของ
1.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

2.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx
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ตัวอยาง 5.4.14 กำหนดให
∫ 1

0

f(x) dx = 10 จงหาคาของ

1.
∫ 1

2

0

f(2t) dt

2.
∫ 1

0

f(1− y) dy

3.
∫ 3

2

1

f(3− 2s) ds
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แบบฝ กหัด 5.4
1. กำหนดให F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา
1.1 F (1) 1.2 F ′(1) 1.3 F ′′(1)

2. จงหา F ′(x) เมือ่กำหนดให

2.1 F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

2.2 F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

2.3 F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

2.4 F (x) =

∫ cosx
√
x

tℓn(tant) dt

3. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

3.1
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

3.2
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

3.3
∫ 1

0

|3− 4x| dx

3.4
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2 x

)
dx

3.5
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

3.6
∫ 3π

4

0

| cosx| dx

3.7
∫ 4

−1

||x− 2| − 1| dx

3.8
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

3.9
∫ 2

0

x
√
4− x2 dx

3.10
∫ 0

−1

t2(t3 + 1)10 dt

3.11
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

3.12
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

3.13
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3
dx

3.14
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

3.15
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

3.16
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

3.17
∫ π

2

0

cos4x
1 + sinx dx

3.18
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z dz

3.19
∫ π

4

0

tan3θsec3θ dθ

3.20
∫ π

4

0

sec4θ√tanθ dθ

3.21
∫ π

3

0

tan3θ

secθ dθ

3.22
∫ π

3

π
6

tan32θsec2θ dθ

4. กำหนดให
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคาตอไปนี้

4.1
∫ 1

0.5

f(2t) dt 4.2
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt



บทที่ 6
เทคนคิการหาปรพัินธ

6.1 การหาปรพัินธทีล่ะส วน
ให u = u(x) และ v = v(x) เปนฟงกชันทีข้ึ่นกับตัวแปร x โดยกฎการคณูของคาเชงิอนพัุนธ

d(uv) = udv + vdu จะไดวา ∫
u dv = uv −

∫
v du

เรยีกวธิกีารนี้ วา การหาปรพัินธโดยการแยกสวน (integration by part)
ตัวอยาง 6.1.1 จงหาปรพัินธตอไปนี้

∫
xex dx

207
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ตัวอยาง 6.1.2 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

xcos2x dx

2.
∫

ℓnx dx
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ตัวอยาง 6.1.3 จงหา
∫

x5arctan(x2) dx
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ตัวอยาง 6.1.4 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫ 2

1

x2ℓnx dx

2.
∫ 1

0

arctanx dx
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ตัวอยาง 6.1.5 จงหาปรพัินธ
∫

x2ex dx

ตัวอยาง 6.1.6 จงหาปรพัินธ
∫

x3sinx dx
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ตัวอยาง 6.1.7 จงหาปรพัินธ
∫

exsinx dx

ตัวอยาง 6.1.8 จงหาปรพัินธ
∫

excosx dx
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ตัวอยาง 6.1.9 จงหาปรพัินธ
∫

xexsinx dx
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การใชวธิกีารหาปรพัินธโดยการแยกสวนทำใหทราบปรพัินธของฟงกชันลอการทิมึและฟงกชัน
ตรโีกณมิตผิกผันบางสวนดังนี้
ทฤษฎบีท 6.1.10

1.
∫

ℓnx dx = xℓnx− x+ C

2.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

3.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

4.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

5.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

xsinx dx

1.2
∫

x22x dx

1.3
∫
(x3 + x)ex

2

dx

1.4
∫

x3cosx dx

1.5
∫

csc3x dx

1.6
∫

xnℓnx dx เมือ่ n ̸=
−1

1.7
∫

xsinx dx

1.8
∫

ℓn(3x+ 5) dx

1.9
∫
(ℓnx)2 dx

1.10
∫

e−xsinx dx

1.11
∫ arccot√x√

x
dx

1.12
∫ (

ℓnx
x

)2

dx

1.13
∫

xtan2x dx

1.14
∫

x2arctanx dx

1.15
∫

cos(ℓnx) dx

1.16
∫

ℓn(x2 + 5) dx

1.17
∫

sinxℓn(cosx) dx

1.18
∫
(x2+3x+1)cosx dx

1.19
∫

(x+ 1)2sinx dx

1.20
∫

ℓnx√
x
dx

1.21
∫

xℓnx
(x2 − 1)

3
2

dx

1.22
∫

exsin2x dx

1.23
∫

sin√x dx

1.24
∫

xex

(1 + x)2
dx

1.25
∫

x2ex

(x+ 2)2
dx

1.26
∫

xe
√
2−x dx

1.27
∫

xℓn3x dx

2. จงหาคาของปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ 1

0

xe−
√
x dx

2.2
∫ 3π

4

π
4

xcotxcscx dx

2.3
∫ π

2

0

x3cos2x dx

2.4
∫ π

4

0

e3xsin4x dx

2.5
∫ e

√
e

ℓnx
x2

dx

2.6
∫ 1

2

0

xarctanx√
1− x2

dx

2.7
∫ e

1

(ℓnx)2 dx

2.8
∫ 1

2

0

arccosx dx

2.9
∫ −1

−2

arcsecx dx
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6.2 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะ
ในหัวขอนี้ จะศกึษาการหา ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะ (integral of rational function)

f(x) โดยที่ p(x) และ q(x) เปนฟงกชันพหนุามในรปูแบบ

f(x) =
p(x)

q(x)
โดยที่ deg p(x) < deg q(x)

สามารถเขียนในรปู

f(x) =
p(x)

q(x)
=

p1(x)

q1(x)
+

p2(x)

q2(x)
+ · · ·+ pn(x)

qn(x)

โดยแตละ pi(x) และ qi(x) มีระดับข้ันนอยกวา p(x) และ q(x) ตามลำดับ
เรยีกแตละ pi(x)

qi(x)
วาเศษส วนยอย (partial fraction) ของ f(x) สำหรับ i = 1, 2, ..., n

โดยทฤษฎบีทเกีย่วกับฟงกชันตรรกยะ (ไมพิสจูนในวชิานี้ ) เขียนได 3 รปูแบบคอื

1. q(x) มี n รากทีไ่มซ้ำกัน
2. q(x) มีรากซ้ำ

3. q(x) ไมมีรากเปนจำนวนจรงิ

รปูแบบที่ 1. q(x) มี n รากทีไ่มซ้ำกัน
ให q(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) เมือ่ a1, a2, ..., an เปนจำนวนจรงิทีแ่ตกตางกัน แลว

p(x)

q(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an

เมือ่ A1, A2, ..., An เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. 2

(x− 1)(x+ 1)
=

2. x− 2

x(x+ 1)(x− 3)
=

3. x2 + 1

(x2 − 1)(x2 − 4)
=
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สิง่สำคัญของการเขียนรปูเศษสวนยอยคอืการหาคาคงตัว โดยความรูเรือ่งการเทากันของ
พหนุามทำได 2 วธิคีอื การแทนคา และการเทยีบสัมประสทิธิ์ จากขอ 1 จัดรปูใหมจะไดวา

2

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1) +B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)

ดังน้ัน 2 = A(x+ 1) + B(x− 1) เมือ่แทน x = 1 จะได A = 1 และแทน x = −1 จะได B = −1

ฉะน้ัน
2

(x− 1)(x+ 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 1

โดยทัว่ไปเมือ่ f(x) อยูในรปูเศษสวนยอยจะไดปรพัินธคอื∫
f(x) dx =

∫
A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an
dx

= A1ℓn|x− a1|+ A2ℓn|x− a2|+ · · ·+ Anℓn|x− an|+ C

ทฤษฎบีท 6.2.1 ให a และ b เปนจำนวนจรงิทีต่างกัน จะไดวา
1

(x+ a)(x+ b)
=

1

b− a

[
1

x+ a
− 1

x+ b

]
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ตัวอยาง 6.2.2 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

2.
∫

x

x2 − 4
dx
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ตัวอยาง 6.2.3 จงหาปรพัินธ
∫

x

(x− 1)(4x2 − 1)
dx

ตัวอยาง 6.2.4 จงหาปรพัินธของ
∫

x4 + 5

x3 + 2x2 − x− 2
dx
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ตัวอยาง 6.2.5 จงหาปรพัินธของ
∫ cosx

(1 + 2sinx)(1− sinx) dx
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ทฤษฎบีท 6.2.6 ปรพัินธของฟงกชันเซแคนตกับโคเซแคนต

1.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

2.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C
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รปูแบบที่ 2. q(x) มีรากซ้ำ
ใน q(x) มีตัวประกอบ (x− a)k จะไดวา

p(x)

(x− a)k
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k

เมือ่ A1, A2, ..., Ak เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. x

(x− 1)3
=

2. x2 − 3

x(x+ 2)2
=

3. x3 − 1

x2(x− 3)2
=

ตัวอยาง 6.2.7 จงหาปรพัินธ
∫

1

(x− 1)(x+ 1)2
dx
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ตัวอยาง 6.2.8 จงหาปรพัินธ
∫

x+ 1

x2(x− 1)2
dx
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ตัวอยาง 6.2.9 จงหาปรพัินธ
∫

x2 + 1

(x2 − 1)2(x− 2)
dx
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รปูแบบที่ 3. q(x) ไมมีรากเป นจำนวนจรงิ
ใน q(x) มีตัวประกอบ (ax2 + bx+ c)k โดยที่ b2 − 4ac < 0 แลว

p(x)

(ax2 + bx+ c)k
=

A1x+B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Akx+Bk

(ax2 + bx+ c)k

เมือ่ A1, A2, ..., Ak และ B1, B2, ..., Bk เปนคาคงตัว
ตัวอยางเช น
1. 1

(x2 + 1)2
=

2. x+ 1

x(x2 + 1)
=

3. 2x+ 3

(x− 1)2(x2 + 2)2
=

ตัวอยาง 6.2.10 จงหาปรพัินธ
∫

1

x(x2 + 1)
dx
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ตัวอยาง 6.2.11 จงหาปรพัินธ
∫

1

x4 − 1
dx

ตัวอยาง 6.2.12 จงหาปรพัินธของ
∫ tanθ

1 + cos2θ dθ
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ตัวอยาง 6.2.13 จงหาปรพัินธของ
∫

1

1 + e2t
dt
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แบบฝ กหัด 6.2
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

1

16x2 − 1
dx

1.2
∫

x

x2 − x− 6
dx

1.3
∫

x3 + 5

x2 − 25
dx

1.4
∫

4x3 + 2x2 + 1

4x3 − x
dx

1.5
∫

2x3 − 5x2 + 2x− 3

x2 − 2x− 2
dx

1.6
∫

x− 1

x3 − x2 − 2x
dx

1.7
∫

x2

(x− 1)3
dx

1.8
∫

20x− 11

(3x+ 2)(x2 − 4x+ 5)
dx

1.9
∫

x4 − 8

x3 + 2x2
dx

1.10
∫

10x2 + 13x

(2x− 1)(x2 + 2)
dx

1.11
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

1.12
∫

35x+ 47

(3x+ 5)2(x2 + 3x+ 6)
dx

1.13
∫

11x2 + 13x

(x+ 3)(x+ 2)(x2 + 3)
dx

1.14
∫

2x

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx

1.15
∫

x3

(x2 − 2x+ 10)2
dx

1.16
∫

4x2 + 2x+ 8

x(x2 + 2)2
dx

1.17
∫

(1 + sec2x)sec2x
(1 + tan3x)

dx

1.18
∫ cost

sint+ sin3t
dt

1.19
∫

1

xℓnx(1− ℓnx) dx

1.20
∫

1

e3x + e2x + ex
dx

2. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ 0

−2

5x+ 7

x2 + 2x− 3
dx

2.2
∫ 1

0

x3 − x2 − 11x+ 10

x3 − 2x+ 4
dx

2.3
∫ 4

3

5x3 − 4x

x4 − 16
dx

2.4
∫ π

3

−π
4

2secθtanθ
sec3θ + secθ dθ
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6.3 ปรพัินธของฟงกชันตรรกยะในรปูตรโีกณมติิ
พิจารณาการหาปรพัินธ

∫
1

1 + sinx dx โดยอาศัยเอกลักษณ sin2x+ cos2x = 1 จะไดวา
∫

1

1 + sinx dx =

∫
1− sinx

(1 + sinx)(1− sinx) dx

=

∫
1− sinx
1− sin2x

dx

=

∫
1− sinx
cos2x dx

=

∫
sec2x− secxtanx dx

= tanx− secx+ C

แตเมือ่หาปรพัินธของ
∫

1

cosx+ sinx dx เราไมสามารถหาปรพัินธโดยอาศัยเพียงเอกลักษณได
อกี ในหัวขอนี้ จงึสนใจการเปลีย่นฟงกชันตรรกยะในรปู sinx และ cosx ในรปูตัวแปรใหมคอื z

โดยกำหนดให
z = tanx

2

√
1 + z2

1

z

x
2

จากรปูจะไดวา

sinx
2
=

z√
1 + z2

และ cosx
2
=

1√
1 + z2

ดังน้ัน
sinx = 2sinx

2
cosx

2
=

2z

1 + z2

cosx = cos2x
2
− sin2x

2
=

1− z2

1 + z2

dz =
(
sec2x

2

) 1

2
dx =

1

2
(1 + z2)dx

นัน่คอื

sinx =
2z

1 + z2
และ cosx =

1− z2

1 + z2
และ dx =

2

1 + z2
dz
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ตัวอยาง 6.3.1 จงหาปรพัินธ
∫

1

cosx+ sinx dx
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ตัวอยาง 6.3.2 จงหาปรพัินธ
∫

1

4cosx+ 3sinx dx
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ตัวอยาง 6.3.3 จงหาปรพัินธ
∫

1

5 + 3sec2x dx



6.3. ปริพันธ ของฟงก ชันตรรกยะในรปูตรีโกณมิติ 233

ตัวอยาง 6.3.4 จงหาปรพัินธ
∫ π

2

0

1

3 + 5sinx dx
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แบบฝ กหัด 6.3
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

1

2− sinx dx

1.2
∫

1

3 + 2cosx dx

1.3
∫

2

tanx+ sinx dx

1.4
∫

1

cosx− sinx+ 1
dx

1.5
∫

1

cosx− sinx+ 3
dx

1.6
∫ sinx

2− sinx+ 1
dx

1.7
∫

1

3secx− 1
dx

1.8
∫ cotx

1 + sinx dx

1.9
∫ secx

1 + sinx dx

1.10
∫ tanx

1 + tanx+ secx dx

2. จงหาคาของ
∫ π

6

0

1

4− 3cos2x+ 5sin2x
dx
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6.4 ปรพัินธของฟงกชันในรปูกรณฑ
ในหัวขอนี้ เราจะพิจารณาการหาปรพัินธของฟงกชันทีมี่กรณฑโดยการเปลีย่นตัวแปร ตัวอยาง

เช น ∫
x
√
x− 1 dx

เมือ่พิจารณากำหนด u ท้ัง 2 แบบ การหาปริพันธ มีความยากงายตางกัน จะเห็นรปูแบบ
ที่สองเลขชี้กำลังของการปริพันธจะเปนจำนวนเต็มทำใหงายตอการหาคา ดังน้ันในหัวขอนี้ จะ
สนใจวธิกีารในรปูแบบทีส่อง นัน่คอื พิจารณาฟงกชันทมีีรปูแบบ n

√
ax+ b จะกำจัดเครือ่งหมาย

กรณฑเพือ่ใหงายตอการหาปรพัินธโดยให
u =

n
√
ax+ b

ตัวอยาง 6.4.1 จงหาปรพัินธ
∫

1

1 +
√
x
dx
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ตัวอยาง 6.4.2 จงหาปรพัินธ
∫

x3(x− 1)
5
3 dx

ตัวอยาง 6.4.3 จงหาปรพัินธ
∫

x
1
2

1 + x
1
3

dx
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ตัวอยาง 6.4.4 จงหาปรพัินธ
∫

3
√
1 + 4

√
x√

x
dx
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ตัวอยาง 6.4.5 จงหาปรพัินธ
∫

1

(1 + et)
3
2 + (1 + et)

1
2

dt
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แบบฝ กหัด 6.4
จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

x3
√
7x+ 2 dx

2.
∫ √

5x

x+ 5
dx

3.
∫

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

4.
∫

x
4
√
3x− 5

dx

5.
∫

1

2
√
x− 1 + 3

dx

6.
∫

4
√
x

x+
√
x
dx

7.
∫

x
4
3 − 2x

x
3
2

dx

8.
∫

1

x
1
4 (1 + x

1
6 )

dx

9.
∫

x
1
2

x+ x
4
3

dx

10.
∫

1 + x
1
4

x
1
2 + x

dx

11.
∫

3x− 1√
x(1 + 3

√
x
dx

12.
∫

1√
x+ 1− 4

√
x+ 1

dx

13.
∫

1−
√
x− 3

√
x2

1 + 3
√
x

dx

14.
∫

1
3
√
x
√
x(1 + 3

√
x)2

dx

15.
∫ √

x

(1 + 3
√
x)2

dx

16.
∫ √

3x
1
2 − 1 dx

17.
∫

3
√
1− 4

√
x√

x
dx

18.
∫

e2x

4
√
ex + 1

dx
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6.5 ปรพัินธของฟงกชันตรโีกณมติิ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึวธิกีารหาปรพัินธของฟงกชันตรโีกณมิตใิน 3 รปูแบบคอื

sinmxcosnx และ tanmxsecnx และ cotmxcscnx
เมือ่ m และ n เปนจำนวนเต็มบวกหรอืศนูย (อาจขยายไปยังจำนวนตรกยะและจำนวนเต็ม)

รปูแบบที่ 1. sinmxcosnx
การหาปรพัินธรปูแบบนี้อาจใชเอกลักษณ sin2x+ cos2x = 1 และการลดกำลังสองดวยกฎ

cos2x =
1

2
(1 + cos2x) sin2x =

1

2
(1− cos2x)

บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปร ดังจะแสดงดังตัวอยาง
ตัวอยาง 6.5.1 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

cos2x dx

2.
∫

sin3x dx

3.
∫

sin4x dx
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ตัวอยาง 6.5.2 จงหาปรพัินธ
∫

cos5x dx

ตัวอยาง 6.5.3 จงหาปรพัินธ
∫

cos6x dx
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ตัวอยาง 6.5.4 จงหาปรพัินธ
∫

cos2xsin3x dx

ตัวอยาง 6.5.5 จงหาปรพัินธ
∫

cos4xsin2x dx
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ตัวอยาง 6.5.6 จงหาปรพัินธ
∫

cos3xsin5x dx

ตัวอยาง 6.5.7 จงหาปรพัินธ
∫

sin3x
3
√cos5x dx
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รปูแบบที่ 2. secmxtannx

การหาปริพันธรปูแบบนี้ อาจใชเอกลักษณ sec2x − tan2x = 1 และการการหาปริพันธโดยการ
แยกสวน บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปร ดังจะแสดงดังตัวอยาง
ตัวอยาง 6.5.8 จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.
∫

tan2x dx

2.
∫

tan3x dx

3.
∫

sec4x dx
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4.
∫

tan4x dx

ตัวอยาง 6.5.9 จงหาปรพัินธ
∫

sec3x dx
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ตัวอยาง 6.5.10 จงหาปรพัินธ
∫

sec5x dx

ตัวอยาง 6.5.11 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

secxtan2x dx

2.
∫

sec2xtan3 dx
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ตัวอยาง 6.5.12 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

sec4xtan2x dx

2.
∫

sec3xtan5x dx

ตัวอยาง 6.5.13 จงหาคาของ
∫ π

4

0

sec4x
1 + tanx dx
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รปูแบบที่ 3. cscmxcotnx
การหาปริพันธรปูแบบนี้ อาจใชเอกลักษณ csc2x − cot2x = 1 และการการหาปริพันธ โดยการ
แยกสวน บางคร้ังอาจรวมกับการเปลีย่นตัวแปรคลายคลงึกับรปูแบบที่ 2 ดังจะแสดงดังตัวอยาง

ตัวอยาง 6.5.14 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

cot2x dx

2.
∫

cot3x dx

3.
∫

csc4x dx

4.
∫

cot4x dx
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ตัวอยาง 6.5.15 จงหาปรพัินธ
∫

csc3x dx

ตัวอยาง 6.5.16 จงหาปรพัินธตอไปนี้
1.
∫

cotxccsc3x dx

2.
∫

csc2xcot4x dx
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แบบฝ กหัด 6.5
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫

sin8x dx

1.2
∫

cos6x dx

1.3
∫

sin5x dx

1.4
∫

cos5x dx

1.5
∫

sin5xcos5x dx

1.6
∫

cos3xsin7x dx

1.7
∫

sin7xcosx dx

1.8
∫

sin9xsin11x dx

1.9
∫

cos13xcos5x dx

1.10
∫

tan6x dx

1.11
∫

tan7x dx

1.12
∫

sec7x dx

1.13
∫

cot7x dx

1.14
∫

cot8x dx

1.15
∫

sec6x dx

1.16
∫

sec7xtan7x dx

1.17
∫

sec9xtan6x dx

1.18
∫

sec3x√tanx dx

1.19
∫

sec6xtan 11
5 x dx

1.20
∫

cot5x√cscx dx

1.21
∫ tan3xsec2x

sin2x
dx

1.22
∫

tan3x

3

(
2 + secx

3

)2
dx

2. จงหาปรพัินธจำกัดเขตตอไปนี้

2.1
∫ π

0

sin2xcos3x dx

2.2
∫ π

2

π
4

sinxcos3xsin2x dx

2.3
∫ π

4

π
6

tan5x dx

2.4
∫ π

4

0

sec4 x
√tanx dx

2.5
∫ π

3

π
6

sinx
1 + cosx dx

2.6
∫ 5π

6

2π
3

cot3xcsc7x dx
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6.6 ปรพัินธโดยการแทนคาตรโีกณมติิ
การหาปรพัินธของฟงกชันทีอ่ยูในรปูแบบ

√
a2 − u2 และ √

a2 + u2 และ √
u2 − a2

เมือ่ u = u(x) และ a > 0 เปนคาคงตัว อาศัยการเปลีย่นตัวแปรในรปูฟงกชันของตรโีกณมิติ
เพือ่ใชเอกลักษณ

sin2x+ cos2x = 1 และ sec2x− tan2x = 1

เรยีกวธิีนี้ วา การหาปริพันธ โดยการแทนคาตรโีกณมติิ (integration by trigonometric
substitution)

รปูแบบที่ 1. √a2 − u2

ให u = asinθ เมือ่ θ ∈ [−π
2
, π
2
] และ a > 0 จะไดวา cosθ ≥ 0

ตัวอยาง 6.6.1 จงหาปรพัินธ
∫ √

9− x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.2 จงหาปรพัินธ
∫ √

25− 4x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.3 จงหาปรพัินธ
∫

1

(16− x2)
3
2

dx
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ตัวอยาง 6.6.4 จงหาปรพัินธ
∫ √

1− e2x dx
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ตัวอยาง 6.6.5 จงหาคาของ
∫ 4

3

1

x2
√
25− x2

dx
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รปูแบบที่ 2. √a2 + u2

ให u = atanθ เมือ่ θ ∈ (−π
2
, π
2
) และ a > 0 จะไดวา secθ > 0

ตัวอยาง 6.6.6 จงหาปรพัินธ
∫ √

4 + x2 dx
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ตัวอยาง 6.6.7 จงหาคาของ
∫ 2

0

(9 + 4x2)
3
2 dx
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ตัวอยาง 6.6.8 จงหาปรพัินธ
∫

1√
x2 + 2x+ 2

dx



6.6. ปริพันธ โดยการแทนคาตรีโกณมิติ 259

ตัวอยาง 6.6.9 จงหาปรพัินธ
∫

x2 + 3x√
x2 + 6x+ 10

dx
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รปูแบบที่ 3. √u2 − a2

ให u = asecθ เมือ่ θ ∈ [0, π
2
) ∪ [π

2
, π) และ a > 0

ตัวอยาง 6.6.10 จงหาปรพัินธ
∫ √

x2 − 4 dx
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ตัวอยาง 6.6.11 จงหาปรพัินธ
∫

1√
x2 − 1

dx
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ทฤษฎบีท 6.6.12 ปรพัินธของฟงกชันอารกเซแคนตและอารโคเซแคนต

1.
∫

arcsecx dx = xarcsecx− ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C

2.
∫

arccscx dx = xarccscx+ ℓn
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C
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ตัวอยาง 6.6.13 จงหาคาของ
∫ 3

3
2

√
4x2 − 9

x
dx
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แบบฝ กหัด 6.6
1. จงหาปรพัินธตอไปนี้

1.1
∫ √

16− x2 dx

1.2
∫
(9 + 16x2)

3
2 dx

1.3
∫ √

4x2 + 4x− 3 dx

1.4
∫ √

a2 − x2

x
dx

1.5
∫

1

(25− x2)
3
2

dx

1.6
∫

x3

(x2 + 4)
3
2

dx

1.7
∫ √

x2 − 16

x3
dx

1.8
∫

x2

(9− x2)
5
2

dx

1.9
∫

5x2 − 2x+ 1

(25− x2)
1
2

dx

1.10
∫

1√
12 + 4x− y2

dx

1.11
∫

x2

√
9− 8x− x2

dx

1.12
∫

(t2 − 6t+ 13)
3
2 dt

1.13
∫

1

(y − 1)
√

y2 − 1
dy

1.14
∫

1

(4s2 − 24s+ 27)
3
2

ds

1.15
∫

1

(a2 + x2)2
dx เมือ่ a > 0

1.16
∫

ex

(4e2x + 25)
3
2

dx

1.17
∫

1

e2t
√
e2t − 9

dt

1.18
∫

1

(et + 1)
3
2

dt

2. จงหาคาปรพัินธจำกัดเขตตอไปไปนี้

2.1
∫ 6

0

√
49− x2 dx

2.2
∫ 2

0

x3
√
2x− x2 dx

2.3
∫ 3

√
5

x3

(x4 − 2x2 − 3)
3
2

dx

3. จงหาปรพัินธ
∫

1

(
√
x− 1)(3− x− 2

√
x)

1
2

dx

4. จงแสดงวาพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณภายในวงกลม x2 + y2 = r2 มีคาเทากับ πr2

5. จงแสดงวาพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณภายในวงรสีมการ
x2

a2
+

y2

b2
= 1

มีคาเทากับ πab



บทที่ 7
การประยุกตของปรพัินธ

7.1 พื้ นทีร่ะหวางเสนโคง
ใหฟงกชัน f และ g เปนฟงกชันตอเนือ่งบนชวง [a, b] โดยที่ f(x) ≥ g(x) ทกุ x ∈ [a, b] ให

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b และ g(x) ≤ y ≤ f(x)}

หรอืกลาวไดวา R คอือาณาบรเิวณซึง่ป ดลอมดวยเสนโคง y = f(x), y = g(x) และ x = a,
x = b แสดงตัวอยางไดดังรปู

รปูที ่ 7.1: อาณาบรเิวณ R ซึง่ป ดลอมดวย y = f(x), y = g(x) และ x = a, x = b

X

Y

R

y = g(x)

y = f(x)

x = a x = b

ให A แทนพ้ืนทีอ่าณาบรเิวณ R โดยไมเสยีนัยทัว่ไปสมมติวา f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ทกุ x ∈ [a, b]

จะไดวา พื้ นระหวางเสนโคง (arera between curve) y = f(x) และ y = g(x) บนชวง [a, b]

เทากับพ้ืนทีใ่ตเสนโคง y = f(x) บนชวง [a, b] ลบออกจากพ้ืนทีใ่ตเสนโคง y = g(x) บนชวง [a, b]

สรปุไดวา
A =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

265



266 บทท่ี 7. การประยกุต ของปริพันธ

โดยแนวคดิเดยีวกันขยายไปยังการหาปรพัินธเทยีบ dy ให

R = {(x, y) : c ≤ y ≤ d และ h(y) ≤ x ≤ k(y)}

แสดงตัวอยางอาณาบรเิวณ R ไดดังรปู

รปูที ่ 7.2: อาณาบรเิวณ R ซึง่ป ดลอมดวย x = h(y), x = k(y) และ y = c, y = d

X

Y

R

x = h(y) x = k(y)

y = d

y = c

ในทำนองเดยีวกันจะไดพ้ืนที ่ A คอื A =

∫ d

c

[k(y)− h(y)] dy

ตัวอยาง 7.1.1 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = ex และ y = −(x− 1)2 จาก x = −1 ถงึ x = 2

−2 −1 0 1 2

−4

4

8

X

Y

y = ex

y = −(x− 1)2

x = −1 x = 2
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ตัวอยาง 7.1.2 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y = cosx และ y = sinx จาก x = 0 ถงึ x = π

X

Y

y = cosx

y = sinxπ
4

π
2

3π
4

π

x = πx = 0

0

1
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ตัวอยาง 7.1.3 จงหาพ้ืนทีป่ ดลอมดวยเสนตรง y = x2 + 2x และ y = x3 − 4x

X

Y
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ตัวอยาง 7.1.4 จงหาพ้ืนทีร่ะหวางเสนโคง y =
√
x− 1 เสนตรง y = 2 และ x+ 2y = 4

X

Y
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แบบฝ กหัด 7.1
จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงในแตละขอตอไปนี้

1. y = x และ y = x2 − 4x+ 6

2. y = 4x− x2 และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = 4

3. y = 2x และ y = 2x− x2 จาก x = 0 ถงึ x = 2

4. y =

√
3x+ 1

x
และ y = 0 จาก x = 1 ถงึ x = 8

5. y = xcosx และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = π

6. y = 2− x2 และ y = |x|

7. y = sinx และ y = cosx จาก x = −3π
4

ถงึ x = π
4

8. y = x2 − x และ y = x− x2

9. y = sin2x และ y = cosx จาก x = −π
2

ถงึ x = π
4

10. y =
√
1 + x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 2

√
2

11. y = x2 − x และ y = sinπx
12. y = 2 + |x− 1| และ 5y + x = 35

13. y = xsinx และ y = x จาก x = 0 ถงึ x = π
2

14. y = x3 − 6x2 + 8x และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 4

15. y2 = x+ 2 และ y = x

16. x = y − y2 และ y = x+ 2

17. x = y3 + 1 และ x = 3y − 1

18. x = y2 − 4y − 3 และ x = 1− 2y2

19. y = x2, x = y3 และ x+ y = 2

20. y = x2 − x, y = x2 − 9x+ 16 และ y = −x

21. x+ y = 1, x+ y = 5, y = 2x+ 1 และ y = 2x+ 6

22. y = x3 − x, x+ y + 1 = 0 และ x =
√
y + 1

23. xy = 1 และ 2x+ 2y = 5

24. x2 − 2x− 4y + 9 = 0, x+ 2y = 5 และ y2 − 4y + x = 0

25. x2 + y2 = 25 และ x2 + y2 − 16x+ 39 = 0
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7.2 ปรมิาตรของรปูทรงตันซึง่หาพื้ นทีภ่าคตัดได
ให L เปนเสนตรงในสามมิติ และ P เปนจดุในสามมิติ เมือ่ลากเสนตรงจากจดุ P ไปต้ังฉาก

กับ L ทีจ่ดุ Q จะเรยีก Q วา ภาพฉาย (projection) ของ P บน L ดังรปู

รปูที ่ 7.3: ภาพฉายของ P บน L

L

P

Q

ถา S เปนรปูทรงตันในสามมิติ S จะประกอบไปดวยจดุในสามมิติ ภาพฉายของ S บน L คอื
เซตของจดุทีเ่ปนภาพฉายของจดุตาง ๆ ทีเ่ปนสมาชกิของ S บน L และเรยีกอาณาบรเิวณระนาบ
ซึง่ไดจากการตัด S ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับ L วา ภาคตัด (cross section) ของ S ทีต้ั่งฉาก
กับ L ซึง่แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 7.4: ภาคตัดของ S ทีต้ั่งฉากกับ L

L
a b

S

x

A(x)

เมือ่พิจารณาภาคตัดของ S ทีต้ั่งฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x ใด ๆ จะมีพ้ืนที ่ A(x) มีความหนา ∆x ถา
ภาคตัดมีท้ังหมด n ชิ้น ปรมิาตรของ S เรยีกวา V จะไดวา

V ≈
n∑

i=1

Ak(x)∆xk

เมือ่ Ak(x) คอืพ้ืนทีภ่าคตัดชิ้นที ่ k และ ∆xk คอืความหนาของภาคตัดชิ้นที ่ k ให x ∈ [a, b] โดยที่
A เปนฟงกชันทีมี่ความตอเนือ่งบนชวง [a, b] เมือ่เลอืกผลแบงก้ันบน [a, b] ทีเ่หมาะสมโดยนยิาม
ของปรพัินธจำกัดเขตจะไดปรมิาตร V ของรปูทรงตัน S ดังน้ัน

V =

∫ b

a

A(x) dx

ในหัวขอนี้ จะศกึษาเฉพาะกรณทีีภ่าคตัดหาพ้ืนทีไ่ดเทาน้ัน
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ตัวอยาง 7.2.1 จงหาปรมิาตรรปูทรงตันทีมี่ฐานลอมรอบดวยวงกลม x2 + y2 = 1 ถาภาคตัด
ของรปูทรงตันนี้ทีต้ั่งฉากกับแกน X เปนรปูสีเ่หลีย่มจตรัุส
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ตัวอยาง 7.2.2 ลิม่ไม (wooden wedge) มีฐานเปนรปูครึง่วงกลมรัศมี r เมือ่ตัดต้ังฉากกับเสน
ผานศนูยกลางจะไดรปูสามเหลีย่มมุมฉากทีมี่ความยาวดานเทากัน 2 ดาน โดยทีมุ่กฉากอยูบน
ครึง่วงกลม จงหาปรมิาตรของลิม่ไมอันนี้
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ตัวอยาง 7.2.3 จงหาปรมิาตรทรงกลมรัศมี r หนวย
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันซึง่มีฐานเปนวงกลมรัศมี 3 หนวยและทกุภาคตัดทีต้ั่งฉากกับ

เสนผานศนูยฺกลางของฐานเปน

1.1 รปูสีเ่หลีย่มจตรัุส
1.2 รปูสีเ่หลีย่มหนาจัว่ทีมี่ส วนสงูเทากับฐาน

2. จงหาปรมิาตรของรปทรงตันทีมี่ฐานลอมรอบดวยวงรี x2 + 4y2 = 4 และถาตัดรปูทรงตัน
นี้ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับแกน X ภาคตัดจะเปนรปูครึง่วงรทีีมี่แกนโทอยูบนฐาน และมีครึง่
แกนเอกยาว 2 หนวย (กำหนดใหพ้ืนทีว่งรีเทากับ πab เมือ่ a คอืความยางครึง่แกนเอก
และ b คอืความยาวครึง่แกนโท)

3. อางเก็บน้ำรปูครึง่ทรงกลมมีเสนผานศนูยกลางยาว 40 เมตรมีน้ำบรรจอุยูทีร่ะดับตำ่กวา
ขอบอาง 5 เมตร จงหาปรมิาตรของน้ำในอาง

4. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีมี่ฐานอยูบนระนาบ XY ลอมรอบดวย 4x2 + 4y2 = 36 และ
ถาตัดรปูทรงตันนี้ ดวยระนาบทีต้ั่งฉากกับแกน X แลวภาคตัดจะเปนรปูครึง่วงกลม โดยที่
เสนผานศนูยกลางอยูบนฐาน

5. ฐานของรปูทรงตันรปูหนึง่ คอือาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสนตรง x = e

และเสนโคง y = ex จงหาปรมิาตรของรปูทรงตัน ซึง่ภาคตัดต้ังฉากกับแกน Y เปนรปู
สามเหลีย่มดานเทา

6. จงหาปรมิาตรของพีระมิดตรงทีมี่ความสงูตรง h หนวย และมีฐานเปนรปูสีเ่หลีย่มจตรัุสซึง่
มีความยาวดานละ r หนวย
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7.3 ปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน
รปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน (Solid by Rotation) คอืรปูทรงตันที ่ไดจากการหมุนอาณา
บรเิวณในระนาบรอบเสนตรงเสนตรงซึง่อยูระนาบเดยีวกัน โดยเรยีกเสนตรงนัน่วาแกนหมุน
(axis of rotation) และเรยีกปรมิาตรของรปูทรงตันนัน่วา ปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจาก
การหมุน (volume by rotation)

การหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนของอาณาบรเิวณในระนาบ XY ขอบแกน X หรอืเสนตรง
ทีข่นานกันแกน X และแกน Y หรอืเสนตรงทีข่นานกับแกน Y โดยการหาปรมิาตรดังกลาวไดจาก
2 วธิคีอื

1. วธิทีแีบบจาน (method of dishs)
2. วธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก (method of cylindrical shells)

1. การหาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบจาน
ให y = f(x) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [a, b] และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x)

กับแกน X และเสนตรง x = a, x = b เมือ่นำ R ไปหมุนรอบแกน X จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.5: การหมุน R รอบแกน X โดยวธิแีบบจาน

X

Y

y = f(x)

a b

R
X

Y

y = f(x)

a bx

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] เปนรปูวงกลม ให A(x) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ x นัน่คอืรัศมีเทากับ |f(x)| จะไดวา

A(x) = π(|f(x)|)2 = π[f(x)]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรปุไดวา

V =

∫ b

a

π[f(x)]2 dx
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เรยีกปรมิาตร V ทีไ่ดโดยวธินีี้ วาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบจาน
ในทำนองเดยีวกันถาให R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x) กับเสนตรง y = k และ

x = a, x = b เมือ่นำ R ไปหมุนรอบเสนตรง y = k จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.6: การหมุน R รอบเสนตรง y = k โดยวธิแีบบจาน

y = k

Y

y = f(x)

a b

X

R
y = k

Y

y = f(x)

a bx
X

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] เปนรปูวงกลม ให A(x) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ x นัน่คอืรัศมีเทากับ |f(x)− k| จะไดวา

A(x) = π(|f(x)− k|)2 = π[f(x)− k]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว สรปุไดวา

V =

∫ b

a

π[f(x)− k]2 dx

ให x = h(y) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [c, d] และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = h(y)

กับแกน Y และเสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไปหมุนรอบแกน Y จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.7: การหมุน R รอบแกน Y โดยวธิแีบบจาน

X

Y

x = h(y)
d

c
R

Y

X

x = h(y)
d

c

y

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับแกน Y ทีจ่ดุ y เมือ่ y ∈ [c, d] เปนรปูวงกลม ให A(y) แทนพ้ืนทีข่อง
วงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ y นัน่คอืรัศมีเทากับ |h(y)| จะไดวา

A(y) = π(|h(y)|)2 = π[h(y)]2
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และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ d

c

A(y) dy สรปุไดวา

V =

∫ d

c

π[h(y)]2 dy

ในทำนองเดยีวกันถาให R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = h(y) กับเสนตรง x = ℓ และ
เสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไปหมุนรอบเสนตรง x = ℓ จะไดรปูทรงตัน แสดงดังรปู

รปูที ่ 7.8: การหมุน R รอบเสนตรง x = ℓ โดยวธิแีบบจาน
Y

X

x = ℓ

x = h(y)
d

c
R

x = ℓ

X

x = h(y)
d

c

Y

y

จากรปูภาคตัดต้ังฉากกับเสนตรง x = ℓ ทีจ่ดุ y เมือ่ y ∈ [c, d] เปนรปูวงกลม ให A(y) แทนพ้ืนที่
ของวงกลมของภาคตัดทีจ่ดุ y นัน่คอืรัศมีเทากับ |h(y)− ℓ| จะไดวา

A(y) = π(|h(y)− ℓ|)2 = π[h(y)− ℓ]2

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว สรปุไดวา

V =

∫ d

c

π[h(y)− ℓ]2 dy
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ตัวอยาง 7.3.1 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y และ
เสนโคง y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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ตัวอยาง 7.3.2 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง xy = 3

เสนตรง x = −1 และ y = 3x+ 8 รอบเสนตรง x = −1

X

Y

−3 −1

−3

−1

1

3

5

xy = 3

y = 3x+ 8

x = −1

(−1, 5)

(−3,−1)

(−1,−3)
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ตัวอยาง 7.3.3 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง y =
√
x

เสนตรง y = x รอบแกน X

X

Y

1
0

1
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ตัวอยาง 7.3.4 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคง y =
√
x

และ y = x3 รอบแกน Y

X

Y

1
0

1



7.3. ปริมาตรของรปูทรงตันท่ีเกิดจากการหมนุ 283

2. การหาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
ให y = f(x) และ y = g(x) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [a, b] โดยที่ g(x) ≤ f(x) เมือ่ x ∈ [a, b]

และ R เปนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย y = f(x) และ y = g(x) และเสนตรง x = a, x = b เมือ่
นำ R ไปหมุนรอบแกน Y แสดงไดดังรปู

รปูที ่ 7.9: การหมุน R รอบแกน X โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a b

R

X

y = f(x)

y = g(x)

a bx

Y

X

Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

จากรปูเมือ่ตัด R ต้ังฉากกับแกน X ทีจ่ดุ x เมือ่ x ∈ [a, b] จะไดเสนตรงทีข่นานแกน Y และเมือ่
นำไปหมุนรอบแกน Y จะไดรปูทรงกระบอกทีมี่ความสงูเทากับ f(x) − g(x) และรัศมีเทากับ |x|

ให A(x) แทนพ้ืนทีผิ่วขางทรงกระบอกจะไดวา
A(x) = 2π|x|[f(x)− g(x)]

และ V แทนปรมิาตรของรปูทรงทรงตันดังกลาว จาก V =

∫ b

a

A(x) dx สรปุไดวา

V =

∫ b

a

2π|x|[f(x)− g(x)] dx

เรยีกปรมิาตร V ทีไ่ดโดยวธินีี้ วาปรมิาตรของรปูทรงตันโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
ในทำนองเดยีวกันถาหมุน R รอบเสนตรง x = k ดังรปู
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รปูที ่ 7.10: การหมุน R รอบเสนตรง x = k โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

x = k
Y

y = f(x)

y = g(x)

a bx

โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอกสรปุไดวา

V =

∫ b

a

2π|x− k|[f(x)− g(x)] dx

โดยแนวคดิเดยีวกันกับการหมุนรอบแกน Y จะพิจารณาการหมุนรอบแกน X เมือ่ให x = p(y)

และ x = q(y) เปนเสนโคงทีมี่คาบนชวง [c, d] โดยที่ p(y) ≤ q(y) เมือ่ y ∈ [c, d] และ R เปน
อาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวย x = p(y) และ x = q(y) และเสนตรง y = c, y = d เมือ่นำ R ไป
หมุนรอบแกน X จะไดปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนโดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอกเทากับ

V =

∫ d

c

2π|y|[q(y)− p(y)] dy

และหมุนรอบเสนตรง y = ℓ ปรมิาตรคอื V =

∫ d

c

2π|y − ℓ|[q(y)− p(y)] dy
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ตัวอยาง 7.3.5 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y และ
เสนโคง y = (x− 2)2 รอบแกน X และรอบแกน Y โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก

X

Y

0 1 2 3

1

2

3

4

y = (x− 2)2
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ตัวอยาง 7.3.6 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสน
โคง y = x2 − 4x และ y = 16− x2 รอบแกนเสนตรง x = 6 โดยวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
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ตัวอยาง 7.3.7 จงหาปรมิาตรทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยแกน X แกน Y เสน
โคง y =

√
x− 1 เสนตรง x = 3 และเสนตรง y = 2 รอบแกน X และเสนตรง y = 3 โดยวธิแีบบ

เปลอืกทรงกระบอก
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แบบฝ กหัด 7.3
1. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป

นี้ โดยใชวธิแีบบจาน
1.1 y = x, x = 1 และ y = 0 รอบแกน X
1.2 y = x2 − 4x และแกน X รอบแกน X
1.3 y = 4x− x2 และแกน X จาก x = 0 ถงึ x = 5 รอบแกน X
1.4 y = cosx, x = 0 และ y = 0 ในจตภุาคที1่ รอบแกน X
1.5 y + x+ 1 = 0, x− 2y = 2 และ y = 0 รอบแกน X
1.6 y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบแกน Y
1.7 x = 2y − y2 − 2 และ x = −5 รอบแกน Y
1.8 y = x2, x = 1 และแกน X รอบเสนตรง x = −1 และ

รอบเสนตรง y = −1

1.9 y = x2 − x และ y = 2x− x2 รอบเสนตรง y = 2

2. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป
นี้ โดยใชวธิแีบบเปลอืกทรงกระบอก
2.1 y = x3, x = 2, x = 3 และแกน X รอบแกน Y
2.2 y = x และ y = x2 รอบแกน Y
2.3 y = x2 − x3 และแกน X รอบแกน Y
2.4 x =

√
9− y2 และแกน Y รอบแกน Y

2.5 y = 2x, x = 6 และ x = 0 รอบแกน X
2.6 x+ y = 4, y = 2

√
x− 1 และแกน X รอบแกน X

2.7 y = x2, x = 1 และ y = 0 รอบเสนตรง x = 1

2.8 y = 2− |x| และแกน X รอบเสนตรง y = −1

2.9 x = y2, x = 0 และ x+ y = 2 รอบเสนตรง y = −3

3. จงหาปรมิาตรของรปูทรงตันทีเ่กดิจากการหมุนอาณาบรเิวณทีป่ ดลอมดวยเสนโคงตอไป
นี้
3.1 y = sinx, y = cosx, x = 0 และ x = π

4
รอบแกน X

3.2 y = |x|3, x = −1, x = 1 และแกน X รอบแกน X
3.3 x2 + y2 − 4x+ 3 = 0 รอบแกน Y
3.4 y2 = x3, x = 4 และแกน X รอบเสนตรง y = 8

3.5 y2 = x3, y = 6 และแกน Y รอบเสนตรง y = 8



บทที่ 8
ปรพัินธไมตรงแบบ

จากแนวคดิการหาปรพัินธจำกัดเขต
∫ b

a

f(x) dx เมือ่ f เปนฟงกชันบนชวง [a, b] เราจะขยาย
แนวคดิไปยังกรณกีารหาปรพัินธบนชวงอนันตเช น

∫ ∞

0

√
x dx หรอืการหาปรพัินธของฟงกชันที ่

ไมมีขอบเขตบนชวงการหาปริพันธ เช น
∫ 1

−1

1

x
dx เนือ่งจาก 1

x
ไมมีคาเมือ่ x = 0 เรยีกปริพันธ

ลักษณะนี้ วา ปรพัินธไมตรงแบบ (improper integral) แบงออกเปน 3 ลักษณะดังนี้

1. ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธเปนช วงอนันต
2. ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธของฟงกชันทีไ่มมีขอบเขตบนชวงการหา

ปรพัินธ
3. ปริพันธ ไมตรงแบบชนดิที ่ช วงการหาปริพันธ เปนช วงอนันต และชวงการหาปริพันธ ของ

ฟงกชันทีไ่มมีขอบเขตบนชวงการหาปรพัินธ

8.1 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีห่นึง่
ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีห่นึง่ คอืปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปรพัินธเปนช วงอนันต

ตัวอยางเช น
1.
∫ ∞

1

1

x
dx

2.
∫ ∞

−1

1

x
dx

3.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx

4.
∫ 0

−∞
ℓn|x| dx

5.
∫ ∞

−∞

1

|x| − 1
dx

289
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บทนยิาม 8.1.1 ให a, b เปนจำนวนจรงิ และ a < b

1. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, t] ทกุ ๆ t > a

ถา lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลูเขา (convergence)
และ ∫ ∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

ถา lim
t→∞

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

a

f(x) dx ลูออก (divergence)

2. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [t, b] ทกุ ๆ t < b

ถา lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูเขา และ

∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx

ถา lim
t→−∞

∫ b

t

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

−∞
f(x) dx ลูออก

3. ให c ∈ R และ f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, b] ทกุ ๆ a, b

∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูเขา ก็ตอเมือ่

∫ c

−∞
f(x) dx และ

∫ ∞

c

f(x) dx ลูเขา∫ ∞

−∞
f(x) dx ลูออก ก็ตอเมือ่

∫ c

−∞
f(x) dx หรอื

∫ ∞

c

f(x) dx ลูออก

ตัวอยาง 8.1.2 จงพิจารณาปรพัินธไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.
∫ ∞

3

1

(x− 2)3
dx
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2.
∫ ∞

3

1

x− 2
dx

ตัวอยาง 8.1.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 0

−∞
x2−x2

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.1.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

0

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.1.5 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

1

x2 − 2x+ 2
dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.1.6 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

x√
2x2 + 1

dx ลูเขาหรอืลูออก



294 บทท่ี 8. ปริพันธ ไมตรงแบบ

ตัวอยาง 8.1.7 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง

y =
1

x2 − 1
กับแกน X เมือ่ x ≥ 2

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7

0.5

y =
1

x2 − 1
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แบบฝ กหัด 8.1
1. จงพิจารณาวาอนิทรกิรัลไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.1
∫ ∞

2

1

(x+ 1)2
dx

1.2
∫ ∞

0

cosx dx

1.3
∫ ∞

1

ℓnx
x

dx

1.4
∫ ∞

e

1

xℓn3x
dx

1.5
∫ ∞

0

1

1 + 2x
dx

1.6
∫ ∞

−1

x

1 + x2
dx

1.7
∫ ∞

2

1

4 + x2
dx

1.8
∫ ∞

0

1√
ex

dx

1.9
∫ ∞

0

xe−x dx

1.10
∫ ∞

0

e−xcosx dx

1.11
∫ ∞

0

1

ex + e2x
dx

1.12
∫ ∞

0

1√
x(1 + e

√
x)

dx

1.13
∫ 1

−∞

1

3− 2x
dx

1.14
∫ 0

−∞
e3x dx

1.15
∫ −1

−∞

x√
1 + x2

dx

1.16
∫ 0

−∞

1

(1− x)
5
2

dx

1.17
∫ 0

−∞

ex

3− 2ex
dx

1.18
∫ 0

−∞

1

(x− 8)
2
3

dx

1.19
∫ 0

−∞

1

2x2 + 2x+ 1
dx

1.20
∫ ∞

−∞

|x+ 1|
x2 + 1

dx

1.21
∫ ∞

−∞

x2

x2 + 1
dx

1.22
∫ ∞

−∞

x

(x2 + 3)2
dx

1.23
∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx

1.24
∫ ∞

−∞
xe−x2

dx

2. จงหาคาของ a ทีท่ำให
∫ ∞

0

e−ax dx = 5

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
8

x2 − 4
กับแกน X เมือ่ x ≥ 3

4. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

x
และ y =

1

x2
เมือ่ x ≥ 1
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8.2 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิทีส่อง
ปริพันธไมตรงแบบชนดิทีส่อง คอืปริพันธไมตรงแบบชนดิทีช่ วงการหาปริพันธของฟงกชันที ่

ไมมีขอบเขตบนชวงการหาปรพัินธ
1.
∫ 1

−1

1

x+ 1
dx

2.
∫ 1

−1

1

|x|+ 1
dx

3.
∫ 3

0

ℓnx dx

บทนยิาม 8.2.1 ให a, b เปนจำนวนจรงิ และ a < b

1. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [t, b] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที่ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx มีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx

ถา lim
t→a+

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา จะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก และ

2. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง [a, t] ทกุ ๆ a < t < b

โดยที่ lim
x→b−

f(x) = −∞ หรอื +∞

ถา lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx มีคา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx

ถา lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx ไมมีคา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก

3. ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง (a, b) และ lim
x→a+

f(x) = −∞ หรอื +

∞ และ lim
x→b−

f(x) = ±∞ โดยทีมี่ c ∈ (a, b) ทีท่ำให f มีขอบเขตและหาปรพัินธไดบนชวง
[s, c] และ [c, s] ทกุ ๆ s, t ซึง่ a < s < c < t < b ถาปริพันธไมตรงแบบ

∫ c

a

f(x) dx

และ
∫ b

c

f(x) dx ลูเขา เราจะกลาววา ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูเขา และ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

ปรพัินธไมตรงแบบ
∫ b

a

f(x) dx ลูออก ก็ตอเมือ่
∫ c

a

f(x) dx หรอื
∫ b

c

f(x) dx ลูออก
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ตัวอยาง 8.2.2 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 2

1

1

(x− 1)2
dx วาลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.2.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

0

x√
1− x2

dx วาลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.2.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

0

1

x(x− 1)
dx วาลูเขาหรอืลูออก

ตัวอยาง 8.2.5 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ e

1
e

1

x 5
√
ℓnx dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.2.6 จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง

y =
1
3
√
x

กับแกน X เมือ่ x ∈ [−8, 1]

X

Y

−8 −4 1 4 8

−2

−1

1

2

R
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แบบฝ กหัด 8.2
1. จงพิจารณาวาอนิทรกิรัลไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.1
∫ 9

0

1√
x
dx

1.2
∫ 1

0

1√
1− x2

dx

1.3
∫ 4

3

1

(x− 3)2
dx

1.4
∫ 4

0

1

(4− x)
3
2

dx

1.5
∫ 2

1

x√
x− 1

dx

1.6
∫ 1

0

xℓnx dx

1.7
∫ π

6

0

cosx
1− 2sinx dx

1.8
∫ π

2

0

sec2x dx

1.9
∫ 2

0

2x+ 1

x2 + x− 6
dx

1.10
∫ 1

0

ℓnx dx

1.11
∫ 4

0

ℓn√x√
x

dx

1.12
∫ 1

0

1√
1−

√
x
dx

1.13
∫ 4

2

x
3
√
x− 2

dx

1.14
∫ 2

0

x

(x2 − 1)2
dx

1.15
∫ 8

−1

1
3
√
x
dx

1.16
∫ 7

−2

1

(x+ 1)
2
3

dx

1.17
∫ 1

−1

1√
|x|

dx

1.18
∫ 4

2

1

(x− 3)7
dx

1.19
∫ 3

0

1

x2 + 2x− 3
dx

1.20
∫ 3

1

x

(x2 − 4)3
dx

1.21
∫ 2

−1

1

x2
cos1

x
dx

1.22
∫ 2

0

1√
2x− x2

dx

1.23
∫ 2

−1

1

x2 − x− 2
dx

1.24
∫ 1

0

1

x(ℓnx) 1
5

dx

2. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

(1− x)2
กับแกน X เมือ่ x ∈ [0, 4]

3. จงหาพ้ืนทีข่องอาณาบรเิวณทีอ่ยูระหวางเสนโคง y =
1

x
และ y =

1

x(x2 + 1)
เมือ่ x ∈ [0, 1]
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8.3 ปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสม
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึรปูแบบของปรพัินธไมตรงแบบทีผ่สมระหวางชนดิทีห่นึง่และชนดิทีส่อง

โดยการพิจารณาเปนช วงยอย และพิจารณาการลูเขาลูออกตามนยิามตามหัวขอทีก่ลาวมาแลว
ปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสมจะลูเขาก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ ชวงยอยทีพิ่จารณาลูเขาท้ังหมด แตถามี

อยางนอยชวงยอยลูออกจะสรปุไดวาปรพัินธไมตรงแบบชนดิผสมลูออก

ตัวอยาง 8.3.1 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

2

1√
x− 2

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.2 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ 1

−∞

1

(1− x)
2
3

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.3 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

0

2−
√
x

√
x

dx ลูเขาหรอืลูออก
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ตัวอยาง 8.3.4 จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบ
∫ ∞

−∞

1√
x2 − 2x+ 1

dx ลูเขาหรอืลูออก
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แบบฝ กหัด 8.3
จงพิจารณาวาปรพัินธไมตรงแบบตอไปนี้ วาลูเขาหรอืลูออก

1.
∫ ∞

0

1

(x− 1)
2
3

dx

2.
∫ ∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx

3.
∫ ∞

−1

1

x2 − 1
dx

4.
∫ ∞

1

1

xℓnx dx

5.
∫ ∞

0

x−0.1 dx

6.
∫ ∞

0

1√
x(x+ 4)

dx

7.
∫ ∞

1

1

x2 − 6x+ 8
dx

8.
∫ ∞

0

√
x

1−
√
x
dx

9.
∫ ∞

2

1

(x+ 7)
√
x− 2

dx

10.
∫ ∞

−∞

1

x2 + 2x+ 1
dx

11.
∫ ∞

−∞

1

x2 − 3x+ 2
dx

12.
∫ ∞

−∞

ex

ex − 1
dx



สรปุสตูรเกีย่วกับแคลคลัูส
เอกลักษณตรโีกณมติิ

1. sinxcscx = 1

2. cosxsecx = 1

3. cotxtanx = 1

4. sin2x+ cos2x = 1

5. sec2x− tan2x = 1

6. csc2x− cot2x = 1

7. sin(−x) = −sinx
8. cos(−x) = cosx
9. tan(−x) = −tanx

10. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny
11. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

12. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

13. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x

14. cos2x = cos2x− sin2x

cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

15. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

16. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

17. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

18. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

19. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x

sin2x
20. sin3x = 3sinx− 4sin3x

21. cos3x = 4cos3x− 3cosx
22. sin3x =

1

4
[3sinx− sin3x]

23. cos3x =
1

4
[3cosx+ cos3x]

24. tan3x =
3tanx− tan3x

1− 3tan2x

25. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

26. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

27. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos
(
x− y

2

)

28. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

29. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

30. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

31. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

32. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



อนพัุนธของฟงกชัน
1. d

dx
C = 0

2. d

dx
x = 1

3. d

dx
xn = nxn−1

4. (af)′(x) = af ′(x)

5. (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

6. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)

7.
(
f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

8. (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

9. d

dx
ex = ex

10. d

dx
ax = axℓna

11. d

dx
ℓn|x| = 1

x

12. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
13. d

dx
sinx = cosx

14. d

dx
cosx = −sinx

15. d

dx
tanx = sec2x

16. d

dx
secx = secxtanx

17. d

dx
cotx = −csc2x

18. d

dx
cscx = −cscxcotx

19. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

20. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

21. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

22. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

23. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

24. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

คาเชงิอนพัุนธ
1. dC = 0

2. d(u+ v) = du+ dv

3. d(ku) = kdu

4. u′dx = du

5. d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2

6. d(uv) = vdu+ udv



ปรพัินธของฟงกชัน
1.
∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx

2.
∫

f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

3.
∫

kdx = kx+ C

4.
∫

vdu = uv −
∫

vdu

5.
∫

xndx =
xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1

6.
∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C

7.
∫

exdx = ex + C

8.
∫

eaxdx =
1

a
eax + C

9.
∫

axdx =
ax

ℓna + C

10.
∫

sinxdx = −cosx+ c

11.
∫

cosxdx = sinx+ C

12.
∫

sec2xdx = tanx+ C

13.
∫

secxtanxdx = secx+ C

14.
∫

csc2xdx = −cotx+ C

15.
∫

cscxcotxdx = −cscx+ C

16.
∫

tanxdx = ℓn|secx|+ C

17.
∫

secxdx = ℓn|secx+ tanx|+ C

18.
∫

cotxdx = ℓn|sinx|+ C

19.
∫

cscxdx = ℓn|cscx− cotx|+ C



20.
∫

eaxsinbxdx =
eax

a2 + b2
(asinbx− bcosbx) + C

21.
∫

eaxcosbxdx =
eax

a2 + b2
(acosbx+ bsinbx) + C

22.
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

23.
∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ C

24.
∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C

25.
∫

ℓnxdx = xℓnx− x+ C

26.
∫

cosaxdx =
1

a
sinax+ C

27.
∫

sinaxdx = −1

a
cosax+ C

28.
∫

arcsinxdx = xarcsinx+
√
1− x2 + C

29.
∫

arccosxdx = xarccosx−
√
1− x2 + C

30.
∫

arctanxdx = xarctanx− 1

2
ℓn(1 + x2) + C

31.
∫

arccotxdx = xarccotx+
1

2
ℓn(1 + x2) + C

32.
∫

arcsecxdx = xarcsecx− ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C

33.
∫

arccscxdx = xarccscx+ ℓn|x+
√
x2 − 1|+ C
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