
พชีคณิตนามธรรม
Abstract Algebra

สาขาวชิาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์
มหาวทิยาลัยราชภฏัสวนสุนันทา

ŚŝŞŜ



MACśśřŘ
พชีคณิตนามธรรม
Abstract Algebra

ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ธนชัยศ จําปาหวาย
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏัสวนสนุนัทา
เอกสารประกอบการสอนวิชาพีชคณิตนามธรรม ปีการศกึษา ř/ŚŝŞŜ



สารบญั

ř ความรู้พื Êนฐาน ř
ř.ř วิวฒันาการของวิชาพีชคณิตนามธรรม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ř
ř.Ś อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ş
ř.ś ทฤษฎีจํานวนเบื Êองต้น . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řř
ř.Ŝ ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŚ
ř.ŝ การดําเนินการทวิภาค . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . śŚ

Ś กรุป Ŝř
Ś.ř นิยามและตวัอยา่งของกรุป . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ŝř
Ś.Ś สมบตัิเบื Êองต้นของกรุป . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŝš
Ś.ś ผลคณูตรงของกรุป . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Şš
Ś.Ŝ กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . şŜ

ś กรุปย่อย Šŝ
ś.ř นิยามและตวัอยา่งของกรุปยอ่ย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Šŝ
ś.Ś กรุปวฏัจกัร . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŘŘ
ś.ś แลตทิชของกรุปยอ่ย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řřŜ

Ŝ กรุปย่อยปกติ řřš
Ŝ.ř โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řřš
Ŝ.Ś นิยามและสมบตัิของกรุปยอ่ยปกติ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řśŘ
Ŝ.ś กรุปผลหาร . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řśŠ

ŝ สมสัณฐาน řŜś
ŝ.ř ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŜś
ŝ.Ś ฟังก์ชนัสมสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŝŘ
ŝ.ś ทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŝş
ŝ.Ŝ ฟังก์ชนัอตัสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞŚ
ŝ.ŝ ฟังก์ชนัอตัสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞŞ
ŝ.Ş ฟังก์ชนัอตัสณัฐาน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞŞ

ก



ข สารบญั

Ş ริง řŞş
Ş.ř ริงและฟิลด์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŞş
Ş.Ś ริงยอ่ย ไอดีล และริงผลหาร . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řŠŘ
Ş.ś ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řšŘ

ş โดเมนเชิงจาํนวนเตม็ řšş
ş.ř ตวัหารศนูย์และโดเมนเชิงจํานวนเตม็ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řšş
ş.Ś ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŘş
ş.ś โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบได้อยา่งเดียว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚřŞ

Š ริงพหุนาม ŚŚş
Š.ř พหนุาม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŚş
Š.Ś ริงพหนุามบนฟิลด์ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Śśŝ
Š.ś ริงพหนุามบนฟิลด์ตรรกยะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚŜś



บททีÉ ř
ความรู้พื Êนฐาน

เมืÉอแรกเริÉมคณิตศาสตร์เกิดขึ ÊนมาเพืÉอแก้ปัญหาตา่ง ๆ ของมนษุย์เชน่ จํานวนนบัเกิดจากการ
แก้ปัญหาของคนเลี ÊยงแกะเพืÉอตรวจสอบวา่จํานวนแกะก่อนและหลงัพาไปกินหญ้ามีจํานวนเทา่
เดิมหรือไม่ ดงันั Êนคณิตศาสตร์ในเบื Êองต้นมกัอธิบายให้เห็นเป็นรูปธรรมได้อยา่งเดน่ชดัและเป็น
กฎเกณฑ์ทีÉสอดคล้องกบัธรรมชาติอยา่งลงตวั แต่ด้วยจินตนาการของนกัคณิตศาสตร์พยายามจะ
ขยายกฎเกณฑ์ตา่ง ๆ ทีÉ ได้มาให้อยู่ในรูปแบบทัÉวไปมากยิÉงขึ Êน เป็นผลให้นิยามสิÉงใหม่และเกิด
กฎเกณฑ์ตามมาในรูปแบบทีÉเป็นนามธรรมเชน่เดียวกบัพีชคณิตนามธรรมซึÉงจะกลา่วในหวัข้อแรก
และหวัข้ออืÉน ๆ ทีÉตามมาคือความรู้พื ÊนฐานทีÉจะนําไปใช้ในการทําความเข้าใจเกีÉยวกบัวิชานี Ê

ř.ř ววัิฒนาการของวชิาพชีคณิตนามธรรม
คําวา่ พชีคณิต ตรงกบัคําในภาษาองักฤษ algebra ซึÉงมาจากภาษาอาหรับ al jebr ใช้

ครั ÊงแรกราวศตวรรษทีÉ š โดยนกัคณิตศาสตร์ชาวอาหรับนามวา่ มฮูมัหมดัแหง่คาริซม์ (Mohammed
of Kharizm) ชว่งเริÉมต้นคําวา่พีชคณิตใช้แทนวิธีการตา่ง ๆ ในการหาคําตอบของสมการ (Charles
C. Pinter. ŚŘřŞ. หน้าś) และใช้ครั Êงแรกในยโุรปโดยนกัคณิตศาสตร์ชืÉอวา่ โอมาร์ เคย์แยม (Omar
Khayyam) หมายถงึวิทยาการการหาคําตอบของสมการ (the science of sloving equations)

การหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการเชิงเส้น (linear equation) ax + b = 0 และสมการกําลงั
สอง (quadratic equation) ax2 + bx + c = 0 มีผู้หาคําตอบได้ก่อนสมยักรีก-โรมนัโบราณ แต่ใน
ตอนนั Êนยงัไมมี่ผู้ใดหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการกําลงัสาม (cubic equation) ในรูป

x3 + ax2 + bx = c

และสมการกําลงัสีÉ (quartic equation) ในรูป
x4 + ax3 + bx2 + cx = d

ในช่วงศตรรษทีÉ řŞ นกัคณิตศาสตร์ชาวอิตาลีชืÉอ กิโรลาโม คาร์แดน (Girolamo Cardan) มี
ความสนใจคณิตศาสตร์ในรูปนามธรรมและความสําเร็จอยา่งหนึÉง คือการตีพิมพ์หนงัสือชืÉอ Ars
Magna (The Great Art) ซึÉงเขียนเกีÉยวกบัความรู้ทางพีชคณิตอยา่งเป็นระบบ ตวัอยา่งเชน่การหา



Ś บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

คําตอบของสมการ x3 + ax+ b = 0 โดยการเปลีÉยนตวัแปร x = u+ v จะได้วา่
x3 = (u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v) = u3 + v3 + 3uvx

ดงันั Êน
x3 − 3uvx− (u3 + v3) = 0

โดยเทียบสมัประสทิธิÍกบัสมการ x3 + ax+ b = 0 จะได้วา่
−3uv = a และ u3 + v3 = −b นัÉนคือ u3 = −b− v3

กําหนดให้ t = v3 จากสมการ −3uv = a จะได้วา่
27bt+ 27t2 − a3 = 0 (ř.ř)

จะเห็นได้วา่สมการ (ř.ř) เป็นสมการกําลงัสองซึÉงหาคําตอบของ t ได้เสมอจงึทําให้หาคา่ของ v และ
u จนสดุท้ายได้คําตอบคือ x = u + v ของสมการ x3 + ax + b = 0 เรียกวิธีการนี Êวา่ วธีิของคาร์
แดน (Cardan's method)
ตัวอย่าง ř.ř.ř จงหาคําตอบของสมการ x3 − 27x− 54 = 0 โดยวิธีของคาร์แดน



ř.ř. วิวฒันาการของวิชาพีชคณิตนามธรรม ś

แต่การค้นพบของคาร์แดนก็มิใช่ คําตอบของรูปแบบทัÉวไปของสมการกําลงัสาม ผู้คนพบคือ
ตาร์แทกเลีย (Tartaglia) ซึÉงคาร์แดนได้ใช้ความพยายามเป็นอยา่งมากเพืÉอให้ตาร์แทกเลียยอมให้ตี
พิมพ์ผลงานดงักลา่ว จนในทีÉสดุตาร์แทกเลียก็ยอมติพิมพ์ในหนงัสือเลม่นี Êโดยคาร์แดนได้เขียนไว้ใน
หนงัสือวา่เป็นของตาร์แทกเลีย

ตอ่มา ลโูดวิโค เฟอร์รารี (Ludovico Ferrari) ซึÉงเป็นคนรับใช้สว่นตวัของคาร์แดน ได้ค้นพบคํา
ตอบในรูปทัÉวไปของสมการ

x4 + ax3 + bx2 + cx = d

ŚŘŘ ปีตอ่มานกัคณิตศาสตร์หลาย ๆ คนพยายามหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการทีÉกําลงัมากกวา่
สีÉแต่ไม่สําเร็จจนในปี řŠŚŜ นีลส์ อเบล (Niels Abel) ได้พิสจูน์ให้เห็นวา่ไม่สามารถหาคําตอบในรูป
ทัÉวไปของสมการกําลงัทีÉมากกวา่สีÉ

การค้นพบของอเบลเป็นเหตทํุาให้นกัคณิตศาสตร์หลายทา่นหนัมาสนใจและทํางานด้านนี Êมาก
ยิÉงขึ Êน มีการทํางานกนัอยา่งอิสระทําให้เกิดงานทีÉหลากหลายในยโุรปในชว่งนั Êน งานวิจยัของพวก
เขาทําให้เกิดสาขาคณิตศาสตร์ทีÉแตกตา่งกนัจนนําไปสูก่ารหาทีÉมาของคําวา่พีชคณิต ในกรณีทีÉไมมี่
วิธีการหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการ ทําให้นกัคณิตศาสตร์ขยายแนวคิดให้กว้างมากยิÉงขึ Êนวา่
อะไรกนัแน่ทีÉเกียวข้องกบัพีชคณิต ตอ่มามีการพฒันาพีชคณิตแบบใหมใ่ห้สงูขึ Êนอยา่งเป็นธรรมชาติ
และสมบรูณ์แบบ และเชืÉอมโยงไปใช้ในการแก้ปัญหาด้านตา่ง ๆ ได้

ปัจจบุนัพีชคณิตคือการศกึษาภายใต้ระบบสจัพจน์นัÉนคือการศกึษาในรูปนามธรรม (abstract)
นกัคณิตศาสตร์จะศกึษาโครงสร้างพีชคณิตในรูปทัÉวไป และมีการเปรียบเทียบกบัโครงสร้างอืÉน ๆ
และหาความสมัพนัธ์ระหวา่งโครงสร้างเหลา่นั Êน ผลทีÉได้จากพีชคณิตนามธรรมอาจจะเป็นวิธีการ
ใหม่ หรือคําตอบทีÉตา่งกนักนัออกไปในแตล่ะโครงสร้างทีÉเราไม่เคยค้นพบมาก่อน เป็นการเติมเตม็
คําตอบชนิดใหม่

ความรู้เบื Êองต้นในการศกึษาพีชคณิตนามธรรมคือเซตซึÉง เซต (Set) เป็นคําอนิยาม หมายถงึคํา
ทีÉต้องยอมรับกนัในเบื Êองต้นวา่ไม่สามารถให้ความหมายทีÉรัดกมุได้ คําวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของ
สิÉงของตา่ง ๆ เมืÉอกลา่วถงึกลุม่ใดแล้วจะสามารถบอกได้แน่นอนวา่สิÉงใดอยู่ในกลุม่ และสิÉงใดอยู่
นอกกลุม่ เรียกสิÉงตา่ง ๆ ทีÉอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element) (P. Glendinning. ŚŘřŚ. หน้า ŜŠ) ถ้า
a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนด้วย a ∈ A และถ้า a ไม่เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนด้วย
a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะได้วา่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นต้น

การเขียนเซตประกอบด้วย Ś วิธีคือ วิธีแจกแจงสมาชิก และวิธีบอกเงืÉอนไขของสมาชิก
ř. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย

เขียนสมาชิกลงในเครืÉองหมายวงเลบ็ปีกกา {} และใช้เครืÉองหมายจลุภาค (, ) คัÉนระหวา่ง
สมาชิกแตล่ะตวั ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เป็นต้น

Ś. วธีิบอกเงืÉอนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงืÉอนไขประกอบ
ด้วย Ś สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีÉสองคือเงืÉอนไขของสมาชิก โดยมีเครืÉองหมาย
ทวิภาค (:) คัÉนระหวา่งสองสว่นนั Êน อา่นวา่ "โดยทีÉ"

A = { สมาชิก : เงืÉอนไขของสมาชิก }
ตวัอยา่งเช่น A = {x : x เป็นจํานวนเตม็บวกทีÉน้อยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}



Ŝ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

สําหรับเซต A ทีÉมีสมาชิกทกุตวัอยูใ่นเซต B จะกลา่ววา่ A เป็น เซตย่อย (subset) ของ B เขียน
แทนด้วย A ⊆ B และเรียกเซตของเซตยอ่ยของ A วา่ เซตกาํลัง (power set) ของ A เขียนแทนด้วย
นัÉนคือ

P(A) = {X : X ⊆ A}

ในเบื Êองต้นเพืÉอให้งา่ยตอ่การนําไปใช้ กําหนดสญัลกัษณ์ดงันี Ê
C แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน
R แทนเซตของจํานวนจริง
Q แทนเซตของจํานวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจํานวนเตม็
N แทนเซตของจํานวนนบั

สําหรับ R+, Q+ และ Z+ หมายถงึเซตของจํานวนจริงบวก เซตของจํานวนตรรกยะบวก และเซต
ของจํานวนเตม็บวกตามลําดบัR−,Q− และZ− หมายถงึเซตของจํานวนจริงลบ เซตของจํานวนตรรกยะ
ลบ และเซตของจํานวนเตม็ลบตามลําดบั C∗, R∗, Q∗ และ Z∗ หมายถงึ เซตของจํานวนเชิงซ้อนทีÉ
ไมใ่ชศ่นูย์ เซตของจํานวนจริงทีÉไมใ่ชศ่นูย์ เซตของจํานวนตรรกยะทีÉไมใ่ชศ่นูย์ และเซตของจํานวนเตม็
ทีÉไมใ่ชศ่นูย์ตามลําดบั และใช้ N0 แทนเซต N ∪ {0}

สําหรับเซตยอ่ยของจํานวนจริง ถ้า a, b ∈ R เมืÉอ a < b ช่วง (interval) ของจํานวนจริงตา่ง ๆ คือ
{x ∈ R : a < x < b} เขียนแทนด้วย (a, b)

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} เขียนแทนด้วย [a, b]

{x ∈ R : a ≤ x < b} เขียนแทนด้วย [a, b)

{x ∈ R : a < x ≤ b} เขียนแทนด้วย (a, b]

{x ∈ R : x > a} เขียนแทนด้วย (a,∞)

{x ∈ R : x ≥ a} เขียนแทนด้วย [a,∞)

{x ∈ R : x < b} เขียนแทนด้วย (−∞, b)
{x ∈ R : x ≤ b} เขียนแทนด้วย (−∞, b]

สําหรับเซตทีÉไมมี่สมาชิกเขียนแทนด้วย ∅ เรียกวา่ เซตว่าง (empty set) และ เอกภพสัมพทัธ์
(universe) คือเซตทีÉถกูกําหนดขึ Êนโดยมีข้อตกลงวา่ จะกลา่วถงึสิÉงทีÉเป็นสมาชิกของเซตนี Êเทา่นั Êน
และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมืÉอให้ A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U นิยามการดําเนิน
การบนเซตดงัตอ่ไปนี Ê

ยูเนียน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรือ x ∈ B}
อนิเตอร์เซกชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}
ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณีทีÉทราบจํานวนสมาชิกของเซต A เรียกวา่ เซตจาํกัด (finite set) เขียน |A| แทนจํานวน
สมาชิกของ A และเซตทีÉไมม่ช่เซตจํากดัเรียกวา่ เซตอนันต์ (infinite set)



ř.ř. วิวฒันาการของวิชาพีชคณิตนามธรรม ŝ

แบบฝึกหดั ř.ř
ř. เพราะเหตใุดนกัคณิตศาสตร์จงึหนัมาสนใจพีชคณิตมากยิÉงขึ ÊนในศตวรรษทีÉ řš
Ś. จงหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการ x2 + ax+ b = 0

ś. จงใช้วิธีของคาร์แดนหาคําตอบของสมการตอ่ไปนี Ê โดยการกําหนด x = u+ v และ t = u3

ś.ř x3 − 27x+ 54 = 0

ś.Ś x3 − 18x+ 35 = 0

ś.ś x3 − 12x− 16 = 0

ś.Ŝ x3 + 15x− 72 = 0

ś.ŝ x3 + 20x− 225 = 0

ś.Ş x3 − 14x− 245 = 0

Ŝ. จงหาคําตอบในรูปทัÉวไปของสมการ x3 + ax+ b = 0 โดยใช้วิธีของคาร์แดน
ŝ. จงยกตวัอยา่งลกัษณะกลุม่ทีÉไมเ่ป็นเซตมาอยา่งน้อย Ś ตวัอยา่ง พร้อมให้เหตผุลประกอบ
Ş. ให้เอกภพสมัพทัธ์ U = N และกําหนดให้ An = {1, 2, 3, ..., n} เมืÉอ n ∈ N จงหา

Ş.ř A2 ∪ A4

Ş.Ś A3 ∩ A5

Ş.ś Ac
1 − Ac

2

Ş.Ŝ A2562 ∩ A2019



Ş บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ř.Ś อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึเครืÉองมือทีÉใช้ในการพิสจูน์ข้อความเกีÉยวกบัจํานวนเตม็ โดยเริÉมต้นจาก

สจัพจน์เกีÉยวกบัสมบตัิของจํานวนเตม็ทีÉเรียกวา่ หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
กลา่วคือ
ให้ S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะได้วา่ S มีสมาชิกตวัเลก็สดุ หรือ มี m ∈ S ซึÉง m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎีบท ř.Ś.ř หลักการของอาร์คีมีดีส (Archimedean Principle)
สําหรับจํานวนเตม็บวก a และ b ใด ๆ จะมีจํานวนเตม็บวก n ซึÉง na ≥ b

ทฤษฎีบท ř.Ś.Ś ถ้า S ⊆ N สอดคล้อง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
ř. 1 ∈ S
Ś. ถ้า k ∈ S แล้ว k + 1 ∈ S

แล้วจะได้วา่ S = N



ř.Ś. อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ ş

โดยทฤษฎีบท ř.Ś.Ś สามารถนําไปใช้ในการพิสจูน์ข้อความตา่ง ๆ ทางคณิตศาสตร์ในรูป
P (n) แทนข้อความทีÉเกีÉยวข้องกบั n เมืÉอ n ∈ N

การพิสจูน์ทําได้ Ś ขั Êนตอนดงันี Ê
ř. ขั Êนฐาน (Basic step) : P (1) เป็นจริง
Ś. ขั Êนอุปนัย (Inductive step) : สําหรับจํานวนนบั k ถ้า P (k) เป็นจริง แล้ว P (k + 1) เป็นจริง

แล้วสรุปได้วา่ P (n) เป็นจริงสําหรับทกุ ๆ จํานวนนบั n

เรียกการพิสจูน์นี Êวา่การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (proof by mathematical induction)

ตัวอย่าง ř.Ś.ś จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Êโดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
สําหรับทกุจํานวนนบั n



Š บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ตอ่ไปกลา่วถงึการพิสจูน์อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ทีÉขั ÊนฐานเริÉมต้นทีÉ n0 ∈ Z เมืÉอ P (n) แทน
ข้อความทีÉเกีÉยวข้องกบัจํานวนเตม็ ทีÉสอดคล้อง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
ř. ขั Êนฐาน : P (n0) เป็นจริง

Ś. ขั Êนอุปนัย : สําหรับจํานวนเตม็ k ซึÉง k ≥ n0 ถ้า P (k) เป็นจริง แล้ว P (k + 1) เป็นจริง
สรุปได้วา่ P (n) เป็นจริงสําหรับทกุ ๆ จํานวนเตม็ n ≥ n0

ตัวอย่าง ř.Ś.Ŝ จงหาจํานวนนบัเริÉมต้นทีÉทําให้ข้อความนี Êเป็นจริงพร้อมทั Êงพิสจูน์ 2n ≥ n2



ř.Ś. อปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ š

ในกรณีข้อความเกีÉยวกบัจํานวนนบัไม่สามารถพิสจูน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ทีÉกลา่วมา
ข้างต้น อาจจะใช้รูปแบบการพิสจูน์ได้ดงัตอ่ไปนี Ê ให้ P (n) แทนข้อความเกีÉยวกบัจํานวนนบั ถ้า
ř. ขั Êนฐาน : P (1) เป็นจริง

Ś. ขั Êนอุปนัย : ถ้า P (k) เป็นจริงสําหรับทกุจํานวนนบั k ทีÉ k < m แล้ว P (m) เป็นจริง
สรุปได้วา่ P (n) เป็นจริงสําหรับทกุจํานวนนบั n

ตัวอย่าง ř.Ś.ŝ ลําดบัลคูสั (Lucus sequence) นิยามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ
an = an−1 + an−2 สําหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูน์วา่ an <
(
7

4

)n

เป็นจริงสําหรับทกุจํานวนนบั n



řŘ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
แบบฝึกหดั ř.Ś

ř. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริงทกุจํานวนนบั n โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
ř.ř 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = 1

3
n3 + 1

2
n2 + 1

6
n

ř.Ś 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = 1
4
n4 + 1

2
n3 + 1

4
n2

ř.ś 14 + 24 + 34 + · · ·+ n4 = 1
5
n5 + 1

2
n4 + 1

3
n3 − 1

30
n

ř.Ŝ 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

ř.ŝ 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n(n+ 1)

ř.Ş 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2

ř.ş 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2

ř.Š 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1

ř.š 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1

ř.řŘ 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

ř.řř 2n > n

Ś. จงหาจํานวนนบัเริÉมต้นทีÉทําให้ข้อความนี Êเป็นจริงพร้อมทั Êงพิสจูน์
Ś.ř 2n−1 ≤ n!

Ś.Ś 4n > n4

Ś.ś (2n)! < 22n(n!)2

Ś.Ŝ n2 <

(
3

2

)n

ś. ให้ a เป็นจํานวนจริง จงพิสจูน์วา่

an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + · · ·+ a+ 1) สําหรับทกุจํานวนนบั n

Ŝ. ให้ x เป็นจํานวนจริงซึÉง x ≥ −1 จงพิสจูน์วา่

(1 + x)n ≥ 1 + nx สําหรับทกุจํานวนนบั n



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ řř

ř.ś ทฤษฎีจาํนวนเบื Êองต้น
บทนิยาม ř.ś.ř ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 จะกลา่ววา่ a หาร b ลงตัว แทนด้วย
สญัลกัษณ์ a | b นิยามโดย

a | b ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ c ทีÉทําให้ b = ac

เรียก a วา่ตัวหาร (divisor) ของ b ถ้า a หาร b ไม่ลงตัว เขียนแทนด้วย a - b

ข้อสังเกต ř.ś.Ś สําหรับจํานวนเตม็ a ใด ๆ
ř. 1 | a Ś. a | 0 เมืÉอ a ̸= 0 ś. a | a เมืÉอ a ̸= 0

ทฤษฎีบท ř.ś.ś ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว
ř. ถ้า a | b และ b ̸= 0 แล้ว |a| ≤ |b|
Ś. ถ้า a | b และ b | a แล้ว a = ±b

ทฤษฎีบท ř.ś.Ŝ ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็
ř. ถ้า a | b และ b | c แล้ว a | c

Ś. ถ้า a | b แล้ว (ac) | (bc) เมืÉอ c ̸= 0

ś. ถ้า a | b และ c | d แล้ว ac | bd



řŚ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
ทฤษฎีบท ř.ś.ŝ ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ แล้ว
ř. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (b+ c)

Ś. ถ้า a | b แล้ว a | (bx) ทกุ ๆ จํานวนเตม็ x
ś. ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จํานวนเตม็ x และ y

ทฤษฎีบท ř.ś.Ş ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็
ถ้า a | (b+ c) และ a | b แล้ว a | c

ตัวอย่าง ř.ś.ş จงหาจํานวนเตม็บวก n ทีÉสอดคล้อง n | (n+ 8)2



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ řś
ทฤษฎีบท ř.ś.Š ขั Êนตอนวธีิการหาร (The Division Algorithm)
ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 แล้วมีจํานวนเตม็ q และ r เพียงคูเ่ดียวทีÉทําให้

b = aq + r โดยทีÉ 0 ≤ r < |a| (ř.Ś)
เรียก q วา่ผลหาร (quotient) และ r วา่เศษเหลือ (remainder)

ตัวอย่าง ř.ś.š สําหรับจํานวนเตม็ n จงพิสจูน์วา่ 3 | (n3 − n)



řŜ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

บทนิยาม ř.ś.řŘ ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูย์พร้อมกนั จํานวนเตม็ d เป็นตัวหารร่วมมาก
(greatest common divisior) ของ a และ b เขียนแทนด้วย gcd(a, b) ก็ตอ่เมืÉอ
(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจํานวนเตม็ c ถ้า c | a และ c | b แล้ว c ≤ d

ในกรณี gcd(a, b) = 1 จะเรียก a และ b เป็นจาํนวนเฉพาะสัมพทัธ์ (relatively prime)

ทฤษฎีบท ř.ś.řř ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แล้ว
จะมี x, y ∈ Z ทีÉทําให้ d = ax+ by

ทฤษฎีบท ř.ś.řŚ ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้ว
gcd(a, b) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ มี x, y ∈ Z ทีÉทําให้ 1 = ax+ by

ทฤษฎีบท ř.ś.řś ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 หรือ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แล้ว

gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ řŝ

บทแทรก ř.ś.řŜ ให้ a1, a2, ..., an ∈ Z โดยทีÉ ai ไมใ่ชศ่นูย์บาง i ∈ {1, 2, ..., n}
และ d = gcd(a1, a2, ..., an) = d แล้ว

gcd
(a1
d
,
a2
d
, ...,

an
d

)
= 1

ทฤษฎีบท ř.ś.řŝ ให้ a, b, c,m เป็นจํานวนเตม็ จะได้วา่
ř. ถ้า a | bc และ gcd(a, b) = 1 แล้ว a | c

Ś. ถ้า a | c และ b | c โดยทีÉ gcd(a, b) = 1 แล้ว (ab) | c



řŞ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

บทนิยาม ř.ś.řŞ ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ชศ่นูย์ จํานวนเตม็บวกm จะเป็นตัวคูณร่วมน้อย
(least common multiple) ของ a และ b เขียนแทนด้วย ℓcm(a, b) ก็ตอ่เมืÉอ
(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจํานวนเตม็บวก c ถ้า a | c และ b | c แล้ว m ≤ c

ทฤษฎีบท ř.ś.řş ให้ a, b เป็นจํานวนเตม็ โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะได้วา่
gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

ตัวอย่าง ř.ś.řŠ จงหาตวัคณูร่วมน้อยของ 131 และ 100



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ řş

บทนิยาม ř.ś.řš จํานวนเตม็ p ∈ Z ซึÉง |p| > 1 เรียกวา่ จาํนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอ่เมืÉอ
p มีตวัหารคือ ±1 และ ±p เทา่นั Êน

จํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ 1หรือน้อยกวา่−1 ทีÉไมใ่ชจํ่านวนเฉพาะเรียกวา่จาํนวนประกอบ (composite
number)

จากบทนิยามจะเห็นวา่ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว −p เป็นจํานวนเฉพาะด้วย เพืÉอให้งา่ยตอ่
การศกึษาทฤษฎีบทตา่ง ๆ เราจะศกึษาในกรณีทีÉ p > 1 เทา่นั Êน ซึÉงผลทีÉได้สามารถครอบคลมุถงึ
p < −1 ด้วยเชน่กนั (ในหนงัสือบางเลม่อาจนิยามจํานวนเฉพาะ p > 1)
ข้อสังเกต ř.ś.ŚŘ จากนิยามจะได้วา่
ř. Ś เป็นจํานวนเฉพาะทีÉเป็นจํานวนคูเ่พียงตวัเดียวเทา่นั Êน
Ś. p เป็นจํานวนเฉพาะ ก็ตอ่เมืÉอ d - p ทกุ ๆ จํานวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < p

ś. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถ้า a | p แล้ว a = ±1 หรือ a = ±p

Ŝ. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะได้วา่ p | a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = p

ŝ. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะได้วา่ p - a ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, p) = 1

Ş. ให้ p และ q เป็นจํานวนเฉพาะ ถ้า p | q แล้ว p = q

ş. a เป็นจํานวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ d ซึÉง 1 < d < a ทีÉทําให้ d | a
Š. a เป็นจํานวนประกอบ ก็ตอ่เมืÉอ มีจํานวนเตม็ b, c ซึÉง 1 < b ≤ c < a ทีÉทําให้ a = bc

ตอ่ไปเป็นจํานวนเฉพาะทั ÊงหมดทีÉน้อยกวา่ ř,ŘŘŘ
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997



řŠ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ทฤษฎีบท ř.ś.Śř ทกุจํานวนเตม็ a ทีÉมากกวา่ ř จะมีจํานวนเฉพาะ p ทีÉ p | a

ทฤษฎีบท ř.ś.ŚŚ ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะได้วา่
ถ้า p | ab แล้ว p | a หรือ p | b

ทฤษฎีบท ř.ś.Śś ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ a, b, a1, a2, ..., an ∈ Z เมืÉอ n ∈ N จะได้วา่
ถ้า p | (a1a2...an) แล้ว p | ai สําหรับบางจํานวน i ∈ {1, 2, ..., n}



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ řš
ทฤษฎีบท ř.ś.ŚŜ ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ ř ใด ๆ สามารถเขียนในรูปผลคณูของจํานวนเฉพาะได้ และถ้าไม่คิดลําดบั
เป็นสําคญัแล้วการเขียนนี Êทําได้เพียงวิธีเดียวเทา่นั Êน
หรือกลา่วได้วา่ จํานวนเตม็ n > 1 สามารถเขียนในรูป

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · p
ak
k

โดยทีÉ p1, p2, p3, ..., pk เป็นจํานวนเฉพาะซึÉง p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สําหรับทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรูปดงักลา่วได้เพียงแบบเดียวเทา่นั Êน เรียกการเขียน n รูปแบบนี Êวา่
รูปแบบบญัญัติ (canonical form) ของ n

ตัวอย่าง ř.ś.Śŝ จงเขียนรูปแบบบญัญตัิของจํานวนตอ่ไปนี Ê
ř. 3600 Ś. 20!

ตัวอย่าง ř.ś.ŚŞ จงหาตวัประกอบทั Êงหมดของ 144



ŚŘ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ตอ่ไปจะกลา่วถงึฟังก์ชนัฟีซึÉงเป็นฟังก์ชนัทีÉสําคญัในวิชาพีชคณิตนามธรรม
บทนิยาม ř.ś.Śş ให้ n ∈ N นิยาม

ϕ(n) = จํานวนของจํานวนเตม็บวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรียกวา่ ฟังก์ชันฟีออยเลอร์ (Euler phi function) หรือ ฟังก์ชันฟี (phi function)

ข้อสังเกต ř.ś.ŚŠ ϕ(1) = 1 และ ϕ(p) = p− 1 เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ
ในกรณีทีÉจํานวนประกอบ n มีรูปเป็นรูปแบบบญัเป็น n = pa11 · pa22 · pa33 · · · p

ak
k จะได้วา่

ϕ(n) = (pa11 − pa1−1
1 )(pa22 − pa2−1

2 ) · · · (pakk − p
ak−1
k )

โดยเฉพาะอยา่งยิÉง ϕ(pk) = pk − pk−1 เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ k ∈ N

ตัวอย่าง ř.ś.Śš จงหาคา่ของ
ř. ϕ(100)

Ś. ϕ(120)

ś. ϕ(300)

Ŝ. ϕ(1500)



ř.ś. ทฤษฎีจํานวนเบืÊองตน้ Śř
แบบฝึกหดั ř.ś

ř. ให้ a, b และ c เป็นจํานวนเตม็ จงพิสจูน์
ř.ř ถ้า a | b และ a | c แล้ว a | (bc)
ř.Ś ถ้า a | b แล้ว a2 | b2

Ś. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี Ê โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
Ś.ř 5 | (n5 − n) สําหรับจํานวนนบั n

Ś.Ś 7 | (32n+1 + 2n+2) สําหรับจํานวนนบั n

Ś.ś 8 | (7 · 32n − 7) สําหรับจํานวนนบั n

ś. กําหนดให้ a, b, c, d เป็นจํานวนเตม็ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Ê ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็น
เท็จจงยกตวัอยา่งค้าน
ś.ř ถ้า a | b2 แล้ว a | b

ś.Ś ถ้า a | b และ a | c แล้ว a2 | bc

ś.ś ℓcm(a2, b2) = (ℓcm(a, b))2

ś.Ŝ ถ้า a | c และ b | c และ ℓcm(a, b) = |ab| แล้ว ab | c

ś.ŝ ℓcm(ca, b) = c · ℓcm(a, b)

Ŝ. จงแสดงวา่ ถ้า gcd(a, 4) = 2 และ gcd(b, 4) = 2 แล้ว gcd(a+ b, 4) = 2 เมืÉอ a, b ∈ Z

ŝ. ให้ a, b ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จงพิสจูน์วา่ถ้า gcd(a, bn) = 1 cแล้ว gcd(a, b) = 1

สําหรับจํานวนนบั n ใด ๆ
Ş. ให้ a, b, c ∈ Z จงแสดงวา่ ℓcm(a, b) | c ก็ตอ่เมืÉอ a | c และ b | c

ş. จงเขียนจํานวนตอ่ไปนี Êในรูปแบบบญัญตัิ
ş.ř 1000

ş.Ś 1500

ş.ś 25025

ş.Ŝ 65304

ş.ŝ 100!

ş.Ş 88442

Š. จงแสดงวา่ ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว p | (2p − 2)

š. ถ้า p และ q เป็นจํานวนเฉพาะซึÉง p ≥ q > 4 จงแสดงวา่ 24 | (p2 − q2)

řŘ. จงหาคา่ตอ่ไปนี Ê
řŘ.ř ϕ(72)

řŘ.Ś ϕ(150)

řŘ.ś ϕ(450)

řŘ.Ŝ ϕ(1000)

řŘ.ŝ ϕ(4900)

řŘ.Ş ϕ(8100)



ŚŚ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ř.Ŝ ความสัมพนัธ์และฟังก์ชัน
บทนิยาม ř.Ŝ.ř ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคาร์ทเีซียน (cartesian product) นิยามโดย

A×B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B}
สําหรับ A× A จะเขียนแทนด้วย A2 ทํานองเดียวกนั A× A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนด้วย An

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ś ให้ A = {1, 2} และ B = {3, 4, 5} จงหาผลคณูคาร์เซียน A×B และ B × A

ทฤษฎีบท ř.Ŝ.ś ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั แล้ว |A×B| = |A| · |B|

บทนิยาม ř.Ŝ.Ŝ ความสัมพนัธ์ (relation) จากเซต A ไป B คือเซตยอ่ยของ A×B
ถ้า R เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ (a, b) ∈ R เขียนแทนด้วย aR b

ในกรณีทีÉ R เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป A จะเรียก r วา่ความสมัพนัธ์บน A

บทนิยาม ř.Ŝ.ŝ ให้ R เป็นความสมัพนัธ์ใน A โดยทีÉ A เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แล้วจะเรียก R วา่
ความสัมพนัธ์สมมูล (equivalence relation) ก็ตอ่เมืÉอมีสมบตัิ ś ข้อดงัตอ่ไปนี Ê
ř. สะท้อน (Reflexive) ก็ตอ่เมืÉอ aR a ทกุ ๆ a ∈ A
Ś. สมมาตร (Symmetric) ก็ตอ่เมืÉอ ถ้า aR b แล้ว bR a ทกุ ๆ a, b ∈ A
ś. ถ่ายทอด (Transitive) ก็ตอ่เมืÉอ ถ้า aR b และ bR c แล้ว aR c ทกุ ๆ a, b, c ∈ A

ถ้า R เป็นความสมัพนัธ์สมมลู และ a ∈ A ชั Êนสมมูลของ a มอดุโล R (equivalence class of a
modulo R)

[a] = {x ∈ A : xR a}

และเซตของชั Êนสมมลูเรียกวา่ A มอดุโล R (A mudulo R) เขียนแทนด้วย A/R ดงันั Êน
A/R = {[a] : a ∈ A}



ř.Ŝ. ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั Śś

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Ş ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้

xR y ก็ตอ่เมืÉอ 3 | (y − x)

จงพิสจูน์วา่ R เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z พร้อมหา Z/R



ŚŜ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
ทฤษฎีบท ř.Ŝ.ş ให้ R เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A ̸= ∅ แล้ว
ř. ∀a ∈ A, [a] ̸= ∅

Ś. ∀a, b ∈ A, [a] ∩ [b] ̸= ∅ ↔ aR b

ś. ∀a, b ∈ A, [a] = [b] ↔ aR b

Ŝ. ∀a, b ∈ A, [a] ̸= [b] ↔ [a] ∩ [b] = ∅

บทนิยาม ř.Ŝ.Š ให้ A เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ Λ เป็นเซตรรชนี จะกลา่ววา่
Π = {Aα : ∅ ̸= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เป็นผลแบ่งกัน (partition) ของ A ถ้า
(ř) ∪

α∈Λ

Aα = A

(Ś) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรือ Aα ∩ Aβ = ∅

เมืÉอ ∪
α∈Λ

Aα = {x : x ∈ Aα สําหรับบาง α ∈ Λ}

ทฤษฎีบท ř.Ŝ.š ให้ A เป็นเซตไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ R เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A แล้ว
A/R เป็นผลแบง่กั ÊนหนึÉงของ A



ř.Ŝ. ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั Śŝ

จากตวัอยา่ง ř.Ŝ.Ş จะได้วา่ {[0], [1], [2]} เป็นผลแบง่กนัของ Z ตอ่ไปจะพิจารณากรณีทัÉวไปของ
ความสมัพนัธ์ในตวัอยา่งดงักลา่วคือ

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ n | (b− a)

เมืÉอ n เป็นจํานวนเตม็บวก พิสจูน์คล้ายกบัตวัอยา่ง ř.Ŝ.Ş จะได้วา่ ∼ เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z

ชั Êนสมมลูของ a ∈ Z เขียนแทนด้วย ā นัÉนคือ
ā = {a+ kn : k ∈ Z}

ข้อสังเกต ř.Ŝ.řŘ ในกรณี ā = b̄ โดยทฤษฎีบท ř.Ŝ.ş ข้อ ś จะได้วา่ a ∼ b นัÉนคือ n | (b − a) ดงั
นั Êนมีจํานวนเตม็ k ซึÉง b = a+ kn หรือกลา่วได้วา่

ā = b̄ ก็ตอ่เมืÉอ b = a+ kn สําหรับบางจํานวนเตม็ k
หรือกลา่วอีกนยัหนึÉงได้วา่

ā = b̄ ก็ตอ่เมืÉอ เมืÉอนํา n ไปหาร a และ b แล้วมีเศษเหลือเทา่กนั
ชั ÊนสมมลูทีÉแตกตา่งกนัมีทั Êงหมด n เซตดงันี Ê

0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1

เรียกเซตของชั Êนสมมลูวา่ เซตของจาํนวนเตม็มอดุโล n (the set of integer molulo n) เขียนแทน
ด้วย Zn ดงันั Êน

Zn = {0̄, 1̄, 2̄, ..., n− 1}

ตอ่ไปคือตวัอยา่งของเซตของจํานวนเตม็มอดโุล n

เซตของจํานวนเตม็มอดโุล n แจกแจงสมาชิก
Z1 {0̄}

Z2 {0̄, 1̄}

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7

Z11



ŚŞ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

บทนิยาม ř.Ŝ.řř จะกลา่ววา่ความสมัพนัธ์ f ⊆ A×B เป็นฟังก์ชัน (function) ก็ตอ่เมืÉอ
แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถ้า x1 = x2 แล้ว y1 = y2

ถ้า f เป็นฟังก์ชนั และ (x, y) ∈ f เขียนแทนด้วย y = f(x) หรือ x 7→ f(x)

บทนิยาม ř.Ŝ.řŚ f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B (function from A into B) เขียนแทนด้วย f : A→ B

ก็ตอ่เมืÉอ
ř. f เป็นฟังก์ชนั Ś. Dom(f) = A ś. Ran(f) ⊆ B

เมืÉอ Dom(f) = {x ∈ A : (x, y) ∈ f} เรียกวา่ โดเมน (domain) ของ f
และ Ran(f) = {y ∈ A : (x, y) ∈ f} เรียกวา่ เรนจ์ (range) ของ f
บทนิยาม ř.Ŝ.řś กําหนดให้ f : A→ B จะกลา่ววา่
ř. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉง (one-to-one หรือ injection) หรือ ฟังก์ชนั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2)→ x1 = x2

Ś. f เป็นฟังก์ชันทัÉวถงึ (onto function หรือ surjection) ก็ตอ่เมืÉอ Ran(f) = B

ś. f เป็นฟังก์ชันหนึÉงต่อหนึÉงแบบทัÉวถงึ (bijection) ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงและ
เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ

ข้อสังเกต ř.Ŝ.řŜ ให้ f : A→ B โดยทีÉ A และ B เป็นเซตจํากดั
ř. ถ้า f เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉง แล้ว |A| ≤ |B|
Ś. ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทัÉวถงึ แล้ว |A| ≥ |B|
ś. ถ้า f เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ แล้ว |A| = |B|

ในกรณี A = {a1, a2, a3, ..., an} และ f ฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ จาก A ไป B เขียนแทนด้วย
แผนภาพตอ่ไปนี Ê (

a1 a2 a3 · · · an

f(a1) f(a2) f(a3) · · · f(an)

)

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řŝ จงเขียนแผนภาพแทนฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจากA ไปA เมืÉอA = {1, 2, 3}



ř.Ŝ. ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั Śş

บทนิยาม ř.Ŝ.řŞ ให้ f : A → B และ g : B → C แล้ว g ◦ f : A → C เรียกวา่ฟังก์ชันประกอบ
(composite function) ของ f และ g นิยามโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ฟังก์ชันเอกลักษณ์ (indentity function) คือ iA : A→ A นิยามโดย iA(x) = x

ตัวอย่าง ř.Ŝ.řş ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ f , g เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
และ g =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)

จงหาฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê
ř. iA

Ś. f ◦ g

ś. g ◦ f

Ŝ. f ◦ f



ŚŠ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
บทนิยาม ř.Ŝ.řŠ ให้ f : A→ B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังก์ชันผกผันได้ (invertible function)

ก็ตอ่เมืÉอ
f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เป็นฟังก์ชนั

และเรียก f−1 วา่ฟังก์ชันผกผัน (inverse function) ของ f

ทฤษฎีบท ř.Ŝ.řš ให้ f : A→ B แล้วจะได้วา่
f เป็นฟังก์ชนัผกผนัได้ ก็ตอ่เมืÉอ f เป็นฟังก์ชนั ř-ř

ทฤษฎีบท ř.Ŝ.ŚŘ f : A→ B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ ก็ตอ่เมืÉอ f−1 : B → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř
แบบทัÉวถงึ



ř.Ŝ. ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั Śš

ตัวอย่าง ř.Ŝ.Śř ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ f , g เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
และ g =

(
1 2 3 4

3 4 2 1

)

จงหาฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê
ř. f−1

Ś. g−1

ś. f−1 ◦ g−1

Ŝ. (f ◦ g)−1



śŘ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
ทฤษฎีบท ř.Ŝ.ŚŚ ให้ f : A→ B แล้ว
ř. f ◦ iA = f Ś. iB ◦ f = f

ทฤษฎีบท ř.Ŝ.Śś ให้ f : A→ B เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ จะได้วา่
ř. f ◦ f−1 = iB Ś. f−1 ◦ f = iA



ř.Ŝ. ความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั śř

แบบฝึกหดั ř.Ŝ
ř. ให้ n ∈ N จงแสดงวา่ ∼ เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน Z โดยทีÉ

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ n | (b− a)

Ś. ความสมัพนัธ์ R บน Z นิยามโดย aR b ก็ตอ่เมืÉอ 2 | (a+ b)

จงแสดงวา่ R เป็นความสมัพนัธ์สมมลู และหา Z/R

ś. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี ÊZ8, Z13 และ Z18

Ŝ. ให้ f : A→ B เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึ จงพิสจูน์วา่ความสมัพนัธ์ทีÉนิยามโดย

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ f(a) = f(b)

เป็นความสมัพนัธ์สมมลู และหาชั Êนของสมมลู
ŝ. ถ้า f, g, h เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป A จงแสดงวา่ f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

Ş. จงตรวจสอบวา่ f : Q→ Q นิยามโดย f(a/b) = a เป็นฟังก์ชนัหรือไม่
ş. ให้ f(x) = x− 1

x+ 1
เมืÉอ x ̸= −1 จงหาสตูรของ f−1(x)

Š. ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} และ f , g เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป A โดยทีÉ

f =

(
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

)
and g =

(
1 2 3 4 5

3 5 1 2 4

)

จงหาฟังก์ชนัตอ่ไปนี Ê
Š.ř f ◦ g

Š.Ś g ◦ f

Š.ś g ◦ g

Š.Ŝ f ◦ f

Š.ŝ f−1 ◦ g

Š.Ş g ◦ f−1

Š.ş (f ◦ g)−1

Š.Š (g ◦ f)−1



śŚ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ř.ŝ การดาํเนินการทวภิาค
หลายคนคงคุ้นเคยกบัการดําเนินการตา่ง ๆ โดยเฉพาะทางเลขคณิต เชน่ การบวก ลบ คณู หาร

(+,−, ·,÷) มาบ้างแล้ว ในหวัข้อนี Êจะนําเสนอนิยามของการเนินการให้อยู่ในรูปทัÉวไปมากขึ Êน ซึÉง
เรียกวา่การดาํเนินการทวภิาค (binary operation) ซึÉงเป็นฟังก์ชนัหนึÉงโดยนิยามดงัตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม ř.ŝ.ř ให้ G เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง แล้ว ∗ เป็น การดาํเนินการทวภิาค บนเซต G
ก็ตอ่เมืÉอ

∗ : G×G→ G

นิยมเขียน a ∗ b = c แทน ∗(a, b) = c

ข้อสังเกต ř.ŝ.Ś ถ้า ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบน G แล้ว
a ∗ b ∈ G ทกุ ๆ a, b ∈ G

และกลา่ววา่ G มี สมบตัปิิด (closed) ภายใต้ ∗
ตัวอย่าง ř.ŝ.ś ตอ่ไปนี Êเป็นตวัอยา่งการดําเนินการทวิภาคทีÉคุ้นเคย เชน่
ř. + เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Z เขียน a+ b แทน +((a, b))

Ś. × เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Z เขียน a× b แทน ×((a, b))
ś. ∪ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเอกภพสมัพทัธ์ เขียน A ∩B แทน ∩((A,B))

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ŝ จงตรวจสอบวา่ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคหรือไม่
ř. a ∗ b = a+ b+ 1 บน Z Ś. a ∗ b = a+ b

2
บน Z

ตัวอย่าง ř.ŝ.ŝ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซตของจํานวนนบั โดย
a ∗ b = 1

2
(a+ b)(a+ b− 1)

จงหาคา่ของ 3 ∗ 2 และ 1 ∗ (2 ∗ 3)



ř.ŝ. การดําเนินการทวิภาค śś

ตอ่ไปจะกลา่วถงึการสร้าง ตารางเคย์เลย์ (Cayley table) หรือ ตารางกรุป (group table)
สําหรับการดําเนินการบนเซตจํากดัเพืÉอให้แสดงถงึคา่ตา่ง ๆ ทีÉเกิดจากการดําเนินการทีÉกําหนดให้
โดยมีหลกัวา่ตวัดําเนินการตวัหน้ากําหนดไว้เป็นหลกัแรกและตวัดําเนินการตวัหลงักําหนดไว้แถว
บนสดุ และผลการดําเนินการคือสว่นตารางทีÉเกิดการจากตวัหน้าและตวัหลงั ดงัตวัอยา่ง ∗ เป็นการ
ดําเนินการทวิภาคบนเซต {a, b, c}

∗ a b c

a a ∗ a a ∗ b a ∗ c
b b ∗ a b ∗ b b ∗ c
c c ∗ a c ∗ b c ∗ c

สําหรับการบวกและการคณูบนเซต {1, 2, 3} เขียนตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Ê
+ 1 2 3

1 Ś ś Ŝ
2 ś Ŝ ŝ
3 Ŝ ŝ Ş

× 1 2 3

1 ř Ś ś
2 Ś Ŝ Ş
3 ś Ş š

ตัวอย่าง ř.ŝ.Ş จงสร้างตารางเคย์เลย์สําหรับดําเนินการทวิภาค ∗ ดงัตอ่ไปนี Ê
ř. a ∗ b = ab บน {0, 1}

Ś. a ∗ b = ab บน {−1, 1}

ś. a ∗ b = (−1)a + (−1)b

2
บน {−1, 0, 1}

Ŝ. ā ∗ b̄ = a+ b บน Z3 = {0̄, 1̄, 2̄}



śŜ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
ตัวอย่าง ř.ŝ.ş ตารางเคย์เลย์ของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4} คือ

∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 1 4 3

3 3 4 1 2

4 4 3 2 1

จงหาคา่ตอ่ไปนี Ê
ř. (1 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 2) Ś. (4 ∗ 4) ∗ (3 ∗ 3) ś. 1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4))

บทนิยาม ř.ŝ.Š ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G และให้ A ⊆ G ถ้า
a ∗ b ∈ A ทกุ ๆ a, b ∈ A

แล้วจะกลา่ววา่ เซต A มีสมบัตปิิด (closed) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิปิดบนเซต A
เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิปิดบนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ

ตัวอย่าง ř.ŝ.š ให้ E = {0,±2,±4,±6, ...} และ O = {±1,±3,±5, ...} จงตรวจสอบวา่ E และ O
มีสมบตัิปิดภายใต้การบวกและการคณูหรือไม่

ตัวอย่าง ř.ŝ.řŘ พิจารณาการดําเนินการตอ่ไปนี Êวา่มีสมบตัิปิดบนเซต N หรือไม่
ř. a ∗ b = a+ b+ 1 Ś. a ∗ b = a+ b− 2



ř.ŝ. การดําเนินการทวิภาค śŝ

สามารถตรวจสอบสมบตัิปิดโดยใช้ตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Êตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê

ตัวอย่าง ř.ŝ.řř จงใช้ตารางเคย์เลย์ตรวจสอบสมบตัิปิดของตวัดําเนินการทวิภาคตอ่ไปนี Ê Ê

ř. a ∗ b = 3
√
ab บน A = {−1, 0, 1}

Ś. B = {1,
√
2 + 1,

√
2− 1} กบัการคณู

บทนิยาม ř.ŝ.řŚ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้า
a ∗ b = b ∗ a ทกุ ๆ a, b ∈ G

จะกลา่ววา่เซต G มีสมบัตกิารสลับทีÉ (commutative law) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิการสลบัทีÉบน
เซต G

เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิการสบัทีÉบนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ
ตัวอย่าง ř.ŝ.řś พิจารณาการดําเนินทวิภาคตอ่ไปนี ÊมีสมบตัิการสลบัทีÉหรือไม่
ř. กําหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 5 เมืÉอ a, b ∈ N

Ś. กําหนดให้ a ∗ b = a2 + ab เมืÉอ a, b ∈ Z



śŞ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

การตรวจสอบสมบตัิการสลบัทีÉจากตารางเคย์เลย์ ทําได้โดยลากเส้นผา่นแนวทแยงจากซ้ายบน
ไปยงัขวาลา่งถ้าคา่แตล่ะคา่ในตารางสมมาตรกนัผา่นเส้นทแยงจะได้สรุปได้วา่การดําเนินการนั Êนมี
สมบตัิปิด
ตัวอย่าง ř.ŝ.řŜ กําหนดตารางเคย์เลย์ของการดําเนินทวิภาค ∗

ř. นิยาม ∗ บน G1 = {0, 1, 2} ดงันี Ê

∗ 0 1 2

0 2 0 0

1 0 1 2

2 1 2 2

Ś. นิยาม ⋆ บน G2 = {1, 2, 3} ดงันี Ê

⋆ 1 2 3

1 1 3 2

2 3 2 1

3 2 1 3

บทนิยาม ř.ŝ.řŝ ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้า
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ทกุ ๆ a, b, c ∈ G

แล้วจะกลา่ววา่ เซต G มีสมบัตกิารเปลีÉยนกลุ่ม (associative law) ทีÉภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิการ
เปลีÉยนกลุม่ทีÉบนเซต G

เห็นได้วา่การบวกและการคณูมีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่บนเซตจํานวนจริง จํานวนเตม็ และจํานวนตรรกยะ
ตัวอย่าง ř.ŝ.řŞ จงตรวจสอบสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ของการดําเนินทวิภาคตอ่ไปนี Ê
ř. กําหนดให้ a ∗ b = a+ b+ 1 เมืÉอ a, b ∈ N

Ś. กําหนดให้ a ∗ b = a+ 2b เมืÉอ a, b ∈ Z



ř.ŝ. การดําเนินการทวิภาค śş

บทนิยาม ř.ŝ.řş ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้ามี e ∈ G ซึÉงสอดคล้อง
a ∗ e = a = e ∗ a ทกุ ๆ a ∈ G

แล้วจะกลา่ววา่เซต G มี e เป็น เอกลักษณ์ (identity) ภายใต้ ∗
สําหรับเซตจํานวนจริงการบวกมี Ř เป็นเอกลกัษณ์ และการคณูมี ř เป็นเอกลกัษณ์

ตัวอย่าง ř.ŝ.řŠ จากตารางเคย์เลย์
∗ 1 2 3

1 1 1 2

2 1 2 3

3 2 3 3

จงหาเอกลกัษณ์ของ {1, 2, 3} ภายใต้ ∗

ตัวอย่าง ř.ŝ.řš จงหาเอกลกัษณ์ (ถ้ามี) ของการดําเนินบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี Ê
ř. ให้ a ∗ b = a+ b− 7 เมืÉอ a, b ∈ Z

Ś. ให้ a ∗ b = 7ab เมืÉอ a, b ∈ Z

ś. ให้ a ∗ b = a− 2b เมืÉอ a, b ∈ Q



śŠ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน

ทฤษฎีบท ř.ŝ.ŚŘ ถ้า G มีเอกลกัษณ์ภายใต้การดําเนินการ ∗ จะมีได้เพียงตวัเดียวเทา่นั Êน

บทนิยาม ř.ŝ.Śř ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ทีÉมี e เป็นเอกลกัษณ์ ถ้า a ∈ G และ
มี b ∈ G ซึÉง a ∗ b = e = b ∗ a

จะกลา่ววา่ b วา่ตัวผกผัน (inverse) ของ a ภายใต้ ∗ หรือเรียกสั Êน ๆ วา่ b เป็นตวัผกผนัของ a เขียน
สญัลกัษณ์ด้วย a−1

ข้อสังเกต ř.ŝ.ŚŚ ถ้า b เป็นตวัผกผนัของ a ภายใต้ ∗ แล้ว a เป็นตวัผกผนัของ b ภายใต้ ∗ เช่นกนั
ตัวอย่าง ř.ŝ.Śś จงหาตวัผกผนั (ถ้ามี) ของสมาชิกทกุตวัจากตารางเคย์เลย์

∗ 1 2 3

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 3 3

ตัวอย่าง ř.ŝ.ŚŜ ให้ G = {−1, 1,−i, i} เมืÉอ i = √−1 กบัการคณู แสดงตารางเคย์เลย์ได้ดงันี Ê
× −1 1 −i i

−1
1

−i
i

จงหาตวัผกผนัของสมาชิแตล่ะตวั



ř.ŝ. การดําเนินการทวิภาค śš

ตัวอย่าง ř.ŝ.Śŝ กําหนดให้ a ∗ b = a+ b− 7 สําหรับ a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ
ř. 2

Ś. 14

ś. 19

Ŝ. x ∈ Z

ทฤษฎีบท ř.ŝ.ŚŞ ให้ n ∈ N สําหรับ ā, b̄ ∈ Zn โดยทีÉ
ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Zn และเรียกวา่การบวกและการคณูบน Zn ตามลําดบั

จากทฤษฎีบท ř.ŝ.ŚŞ พิสจูน์ได้โดยงา่ยวา่การบวกและการคณูบน Zn มีสมบตัิการสลบัทีÉและ
เปลีÉยนกลุม่ โดยมี 0̄ เป็นเอกลกัษณ์การบวก 1̄ เป็นเอกลกัษณ์การคณู
ตัวอย่าง ř.ŝ.Śş จงหาตวัผกผนัสําหรับการบวกและการคณูของแตล่ะสมาชิกใน Z5

สมาชิก ตวัผกผนั เหตผุล
การบวก

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄

สมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล
การคณู

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄



ŜŘ บททีÉ ř. ความรู้พืÊนฐาน
แบบฝึกหดั ř.ŝ

ř. จงตรวจสอบสมบตัิปิดของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต A ตอ่ไปนี Ê
ř.ř นิยาม a ∗ b = a2 − ab− 2b2

a+ b
บน A = N

ř.Ś นิยาม a ∗ b = (a+ b)2 − (a+ b)

2
บน A = N

ř.ś นิยาม a ∗ b = เศษทีÉเหลือจากการหาร a+ b ด้วย 7 บน A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

ř.Ŝ นิยาม a ∗ b = (2a)(2b) บน A = {0, 2, 4, 6, 8, ...}

ř.ŝ นิยาม a ∗ b = a+ b

a+ b+ 1
บน A = [0, 1]

Ś. จงตรวจสอบสมบตัิสลบัทีÉและเปลีÉยนกลุม่ พร้อมหาเอกลกัษณ์และตวัผกผนั ของการดําเนิน
การทวิภาค ∗ บนเซต G ตอ่ไปนี Ê
Ś.ř G = Z นิยาม a ∗ b = a2b+ ab2

Ś.Ś G = R นิยาม a ∗ b = a(−1)b +
b(−1)a

Ś.ś G = Q+ นิยาม a ∗ b = a
√
b+ b

√
a

Ś.Ŝ G = R+ นิยาม a ∗ b = a2 + ab

a+ b+ ab

Ś.ŝ G = Q นิยาม a ∗ b = 8ab

Ś.Ş G = Z นิยาม a ∗ b = 2a+ 2b

Ś.ş G = R+ นิยาม a ∗ b = 1

a
+

1

b

Ś.Š G = Z นิยาม a ∗ b = 1− a− b

Ś.š G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− π

Ś.řŘ G = Q นิยาม a ∗ b = 5ab

Ś.řř G = R นิยาม a ∗ b = ab+ 1

Ś.řŚ G = R นิยาม a ∗ b = a+ 2b

Ś.řś G = Qc นิยาม a ∗ b = a+ b
√
2

Ś.řŜ G = R นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab

Ś.řŝ G = R+ นิยาม a ∗ b =
√
a+
√
b

Ś.řŞ G = R+ นิยาม a ∗ b = a+ b
√
a+
√
b

ś. จงหาตวัผกผนัของ −2
3
, −2, 0, 1, 1

2
และจํานวนตรรกยะทกุตวัมีตวัผกผนัหรือไม่ ของการ

ดําเนินการ
นิยาม a ∗ b = −ab สําหรับ a, b ∈ Q

Ŝ. กําหนดให้ x} (x− y) = x2 + y2 เมืÉอ x, y ∈ R จงหาคา่ของ 20} (5} 3)

ŝ. กําหนดให้ a⊙ b = 2a+3b เมืÉอ a, b ∈ Q ถ้ามี x, y, z ∈ Q ซึÉง x⊙ (y⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z
และ x⊙ z = 3 จงหาคา่ของ z ⊙ (y ⊙ x)− (z ⊙ y)⊙ x

Ş. กําหนดให้ a⊗ b = a(a + b) เมืÉอ a, b ∈ Z+ ถ้า a⊗ b = 55 แล้วคา่มากสดุของ b⊗ a
มีคา่เทา่ใด

ş. กําหนดให้ a⊕ b = a+ b+ 2 เมืÉอ a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ 4 ภายใต้ ⊕
Š. กําหนดให้ a, b, c ∈ R ถ้ามี a เป็นอินเวอร์สการบวกของ b จงหา c ทีÉทําให้

4a+ 4b− 2c+ 12 = 0

š. จงหาตวัผกผนัภายใต้การคณูของ √a+ 1−
√
a เมืÉอ a > 0



บททีÉ Ś
กรุป

พื ÊนฐานทีÉสําคญัทางพีชคณิตนามธรรมคือการศกึษาโครงสร้างพีชคณิตทีÉเรียกวา่ กรุป (group)
โดยการพิจารณาสมบตัิของการดําเนินทวิภาคบนเซตทีÉสนใจ ดงัจะกลา่วในหวัข้อเริÉมต้น และยก
ตวัอยา่งตา่ง ๆ ทีÉหลากหลายของกรุป ศกึษาสมบตัิเบื Êองต้นเกีÉยวกบักรุป และศกึษากรุปสมมาตรซึÉง
เป็นตวัอยา่งของกรุปสลบัทีÉไมไ่ด้แบบจํากดั

Ś.ř นิยามและตัวอย่างของกรุป
บทนิยาม Ś.ř.ř กรุป (Group) หมายถงึเซต G กบัการดําเนินการทวิภาค ∗ เขียนแทนด้วยคูอ่นัดบั
(G, ∗) ทีÉมีสมบตัิ ś ข้อตอ่ไปนี Ê
ř. สมบัตกิารเปลีÉยนกลุ่ม กลา่วคือ

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c สําหรับทกุ ๆ a, b, c ∈ G

Ś. การมีเอกลักษณ์ กลา่วคือ มี e ∈ G ซึÉง

a ∗ e = a = e ∗ a สําหรับทกุ ๆ a ∈ G

เรียก e วา่เอกลกัษณ์ใน G
ś. การมีตัวผกผัน กลา่วคือ ทกุ ๆ a ∈ G จะมี b ∈ G ซึÉง

a ∗ b = e = b ∗ a

เรียก b วา่ตวัผกผนัของ a เขียนแทนด้วย a−1

ถ้า (G, ∗) มีสมบตัิข้อทีÉ ř เทา่นั Êนเรียกวา่ กึÉงกรุป (semigroup) ถ้ามีสมบตัิข้อทีÉ ř และข้อทีÉ Ś เรียก
วา่ โมนอยด์ (monoid)



ŜŚ บททีÉ Ś. กรุป

บทนิยาม Ś.ř.Ś ถ้า (G, ∗) มีสมบตัิการสลบัทีÉ นัÉนคือ
a ∗ b = b ∗ a สําหรับทกุ ๆ a, b ∈ G

เรียก (G, ∗) วา่กรุปสลับทีÉ (commutative group) หรือ กรุปอาบีเลียน (abelian group) ซึÉงตั ÊงชืÉอ
เพืÉอเป็นเกียรติให้กบันกัคณิตศาสตร์ชาวนอร์เวย์นามวา่ นีลส์ อเบล (Niels Abel)
บทนิยาม Ś.ř.ś ถ้า (G, ∗) เป็นกรุปโดยทีÉ G เป็นเซตจํากดั เรียกวา่ กรุปจาํกัด (finite group) ถ้า
สนใจจํานวนสมาชิกของเซตG จะกลา่ววา่ (G, ∗) เป็นกรุปจาํกัดอันดับ |G| (finite group of order
|G|) ถ้า G เป็นเซตอนนัต์เรียก (G, ∗) วา่ กรุปอนันต์ (infinite group)

ตอ่ไปคือตารางแสดงการมีสมบตัิกบัการเป็นกรุปของเซตทีÉเราคุ้นเคยกบัการบวกและการคณู
คูอ่นัดบั สมบตัิ เอกลกัษณ์ การมี ชนิด

การเปลีÉยนกลุม่ ตวัผกผนั
(Z,+)

(Q,+)

(R,+)

(C,+)

(Z+,+)

(Q+,+)

(R+,+)

คูอ่นัดบั สมบตัิ เอกลกัษณ์ การมี ชนิด
การเปลีÉยนกลุม่ ตวัผกผนั

(Z, ·)
(Q, ·)
(R, ·)
(C, ·)
(Z+, ·)
(Q+, ·)
(R+, ·)
(Z∗, ·)
(Q∗, ·)
(R∗, ·)
(C∗, ·)

ข้อสังเกต Ś.ř.Ŝ ({0},+) เป็นกรุปการบวกทีÉเลก็ทีÉสดุ และ({1}, ·) เป็นกรุปการคณูทีÉเลก็ทีÉสดุ ซึÉง
ทั Êงคูเ่ป็นกรุปแบบจํากดัอนัดบั ř



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป Ŝś

ตัวอย่าง Ś.ř.ŝ จงตรวจสอบวา่ ({−1, 1}, ·) เป็นกรุปหรือไม่

ตัวอย่าง Ś.ř.Ş จงตรวจสอบวา่ (G, ·) เป็นกรุปหรือไม่ โดยทีÉ G = {−1, 1, i,−i} เมืÉอ i2 = −1

ตัวอย่าง Ś.ř.ş กําหนดให้
a ∗ b = a+ b+ 2 เมืÉอ a, b ∈ Z

จงแสดงวา่ (Z, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน



ŜŜ บททีÉ Ś. กรุป
ตัวอย่าง Ś.ř.Š กําหนดให้

a ∗ b = 3ab เมืÉอ a, b ∈ Q+

แล้ว (Q+, ∗) เป็นกรุปหรือไมเ่พราะเหตใุด

ตัวอย่าง Ś.ř.š กําหนดให้
a ∗ b = a+ b+ ab เมืÉอ a, b ∈ R

จงแสดงวา่ (R, ∗) เป็นโมนอยด์



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป Ŝŝ

ตัวอย่าง Ś.ř.řŘ ถ้า G = (−1, 1) กําหนดให้
a ∗ b = a+ b

ab+ 1
ทกุ ๆ a, b ∈ G

แล้ว (G, ∗) เป็นกรุปหรือไม่

ตัวอย่าง Ś.ř.řř ให้ G = {e, a} และ e เป็นเอกลกัษณ์ใน G ซึÉง a ∗ a = e

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุปแบบจํากดัอนัดบั Ś



ŜŞ บททีÉ Ś. กรุป

กรุปไคลน์โฟว์
ตอ่ไปจะพิจารณากรุปลกัษณะเดียวกนักบัตวัอยา่ง Ś.ř.řř แตเ่พิÉมอนัดบัเป็น Ŝ
ให้ K4 = {e, a, b, c} และ e เป็นเอกลกัษณ์ใน K4 ซึÉง

a ∗ a = b ∗ b = c ∗ c = a ∗ b ∗ c = e

แล้ว (K4, ∗) เป็นกรุป จะเรียกวา่ กรุปไคลน์โฟว์ (Klein Ŝ-group) ซึÉงจะเห็นวา่ทกุสมาชิกในกรุปมี
ตวัผกผนัของตวัเอง

พิจารณา
a ∗ (a ∗ b ∗ c) ∗ a = a ∗ e ∗ a = a ∗ a = e

(a ∗ a) ∗ (b ∗ c ∗ a) = e

e ∗ (b ∗ c ∗ a) = e

b ∗ c ∗ a = e

ในทํานองเดียวกนัจะได้วา่ c ∗ a ∗ b = e, a ∗ c ∗ b = e และ b ∗ a ∗ c = e จะได้วา่
a ∗ b = (a ∗ b) ∗ e = (a ∗ b) ∗ (c ∗ c) = (a ∗ b ∗ c) ∗ c = e ∗ c = c

a ∗ c =

b ∗ a =

b ∗ c =

c ∗ a =

c ∗ b =

แสดงผลของการดําเนินการดงัตาราง
∗ e a b c

e

a

b

c

สรุปได้ด้วยวา่กรุปไคลน์โฟว์เป็นกรุปอาบีเลียน



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป Ŝş

กรุปของจาํนวนเตม็มอดุโล n

ตอ่ไปจะพิจารณากรุปบนเซตของจํานวนเตม็มอดโุล n หรือ Zn จากทฤษฎีบท ř.ŝ.ŚŞ จะได้วา่
ā+ b̄ = a+ b และ ā · b̄ = a · b

เป็นการดําเนินการทวิภาค และเรียกวา่การบวกและการคณูใน Zn ตามลําดบั
ทฤษฎีบท Ś.ř.řŚ (Zn,+) เป็นกรุปอาบีเลียนแบบจํากดั

ตัวอย่าง Ś.ř.řś จงหาตวัผกผนัของทกุสมาชิกใน (Z8,+)

วธีิทาํ แสดงได้ดงัตาราง
สมาชิก ตวัผกผนัการบวก เหตผุล

0̄

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

7̄



ŜŠ บททีÉ Ś. กรุป

ทฤษฎีบท Ś.ř.řŜ Zn มีสมบตัิการสลบัทีÉและสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ภายใต้การคณู และมี 1̄ เป็น
เอกลกัษณ์การคณู

กําหนดให้ Z∗
n แทนเซตของจํานวนเตม็มอดโุลทีÉสมาชิกไมใ่ช่ 0̄ นัÉนคือ

Z∗
n = {x ∈ Zn : x ̸= 0̄}

ตัวอย่าง Ś.ř.řŝ จงตรวจสอบวา่ Z∗
4 และ Z∗

5 เป็นกรุปการคณูหรือไม่

ทฤษฎีบท Ś.ř.řŞ (Z∗
p, ·) เป็นกรุปอาบีเลียนแบบจํากดัอนัดบั p− 1



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป Ŝš

ตัวอย่าง Ś.ř.řş จงหาตวัผกผนัการคณูของแตล่ะสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ p = 2, 3

วธีิทาํ แสดงได้ดงัตารางตอ่ไปนี Ê
เซตและสมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล

Z∗
2

1̄

Z∗
3

1̄

2̄

ตอ่ไปจะเป็นตารางของตวัผกผนัการคณูของแตส่มาชิกใน (Z∗
p.·) เมืÉอ p = 2, 3, 5, 7

เซตและสมาชิก ตวัผกผนัการคณู เหตผุล
Z∗

5 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

1̄

2̄

3̄

4̄

Z∗
7 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

Z∗
11

1̄ 1̄ 1̄ · 1̄ = 1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

7̄

8̄

9̄

10



ŝŘ บททีÉ Ś. กรุป
ตัวอย่าง Ś.ř.řŠ จงหาตวัผกผนัการคณูของ 13 ใน (Z∗

23, ·)

จากนี Êเราจะขยายกรุปอาบีเลียน Z∗
p ไปยงักรณี Z∗

n โดยการเลือกสมาชิกใน Z∗
n ทีÉมีตวัผกผนัการ

คณูเทา่นั Êน นัÉนคือ ā ∈ Z∗
n จะมีตวัผกผนัการคณูนา่จะสอดคล้องกบัเงืÉอนไข

gcd(a, n) = 1

ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ś.ř.řš ให้ ā เป็นสมาชิกใน Z∗

n จะได้วา่
ā มีตวัผกผนัการคณู ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) = 1



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป ŝř

บทแทรก Ś.ř.ŚŘ กําหนดให้
Z×

n = {ā ∈ Zn : 0 < a < n และ gcd(a, n) = 1}

แล้ว (Z×
n , ·) เป็นกรุปอาบีเลียนอนัดบั ϕ(n)

ตารางตอ่ไปนี Êจะแสดงตวัอยา่งการแจกแจงสมาชิกของ Z×
n เมืÉอ n = 2, 3, 4, ..., 10

เซต สมาชิก จํานวนสมาชิก
Z∗

2 {1̄} ϕ(2) = 1

Z∗
3 {1̄, 2̄} ϕ(3) = 2

Z∗
4 {1̄, 3̄} ϕ(4) = 2

Z∗
5 {1̄, 2̄, 3̄, 4̄} ϕ(5) = 4

Z∗
6 {1̄, 5̄} ϕ(6) = 2

Z∗
7 {1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄} ϕ(7) = 6

Z∗
8 {1̄, 3̄, 5̄, 7̄} ϕ(8) = 4

Z∗
9 {1̄, 2̄, 4̄, 5̄, 7̄, 8̄} ϕ(9) = 6

Z∗
10 {1̄, 3̄, 7̄, 9̄} ϕ(10) = 4

ตัวอย่าง Ś.ř.Śř จงหาจํานวนสมาชิกของ Z×
2500

ตัวอย่าง Ś.ř.ŚŚ จงหาตวัผกผนัการคณูของ 51 ใน (Z×
100, ·)



ŝŚ บททีÉ Ś. กรุป

กรุปของเมทริกซ์
เมทริกซ์ (Matrix) คือสีÉเหลีÉยมผืนผ้าของตวัเลข โดยแนวนอนรียกวา่ แถว (row) แนวตั Êงเรียกวา่
หลัก (column) และขนาดของเมทริกซ์คือผลคณูของจํานวนแถวกบัจํานวนหลกั ตวัอยา่งเชน่[

−1 3 0 2

1 0 1 0

]

เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 4 เนืÉองจากมี Ś แถว และ Ŝ หลกั รูปแบบทัÉวไปของเมกทริกซ์ขนาด m × n
เขียนได้เป็น 

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn


นิยมใช้อกัษรภาษาองักฤษตวัพิมพ์ใหญ่แทนเมทริกซ์ เช่นเมทริกซ์ A ขนาด m× n เขียนแทนด้วย

[aij]m×n หรือ [aij]

โดยทีÉ aij คือคา่ของตวัเลขในแถวทีÉ i หลกัทีÉ j และในกรณีทีÉจํานวนแถวเทา่กบัจํานวนหลกั เรียกวา่
เมทริกซ์จตุรัส (square matrix)

การเทา่กนัของสองเมทริกซ์หมายถงึเมทริกซ์ทีÉมีขนาดเดียวกนัและทกุตําแหนง่ในเมทริกซ์ทั Êง
สองเทา่กนั และเมทริกซ์ศูนย์ (zero matrix) หมายถงึทกุตําแหน่งมีคา่เป็นศนูย์เขียนแทนด้วย 0

บทนิยาม Ś.ř.Śś ให้ A = [aij] และ B = [bij] เป็นเมทริกซ์ทีÉมีขนาดเดียวกนั และ c เป็นจํานวนจริง
แล้วนิยาม
ř. A+B = [aij + bij] Ś. A−B = [aij − bij] ś. cA = [caij]

กําหนดให้เซตของเมทริกซ์ขนาด m× n เขียนแทนด้วย
Mmn(R) = {[aij]m×n : aij ∈ R}

ทฤษฎีบท Ś.ř.ŚŜ ให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ทีÉมีขนาด m× n และ 0 = [0]m×n จะได้วา่
ř. A+B = B + A

Ś. (A+B) + C = A+ (B + C)

ś. A+ 0 = A = 0 + A

Ŝ. A+ (−A) = 0 = (−A) + A

ทฤษฎีบท Ś.ř.Śŝ (Mmn(R),+) เป็นกรุปอาบีเลียน



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป ŝś

บทนิยาม Ś.ř.ŚŞ ให้ A = [aij] เป็นเมทริกซ์ขนาด m × r และ B = [bij] เป็นเมทริกซ์ขนาด r × n
แล้ว

AB =



a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r... ... ...
ai1 ai2 · · · air... ... ...
am1 am2 · · · amr




b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n... ... ... ...
br1 br2 · · · brj · · · brn

 = [cij]m×n

โดยทีÉ cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ airbrj

ตัวอย่าง Ś.ř.Śş กําหนดให้

A =

[
1 2 3

0 1 2

]
และ B =

2 3

1 1

1 0


จงหา AB และ BA
วธีิทาํ

AB =

[
1 2 3

0 1 2

]2 3

1 1

1 0

 =

BA =

2 3

1 1

1 0

[1 2 3

0 1 2

]
=

จากตวัอยา่ง Ś.ř.Śş แสดงให้เห็นวา่ AB ไมเ่ทา่กบั BA สําหรับ A,B และ C เป็นเมทริกซ์จตรัุส
ทีÉมีขนาดเดียวกนั จากสมบตัิการคณูของเมทริกซ์จะได้วา่

A(BC) = (AB)C

และนิยาม I เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์การคณูซึÉงมีขนาด n× n โดยทีÉ

I =


1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 0 1


ดงันั Êนสําหรับเมทริกซ์ A ขนาด n× n จะได้วา่ AI = A = IA ทําให้ได้วา่ (Mnn(R), ·) เป็นโมนอยด์

สําหรับเมทริกซ์ A =

[
a b

c d

]
เมืÉอ ad − bc ̸= 0 จะได้วา่ A มีตวัผกผนัการคณู เขียนแทนด้วย

A−1 โดยทีÉ
A−1 =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]



ŝŜ บททีÉ Ś. กรุป
และเรียกคา่ ad− bc วา่ ดีเทอร์มิแนนท์ (determinant) ของเมทริกซ์ A เขียนแทนด้วย det(A) ใน
ทางเมทริกซ์จะนิยามดีเทอร์มิแนนท์สําหรับเมทริกซ์จตรัุสเทา่นั Êน และสามารถพิสจูน์

เมเทริกซ์จตรัุส A มีตวัผกผนัการคณู ก็ตอ่เมืÉอ det(A) ̸= 0

จากสมบตัิดงักลา่วทําให้ได้ข้อสรุปตามทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ś.ř.ŚŠ (GLn(R), ·) เป็นกรุป โดยทีÉ

GLn(R) = {A ∈Mnn(R) : det(A) ̸= 0}

และเรียกวา่ กรุปเชิงเส้นทัÉวไป (the general linear group)

จะเห็นได้วา่กรุปเชิงเส้นทัÉวไปไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน เนืÉองจากการคณูของเมทริกซ์ไมมี่สมบตัิการ
สลบัทีÉ แต่เมืÉอจํากดัสมาชิกของกรุปและมีสมบตัิสอดคล้องนิยามของกรุปไคลน์โฟว์จะได้กรุปอาบี
เลียนดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง Ś.ř.Śš ให้ G = {I, A,B,C} ซึÉง

I =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
1 0

0 −1

]
, B =

[
−1 0

0 1

]
และ C =

[
−1 0

0 −1

]

จงแสดงวา่ (G, ·) เป็นกรุปไคลน์โฟว์



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป ŝŝ

กรุปของฟังก์ชัน
สําหรับ A ⊆ R โดยทีÉ A ̸= ∅ กําหนดให้

C[A] = {f : A→ R : f เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืÉอง }

ให้ f : A→ R และ g : A→ R นิยามการบวกการคณูดงันี Ê
(f + g)(x) = f(x) + g(x) และ (f · g)(x) = f(x) · g(x) ทกุ ๆ x ∈ A

ถ้า f, g เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืÉอง โดยสมบตัิของฟังก์ชนัจะได้วา่ f + g และ fg เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืÉอง
ทฤษฎีบท Ś.ř.śŘ (C[A],+) เป็นกรุปอาบีเลียน และ(C[A], ·) เป็นโมนอยด์

ให้ A ⊆ R โดยทีÉ A ̸= ∅ กําหนดให้
SA = {f : A→ A : f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ }

ตัวอย่าง Ś.ř.śř (SA,+) และ (SA, ·) เป็นกรุปหรือไม่

พิจารณาการดําเนินการคอมโพสทิตามบทนิยาม ř.Ŝ.řŞ นัÉนคือ
(f ◦ g)(x) = f(g(x))

ถ้า f, g, h : A → A เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ โดยสมบตัิของฟังก์ชนัจะได้วา่ f ◦ g เป็นฟังก์ชนั
ř-ř แบบทัÉวถงึ และ f−1 เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ และ

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

การพิสจูน์เว้นไว้เป็นแบบฝึกหดั
จากสมบตัิทีÉได้ดงักลา่วทําให้ได้วา่ทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê

ทฤษฎีบท Ś.ř.śŚ (SA, ◦) เป็นกรุป ซึÉงเรียกวา่ กรุปสมมาตร (symmetric group)



ŝŞ บททีÉ Ś. กรุป
กรุปของเซตย่อย
สําหรับเซต D นิยาม P(D) = {X : X ⊆ D} เรียกวา่ เซตกาํลัง (power set) ของ D แล้วจะได้
วา่การดําเนินการ ∪, ∩ และ − เป็นการดําเนินการทวิภาคบน P(D)

ตัวอย่าง Ś.ř.śś ให้ D ̸= ∅ จงตรวจสอบวา่ข้อใดตอ่ไปนี Êเป็นกรุป
ř. (P(D),∪)

Ś. (P(D),∩)

ś. (P(D),−)



Ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุป ŝş

ให้ A และ B เป็นเซต นิยาม ผลต่างสมมาตร (symmetric difference) ของ A และ B เขียน
แทนด้วย A △ B โดย

A △ B = (A−B) ∪ (B − A)

จะเห็นได้วา่ B △ A = (B−A)∪ (A−B) = (A−B)∪ (B−A) = A △ B ดงันั Êนผลตา่งสมมาตร
มีสมบตัิการสลบัทีÉ และ △ เป็นการดําเนินการทวิภาคบน P(D)

ทฤษฎีบท Ś.ř.śŜ ผลตา่งสมมาตรมีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่

ทฤษฎีบท Ś.ř.śŝ ให้ D ̸= ∅ แล้ว (P(D),△) เป็นกรุปอาบีเลียน



ŝŠ บททีÉ Ś. กรุป
แบบฝึกหดั Ś.ř

ř. พิจารณา (G, ∗) ทีÉกําหนดให้ตอ่ไปนี Ê เป็นกรุป กึÉงกรุป หรือโมนอยด์
ř.ř G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− 3

ř.Ś G = Z นิยาม a ∗ b = a+ 2b

ř.ś G = R∗ นิยาม a ∗ b = 5ab

ř.Ŝ G = Q นิยาม a ∗ b = ab

4

ř.ŝ G = Q นิยาม a ∗ b = a+ b

7

ř.Ş G = Q+ นิยาม a ∗ b = 3a

b

ř.ş G = N นิยาม a ∗ b = min{a, b} หมายถงึสมาชิกตวัน้อยสดุใน {a, b}
ř.Š G = N นิยาม a ∗ b = max{a, b} หมายถงึสมาชิกตวัมากสดุใน {a, b}
ř.š G = C นิยาม (a+ bi) ∗ (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

ř.řŘ G = Zn นิยาม ā ∗ b̄ = a+ b+ 1 เมืÉอ n = 3, 4, 5, 6

ř.řř G = Zn นิยาม ā ∗ b̄ = a− b เมืÉอ n = 3, 4, 5, 6

Ś. ให้ G = {x ∈ R : x ̸= −1} นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นอกรุปอาบีเลียน
ś. จงหาตวัผกผนัการบวกของทกุสมาชิกใน Z9 และ Z12

Ŝ. จงหาตวัผกผนัการคณูของทกุสมาชิกใน Z∗
13 และ Z×

15

ŝ. จงหาตวัผกผนัการคณูของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน (Z×
100, ·)

ŝ.ř 29 ŝ.Ś 61 ŝ.ś 73 ŝ.Ŝ 99

Ş. จงหาจํานวนสมาชิกของเซต
Ş.ř Z×

600 Ş.Ś Z×
1500 Ş.ś Z×

4900 Ş.Ŝ Z×
625000

ş. ให้M =

[
1 1

0 1

]
และ B = {X ∈M22(R) : MX = XM} แล้ว (B, ·) เป็นกรุปหรือไม่

Š. ให้ a เป็นคา่คงตวั และ Ga = {f : R→ R : f(x) = ax} แล้ว (Ga, ◦) เป็นกรุปหรือไม่
š. ให้ G = {z ∈ C : zn = 1 สําหรับบาง n ∈ Z+} แล้ว (G,+) และ (G, ·) เป็นกรุปหรือไม่
řŘ. ให้ G = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q} แล้ว (G,+) และ (G− {0}, ·) เป็นกรุปหรือไม่

řř. ให้ G = {An : A ∈ GL2(R) และ n ∈ N ∪ {0}} และ A0 = I แล้ว (G, ·) เป็นกรุปหรือไม่
řŚ. ถ้า D = {a, b} แล้ว (P(D),△) เป็นกรุปไคลน์โฟว์ปหรือไม่



Ś.Ś. สมบติัเบืÊองตน้ของกรุป ŝš

Ś.Ś สมบตัเิบื Êองต้นของกรุป
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึสมบตัิเบื Êองต้นเกีÉยวกบักรุปซึÉงจะนําไปใช้พิสจูน์ทฤษฎีบททีÉสําคญัตา่ง ๆ

ตอ่ไป ในทีÉนี Êการกลา่วถงึผลการดําเนินการ a ∗ b ในกรุป (G, ∗) จะเขียนด้วย ab และกลา่ววา่ G เป็น
กรุปโดยไม่ใช้คู่อนัดบัแต่กลา่วถงึเฉพาะเซตเทา่นั Êน แต่ให้เข้าใจวา่มีตวัดําเนินการทวิภาคหนึÉงคู่กบั
เซตนี Êเสมอ และใช้ e แทนด้วยเอกลกัษณ์ของกรุป
ทฤษฎีบท Ś.Ś.ř ให้ G เป็นกรุป จะได้วา่
ř. เอกลกัษณ์ใน G มีเพียงตวัเดียว เขียนแทนด้วย e
Ś. สําหรับแตล่ะ a ∈ G จะมีตวัผกผนัของ a เพียงตวัเดียว เขียนแทนด้วย a−1

ทฤษฎีบท Ś.Ś.Ś ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะได้วา่
ř. (a−1)−1 = a Ś. (ab)−1 = b−1a−1



ŞŘ บททีÉ Ś. กรุป
ตัวอย่าง Ś.Ś.ś ให้ G เป็นกรุป และ a, b, c ∈ G จงพิสจูน์วา่ (abc)−1 = c−1b−1a−1

ทฤษฎีบท Ś.Ś.Ŝ กฎการตัดออก (Law of Cancellation)
ให้ G เป็นกรุป และ a, b, c ∈ G
ř. ถ้า ac = bc แล้ว a = b

Ś. ถ้า ca = cb แล้ว a = b

บทแทรก Ś.Ś.ŝ ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะได้วา่
ř. ถ้า ab = a แล้ว b = e

Ś. ถ้า ab = b แล้ว a = e

ทฤษฎีบท Ś.Ś.Ş ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะได้วา่
ř. มี x ∈ G เพียงตวัเดียวทีÉสอดคล้องสมการ ax = b

Ś. มี y ∈ G เพียงตวัเดียวทีÉสอดคล้องสมการ ya = b



Ś.Ś. สมบติัเบืÊองตน้ของกรุป Şř

ทฤษฎีบท Ś.Ś.ş ให้ G เป็นกึÉงกรุป จะได้วา่ G เป็นกรุป ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ G
มี x ∈ G ซึÉง ax = b และ มี y ∈ G ซึÉง ya = b

ตัวอย่าง Ś.Ś.Š ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G โดยทีÉ c = c−1 จงแสดงวา่
ab = c ก็ตอ่เมืÉอ abc = e



ŞŚ บททีÉ Ś. กรุป

ในกรณีทีÉ a เป็นสมาชิกในกรุปการบวก แล้วตวัผกผนั a−1 นิยมเขียนแทนด้วย −a โดยทีÉ
a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n ตวั
เขียนแทนด้วย na

−a− a− · · · − a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เขียนแทนด้วย −na

นิยมเขียน 0 แทนเอกลกัษณ์การบวก และ 1 แทนเเอกลกัษณ์การคณู
จากการนิยามข้างต้นถ้า a ∈ G โดย m,n ∈ Z+ จะได้สมบตัคิล้ายสมบตัขิองเลขยกกําลงัดงันี Ê
ř. aman = am+n Ś. (am)n = amn ś. (am)−1 = (a−1)m

การพิสจูน์เว้นไว้เป็นแบบฝึกหดั Ś.Ś ข้อ Ŝ
ตัวอย่าง Ś.Ś.š ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G จงแสดงวา่

a2 = a ก็ตอ่เมืÉอ a = e

บทนิยาม Ś.Ś.řŘ ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G ถ้ามีจํานวนเตม็บวก n ทีÉน้อยทีÉสดุทีÉทําให้
an = e หรือ n = min{k ∈ N : ak = e}

จะเรียก n วา่ อันดับ (order) ของ a เขียนแทนด้วย ◦(a) ในกรณีทีÉไมมี่จํานวนเตม็บวกทีÉสอดคล้อง
เงืÉอนไขดงักลา่วให้เรียก a วา่มี อันดับอนันต์ (infinite order) เขียนแทนด้วย ◦(a) =∞
ข้อสังเกต Ś.Ś.řř ◦(a) = 1 ก็ตอ่เมืÉอ a = e

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŚ จงแสดงวา่ทกุสมาชิกในกรุป (Z,+) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเว้น 0

ตัวอย่าง Ś.Ś.řś จงแสดงวา่ทกุสมาชิกในกรุป (Q∗, ·) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเว้น −1 และ 1

ในทํานองเดียวกนัทกุสมาชิกในกรุป (R∗, ·) มีอนัดบัอนนัต์ ยกเว้น −1 และ 1



Ś.Ś. สมบติัเบืÊองตน้ของกรุป Şś
ตัวอย่าง Ś.Ś.řŜ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปในกรุป (C∗, ·)

ř. i และ −i

Ś.
√
2

2
+

√
2

2
i

ś. 1

2
−
√
3

2
i



ŞŜ บททีÉ Ś. กรุป

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŝ จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน Zn เมืÉอ n = 2, 3, 4 ภายใต้การบวก
วธีิทาํ แสดงได้ดงัตาราง

เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล
Z2

0̄

1̄

Z3

0̄

1̄

2̄

Z4

0̄

1̄

2̄

3̄

ข้อสังเกต 2(1̄) = 1̄ + 1̄ = 1 + 1 = 2(1) ทํานองเดียวกนัทําให้ได้วา่ n(ā) = na

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งอนัดบัของทกุสมาชิกใน Zn เมืÉอ n = 5, 6 ภายใต้การบวก
เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล

Z5

0̄ 1 0̄ = 1(0̄)

1̄

2̄

3̄

4̄

Z6

0̄ 1 0̄ = 1(0̄)

1̄

2̄

3̄

4̄

5̄

ทฤษฎีบท Ś.Ś.řŞ ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G จะได้วา่ a และตวัผกผนัของ a มีอนัดบัเดียวกนั



Ś.Ś. สมบติัเบืÊองตน้ของกรุป Şŝ

ตัวอย่าง Ś.Ś.řş จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ p = 2, 3 ภายใต้การคณู

วธีิทาํ แสดงได้ดงัตาราง
เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล

Z∗
2

1̄

Z∗
3

1̄

2̄

ตอ่ไปเป็นตวัอยา่งอนัดบัของทกุสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ n = 5, 7 ภายใต้การคณู

เซตและสมาชิก อนัดบั เหตผุล
Z∗

5

1̄ 1 เนืÉองจาก 1̄ เป็นเอกลกัษณ์
2̄

3̄

4̄

Z∗
7

1̄ 1 เนืÉองจาก 1̄ เป็นเอกลกัษณ์
2̄

3̄

4̄

5̄

6̄

ตารางทีÉ š แสดงอนัดบัของสมาชิกใน Z∗
p เมืÉอ n = 5, 7

ตัวอย่าง Ś.Ś.řŠ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน (Z12,+)

ř. 2̄ Ś. 3̄ ś. 5̄ Ŝ. 9̄ ŝ. 10
วธีิทาํ แสดงได้ดงัตาราง

สมาชิก อนัดบั เหตผุล
2̄

3̄

5̄

9̄

10



ŞŞ บททีÉ Ś. กรุป

ตัวอย่าง Ś.Ś.řš จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน (Z×
40, ·)

ř. 3̄

Ś. 7̄

ś. 11

Ŝ. 13

ŝ. 29



Ś.Ś. สมบติัเบืÊองตน้ของกรุป Şş

ตัวอย่าง Ś.Ś.ŚŘ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน (GL2(R), ·)

ř. A =

[
1 1

0 −1

]

Ś. B =

[
−1 1

0 1

]

ś. C =

[
1 0

0 −1

]

ทฤษฎีบท Ś.Ś.Śř ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G ถ้า ◦(a) = m แล้วจะได้วา่
สําหรับ k ∈ Z ซึÉง ak = e ก็ตอ่เมืÉอ m | k



ŞŠ บททีÉ Ś. กรุป
แบบฝึกหดั Ś.Ś

ř. ให้ G เป็นกรุป และ a1, a2, ..., an ∈ G จงแสดงวา่ (a1a2...an)
−1 = a−1

n ...a−1
2 a−1

1

Ś. ให้ x ∈ G จงพิสจูน์วา่ x2 = e ก็ตอ่เมืÉอ ◦(x) เทา่กบั ř หรือ Ś
ś. ให้ G เป็นกรุป และ x, y ∈ G จงพิสจูน์วา่ข้อความทั Êง ś ข้อสมมลูกนั

(ř) xy = yx (Ś) y−1xy = x (ś) x−1y−1xy = 1

Ŝ. ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G โดยทีÉ m,n ∈ Z+ จงแสดงวา่
Ŝ.ř aman = am+n Ŝ.Ś (am)n = amn Ŝ.ś (am)−1 = (a−1)m

ŝ. ให้ G เป็นกรุป และ a, x, y ∈ G จงพิสจูน์วา่

ŝ.ř a = a−1 ก็ตอ่เมืÉอ a2 = e ŝ.Ś ถ้า xya = a−1 แล้ว yax = a−1

Ş. จงพิสจูน์วา่ ถ้า x2 = e ทกุ ๆ x ∈ G แล้ว G เป็นกรุปอาบีเลียน
ş. จงพิสจูน์วา่ ถ้า (G, ∗) เป็นกึÉงกรุป ทีÉสอดคล้อง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

(ř) มี x ∈ G ซึÉง x ∗ a = a ทกุ ๆ a ∈ G
(Ś) สําหรับแตล่ะ a ∈ G มี b ∈ G ซึÉง b ∗ a = x

แล้ว (G, ∗) เป็นกรุป
Š. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปในกรุป (C∗, ·)

Š.ř
√
2

2
−
√
2

2
i Š.Ś −

√
3

2
+

1

2
i Š.ś 1

2
+

√
3

2
i

š. ให้ ā ̸= 0̄ เป็นสมาชิกของกรุป (Zn,+) จงแสดงวา่

◦(ā) = n ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) = 1

řŘ. จงหาอนัดบัของทกุสมาชิกใน (Z15,+) และ (Z∗
11, ·)

řř. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน Z19

3̄, 5̄, 7̄, 9̄, 12, 16, 23, −5, −11, −19, −14
řŚ. จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน Z×

45

1̄, 7̄, 9̄, 1̄1, 1̄3, 31, 27, −7, −21, −39, −41

řś. จงหา x ∈ R เมทริกซ์
[ sinx cosx
cosx −sinx

]
ใน (GL2(R), ·) มีอนัดบัเป็น Ś



Ś.ś. ผลคูณตรงของกรุป Şš

Ś.ś ผลคูณตรงของกรุป
สําหรับจํานวนจริง a และ b โดยทีÉ i2 = −1 จะได้วา่ z = a + bi เป็นจํานวนเชิงซ้อน เมืÉอเขียน

ในรูป (a, b) จะหมายถงึคูอ่นัดบัในระนาบเชิงซ้อน นัÉนหมายความวา่ (a, b) ∈ R× R โดยนิยามการ
บวกและการคณูดงันี Ê

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

ซึÉงสอดคล้องกบัการบวกและการคณูในจํานวนเชิงซ้อน เนืÉองจาก (C,+) เป็นกรุป เราจะได้วา่R×R
กบัการบวกดงักลา่วเป็นกรุปด้วย ในหวัข้อนี Êจงึขยายแนวคิดไปยงัการดําเนินการใด ๆ บนผลคณู
คาร์ทีเซียน
ตัวอย่าง Ś.ś.ř ให้ G = R× R∗ กําหนดให้

(a, b) ∗ (c, d) = (ad+ bc, bd)

จงแสดงวา่ (G, ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน



şŘ บททีÉ Ś. กรุป
ตัวอย่าง Ś.ś.Ś ให้ G = R∗ × R กําหนดให้

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc+ d)

แล้ว (G, ∗) เป็นกรุปหรือไม่



Ś.ś. ผลคูณตรงของกรุป şř

การขยายแนวคิดไปยงัการพิจารณา G1 ×G2 เมืÉอ (G1, ⋄) และ (G2,~) เป็นกรุป โดยนิยาม
(a, b) ∗ (c, d) = (a ⋄ c, b~ d) (Ś.ř)

จากนั Êนจะพิสจูน์ได้โดยงา่ยวา่ (G1 ×G2, ∗) เป็นกรุป ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ś.ś.ś ให้ (G1, ⋄) และ (G2,~) เป็นกรุป ถ้านิยามการดําเนิน ∗ ดงัสมการ Ś.ř แล้ว
(G1 ×G2, ∗) เป็นกรุป และเรียก G1 ×G2 วา่ ผลคูณตรงของกรุป (direct product of group)



şŚ บททีÉ Ś. กรุป
สําหรับกรุปการบวกใน Zn × Zm นิยาม

(ā, b̄) + (c̄, d̄) = (ā+ c̄, b̄+ d̄)

และสําหรับกรุปการคณูใน Z×
n × Z×

m นิยาม
(ā, b̄) · (c̄, d̄) = (ā · c̄, b̄ · d̄)

ตัวอย่าง Ś.ś.Ŝ จงหาตวัผกผนัและอนัดบัของทกุสมาชิกในกรุป Z2 × Z3

ตัวอย่าง Ś.ś.ŝ จงหาตวัผกผนัและอนัดบั (3̄, 7̄) ในกรุปการคณู Z∗
5 × Z∗

11



Ś.ś. ผลคูณตรงของกรุป şś

แบบฝึกหดั Ś.Ś
ř. จงตรวจสอบ (G, ∗) เป็นกรุปหรือไม่

ř.ř G = Z× Z กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b, ab)

ř.Ś G = Z× Z กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d)

ř.ś G = R∗ × R∗ กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bd)

ř.Ŝ G = Q×Q∗ กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b+ 1, 2ab)

ř.ŝ G = Q×Q กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ c− 3, b+ d+ 3)

ř.Ş G = R× R กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (a+ b+ ab, ab+ 1)

ř.ş G = R× R กําหนดให้ (a, b) ∗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

Ś. จงหาตวัผกผนัและอนัดบัของทกุสมาชิกใน
Ś.ř กรุปการบวก Z2 × Z4 Ś.Ś กรุปการคณู Z∗

3 × Z×
4

ś. จงหาตวัผกผนัและอนัดบั (5̄, 9̄) ในกรุปการคณู Z∗
7 × Z∗

13

Ŝ. ให้ G1 เมืÉอ G2 เป็นกรุป โดยทีÉ (a, b) ∈ G1 ×G2 ถ้า ◦(a) = m และ ◦(b) = n จงแสดงวา่
◦((a, b)) = ℓcm(n,m)



şŜ บททีÉ Ś. กรุป

Ś.Ŝ กรุปการเรียงสับเปลีÉยน
ในหวัข้อนี Êจะศกึษากรุปสมมาตร (SA, ◦) ตามทฤษฎีบท Ś.ř.śŚ โดยสนใจกรณีทีÉ A เป็นเซต

จํากดั ดงับทนิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ś.Ŝ.ř ให้ A เป็นเซตจํากดัทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง กําหนดให้

SA = {σ : A→ A : σ เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ }
แล้ว SA เป็นกรุปภายใต้การดําเนินการ ◦ เรียกวา่ กรุปการเรียงสับเปลีÉยน (permutation group)
สมาชิก σ ใน SA จะเรียกวา่ วธีิเรียงสับเปลีÉยน (permutation) ของ A

สําหรับกรณี A = {1, 2, ..., n} กรุปสมมาตร A เขียนแทนด้วย Sn และเขียน σ : A→ A โดย

σ =

(
1 2 3 ... n

σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)

)

จะได้ตวัผกผนัของ σ คือ σ−1 : A→ A เขียนได้เป็น

σ−1 =

(
σ(1) σ(2) σ(3) ... σ(n)

1 2 3 ... n

)

เอกลกัษณ์ของ Sn เขียนแทนด้วย (1) หมายถงึ

(1) =

(
1 1 3 ... n

1 2 3 ... n

)

ตวัอยา่ง Sn เมืÉอ n = 1, 2, 3

S1 =

{(
1

1

)}

S2 =

{(
1 2

1 2

)
,

(
1 2

2 1

)}

S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}

เมืÉอพิจารณา α =

(
1 2 3

2 1 3

)
และ α =

(
1 2 3

3 1 2

)
แล้ว

α ◦ β =

(
1 2 3

2 1 3

)
◦

(
1 2 3

3 1 2

)
=

(
1 2 3

3 2 1

)

ผลของ α ◦ β หาได้จากขวาไปซ้าย ดงันั Êนถ้านิยาม βα = α ◦ β จะทําให้การหาผลดงักลา่วจากซ้าย
ไปขวาได้ ดงับทนิยามตอ่ไปนี Ê



Ś.Ŝ. กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน şŝ

บทนิยาม Ś.Ŝ.Ś ให้ α, β ∈ Sn เมืÉอ n ∈ N แล้ว ผลคูณ (product) ของ α และ β คือ β ◦ α เขียน
แทนด้วย αβ นัÉนคือ

αβ = β ◦ α

สําหรับ k ∈ N ผลคณูของ α จํานวน k ตวัเขียนแทนด้วย αk และ α0 = (1)

α−1 เขียนแทนตวัผกผนัของ α และผลคณูของ α−1 จํานวน k ตวัเขียนแทนด้วย α−k

ข้อสังเกต Ś.Ŝ.ś (Sn, ·) เป็นกรุปทีÉมีอนัดบัเป็น n! นัÉนคือ |Sn| = n!

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ŝ ให้ α =

(
1 2 3

1 3 2

)
และ β =

(
1 2 3

3 1 2

)
เป็นสมาชิกใน S3 จงหาผลคณูตอ่ไปนี Ê

ř. αβ

Ś. βα

ś. α−1

Ŝ. β−1

ŝ. α2

Ş. β3

ş. α−3

Š. α6



şŞ บททีÉ Ś. กรุป

บทนิยาม Ś.Ŝ.ŝ ให้ A = {1, 2, 3, ..., n} โดยทีÉ a1, a2, ..., am เป็นสมาชิกของ A ทีÉแตกตา่งกนั
จะเรียก (a1 a2...am) วา่ วัฏจักร (cycle) ซึÉงความหมายวา่

a1 7→ a2, a2 7→ a3, ..., am−1 7→ am และ am 7→ a1

เขียนแทนด้วย
a1 7→ a2 7→ a3 7→ · · · 7→ am 7→ a1

โดยทีÉทกุ ๆ สมาชิก a ∈ A− {a1, a2, ..., am} จะสง่คา่ฟังก์ชนัไปยงัคา่เดิมหรือ a 7→ a

เรียก m วา่ ความยาว (length) ของวฏัจกัร (a1 a2...am) สําหรับเอกลกัษณ์เขียนแทนด้วย (1)

ตวัอยา่งใน S5 วฏัจกัร (1 2 4) หมายถงึ(
1 2 3 4 5

2 4 3 1 5

)

โดยนิยามจะได้วา่วฎัจกัร (1 2 4) มีความหมายเดียวกบั (4 1 2) และ (2 4 1)

สําหรับตวัผกผนัของวฏัจกัร (a1a2...am) คือ
(a1a2...am)

−1 = (am am−1...a1)

ตวัอยา่งเชน่ (2 1 5 3)−1 = (3 5 1 2)

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Ş จงเขียนวฏัจกัรตอ่ไปนี ÊในรูปวิธีเรียงสบัเปลีÉยน
ř. (1 3 2) ∈ S3

Ś. (1 3 4 2) ∈ S4

ś. (1 4 5) ∈ S5

Ŝ. (1 5 3 6) ∈ S7

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.ş จงเขียนวฏัจกัรตอ่ไปนี ÊในรูปวิธีเรียงสบัเปลีÉยน

ř.
(
1 2 3

1 3 2

)

Ś.
(
1 2 3 4

3 4 2 1

)

ś.
(
1 2 3 4 5 6

6 2 1 3 5 4

)

Ŝ.
(
1 2 3 4 5 6 7

1 4 3 7 5 6 2

)



Ś.Ŝ. กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน şş

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.Š จงหาผลคณูของวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê ใน S5

ř. (1 2 3)(4 5)

Ś. (1 3)−1(2 5)

ś. (2 3 4)(5 3 1)

Ŝ. (1 4)(1 3 4)−1

การเขียนวิธีเรียงสบัเปลีÉยนบางครั Êงอาจไมส่ามารถเขียนในรูปวฏัจกัรเดียวได้ เช่น(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)

เขียนได้เป็นในรูปผลคณูสองวฏัจกัรคือ (1 3)(4 5)

บทนิยาม Ś.Ŝ.š ถ้า α และ β เป็นวฎัจกัรไมมี่สมาชิกซํ Êากนัจะกลา่ววา่ α และ β เป็น วัฏจักรต่าง
สมาชิก (disjoint cycle)

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŘ จงเขียนฟังก์ชนัตอ่ไปนี Êในรูปวฏัจกัรตา่งสมาชิก

ř.
(
1 2 3 4

3 4 1 2

)

Ś.
(
1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)
ś.
(
1 2 3 4 5 6 7

1 6 2 7 3 5 4

)

Ŝ.
(
1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 6 2 4 1 8

)



şŠ บททีÉ Ś. กรุป

ตอ่ไปจะแสดงสมาชิกในรูปวฏัจกัรตา่งสมาชิกของ Sn เมืÉอ n = 1, 2, 3, 4 ดงัตารางตอ่ไปนี Ê
เซต |Sn| สมาชิก
S1 1 (1)

S2 2 (1)

(1 2)

S3 6 (1)

(1 2), (1 3), (2 3)

(1 2 3), (1 3 2)

S4 24 (1)

(1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4)

(1 2 3), (1 2 4), (1 3 4), (2 3 4), (1 3 2), (1 4 2), (1 4 3), (2 4 3)

(1 2 3 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (4 3 2 1), (2 4 3 1), (3 2 4 1)

(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

ทฤษฎีบท Ś.Ŝ.řř ถ้า α, β ∈ Sn เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิก จะได้วา่
ř. αβ = βα Ś. (αβ)−1 = α−1β−1



Ś.Ŝ. กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน şš

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŚ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Ê
ř. (1 2) ∈ S2

Ś. (1 2 3) ∈ S3

ทฤษฎีบท Ś.Ŝ.řś ถ้า α มีความยาว m แล้วจะได้วา่ ◦(α) = m



ŠŘ บททีÉ Ś. กรุป

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŜ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี ÊS5

ř. (1 2) Ś. (1 2 3) ś. (1 2 3 5)

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŝ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน S5

ř. (1 2)(3 4 5)

Ś. (1 2)(3 2 1)



Ś.Ŝ. กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน Šř
ทฤษฎีบท Ś.Ŝ.řŞ ให้ α และ β เป็นวกัจกัรตา่งสมาชิกกนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m และ k
ตามลําดบั แล้ว

◦(αβ) = ℓcm(m, k)

บทแทรก Ś.Ŝ.řş ให้ α1, α2, ..., αk เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว
m1, m2,..., mk ตามลําดบั แล้ว

◦(α1α2 · · ·αk) = ℓcm(m1,m2, ...,mk)



ŠŚ บททีÉ Ś. กรุป

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řŠ จงหาอนัดบัของสมาชิกตอ่ไปนี Êใน S6

ř. (1 2 4)(3 6)

Ś. (1 2 4)(3 5 6)

ś. (1 2)(3 4)(5 6)

Ŝ. (1 2)(3 4)(1 5)

ตัวอย่าง Ś.Ŝ.řš จงหาอนัดบั (1 12 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9) ใน S13



Ś.Ŝ. กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน Šś
แบบฝึกหดั Ś.Ŝ

ř. ให้ α, β และ γ เป็นวิธีเรียงสบัเปลีÉยน จงหา
ก. αβ
ข. βα
ค. αγ

ง. α−1

จ. β−1

ฉ. γ−1

ช. βα−1γ

ซ. α2γβ−1

ฌ. α−2γβ−1

เมืÉอกําหนดให้

ř.ř α =

(
1 2 3

2 1 3

)
β =

(
1 2 3

3 1 2

)
γ =

(
1 2 3

2 3 1

)

ř.Ś α =

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
β =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
γ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)

ř.ś α =

(
1 2 3 4 5

5 3 2 1 4

)
α =

(
1 2 3 4 5

4 3 5 1 2

)
α =

(
1 2 3 4 5

2 3 5 1 4

)

Ś. จงเขียนวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนี Êในรูปวฏัจกัรหรือผลคณูของวฏัจกัร

Ś.ř
(
1 2 3

2 1 3

)

Ś.Ś
(
1 2 3 4 5

3 4 2 5 1

)

Ś.ś
(
1 2 3 4 5

5 4 3 3 2

)

Ś.Ŝ
(
1 2 3 4 5 6

1 5 2 4 6 3

)

Ś.ŝ
(
1 2 3 4 5 6

2 1 5 3 6 4

)

Ś.Ş
(
1 2 3 4 5 6 7

1 5 2 3 6 7 4

)

Ś.ş
(
1 2 3 4 5 6 7

6 4 5 2 7 3 1

)

Ś.Š
(
1 2 3 4 5 6 7 8

8 3 6 5 4 7 2 1

)

Ś.š
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 7 2 9 4 5 6 1 8

)

Ś.řŘ
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 8 3 1 3 6 4 5 7

)

ś. จงหาตวัผกผนัของวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนี Ê
ś.ř (1 4 5 2)

ś.Ś (3 1 5 4)

ś.ś (2 1 4 2)(1 5 6)

ś.Ŝ (1 4)(3 1)(5 2)(2 3)

Ŝ. จงหาอนัดบัของวิธีสบัเปลีÉยนตอ่ไปนี Ê
Ŝ.ř (1 3 4 5)

Ŝ.Ś (2 3)(3 4)

Ŝ.ś (4 5 3 1)

Ŝ.Ŝ (1 2)(1 3)(2 4)

Ŝ.ŝ (5 4)(1 2)(1 4)(2 3)

Ŝ.Ş (1 9)(2 3 5)(3 7 8)



ŠŜ บททีÉ Ś. กรุป
ŝ. ให้ α1, α2, ..., αk เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m1, m2,..., mk

ตามลําดบั แล้ว

◦(α1α2 · · ·αk) = ℓcm(m1,m2, ...,mk)

Ş. ให้ α และ β เป็นวฏัจกัรตา่งสมาชิกกนั โดยแตล่ะวฏัจกัรมีความยาว m และ k ตามลําดบั ให้
d เป็นจํานวนเตม็บวก จงแสดงวา่
Ş.ř (αβ)d = (1) ก็ตอ่เมืÉอ αd = (1) และ βd = (1)

Ş.Ś ถ้า (αβ)d = (1) แล้ว d ≥ m และ d ≥ k



บททีÉ ś
กรุปย่อย

ในบทนี Êเราสนใจเซตยอ่ยของกรุปซึÉงยงัคงเป็นกรุปเรียกวา่ กรุปย่อย (Subgroup) และศกึษา
วา่ในกรณีกรุปจํากดัจะวิธีการเชน่ใดทีÉจะทําให้ทราบจํานวนทั Êงหมดของกรุปยอ่ย และกรุปยอ่ยใน
แต่ละกรุปจะมีรูปแบบเชน่ใด อนันําไปสู่สมบตัิตา่ง ๆ ทีÉจะอธิบายโครงสร้างเกีÉยวกบักรุปได้อยา่ง
สมบรูณ์

ś.ř นิยามและตัวอย่างของกรุปย่อย
บทนิยาม ś.ř.ř ให้ (G, ∗) เป็นกรุป และ H ⊆ G จะกลา่ววา่ H เป็น กรุปย่อย (subgroup) ของ G
เขียนแทนด้วย H ≤ G ถ้า (H, ∗) เป็นกรุป
ข้อสังเกต ś.ř.Ś ให้ H ⊆ G เมืÉอ (G, ∗) เป็นกรุป
ř. ถ้า H ≤ G แล้ว H ̸= ∅

Ś. ∗ มีสมบตัิการเปลีÉยนกลุม่ใน H
ś. ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน แล้วทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ G เป็นกรุปอาบีเลียน
Ŝ. H = {e} เป็นกรุปยอ่ยเสมอ เรียกวา่ กรุปย่อยแบบแจ่มชัด (trivial subgroup) ของ G
ŝ. ถ้า H = G แล้ว H ≤ G

ตวัอยา่งกรุปยอ่ยภายใต้การดําเนินการบวก
Z ≤ Q, Z ≤ R, Q ≤ R, Q ≤ C และ R ≤ C

ตวัอยา่งกรุปยอ่ยภายใต้การดําเนินการคณู
Z∗ ≤ Q∗, Q+ ≤ R∗ และ R∗ ≤ C∗

เมืÉอกลา่วถงึกรุปของ Zn จะหมายถงึกรุปของเซตดงักลา่วกบัการบวก และ Z∗
p หรือ Z×

n จะหมาย
ถงึกรุปของเซตเซตดงักลา่วการคณู สําหรับ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ n เป็นจํานวนนบั



ŠŞ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.ř.ś จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z3

ตัวอย่าง ś.ř.Ŝ จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ยในข้อใดตอ่ไปนี Êเป็นกรุปยอ่ยของ Z6

ř. H1 = {0̄, 3̄}

Ś. H2 = {0̄, 1̄, 4̄}

ś. H3 = {0̄, 2̄, 4̄}



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย Šş

ตัวอย่าง ś.ř.ŝ จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ S2

ตัวอย่าง ś.ř.Ş จงแสดงวา่ H = {(1), (1 2 3), (1 3 2)} เป็นกรุปยอ่ย S3

ตอ่ไปเป็นการแสดงกรุปยอ่ยทั Êงหมดของ S3

กรุปยอ่ย จํานวนสมาชิก (อนัดบั)
{(1)} ř
{(1), (1 2)} Ś
{(1), (1 3)} Ś
{(1), (2 3)} Ś
{(1), (1 2 3), (1 3 2)} ś



ŠŠ บททีÉ ś. กรุปย่อย
ทฤษฎีบท ś.ř.ş เกณฑ์การพจิารณากรุปย่อย (The Subgroup Criterion)
ให้ H เป็นเซตยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ H ̸= ∅ แล้วจะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. H ≤ G

Ś. ab−1 ∈ H สําหรับทกุ ๆ a, b ∈ H
ś. ab ∈ H และ a−1 ∈ H สําหรับทกุ ๆ a, b ∈ H

จากทฤษฎีบท ś.ř.ş จะได้วา่กรุปยอ่ย H มีเอกลกัษณ์ตวัเดียวกบั G และสรุปการตรวจสอบวา่
H กรุปยอ่ยด้วยสมบตัิ ś ข้อตอ่ไปนี Ê
ř. e ∈ H
Ś. H มีสมบตัิปิด
ś. ตวัผกผนัทกุตวัของสมาชิกใน H เป็นสมาชิกใน H

ตัวอย่าง ś.ř.Š จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z4



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย Šš

ตอ่ไปจะเป็นตวัอยา่งของกรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุป Zn เมืÉอ n = 1, 2, 3, ..., 12

Zn กรุปยอ่ยทงัหมด จํานวนกรุปยอ่ย
n = 1 Z1 ř
n = 2 {0̄}, Z2 Ś
n = 3 {0̄}, Z3 Ś
n = 4 {0̄}, {0̄, 2̄}, Z4 ś
n = 5 {0̄}, Z5 Ś
n = 6 {0̄}, {0̄, 3̄}, {0̄, 2̄, 4̄}, Z6 Ŝ
n = 7 {0̄}, Z7 Ś
n = 8 {0̄}, {0̄, 4̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄}, Z8 Ŝ
n = 9 {0̄}, {0̄, 3̄, 6̄}, Z9 ś
n = 10 {0̄}, {0̄, 5̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄}, Z10 Ŝ
n = 11 {0̄}, Z11 Ś
n = 12 {0̄}, {0̄, 6̄}, {0̄, 4̄, 8̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 10}, {0̄, 3̄, 6̄, 9̄}, Z12 Ş

ตัวอย่าง ś.ř.š จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z∗
5



šŘ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตอ่ไปจะเป็นตวัอยา่งของกรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุป Z×
n เมืÉอ n = 2, 3, ..., 12

Z×
n กรุปยอ่ยทงัหมด จํานวนกรุปยอ่ย

n = 2 Z×
2 ř

n = 3 {1̄}, Z×
3 Ś

n = 4 {1̄}, Z×
4 Ś

n = 5 {1̄}, {1̄, 4̄} , Z×
5 ś

n = 6 {1̄}, Z×
6 Ś

n = 7 {1̄}, {1̄, 6̄}, {1̄, 2̄, 4̄}, Z×
7 Ŝ

n = 8 {1̄}, {1̄, 3̄}, Z×
8 ś

n = 9 {1̄}, {1̄, 8̄}, {1̄, 4̄, 7̄}, Z×
9 Ŝ

n = 10 {1̄}, {1̄, 9̄}, Z×
10 ś

n = 11 {1̄}, {1̄, 10}, {1̄, 3̄, 4̄, 5̄, 9̄}, Z×
11 Ŝ

n = 12 {1̄}, {1̄, 5̄}, Z×
12 ś

ตารางทีÉ řś แสดงตวัอยา่งของกรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุป Z×
n เมืÉอ n = 2, 3, ..., 12

ทฤษฎีบท ś.ř.řŘ ให้ nZ = {nk : k ∈ Z} เมืÉอ n ∈ Z จะได้วา่ nZ เป็นกรุปยอ่ยของ (Z,+)

มากไปกวา่นั Êนเราพิสจูน์ได้วา่กรุปยอ่ยของ Z จะมีรูปแบบเป็น nZ เสมอ (แบบฝึกหดั) หรือกลา่ว
อีกนยัได้วา่ ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ Z จะมีรูปแบบเดียวคือ nZ สําหรับบางจํานวนเตม็ n
ตัวอย่าง ś.ř.řř ให้ H = {2n : n ∈ Z} จงพิสจูน์วา่ H ≤ R∗ ภายใต้การคณู

ตัวอย่าง ś.ř.řŚ ให้ H = {ℓna : a ∈ Q+} จงพิสจูน์วา่ H ≤ R ภายใต้การบวก



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย šř

ตัวอย่าง ś.ř.řś จงพิสจูน์วา่ H ≤ G เมืÉอกําหนดให้
ř. H = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q} และ G = R ภายใต้การบวก

Ś. H = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q, a ̸= 0 หรือ b ̸= 0} และ G = R∗ ภายใต้การคณู

ตัวอย่าง ś.ř.řŜ จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ยตอ่ไปนี Êเป็นกรุปยอ่ยของ (GL2(R), ·) หรือไม่

ř. H =

{[
a 0

0 a

]
: a ̸= 0

}

Ś. H =

{[
a a

0 b

]
: a ̸= 0 และ b ̸= 0

}



šŚ บททีÉ ś. กรุปย่อย
ทฤษฎีบท ś.ř.řŝ ให้ G เป็นกรุป ถ้า H และ K เป็นกรุปยอ่ยของ G แล้ว

H ∩K เป็นกรุปยอ่ยของ G

ทฤษฎีบท ś.ř.řŞ ให้ G เป็นกรุป และ {Hα}α∈Λ เป็นกลุม่ของกรุปยอ่ยของ G เมืÉอ Λ เป็นเซตดชันี
จะได้วา่ ∩

α∈Λ

Hα = {x : x ∈ Hα ทกุ ๆ α ∈ Λ} กรุปยอ่ยของ G

บทนิยาม ś.ř.řş ให้ G เป็นกรุป และ S เป็นเซตยอ่ยของ G ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง {Hα}α∈Λ เป็นกลุม่ขอ
งกรุปยอ่ยของ G เมืÉอ Λ เป็นเซตดชันี โดยทีÉ S ⊆ Hα ทกุ ๆ α ∈ Λ แล้วนิยาม

⟨S⟩ =
∩
α∈Λ

Hα

เรียกวา่ กรุปย่อยของ G ทีÉก่อกาํเนิดโดย S (subgroup of G generated by S)
ในกรณี S = {a1, a2, ..., ak} เขียนแทน ⟨S⟩ ด้วย ⟨a1, a2, ..., ak⟩

ในกรณีมีกรุปยอ่ยของ G คือ H1, H2, H3 และ H4 ทีÉบรรจุ S เพืÉอให้เรามองเห็นภาพมากยิÉงขึ Êน
อาจแสดงตวัอยา่งให้เห็นได้ดงัรูปตอ่ไปนี Ê

S

H2

H1H3

H4



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย šś

ข้อสังเกต ś.ř.řŠ ให้ G เป็นกรุป และ S เป็นเซตยอ่ยของ G ทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง
ř. S ⊆ ⟨S⟩
Ś. เนืÉองจาก e เป็นสมาชิกของทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ G ดงันั Êน ⟨e⟩ = {e}
ś. ถ้า H ≤ G และ S ⊆ H แล้ว ⟨S⟩ ⊆ H หรือกลา่วได้วา่ ⟨S⟩ คือกรุปย่อยทีÉเล็กทีÉสุดของ G

ทีÉบรรจุ S

จากตวัอยา่ง ś.ř.Š จะได้วา่ Z4 มีกรุปยอ่ยทั Êงหมดคือ {0̄}, {0̄, 2̄} และ Z4 จะได้วา่
⟨0̄⟩ = {0̄} ∩ {0̄, 2̄} ∩ Z4 = {0̄} และ ⟨2̄⟩ = {0̄, 2̄} ∩ Z4 = {0̄, 2̄} และ ⟨0̄, 2̄⟩ = {0̄, 2̄} เป็นต้น
ตัวอย่าง ś.ř.řš จงหาแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê ใน (Z12,+)

ř. ⟨2̄⟩ Ś. ⟨4̄⟩ ś. ⟨6̄⟩ Ŝ. ⟨2̄, 3̄⟩ ŝ. ⟨2̄, 4̄⟩
วธีิทาํ จากกรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z12 คือ

{0̄}, {0̄, 6̄}, {0̄, 4̄, 8̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 10}, {0̄, 3̄, 6̄, 9̄} และ Z12

ทฤษฎีบท ś.ř.ŚŘ ให้ S และ T เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของกรุป G จะได้วา่
⟨S⟩ = ⟨T ⟩ ก็ตอ่เมืÉอ S ⊆ ⟨T ⟩ และ T ⊆ ⟨S⟩



šŜ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ทฤษฎีบท ś.ř.Śř ให้ S เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของกรุป G แล้ว

⟨S⟩ = {ar11 ar22 ...arnn : ai ∈ S, ri ∈ Z, เมืÉอ 1 ≤ i ≤ n และ n ∈ N}

บทแทรก ś.ř.ŚŚ ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G จะได้วา่
ř. ⟨a⟩ = {ar : r ∈ Z}

Ś. ⟨a, b⟩ = {aibj, bjai : i, j ∈ Z}

ś. ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน แล้ว ⟨a, b⟩ = {aibj : i, j ∈ Z}

จากบทแทรก ś.ř.ŚŚ ข้อ ř สําหรับกรุป (Z,+) เมืÉอ n ∈ Z จะได้วา่
⟨n⟩ = {kn : k ∈ Z} = nZ

หรือกลา่วได้วา่กรุปยอ่ยของ Z อยูใ่นรูปแบบ ⟨n⟩ เทา่นั Êน และได้ด้วยวา่
⟨−n⟩ = {k(−n) : k ∈ Z} = {(−k)n : k ∈ Z} = {(−k)n : −k ∈ Z} = ⟨n⟩

ทฤษฎีบท ś.ř.Śś ให้ m และ n เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยทีÉ n ̸= 0 จะได้วา่

⟨m⟩ ⊆ ⟨n⟩ ก็ตอ่เมืÉอ n | m



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย šŝ

ข้อสังเกต ś.ř.ŚŜ ให้ m เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) ถ้า ⟨m⟩ ⊆ ⟨0⟩ แล้ว m = 0

บทแทรก ś.ř.Śŝ ให้ m และ n เป็นสมาชิกในกรุป (Z,+) โดยทีÉ n ̸= 0 จะได้วา่

⟨m⟩ = ⟨n⟩ ก็ตอ่เมืÉอ n = ±m

ตัวอย่าง ś.ř.ŚŞ ให้ K4 เป็นกรุปไคลน์โฟว์ ถ้า a และ b เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ช้เอกลกัษณ์ของ K4

จงแสดงวา่
⟨a, b⟩ = {e, a, b, ab} = K4

ทฤษฎีบท ś.ř.Śş ให้ G เป็นกรุป และ a, b ∈ G โดยทีÉ ◦(a) = n และ ◦(b) = m จะได้วา่
ř. ⟨a⟩ = {e, a, a2, ..., an−1}

Ś. ⟨a, b⟩ = {aibj, bjai : i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, j ∈ {0, 1, ...,m− 1}}

ข้อสังเกต ś.ř.ŚŠ ให้ a เป็นสมาชิกในกรุป G และมีอนัดบัจํากดั จะได้วา่ ◦(a) = | ⟨a⟩ |



šŞ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.ř.Śš จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê
ř. ⟨2̄⟩ ใน (Z6,+)

Ś. ⟨3̄⟩ ใน (Z6,+)

ś. ⟨1̄⟩ ใน (Z5,+)

Ŝ. ⟨4̄, 6̄⟩ ใน (Z12,+)

ตัวอย่าง ś.ř.śŘ จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê
ř. ⟨2̄⟩ ใน (Z∗

5, ·)

Ś. ⟨3̄⟩ ใน (Z∗
7, ·)

ś. ⟨3̄, 7̄⟩ ใน (Z×
8 , ·)



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย šş

ตัวอย่าง ś.ř.śř จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê
ř. ⟨(1 2 3)⟩ ใน S3

Ś. ⟨(1 2), (3 4)⟩ ใน S4

ตัวอย่าง ś.ř.śŚ กําหนดให้ A =

[
1 1

0 1

]
ใน GL2(R) จงเขียนเซต ⟨A⟩ ในรูปแบบมีเงืÉอนไข



šŠ บททีÉ ś. กรุปย่อย
ตัวอย่าง ś.ř.śś กรุปควอเทอร์เนียน (Quaternion Group)
ให้ a และ b เป็นสมาชิกของกรุป Q4 ซึÉง ◦(a) = ◦(b) = 4 และสอดคล้องเงืÉอนไข

a2 = b2 และ ab = ba−1

จงแสดงวา่ ⟨a, b⟩ = Q4

วธีิทาํ พิจารณา
⟨a, b⟩ = {aibj, bjai : i, j ∈ {0, 1, 2, 3}}

= {e, a, a2, a3, b, b2, b3, ab, ba, a2b, ba2, a3b, ba3, ab2, b2a, a2b2, b2a2, a3b2, b2a3, ab3,

b3a, a2b3, b3a2, a3b3, b3a3}

จากสมมติฐาน จะได้วา่
e = a2b2 = b2a2

a = a3b2 = b2a3

a3 = ab2 = b2a

b = a2b3 = b3a2

b3 = a2b = ba2

ab = ba3 = a3b

ba = a3b = ab3

ดงันั Êน
⟨a, b⟩ =

และเห็นได้ชดัวา่ Q4 ไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน
ทฤษฎีบท ś.ř.śŜ ให้ H เป็นเซตยอ่ยทีÉไมใ่ช่เซตวา่งของกรุป G โดยทีÉ H เป็นเซตจํากดั

ถ้าทกุ ๆ x, y ∈ H ซึÉง xy ∈ H จะได้วา่ H ≤ G



ś.ř. นิยามและตวัอย่างของกรุปย่อย šš

แบบฝึกหดั ś.ř
ř. จงตรวจสอบวา่เซตยอ่ย H ตอ่ไปนี Êเป็นกรุปยอ่ยของ (GL2(R), ·) หรือไม่

ř.ř H =

{[
a 0

0 a

]
: a ∈ R

}

ř.Ś H =

{[
a 0

0 1
a

]
: a ̸= 0

}

ř.ś H =

{[
a b

0 c

]
: ac ̸= 0

}

ř.Ŝ H =

{[
a b

c d

]
: ad− bc = 1

}

ř.ŝ H =

{[
a b

0 a

]
: a ̸= 0

}

ř.Ş H =

{[
a 0

b 1
a

]
: a ̸= 0

}

Ś. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี Ê
Ś.ř ⟨2̄⟩ ใน Z10

Ś.Ś ⟨3̄, 6̄⟩ ใน Z9

Ś.ś ⟨4̄⟩ ใน Z16

Ś.Ŝ ⟨(1 3)⟩ ใน S4

Ś.ŝ ⟨(1 2 3)⟩ ใน S5

Ś.Ş ⟨(1 5 6 4)⟩ ใน S6

ś. กําหนดให้ A =

[
1 0

0 2

]
และ B =

[
1 2

0 1

]
ใน GL2(R)

จงเขียนเซตตอ่ไปนี ÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข
ś.ř ⟨A⟩ ś.Ś ⟨B⟩ ś.ś ⟨A,B⟩

Ŝ. จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z18 และ Z24

ŝ. ให้ G เป็นกรุปและ a, b ∈ G จงแสดงวา่
ŝ.ř ◦(ab) = ◦(ba) ŝ.Ś ◦(a) = ◦(b−1ab)

Ş. จงแสดงวา่กรุปทีÉมีอนัดบัน้อยกวา่หรือเทา่กบั ŝ จะเป็นกรุปอาบีเลียน
ş. ให้ a และ bเป็นสมาชิกทีÉไมใ่ชเ่อกลกัษณ์ของกรุป G ซึÉงสอดคล้อง a5 = e และ ab−1a = b2

จงหา ◦(b)
Š. จงพิสจูน์วา่ถ้า H เป็นเซตยอ่ยของกรุป G แล้ว ⟨H⟩ = H

š. จงพิสจูน์วา่ถ้า A ⊆ B และ B เป็นเซตยอ่ยของกรุป G แล้ว ⟨A⟩ ⊆ ⟨B⟩
řŘ. จงแสดงวา่ S4 = ⟨(1 2 3 4), (1 2 4 3)⟩ เป็นกรุปไคลน์โฟว์
řř. จงแสดงวา่ H = {(1), (1 2)(3 4), (1 4)(2 3), (1 3)(2 4)} เป็นกรุปยอ่ยของ S4 และเป็นกรุป

ไคลน์โฟว์
řŚ. ใน S4 ให้ a = (1 2)(3 4) และ b = (1 3)(2 4) จงแจกแจงสมาชิก K4 = ⟨a, b⟩

řś. ใน S8 ถ้า a = (1 2 3 4)(5 6 7 8) และ b = (1 5 3 7)(2 8 4 6)

จงแสดงวา่ ⟨a, b⟩ เป็นกรุปควอเทอร์เนียน
řŜ. จงสร้างตารางการดําเนินการของกรุปควอเทอร์เนียน



řŘŘ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ś.Ś กรุปวัฏจักร
บทนิยาม ś.Ś.ř ให้ G เป็นกรุป จะกลา่ววา่ G เป็น กรุปวัฏจักร (cyclic group) ถ้ามี a ∈ G ซึÉง

G = ⟨a⟩

เรียก a วา่ ตัวก่อกาํเนิด (generator) ของ G
ตวัอยา่งเชน่ (Z,+) เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี 1 เป็นตวัก่อกําเนิดเนืÉองจาก

⟨1⟩ = {k1 : k ∈ Z} = Z

และเห็นได้วา่ ⟨−1⟩ = {k(−1) : k ∈ Z} = Z นัÉนคือ −1 เป็นตวัก่อกําเนิดอีกตวัของ Z
สําหรับ n ∈ Z จะได้วา่

⟨n⟩ = {kn : k ∈ Z} = nZ

ทําให้สรุปได้วา่ nZ เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี n เป็นตวัก่อกําเนิด
ข้อสังเกต ś.Ś.Ś ตวัก่อกําเนิดของกรุปวฏัจกัรอาจมีมากกวา่หนึÉงตวั

ตัวอย่าง ś.Ś.ś จงตรวจสอบวา่กรุปตอ่ไปนี Êเป็นกรุปวฏัจกัรหรือไม่
ř. (Z3,+)

Ś. (Z6,+)

ś. (Z∗
5, ·)

Ŝ. (Z∗
8, ·)



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řŘř

จากตวัอยา่ง ś.Ś.ś จะเห็นได้วา่ (Zn,+) เป็นกรุปวฏัจกัรทกุ ๆ n ∈ N เนืÉองจาก
⟨1̄⟩ = Zn

ทฤษฎีบท ś.Ś.Ŝ กรุปวฏัจกัรเป็นกรุปอาบีเลียน

จากทฤษฎีบท ś.Ś.Ŝ โดยกฎการแย้งสลบัทีÉกลา่วได้อีกนยัวา่
ถ้า G ไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน แล้ว G ไมเ่ป็นกรุปวฏัจกัร

ตวัอยา่งเชน่ S3 และ Q4 ไมเ่ป็นกรุปวฏัจกัร เนืÉองจากกรุปทั Êงสองไมเ่ป็นกรุปอาบีเลียน
ทฤษฎีบท ś.Ś.ŝ ให้ G เป็นกรุปจํากดั และ a ∈ G จะได้วา่

a เป็นตวัก่อกําเนิดของ G ก็ตอ่เมืÉอ ◦(a) = |G|

ข้อสังเกต ś.Ś.Ş โดยทฤษฎีบท ś.Ś.ŝ จะได้วา่
ř. G เป็นกรุปวฏัจกัร ก็ตอ่เมืÉอ มี a ∈ G ซึÉง ◦(a) = |G|
Ś. ถ้า a เป็นตวัก่อกําเนิดของ G แล้ว a−1 เป็นตวัก่อกําเนิด G เนืÉองจาก ◦(a) = ◦(a−1)



řŘŚ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.Ś.ş จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปตอ่ไปนี Ê
ř. Z5

Ś. Z6

ś. Z∗
5

ทฤษฎีบท ś.Ś.Š ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของกรุปวฏัจกัรยอ่มเป็นกรุปวฏัจกัร



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řŘś

ตัวอย่าง ś.Ś.š จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z6

ตอ่ไปจะพิสจูน์สมบตัิเกีÉยวกบัผลคาร์ทีเซียนของกรุปวฏัจกัรเป็นกรุปวฏัจกัร (ทฤษฎีบท ś.Ś.řŘ)
ซึÉงอาศยัทฤษฎีบท Ś.Ś.Śř ทีÉวา่สําหรับ a ทีÉเป็นสมาชิกของกรุป G และ a มีอนัดบัจํากดั จะได้วา่

สําหรับ k ∈ Z ซึÉง ak = e ก็ตอ่เมืÉอ ◦(a) | k
ทฤษฎีบท ś.Ś.řŘ ให้G1 และG2 เป็นกรุปวฏัจกัร โดย a1 a2 เป็นตวัก่อกําเนิดของG1 และG2 ตาม
ลําดบั สมมติ ◦(a1) = m และ ◦(a2) = n โดยทีÉ gcd(m,n) = 1 จะได้วา่

G1 ×G2 เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉงมี (a1, a2) เป็นตวัก่อกําเนิดซึÉง |G1 ×G2| = mn



řŘŜ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.Ś.řř จงตรวจสอบวา่กรุปตอ่ไปนี Êเป็นกรุปวฏัจกัรหรือไม่
ř. Z2 × Z3 Ś. Z2 × Z2

บทแทรก ś.Ś.řŚ ให้ m,n ∈ N ถ้า gcd(m,n) = 1 แล้ว Zn × Zm เป็นกรุปวฏัจกัร

ทฤษฎีบท ś.Ś.řś ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัร โดย |G| = n และ a เป็นตวัก่อกําเนิดของ G
สําหรับ 1 ≤ k < n เมืÉอ k ∈ N จะได้วา่

ak เป็นตวัก่อกําเนิด G ก็ตอ่เมืÉอ gcd(k, n) = 1



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řŘŝ

ตัวอย่าง ś.Ś.řŜ จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê
ř. Z5

Ś. Z8

ś. Z12

จากทฤษฎีบท ś.Ś.řś และ 1̄ เป็นตวัก่อกําเนิดของ Zn เมืÉอ n ∈ N ทําให้ได้ข้อสรุปดงัตอ่ไปนี Ê
ř. ตวัก่อกําเนิดของ Zn คือ k̄ เมืÉอ 1 ≤ k < n และ gcd(k, n) = 1

Ś. ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ จะได้วา่ตวัก่อกําเนิดของ Zp คือ 1̄, 2̄, 3̄, ..., p− 1

ตัวอย่าง ś.Ś.řŝ จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê
ř. Z∗

5 Ś. Z×
10



řŘŞ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.Ś.řŞ จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของ Z2 × Z5

ข้อสังเกต ś.Ś.řş จากทฤษฎีบท ś.Ś.řś เมืÉอ G เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉง |G| = n จะได้วา่
จํานวนตวัก่อกําเนิดของ G เทา่กบั ϕ(n)

ตัวอย่าง ś.Ś.řŠ จงหาจํานวนตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê
ř. Z12

Ś. Z25

ś. Z36

Ŝ. Z144

ŝ. Z5000

Ş. Z25 × Z36

ตัวอย่าง ś.Ś.řš จงหาจํานวนตวัก่อกําเนิดของ Z∗
25



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řŘş

สําหรับ n ∈ N ถ้า Z×
n เป็นกรุปวฏัจกัร แล้วจํานวนตวัก่อกําเนิดของ Z×

n เทา่กบั
ϕ(ϕ(n))

ดงัแสดงตวัอยา่งดงัตารางตอ่ไปนี Ê
กรุป ตวัก่อกําเนิด จํานวนตวัก่อกําเนิด
Z×

2 1̄ ϕ(ϕ(2)) = ϕ(1) = 1

Z×
3 2̄ ϕ(ϕ(3)) = ϕ(2) = 1

Z×
4 3̄ ϕ(ϕ(4)) = ϕ(2) = 1

Z×
5 2̄, 3̄ ϕ(ϕ(5)) = ϕ(4) = 2

Z×
6 5̄ ϕ(ϕ(6)) = ϕ(2) = 1

Z×
7 3̄, 5̄ ϕ(ϕ(7)) = ϕ(6) = 2

Z×
8 ไมมี่ ไมมี่

Z×
9 2̄, 5̄ ϕ(ϕ(9)) = ϕ(6) = 2

Z×
10 3̄, 7̄ ϕ(ϕ(10)) = ϕ(4) = 2

ทฤษฎีบท ś.Ś.ŚŘ ถ้า ⟨a⟩ เป็นกรุปอนนัต์ แล้ว
am = an ก็ตอ่เมืÉอ m = n

ทฤษฎีบท ś.Ś.Śř ตวัก่อกําเนิดของกรุปวฏัจกัรอนนัต์มีเพียง Ś ตวัซึÉงเป็นตวัผกผนักนัและกนั

จากทฤษฎีบท ś.Ś.Śř จะได้วา่ (Z,+) มีตวัก่อกําเนิด Ś ตวัเทา่นั Êนคือ 1 และ −1 สําหรับ n ∈ N
จะได้วา่ nZ มีตวัก่อกําเนิด Ś ตวัคือ n และ −n



řŘŠ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ทฤษฎีบท ś.Ś.ŚŚ ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัรจํากดั ถ้า d ∈ Z+ ซึÉง d หาร |G| ลงตวั แล้ว
G จะมีกรุปยอ่ยอนัดบั d เพียงกรุปเดียว

จากการพิสจูน์ทฤษฎีบท ś.Ś.ŚŚ ถ้า G = ⟨a⟩ และ |G| = n ซึÉง d1d2, .., dm เป็นตวัหารทั Êงหมด
ของ n กรุปยอ่ยทีÉมีอนัดบั d1d2, .., dm คือ⟨

a
n
d1

⟩
,
⟨
a

n
d2

⟩
, .... ,

⟨
a

n
dm

⟩
ตามลําดบั

ตวัอยา่งเชน่ในกรุป Z6 ตวัหารของ 6 คือ 1, 2, 3 และ 6 เนืÉองจาก ⟨1̄⟩ = Z6 กรุปยอ่ยทีÉมีอนัดบั 1, 2, 3

และ 6 คือ ⟨6
1
(1̄)
⟩, ⟨6

2
(1̄)
⟩, ⟨6

3
(1̄)
⟩ และ ⟨6

3
(1̄)
⟩ ตามลําดบัเขียนใหมไ่ด้เป็น

⟨0̄⟩, ⟨3̄⟩, ⟨2̄⟩ และ ⟨1̄⟩ ตามลําดบั



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řŘš

ตัวอย่าง ś.Ś.Śś จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุปตอ่ไปนี Ê
ř. (Z8,+)

Ś. (Z12,+)

ตัวอย่าง ś.Ś.ŚŜ จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุป Z×
25

ตัวอย่าง ś.Ś.Śŝ จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุป Z2 × Z3



řřŘ บททีÉ ś. กรุปย่อย

บทแทรก ś.Ś.ŚŞ ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัรจํากดั โดยทีÉ |G| = n แล้ว

จํานวนกรุปยอ่ยทั Êงหมดของ G เทา่กบั τ(n)

เมืÉอ τ(n) คือจํานวนตวัหารทั Êงหมดของ n เรียกวา่ฟังก์ชนัเทา (Tau function)
สําหรับ n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k เป็นรูปแบบบญัญตัิ โดยสมบตัิของฟังก์ชนัเทาจะได้วา่
τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1)

ข้อสังเกต ś.Ś.Śş ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ n เป็นจํานวนนบั จะได้วา่
ř. กรุปยอ่ยของ Zp มี Ś กรุปคือ

{0̄} = ⟨p̄⟩ และ ⟨1̄⟩ = Zp

เนืÉองจากตวัหารของ p มี Ś ตวัคือ 1 และ p
Ś. กรุปยอ่ยของ Zpn มี p+ 1 กรุปคือ

{0̄} = ⟨p̄n⟩, ⟨p̄n−1⟩, .... , ⟨p̄2⟩, ⟨p̄⟩ และ ⟨1̄⟩ = Zp

เนืÉองจากตวัหารของ pn มี p+ 1 ตวัคือ 1, p, p2, ..., pn

ตัวอย่าง ś.Ś.ŚŠ จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ Z625

ตัวอย่าง ś.Ś.Śš จงหาจํานวนกรุปยอ่ยทั Êงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê
ř. Z100 Ś. Z10 × Z25



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řřř

จะเห็นได้วา่ใน S3 ซึÉงไม่เป็นกรุปวฏัจกัรจะไม่สอดคล้องกบัทฤษฎีบท ś.Ś.ŚŚ เนืÉองจากกรุปยอ่ย
ทั Êงหมดคือ

กรุปยอ่ย จํานวนสมาชิก (อนัดบั)
⟨(1)⟩ = {(1)} ř
⟨(1 2)⟩ =

⟨(1 3)⟩ =

⟨(2 3)⟩ =

⟨(1 2 3)⟩ =

เห็นได้วา่มีกรุปยอ่ยอนัดบั Ś มากกวา่หนึÉงกรุป
บทแทรก ś.Ś.śŘ ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัรจํากดั ซึÉง d หาร |G| ลงตวั แล้ว

G จะมีสมาชิกอนัดบั d จํานวน ϕ(d) ตวั

ตัวอย่าง ś.Ś.śř จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z12

วธีิทาํ ให้ d เป็นตวัหารของ řŚ พิจารณาได้จากตารางตอ่ไปนี Ê
d กรุปยอ่ย ตวัก่อกําเนิด จํานวนตวัก่อกําเนิด
ř ⟨0̄⟩ = {0̄} 0̄ ϕ(1) = 1

Ś
ś
Ŝ
Ş
řŚ



řřŚ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ตัวอย่าง ś.Ś.śŚ จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z×
10

ตัวอย่าง ś.Ś.śś จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ Z2 × Z5



ś.Ś. กรุปวฏัจกัร řřś

แบฝึกหดั ś.Ś
ř. จงหาตวัก่อกําเนิดทกุตวัของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê

ř.ř Z9

ř.Ś Z16

ř.ś Z17

ř.Ŝ Z25

ř.ŝ Z45

ř.Ş Z48

ř.ş Z×
9

ř.Š Z×
20

ř.š Z2 × Z3

ř.řŘ Z3 × Z5

ř.řř Z4 × Z7

ř.řŚ Z4 × Z9

Ś. จงหาจํานวนตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปวฏัจกัรตอ่ไปนี Ê
Ś.ř Z125

Ś.Ś Z555

Ś.ś Z3600

Ś.Ŝ Z11250

Ś.ŝ Z18000

Ś.Ş Z49000

Ś.ş Z9 × Z32

Ś.Š Z100 × Z343

ś. จงแสดงวา่ Z∗
25 เป็นกรุปวฏัจกัร โดยมี 2̄ เป็นตวัก่อกําเนิด

Ŝ. จงตรวจสอบวา่กรุปไคลน์โฟว์เป็นกรุปวฏัจกัรหรือไม่ พร้อมยกเหตผุลประกอบ
ŝ. ให้ G เป็นกรุป และ x ∈ G และ m,n ∈ Z จงพิสจูน์วา่

ถ้า xm = 1 และ xn = 1 แล้ว xd = 1 เมืÉอ d = gcd(m,n)

Ş. ให้ Gเป็นกรุป และ x เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ช่เอกลกัษณ์ของกรุปจํากดั G จงพิสจูน์วา่

ถ้า ◦(x) = n แล้ว ◦(xa) = n

gcd(a, n) เมืÉอ a เป็นจํานวนเตม็ทีÉไมใ่ช่ศนูย์

ş. จงหากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ
ş.ř Z10

ş.Ś Z16

ş.ś Z36

ş.Ŝ Z60

ş.ŝ Z×
10

ş.Ş Z×
25

ş.ş Z6 × Z2

ş.Š Z3 × Z8

Š. จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปยอ่ยทกุกรุปของ
Š.ř Z8

Š.Ś Z15

Š.ś Z21

Š.Ŝ Z32

Š.ŝ Z×
10

Š.Ş Z×
25

Š.ş Z9 × Z6

Š.Š Z12 × Z4

š. จงหาจํานวนกรุปยอ่ยของกรุปตอ่ไปนี Ê
š.ř Z72 š.Ś Z150 š.ś Z2019 š.Ŝ Z120 × Z32

řŘ. จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของ Z443171



řřŜ บททีÉ ś. กรุปย่อย

ś.ś แลตทชิของกรุปย่อย
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึการแผนภาพการแสดงกรุปยอ่ยทั ÊงหมดของกรุปจํากดัซึÉงเรียกวา่ แลตทชิ

ของกรุปย่อย (the lattice of subgroups ) ของกรุปจํากดัG หรือเรียกสั Êน ๆ วา่แลตทชิ (lattice) ซึÉง
ประกอบไปด้วย กรุปยอ่ยของ G และสว่นของเส้นตรงเชืÉอมระหวา่งกรุปยอ่ย A และ B เมืÉอ A ≤ B

และไมมี่ C ≤ G ซึÉง A ≤ C ≤ B (A ≤ C และ C ≤ B) โดย B จะถกูเขียนไว้เหนือ A ดงัตวัอยา่ง
ตอ่ไปนี Êแลตทิชของ Z6

Z6

⟨2̄⟩

⟨3̄⟩

⟨6̄⟩

รูปทีÉ Ś แลตทิชของ Z6

เนืÉองจาก Z6 เป็นกรุปวฏัจกัรจงึมกันิยมเขียนแทนกรุปยอ่ยในรูปตวัก่อกําเนิด จะเห็นได้วา่กรุปยอ่ย
⟨6̄⟩ = ⟨0̄⟩ = {0̄} จะเป็นกรุปยอ่ยทีÉอยูด้่านลา่งสดุของแลตทิชเสมอ และ กรุปยอ่ย Z6 = ⟨1̄⟩ จะเป็น
กรุปยอ่ยทีÉอยูด้่านบนสดุของแลตทิชเสมอ
ข้อสังเกต ś.ś.ř แลตทิชของกรุปจํากดัG จะมีกรุปยอ่ย {e} อยูที่Éด้านลา่งสดุของแลตทิชเสมอ และ
กรุปยอ่ย G อยูด้่านบนสดุของแลตทิชเสมอ
ตัวอย่าง ś.ś.Ś จงเขียนแลตทิชของ Z12



ś.ś. แลตทิชของกรุปย่อย řřŝ

พิจารณาแลตทิชของกรุป Zp เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ ซึÉงมีกรุปยอ่ยเพียง Ś กรุปเทา่นั Êนคือ ⟨p̄⟩
และ Zp จะเขียนแลตทิชได้ดงันี Ê

Z2

⟨
2
⟩

Z3

⟨
3
⟩

Z5

⟨
5
⟩

Zp

⟨p⟩

รูปทีÉ Ŝ แลตทิชของ Zp เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

สําหรับแลตทิชของกรุป Zpn เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ n เป็นจํานวนนบั ซึÉงมีกรุปยอ่ย ⟨p̄n⟩,
⟨p̄n−1⟩, ... , ⟨p̄2⟩, ⟨p̄⟩ และ Zpn เป็นจํานวนเฉพาะจะเขียนแลตทิช ได้ดงันี Ê

Z2

⟨
2
⟩

Z4

⟨2̄⟩

⟨4̄⟩

Z8

⟨2̄⟩

⟨4̄⟩

⟨8̄⟩

Zpn

⟨p̄⟩

⟨p̄2⟩

⟨p̄n−1⟩

⟨p̄n⟩

รูปทีÉ ŝ แลตทิชของ Zpn เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ
ตัวอย่าง ś.ś.ś จงเขียนแลตทิชของ Z81



řřŞ บททีÉ ś. กรุปย่อย
ตัวอย่าง ś.ś.Ŝ จงเขียนแลตทิชของ Z36

ตัวอย่าง ś.ś.ŝ จงเขียนแลตทิชของ Z×
10



ś.ś. แลตทิชของกรุปย่อย řřş

ตัวอย่าง ś.ś.Ş จงเขียนแลตทิชของ Z∗
7

ตัวอย่าง ś.ś.ş จงเขียนแลตทิชของ S3



řřŠ บททีÉ ś. กรุปย่อย
แบบฝึกหดั ś.ś

ř. จงเขียนแลตทิชของกรุปตอ่ไปนี Ê
ř.ř Z3

ř.Ś Z14

ř.ś Z24

ř.Ŝ Z25

ř.ŝ Z48

ř.Ş Z52

ř.ş Z225

ř.Š Z1024

Ś. จงเขียนแลตทิชของกรุปตอ่ไปนี Ê
Ś.ř Z×

8 Ś.Ś Z∗
11 Ś.ś Z×

20 Ś.Ŝ Z×
30

ś. จงเขียนแลตทิชของกรุปไคลน์โฟว์ K4

Ŝ. จงเขียนแลตทิชของกรุปควอเทอร์เนียน Q4

ŝ. ให้ G = {1,−1, i,−i} ⊆ C จงเขียนแลตทิชของ (G, ·)



บททีÉ Ŝ
กรุปย่อยปกติ

ในสว่นแรกของบทนี Êจะกลา่วถงึกรุปจํากดั G ความสมัพนัธ์ของอนัดบัของกรุปยอ่ยกบัอนัดบั
ของ G ซึÉงจะได้ข้อสรุปในทฤษฎีบทของลากรองจ์ จากนั Êนศกึษากรุปยอ่ยปกติเพืÉอนําไปสร้างกรุป
ชนิดทีÉแรกวา่กรุปผลหาร

Ŝ.ř โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์
ทฤษฎีบท Ŝ.ř.ř ให้ G เป็นกรุปและ H ≤ G นิยามความสมัพนัธ์ ∼ ใน G โดย

a ∼ b ก็ตอ่เมืÉอ ab−1 ∈ H

แล้วจะได้วา่ ∼ เป็นความสมัพนัธ์สมมลู



řŚŘ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

ให้ a ∈ G ชั Êนสมมลูของ a มอดโุล ∼ เขียนแทนด้วย Ha คือ
Ha = {x ∈ G : xa−1 ∈ H} = {x ∈ G : xa−1 = h เมืÉอ h ∈ H} = {ha : h ∈ H}

ตอ่ไปจะเรียกวา่โคเซตขวาและขยายไปยงัโคเซตซ้าย ดงันิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม Ŝ.ř.Ś ให้ (G, ∗) เป็นกรุปและ H ≤ G โดยทีÉ a ∈ G กําหนดให้

H ∗ a = {h ∗ a : h ∈ H} และ a ∗H = {a ∗ h : h ∈ H}

เรียกวา่ โคเซตขวา (right coset) สําหรับ a ของ H ใน G และ โคเซตซ้าย (left coset) สําหรับ a

ของ H ใน G ตามลําดบั และเรียก โคเซต (coset) เมืÉอเป็นโคเซตขวาหรือโคเซตซ้าย
เรานิยมเขียน Ha และ aH แทน H ∗ a และ a ∗H เช่นเดียวกบั ab แทน a ∗ b

ข้อสังเกต Ŝ.ř.ś ให้ G เป็นกรุป จะได้วา่
ř. ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน แล้ว Ha = aH ทกุ ๆ a ∈ G
Ś. He = H = He

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ŝ ให้ H = ⟨2̄⟩ โดยทีÉ H ≤ Z6 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนี Ê
ř. 1̄ +H

Ś. H + 2̄

ś. H + 3̄

Ŝ. H + 5̄

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŝ ให้ H = 2Z โดยทีÉ H ≤ Z จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนี Ê
ř. 1 +H

Ś. H + 2

ś. 3 +H

Ŝ. 4 +H



Ŝ.ř. โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ řŚř

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Ş ให้ H = ⟨(1 3)⟩ โดยทีÉ H ≤ S3 จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนี Ê
ř. (1 2)H

Ś. H(1 2)

ś. (2 3)H

Ŝ. H(2 3)

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ş จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนี Ê
ř. ⟨8̄⟩+ 1̄ ใน Z12

Ś. ⟨6̄⟩ 4̄ ใน Z∗
7

ś. ⟨(0̄, 2̄)⟩+ (1̄, 3̄) ใน Z2 × Z6

Ŝ. 1 + 5Z ใน Z

ŝ. (1 3) ⟨(2 3)⟩ ใน S3



řŚŚ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Š ให้ H = ⟨A⟩ เมืÉอ A =

[
1 0

0 2

]
โดยทีÉ H ≤ GL2(R)

จงเขียนโคเซตตอ่ไปนี ÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข
ř.
[
1 2

3 4

]
H

Ś. H
[
1 2

3 4

]

จากทฤษฎีบท Ŝ.ř.ř จะได้วา่โคเซตเป็นชั Êนสมมลู ดงันั Êนเซตของโคเซตเป็นผลแบง่กนัของกรุป G
นัÉนคือ

G =
∪
a∈G

Ha และ G =
∪
a∈G

aH

สําหรับกรุปG ทีÉมีโคเซตขวาทีÉแตกตา่งกนัทั Êงหมด Ŝ เซตคือHe,Ha,Hb และHc อาจแสดงตวัอยา่ง
การแบง่กั Êนได้ดงัรูปตอ่ไปนี Ê

Ha
He

Hb

Hc

สําหรับ a, b ∈ G ใด ๆ ผลจากทฤษฎีบท ř.Ŝ.ş จะได้สมบตัิดงัตอ่ไปนี Ê
ř. Ha ∩Hb ̸= ∅ ←→ ab−1 ∈ H ←→ Ha = Hb

Ś. aH ∩ bH ̸= ∅ ←→ a−1b ∈ H ←→ aH = bH



Ŝ.ř. โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ řŚś

ทฤษฎีบท Ŝ.ř.š ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ a, b ∈ G
สําหรับโคเซตขวา ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. ab−1 ∈ H

Ś. มี h ∈ H ซึÉง a = hb

ś. a ∈ Hb
Ŝ. Ha = Hb

สําหรับโคเซตซ้าย ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. a−1b ∈ H

Ś. มี h ∈ H ซึÉง b = ah

ś. b ∈ aH
Ŝ. aH = bH

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŘ ให้ H = ⟨4̄⟩ โดยทีÉ H ≤ Z12 จงหาโคเซตทั ÊงหมดทีÉเทา่กบัโคเซต 1̄ +H

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řř ให้ H = ⟨(1 3)⟩ โดยทีÉ H ≤ S3 จงหาโคเซตทั ÊงหมดทีÉเทา่กบัโคเซต (1 2)H



řŚŜ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

ตอ่ไปจะสนใจจํานวนอนัดบัหรือจํานวนสมาชิกของโคเซต โดยการสงัเกตจากอยา่งทีÉผา่นมา
สําหรับกรุปจํากดัแล้วจะได้วา่

|Ha| = |H| = |bH|

ดงัทีÉจะได้ตามบทแทรก Ŝ.ř.řś
ทฤษฎีบท Ŝ.ř.řŚ ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G และ a, b ∈ G จะได้วา่

มีฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก aH ไป Hb

บทแทรก Ŝ.ř.řś ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจํากดั G และ a, b ∈ G จะได้วา่
|Ha| = |H| = |bH|

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŜ จงหาโคเซตทั Êงหมดของ ⟨3̄⟩ ใน Z12



Ŝ.ř. โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ řŚŝ

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŝ จงหาโคเซตทั Êงหมดของ ⟨(1 2)⟩ ใน S3

จากตวัอยา่ง Ŝ.ř.řŝ จะเห็นได้วา่จํานวนทีÉแตกตา่งกนัของโคเซตซ้ายเทา่กบัโคเซตขวา ดงัจะได้
ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ŝ.ř.řŞ ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G กําหนดให้

R(H) = {Ha : a ∈ G} และ L(H) = {aH : a ∈ G}

จะได้วา่มีฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก R(H) ไป L(H)



řŚŞ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ
บทนิยาม Ŝ.ř.řş ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจํากดั G แล้วจํานวนสมาชิกของ R(H) หรือ L(H)

จะเรียกวา่ ดรรชนี (index) ของ H ใน G เขียนแทนด้วย [G : H]

ตัวอย่าง Ŝ.ř.řŠ จงหาดรรชนี [G : H] เมืÉอกําหนดให้
ř. G = Z12 และ H = ⟨4̄⟩

Ś. G = Z∗
7 และ H = ⟨2̄⟩

ś. G = Z2 × Z4 และ H = ⟨(0̄, 2̄)⟩



Ŝ.ř. โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ řŚş

จากตวัอยา่ง Ŝ.ř.řŠ เห็นได้วา่การหาจํานวนโคเซตจะมีความยุง่ยากมากขึ ÊนเมืÉอกรุปจํากดัมี
อนัดบัมากขึ Êน ได้มีนกัคณิตศาสตร์ชาวฝรัÉงเศสผู้ โดง่ดงันามวา่ โฌแซฟ-หลยุส์ ลากรองจ์ (Joseph-
Louis Lagrange) ได้ค้นพบความสมัพนัธ์ของอนัดบัของกรุปยอ่ยกบักรุปของมนัเอง ซึÉงถกูเรียกวา่
ทฤษฎีบทของลากรองจ์ ทําให้เราเข้าใจโครงสร้างเกีÉยวกบักรุปมากยิÉงขึ Êน ดงัจะกลา่วตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ŝ.ř.řš ทฤษฎีบทของลากรองจ์ (Lagrange's Theorem)
ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุปจํากดั G แล้วจะได้วา่ |H| หาร |G| ลงตวั และ

[G : H] =
|G|
|H|

บทแทรก Ŝ.ř.ŚŘ ให้ G เป็นกรุปจํากดัทีÉมีอนัเป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว
ř. G มีกรุปยอ่ยเพียง Ś กรุปเทา่นั Êนคือ {e} และ G
Ś. G เป็นกรุปวฏัจกัร
ś. สมาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ช่เอกลกัษณ์เป็นตวัก่อกําเนิดของ G



řŚŠ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

บทแทรก Ŝ.ř.Śř ให้ a เป็นสมาชิกของกรุป G โดยทีÉ |G| = n จะได้วา่ an = e

ตัวอย่าง Ŝ.ř.ŚŚ จงหาดรรชนี [G : H] ทีÉกําหนดให้ตอ่ไปนี Êโดยใช้ทฤษฎีบทของลากรองจ์
ř. G = Z12 และ H = ⟨3̄⟩

Ś. G = Z30 และ H =
⟨
10
⟩

ś. G = Z×
20 และ H =

⟨
11
⟩

Ŝ. G = Z3 × Z6 และ H = ⟨(0̄, 2̄)⟩

ŝ. G = S3 และ H = ⟨(1 2)⟩

Ş. G = S7 และ H = ⟨(1 3 4 5 6)⟩

ตัวอย่าง Ŝ.ř.Śś จงหา [Z×
25 : ⟨7̄⟩]



Ŝ.ř. โคเซตและทฤษฎีบทของลากรองจ์ řŚš

แบบฝึกหดั Ŝ.ř
ř. ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G โดยทีÉ a, b ∈ G จงแสดงวา่ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั

ř. ab−1 ∈ H

Ś. มี h ∈ H ซึÉง a = hb

ś. a ∈ Hb
Ŝ. Ha = Hb

Ś. จงแจกแจงสมาชิกของโคเซตตอ่ไปนี Ê
Ś.ř 2̄ + ⟨3̄⟩ ใน Z12

Ś.Ś 4̄ + ⟨2̄⟩ ใน Z18

Ś.ś 6̄ + ⟨8̄⟩ ใน Z21

Ś.Ŝ ⟨5̄⟩+ 3̄ ใน Z20

Ś.ŝ ⟨11⟩+ 7̄ ใน Z×
30

Ś.Ş 8̄ + ⟨7̄⟩ ใน Z∗
25

Ś.ş ⟨(2̄, 3̄)⟩+ (1̄, 4̄) ใน Z4 × Z6

Ś.Š (2̄, 3̄) + ⟨(0̄, 4̄)⟩ ใน Z3 × Z12

Ś.š 7Z+ 2 ใน Z

Ś.řŘ 6Z+ 15 ใน Z

Ś.řř (1 3 2) ⟨(1 2)⟩ ใน S3

Ś.řŚ ⟨(3 2)⟩ (3 4) ใน S4

ś. ให้ H = ⟨A⟩ เมืÉอ A =

[
1 0

0 3

]
โดยทีÉ H ≤ GL2(R) จงแจกแจงสมาชิกของโคเซต

ś.ř
[
1 1

1 −1

]
H

ś.Ś H

[
1 1

1 −1

] ś.ś
[
1 2

2 1

]
H

ś.Ŝ H

[
1 2

2 1

] ś.ŝ
[
1 3

0 3

]
H

ś.Ş H

[
1 3

0 3

]

Ŝ. จงหาดรรชนี [G : H] เมืÉอกําหนดให้
Ŝ.ř G = Z24 และ H = ⟨4̄⟩

Ŝ.Ś G = Z27 และ H = ⟨3̄⟩

Ŝ.ś G = Z30 และ H = ⟨6̄⟩

Ŝ.Ŝ G = Z36 และ H =
⟨
12
⟩

Ŝ.ŝ G = Z×
20 และ H =

⟨
13
⟩

Ŝ.Ş G = Z8 × Z10 และ H = ⟨(2̄, 2̄)⟩

Ŝ.ş G = S5 และ H = ⟨(1 3 5)⟩

Ŝ.Š G = S6 และ H = ⟨(2 3 4)⟩

ŝ. จงหาดรรชนีตอ่ไปนี Ê
ŝ.ř [Z12 : ⟨6̄⟩]

ŝ.Ś [Z18 : ⟨3̄⟩]

ŝ.ś [Z50 :
⟨
15
⟩
]

ŝ.Ŝ [Z×
30 : ⟨7̄⟩]

ŝ.ŝ [Z12 × Z10 : ⟨(3̄, 5̄)⟩]

ŝ.Ş [S9 : ⟨(1 3)(5 6)(2 7 9)⟩]

Ş. ให้ G เป็นกรุปจํากดัโดยทีÉ |G| = n จงพิสจูน์วา่ ak = e ก็ตอ่เมืÉอ k | n

ş. ให้ H เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G กําหนดให้
f : R(H)→ L(H) นิยามโดย f(Ha) = b−1H เมืÉอ a ∈ G

จงพิสจูน์วา่ f เป็นฟังก์ชนัหนึÉงตอ่หนึÉงแบบทัÉวถงึจาก R(H) ไป L(H)



řśŘ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

Ŝ.Ś นิยามและสมบตัขิองกรุปย่อยปกติ
บทนิยาม Ŝ.Ś.ř ให้ H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G โดยทีÉ g ∈ G กําหนดให้

gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} และ HK = {hk : h ∈ H และ k ∈ K}
ข้อสังเกต Ŝ.Ś.Ś ให้ H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G แล้ว
ř. ถ้า H ⊆ K แล้ว gHg−1 ⊆ gKg−1 ทกุ ๆ g ∈ G
Ś. ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน gHg−1 = H ทกุ ๆ g ∈ G
ś. ถ้า H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุปอาบีเลียน แล้ว HK = KH

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ś จงหา gHg−1, HK และ KH ใน Z12 เมืÉอกําหนดให้
H = {1̄, 4̄, 8̄}, K = {2̄, 3̄} และ g = 7̄



Ŝ.Ś. นิยามและสมบติัของกรุปย่อยปกติ řśř

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.Ŝ จงหา gHg−1 ใน S3 เมืÉอ H = ⟨(1 2 3)⟩ และ g = (1 3 2)

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.ŝ จงหา gHg−1, HK และ KH ใน S3 เมืÉอกําหนดให้
H = ⟨(2 3)⟩, K = ⟨(1 3)⟩ และ g = (1 2 3)

ข้อสังเกต Ŝ.Ś.Ş ให้ H และ K เป็นเซตยอ่ยของ G แล้ว
ř. ถ้า g ∈ H และ H ≤ G แล้ว gHg−1 = H

Ś. HK =
∪
h∈H

hK =
∪
k∈K

Hk



řśŚ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ
บทนิยาม Ŝ.Ś.ş ให้N กรุปยอ่ยของกรุปG จะกลา่ววา่N เป็น กรุปย่อยปกติ (normal subgroup)
เขียนแทนด้วย N E G ก็ตอ่เมืÉอ

gNg−1 = N ทกุ ๆ g ∈ G
ข้อสังเกต Ŝ.Ś.Š ให้ N ≤ G จะได้วา่
ř. {e} และ G เป็นกรุปยอ่ยปกติเสมอ
Ś. ถ้า G กรุปอาบีเลียน แล้ว N E G ทกุ N ≤ G

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.š จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ย ⟨(1 2)⟩ และ ⟨(1 2 3)⟩ เป็นกรุปยอ่ยปกติของ S3 หรือไม่



Ŝ.Ś. นิยามและสมบติัของกรุปย่อยปกติ řśś

ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŘ เกณฑ์การพจิารณากรุปย่อยปกติ (The Normal Subgroup Criterion)
ให้ N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
(ř) N E G

(Ś) gNg−1 = N ทกุ ๆ g ∈ G
(ś) gN = Ng ทกุ ๆ g ∈ G
(Ŝ) (Ng)(Nh) = N(gh) ทกุ ๆ g, h ∈ G
(ŝ) (gN)(hN) = (gh)N ทกุ ๆ g, h ∈ G
(Ş) gNg−1 ⊆ N ทกุ ๆ g ∈ G



řśŜ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ
ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řř ให้ G เป็นกรุป ถ้า N E G และ K E G แล้ว N ∩K E G

เมืÉอพิจารณากรุป S3 ให้ H = ⟨(1 2)⟩ และ K = ⟨(1 3)⟩ จะได้วา่
HK = ⟨(1 2)⟩ ⟨(1 3)⟩ = {(1), (1 2)}{(1), (1 3)} = {{(1), (1 2), (1 3), (1 2 3)}

จะเห็นได้วา่ HK ไม่เป็นกรุปยอ่ยของ S3 นัÉนหมายความวา่ถ้า H และ K เป็นกรุปยอ่ยของ G ไม่
จําเป็นวา่ HK ≤ G ข้อความดงักลา่วจะเป็นจริงถ้าสอดคล้องทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŚ ให้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะได้วา่

HK ≤ G ก็ตอ่เมืÉอ HK = KH

ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน จะได้วา่ HK = KH โดยทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŚ สรุปได้วา่ HK ≤ G

นัÉนหมายความวา่สําหรับกรุปอาบีเลียน G จะได้วา่
HK ≤ G ทกุ ๆ H ≤ G และ K ≤ G



Ŝ.Ś. นิยามและสมบติัของกรุปย่อยปกติ řśŝ

บทแทรก Ŝ.Ś.řś ให้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะได้วา่
ř. ถ้า H E G หรือ K E G แล้ว HK ≤ G

Ś. ถ้า K E G แล้ว H ∩K E K และ K E HK

ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŜ ให้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยจํากดัของกรุป G แล้ว

|HK| = |H| · |K|
|H ∩K|



řśŞ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ
ทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŝ ให้ N เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จะได้วา่

ถ้า [G : N ] = 2 แล้ว N E G

ตัวอย่าง Ŝ.Ś.řŞ กรุปยอ่ย ⟨(1 3 2)⟩ เป็นกรุปยอ่ยปกติของ S3 หรือไม่



Ŝ.Ś. นิยามและสมบติัของกรุปย่อยปกติ řśş

แบบฝึกหดั Ŝ.Ś
ř. จงหา gHg−1, HK และ KH เมืÉอกําหนดให้

ř.ř H = {0̄, 1̄, 2̄}, K = {2̄, 3̄, 4̄} และ g = 3̄ ใน Z5

ř.Ś H = ⟨4̄⟩, K = {0̄, 7̄, 8̄}, และ g = 2̄ ใน Z15

ř.ś H = ⟨8̄⟩, K = ⟨3̄⟩ และ g = 13 ใน Z18

ř.Ŝ H = ⟨3̄⟩, K = ⟨5̄⟩ และ g = 8̄ ใน Z×
20

ř.ŝ H = ⟨(0̄, 2̄)⟩, K = ⟨(2̄, 0̄)⟩ และ g = (1̄, 3̄) ใน Z4 × Z6

ř.Ş H = ⟨(1 3 2)⟩, K = ⟨(2 3)⟩ และ g = (1 3) ใน S3

Ś. กําหนดให้ H = ⟨A⟩ และ K = ⟨B⟩ โดยทีÉ A =

[
1 1

0 1

]
และ B =

[
1 −1
0 1

]
ใน GL2(R) ถ้า

C =

[
1 2

2 5

]
และ D =

[
1 1

4 3

]
จงเขียนเซตตอ่ไปนี ÊในรูปแบบมีเงืÉอนไข

Ś.ř HK Ś.Ś KH Ś.ś CHC−1 Ś.Ŝ DKD−1

ś. จงหากรุปยอ่ยปกติทั Êงหมดของ
ś.ř Z18 ś.Ś Z×

20 ś.ś Z4 × Z6 ś.Ŝ S3

Ŝ. เรียกกรุป G วา่ กรุปเชิงเดีÉยว (simple group) ถ้ากรุปยอ่ยปกติของ G มีเพียง Ś กรุปเทา่นั Êน
คือ {e} และ G จงแสดงวา่ Zp กรุปเชิงเดีÉยว เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะทีÉมากกวา่ Ś

ŝ. จงตรวจสอบวา่ S3 เป็นกรุปเชิงเดีÉยวหรือไม่
Ş. จงพิสจูน์วา่ ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียนซึÉงมีกรุปยอ่ยอนัดบั n และ m แล้ว G จะมีกรุปยอ่ย

อนัดบั ℓcm(m,n)

ş. ให้ G เป็นกรุป จงพิสจูน์วา่ ถ้า N E G และ N เป็นกรุปวฏัจกัร แล้วทกุกรุปยอ่ยของ N
จะเป็นกรุปยอ่ยปกติของ G

Š. ให้ G เป็นกรุปจํากดั และ N E G โดยทีÉ [G : N ] และ |N | เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์
จงพิสจูน์วา่ ถ้า x ∈ G ซึÉง x|N | = e แล้ว x ∈ N

š. ให้ G เป็นกรุป จงแสดงวา่ ถ้าM E G และ N E G แล้วMN E G.
řŘ. ให้ H และ K เป็นกรุปยอ่ยของกรุป G จงพิสจูน์วา่

ถ้า K E G แล้ว H ∩K E K และ K E HK



řśŠ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

Ŝ.ś กรุปผลหาร
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึการสร้างกรุปบนเซตของโคเซตขวาของ N ในกรุป G โดยทีÉ N E G เพืÉอ

ทีÉจะนิยามการดําเนินทวิภาคให้สอดคล้องกบัทฤษฎีบท Ŝ.Ś.řŘ ข้อ Ŝ ซึÉงจะเรียกวา่กรุปผลหาร จาก
นั Êนศกึษาสมบตัิของกรุปผลหาร โดยเริÉมต้นจากทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท Ŝ.ś.ř ให้ G เป็นกรุป และ N E G นิยามการดําเนินการทวิภาค ∗ ใน R(N) โดย

(Ng) ∗ (Nh) = (Ng)(Nh) เมืÉอ g, h ∈ G
จะได้วา่
ř. (R(N), ∗) เป็นกรุป
Ś. ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน แล้ว (R(N), ∗) เป็นกรุปอาบีเลียน
ś. ถ้า G เป็นกรุปวฏัจกัร แล้ว (R(N), ∗) เป็นกรุปวฏัจกัร



Ŝ.ś. กรุปผลหาร řśš

จากบทพิสจูน์ของทฤษฎีบท Ŝ.ś.ř จะได้วา่
ř. N เป็นเอกลกัษณ์ในกรุป (R(N), ∗)

Ś. ตวัผกผนัของ Ng คือ Ng−1 ดงันั Êน (Ng)−1 = Ng−1

ś. (Ng)n = Ngn เมืÉอ n ∈ Z

Ŝ. ถ้า G เป็นกรุปวฏัจกัรซึÉงมี a เป็นตวัก่อกําเนิด แล้ว Na เป็นตวัก่อกําเนิดของ R(N)

จากนี Êไปจะเขียน (Ng)(Nh) แทน (Ng) ∗ (Nh) เมืÉอกลา่วถงึกรุป (R(N), ∗)

บทนิยาม Ŝ.ś.Ś ให้ G เป็นกรุป และ N E G แล้วกรุป (R(N), ∗) ในทฤษฎีบท Ŝ.ś.ř จะเรียกวา่
กรุปผลหาร (quotient group) ของ G เขียนแทนด้วย G/N
ข้อสังเกต Ŝ.ś.ś ถ้า G เป็นกรุปจํากดั และ N E G แล้ว

|G/N | = [G : N ] =
|G|
|N |

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ŝ จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนี Ê
ř. Z6/ ⟨3̄⟩

Ś. Z12/ ⟨4̄⟩

ś. Z∗
7/ ⟨2̄⟩

Ŝ. Z∗
10/ ⟨3̄⟩

ŝ. Z2 × Z6/ ⟨(0̄, 2̄)⟩

Ş. S3/ ⟨(1 2 3)⟩



řŜŘ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ

ตัวอย่าง Ŝ.ś.ŝ จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนี Ê
ř. Z/3Z

Ś. Z/4Z

ś. Z/7Z

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Ş จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปผลหารตอ่ไปนี Ê
ř. Z12/ ⟨3̄⟩

Ś. Z∗
7/ ⟨2̄⟩

ś. Z2 × Z5/ ⟨(1̄, 0̄)⟩



Ŝ.ś. กรุปผลหาร řŜř

ทฤษฎีบท Ŝ.ś.ş ให้ n, r ∈ N โดยทีÉ 0 ≤ r < n สมมติวา่ nZ+ r เป็นตวัก่อกําเนิด Z/nZ

ถ้า k ∈ N ซึÉง 1 ≤ k < n จะได้วา่
nZ+ kr เป็นตวัก่อกําเนิดของ Z/nZ ก็ตอ่เมืÉอ gcd(n, k) = 1

ตัวอย่าง Ŝ.ś.Š จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของ Z/6Z

ทฤษฎีบท Ŝ.ś.š ให้ G เป็นกรุป และ N E G และ [G : N ] = n จะได้วา่
ř. an = N สําหรับทกุ ๆ a ∈ G/N

Ś. gn ∈ N สําหรับทกุ ๆ g ∈ G

บทแทรก Ŝ.ś.řŘ ให้ G เป็นกรุป และ N ≤ G ซึÉง [G : N ] = 2 จะได้วา่
g2 ∈ N ทกุ ๆ g ∈ G



řŜŚ บททีÉ Ŝ. กรุปย่อยปกติ
แบบฝึกหดั Ŝ.ś

ř. จงแจกแจงสมาชิกของกรุปผลหารตอ่ไปนี Ê
ř.ř Z6/ ⟨2̄⟩

ř.Ś Z12/ ⟨8̄⟩

ř.ś Z24/ ⟨4̄⟩

ř.Ŝ Z×
25/
⟨
7
⟩ ř.ŝ Z×

20/
⟨
11
⟩

ř.Ş S3/ ⟨(1 3 2)⟩

Ś. จงหาตวัก่อกําเนิดทั Êงหมดของกรุปผลหารตอ่ไปนี Ê
Ś.ř Z8/ ⟨2̄⟩

Ś.Ś Z12/ ⟨6̄⟩

Ś.ś Z24/ ⟨4̄⟩

Ś.Ŝ Z×
25/
⟨
7
⟩ Ś.ŝ Z×

20/
⟨
11
⟩

Ś.Ş Z4 × Z9/ ⟨(2̄, 3̄)⟩

ś. ให้ G เป็นกรุป จงพิสจูน์วา่

ถ้า N E G,M E G และ N ∩M = {e} แล้ว nm = mn ทกุ ๆ n,m ∈ N

Ŝ. ให้ G เป็นกรุป และ H ≤ G จงแสดงวา่ ∩
g∈G

gHg−1 E G

ŝ. จงแสดงวา่มีกรุปอนัดบั š เป็นกรุปอาบีเลียน



บททีÉ ŝ
สมสัณฐาน

กรุปแตล่ะกรุปนั Êนมีโครงสร้างทีÉแตกตา่งกนั แตอ่าจสมัพนัธ์กนัได้เชน่กรุปวฏัจกัรจํากดัทีÉมีสมาชิก
เทา่กนัจะมีจํานวนตวัก่อกําเนิดเทา่กนั มากไปกวา่นั Êนนกัคณิตศาสตร์อยากทราบวา่สองกรุปใด ๆ
จะมีความสมัพนัธ์กนัเรืÉองใดบ้าง เช่น เอกลกัษณ์ ตวัผกผนั ตวัก่อกําเนิด หรือแม้กระทั Êงกรุปยอ่ย ซึÉง
เราจะศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉจะเกิดขึ Êนในบทเรียนนี Ê

ŝ.ř ฟังก์ชันสาทสิสัณฐาน
บทนิยาม ŝ.ř.ř ให้ (G, ∗) และ (G′,~) เป็นกรุป
เรียกฟังก์ชนั φ : G→ G′ วา่ ฟังก์ชันสาทสิสัณฐาน (homomorphism) ถ้า

φ(x ∗ y) = φ(x)~ φ(y) ทกุ ๆ x, y ∈ G
และ เคอร์เนล (kernel) ของ φ เขียนแทนด้วย Ker(φ) นิยามโดย

Ker(φ) = {x ∈ G : φ(x) = e′}

เมืÉอ e′ เป็นเอกลกัษณ์ของ G′

บางครั ÊงอาจละการเขียนเครืÉองหมายการดําเนินทวิภาค โดยเขียน φ(xy) = φ(x)φ(y) แทนการ
เขียน φ(x ∗ y) = φ(x)~ φ(y)

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ś ให้ G และ G′ เป็นกรุป เมืÉอ e′ เป็นเอกลกัษณ์ของ G′

จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานหรือไม่

ř. ให้ φ : G→ G′ นิยามโดย φ(x) = e′ เมืÉอ x ∈ G

Ś. ให้ φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1 เมืÉอ x ∈ G



řŜŜ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
จากตวัอยา่ง ŝ.ř.Ś ข้อ Ś จงึสรุปได้วา่ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียนแล้ว

φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1

เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน
ตัวอย่าง ŝ.ř.ś จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานหรือไม่
ř. ให้ φ : (GL2(R), ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(A) = det(A)

Ś. ให้ φ : (Mnn(R),+)→ (R,+) นิยามโดย φ(A) = det(A)

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ŝ จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานหรือไม่ และหา Ker(φ)

ř. ให้ φ : (C∗, ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(z) = |z| เมืÉอ z ∈ C∗

Ś. ให้ φ : (Z,+)→ (Z6,+) นิยามโดย φ(x) = x̄ เมืÉอ x ∈ Z



ŝ.ř. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน řŜŝ

ขยายแนวคิดจากตวัอยา่ง ŝ.ř.Ŝ ข้อ Ś สําหรับ n ∈ N จะได้วา่
φ : (Z,+)→ (Zn,+) นิยามโดย φ(x) = x̄

เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน โดยมี Ker(φ) = nZ

ตัวอย่าง ŝ.ř.ŝ ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx+ isinx เมืÉอ x ∈ R
จงแสดงวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)

ตัวอย่าง ŝ.ř.Ş ให้ φ : (R+, ·)→ (R,+) นิยามโดย φ(x) = ℓn(x) เมืÉอ x ∈ R+

จงแสดงวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)

ตัวอย่าง ŝ.ř.ş ให้ φ : (R2,+)→ (R,+) นิยามโดย φ((x, y)) = x+ y เมืÉอ x, y ∈ R
จงแสดงวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(φ)



řŜŞ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
ทฤษฎีบท ŝ.ř.Š ให้ G เป็นกรุป และ N E G ให้ π : G→ G/N นิยามโดย

π(g) = Ng ทกุ ๆ g ∈ G

แล้ว π เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานแบบทัÉวถงึ
ซึÉงจะเรียกวา่ ฟังก์ชันสาทสิสัณฐานธรรมชาติ (natural homomorphism)

ทฤษฎีบท ŝ.ř.š ให้ G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ e และ e′ เป็นเอกลกัษณ์ของ G และ G′ ตามลําดบั
ให้ φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน และ a ∈ G ซึÉงมีอนัดบัจํากดั และ n ∈ Z จะได้วา่
ř. φ(e) = e′

Ś. φ(a−1) = (φ(a))−1

ś. φ(an) = (φ(a))n

Ŝ. ◦(φ(a)) | ◦(a)



ŝ.ř. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน řŜş

ทฤษฎีบท ŝ.ř.řŘ ให้ G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน จะได้วา่
ř. Ker(φ) E G

Ś. Ran(φ) ≤ G′

ś. ถ้า G เป็นกรุปวฏัจกัร แล้ว Ran(φ) เป็นกรุปวฏัจกัร



řŜŠ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน

ทฤษฎีบท ŝ.ř.řř ให้ G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน จะได้วา่
φ เป็นฟังก์ชนั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ Ker(φ) = {e}

ตัวอย่าง ŝ.ř.řŚ ให้ φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

จะแสดงวา่ φ(x) เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานแบบหนึÉงตอ่หนึÉง



ŝ.ř. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน řŜš

แบบฝึกหดั ŝ.ř
ř. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานหรือไม่

ř.ř ให้ φ : (R∗, ·)→ (Z2,+) นิยามโดย φ(x) =
0̄ ถ้า x > 0

1̄ ถ้า x < 0

ř.Ś ให้ φ : R→ Z นิยามโดย φ(x) = [x] คือจํานวนเตม็มากสดุทีÉน้อยกวา่หรือเทา่กบั x

ř.ś ให้ φ : Z→ R นิยามโดย φ(x) = x

ř.Ŝ ให้ φ : Z2 → Z6 นิยามโดย φ(x) = x−1

ř.ŝ ให้ φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4 + x

ř.Ş ให้ φ : Z6 → Z6 นิยามโดย φ(x) = (x)2

ř.ş ให้ φ : Z∗
5 → Z∗

7 นิยามโดย φ(x) = 5x

ř.Š ให้ φ : S4 → S4 นิยามโดย φ(x) = x−2

ř.š ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx− isinx
ř.řŘ ให้ f : (R,+)→ (R,+) นิยามโดย f(x) = tanx
ř.řř ให้ P : R2 → R นิยามโดย P ((x, y)) = y

Ś. จงหา Ker(φ) ของฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานตอ่ไปนี Ê
Ś.ř φ : Z→ R นิยามโดย φ(a) = −a
Ś.Ś φ : S5 → S5 นิยามโดย φ(x) = (1 3 2)x(1 2 3)

Ś.ś φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

Ś.Ŝ φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4x

ś. ให้ G เป็นกรุป และ φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x2 จงพิสจูน์วา่

φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน ก็ตอ่เมืÉอ G เป็นกรุปอาบีเลียน

Ŝ. ให้ A และ B เป็นกรุป จงพิสจูน์วา่ f เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน และหา Ker(f)
Ŝ.ř f : A×B → A นิยามโดย f(a, b) = a

Ŝ.Ś f : A×B → B นิยามโดย f(a, b) = b

ŝ. พิสจูน์ทฤษฎีบท ŝ.ř.š ข้อ ś



řŝŘ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน

ŝ.Ś ฟังก์ชันสมสัณฐาน
บทนิยาม ŝ.Ś.ř ให้ G และ G′ เป็นกรุป จะเรียกฟังก์ชนั φ : G → G′ วา่เป็น ฟังก์ชันสมสัณฐาน
(isomorphism) ก็ตอ่เมืÉอ

φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานแบบหนึÉงตอ่หนึÉงและทัÉวถงึ
ถ้า φ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน จะกลา่ววา่ G สมสัณฐาน (isomoephic) กบั G′ เขียนแทน G ∼= G′

ข้อสังเกต ŝ.Ś.Ś G ∼= G′ ก็ตอ่เมืÉอ มีฟังก์ชนั φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน
ตัวอย่าง ŝ.Ś.ś จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน φ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐานหรือไม่
ř. φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = 2x

Ś. φ : (GL2(R), ·)→ (R∗, ·) นิยามโดย φ(A) = det(A)



ŝ.Ś. ฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŝř

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.Ŝ ให้ G และ G′ เป็นกรุป และ a ∈ G ถ้า φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน แล้ว
ř. φ−1 เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐานจาก G′ ไป G

Ś. ถ้า ◦(a) เป็นอนัดบัจํากดั แล้ว ◦(a) = ◦(φ(a))

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.ŝ สมบัตสิมมาตรของสมสัณฐาน
ให้ G1 และ G2 เป็นกรุป

ถ้า G1
∼= G2 แล้ว G2

∼= G1

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.Ş สมบัตกิารถ่ายทอดของสมสัณฐาน
ให้ G1, G2 และ G3 เป็นกรุป

ถ้า G1
∼= G2 และ G2

∼= G3 แล้ว G1
∼= G3



řŝŚ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
ทฤษฎีบท ŝ.Ś.ş ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัร จะได้วา่
ř. ถ้า G เป็นกรุปอนนัต์ แล้ว G ∼= Z

Ś. ถ้า G เป็นกรุปจํากดัทีÉมีอนัดบัเป็น n แล้ว G ∼= Zn

บทแทรก ŝ.Ś.Š ให้ G เป็นกรุป ซึÉง |G| = p เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ จะได้วา่ G ∼= Zp

บทแทรก ŝ.Ś.š ให้ m,n ∈ N ถ้า m และ n เป็นจํานวนเฉพาะสมัพทัธ์กนัแล้ว
Zmn

∼= Zm × Zn



ŝ.Ś. ฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŝś

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řŘ ให้ G และ G′ เป็นกรุป ซึÉง G ∼= G′ จะได้วา่
ř. G เป็นกรุปอาบีเลียน ก็ตอ่เมืÉอ G′ เป็นกรุปอาบีเลียน
Ś. G เป็นกรุปวฏัจกัร ก็ตอ่เมืÉอ G′ เป็นกรุปวฏัจกัร
ś. G มีกรุปยอ่ยอนัดบั n ก็ตอ่เมืÉอ G′ มีกรุปยอ่ยอนัดบั n

Ŝ. G มีสมาชิกอนัดบั n ก็ตอ่เมืÉอ G′ มีสมาชิกอนัดบั n

ŝ. ทกุสมาชิกของ G เป็นอนัดบัจํากดั ก็ตอ่เมืÉอ ทกุสมาชิกของ G′ เป็นอนัดบัจํากดั



řŝŜ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řř ให้ G1 และ G2 เป็นกรุป

ถ้า G1
∼= G′

1 และ G2
∼= G′

2 แล้ว G1 ×G2
∼= G′

1 ×G′
2

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎีบททีÉโดงดงัทีÉกลา่วไว้วา่ ทกุ ๆ กรุป G จะสมสณัฐานกบักรุปการเรียง
สบัเปลีÉยนของ G เสมอ คิดค้นโดยนกัคณิตศาสตร์ชาวองักฤษผู้ เลืÉองชืÉอนามวา่ อาร์เทอร์ เคย์เลย์
(Arthur Cayley) โดยเฉพาะกรุปจํากดัทีÉมี |G| = n จะได้สมสณัฐานกบั H สําหรับบาง H ≤ Sn

จากหวัข้อ Ś.Ŝ และตามทฤษฎีบท Ś.ř.śŚ กรุปสมมาตร SG จะหมายถงึเซต

SG = {f : G→ G : f เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ }

สมาชิกใน SG เรียกวา่วิธีเรียงสบัเปลีÉยนของG และกรุปยอ่ยของ SG เรียกวา่กรุปการเรียงสบัเปลีÉยน
บทตั Êง ŝ.Ś.řŚ ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G กําหนดให้ Ta : G→ G นิยามโดย

Ta(x) = ax ทกุ ๆ x ∈ G

แล้ว Ta เป็นวิธีเรียงสบัเปลีÉยนของ G หรือ Ta ∈ SG



ŝ.Ś. ฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŝŝ

ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řś ทฤษฎีบทเคย์เลย์ (Cayley's Theorem)
ให้ G เป็นกรุป แล้ว

G สมสณัฐานกบักรุปการเรียงสบัเปลีÉยนของ G

บทแทรก ŝ.Ś.řŜ ให้ G เป็นกรุปจํากดัทีÉมีอนัดบัเทา่กบั n แล้วจะได้วา่มี H ≤ Sn ซึÉง G ∼= H

ตัวอย่าง ŝ.Ś.řŝ จงหากรุปการเรียงสบัเปลีÉยนทีÉสมสณัฐานกบั Z3 และเป็นกรุปยอ่ยของ S3



řŝŞ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
แบบฝึกหดั ŝ.Ś

ř. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐานหรือไม่
ř.ř φ : (R∗, ·)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = |x|

ř.Ś φ : Z→ Z นิยามโดย φ(x) = 3x

ř.ś φ : Z6 → Z12 นิยามโดย φ(x) = 2x

ř.Ŝ φ : Z→ Z2 นิยามโดย φ(x) = x̄

ř.ŝ φ : (Z,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = ex

ř.Ş φ : (R,+)→ (R+, ·) นิยามโดย φ(x) = 3−x

ř.ş φ : (R+, ·)→ (R,+) นิยามโดย φ(x) = ℓn(x)
ř.Š φ : S4 → S4 นิยามโดย φ(x) = x2

ř.š φ : GL2(R)→ R∗ นิยามโดย φ(A) = det(A)
Ś. จงตรวจสอบเซตคูใ่ดสมสณัฐานกนับ้าง

Ś.ř Z5 และ Z6

Ś.Ś Z6 และ Z3

Ś.ś Z และ Q

Ś.Ŝ R+ และ R

Ś.ŝ Z/6Z และ Z6

Ś.Ş Z/10Z และ Z2 × Z5

Ś.ş Z2 × Z3 และ Z6

Ś.Š Z2 × Z5 และ Z∗
11

Ś.š Z2 × Z4 และ Z8

ś. ให้ G และ G′ เป็นกรุป จงแสดงวา่ G×G′ ∼= G′ ×G

Ŝ. จงหากรุปการเรียงสบัเปลีÉยนทีÉสมสณัฐานกบั
Ŝ.ř Z4

Ŝ.Ś Z5

Ŝ.ś Z∗
7

Ŝ.Ŝ Z2 × Z3

Ŝ.ŝ Z×
10

Ŝ.Ş Z/6Z

Ŝ.ş Z

Ŝ.Š R

ŝ. ให้ a เป็นสมาชิกในกรุป G จงแสดงวา่
fa : G→ G นิยามโดย fa(x) = axa−1 ทกุ ๆ x ∈ G

เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน
Ş. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท ŝ.Ś.ş
ş. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท ŝ.Ś.řř
Š. ให้ G1, G2 และ G3 เป็นกรุป ถ้า G1

∼= G2 และ G2
∼= G3 แล้ว G1

∼= G3

š. ให้ a, b ∈ R∗ กําหนด Tab : R→ R นิยามโดย Tab(x) = ax+ b ให้
G = {Tab : a, b ∈ R∗} และ N = {T1b : b ∈ R}

จงแสดงวา่ (G, ◦) เป็นกรุป และ N E G และ G/N ∼= R∗



ŝ.ś. ทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŝş

ŝ.ś ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐาน
ทฤษฎีบท ŝ.ś.ř ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานบททีÉหนึÉง (The First Isomorphism Theorem)
ให้ G และ G′ เป็นกรุป โดยทีÉ φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน จะได้วา่

G/Ker(φ) ∼= Ran(φ)

ข้อสังเกต ŝ.ś.Ś ให้ G และ G′ เป็นกรุป
ř. ถ้า φ : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานแบบทัÉวถงึ แล้ว G/Ker(φ) ∼= G′

Ś. ψ ◦ π = φ เมืÉอ π เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานธรรมชาติ
ตอ่ไปเป็นแผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ของ G, Ran(φ) และ G/Ker(φ) ตามทฤษฎีบทฟังก์ชนั

สมสณัฐานบททีÉหนึÉง

G Ran(φ)

G/Ker(φ)

π

φ

ψ



řŝŠ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
ทฤษฎีบท ŝ.ś.ś ให้ n ∈ Nแล้ว Z/nZ ∼= Zn

จากทฤษฎีบท ŝ.ś.ś เห็นได้วา่ Z/nZ ∼= Zn นัÉนหมายความวา่เราอาจเขียนกรุป Z/nZ ใช้แทน
Zn ซึÉงในหนงัสือบางเลม่จะใช้ในลกัษณะดงักลา่ว เช่น Z/6Z จะหมายถงึ Z6

ตัวอย่าง ŝ.ś.Ŝ ให้ φ : (R,+)→ (C∗, ·) นิยามโดย φ(x) = cosx+ isinx เมืÉอ x ∈ R
จงแสดงวา่ R/ ⟨2π⟩ ∼= {cosx+ isinx : x ∈ R}

ตัวอย่าง ŝ.ś.ŝ ให้ φ : (R2,+)→ (R,+) นิยามโดย φ((x, y)) = x+ y เมืÉอ x, y ∈ R
จงแสดงวา่ R2/{(x,−x) : x ∈ R} ∼= R



ŝ.ś. ทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŝš

ทฤษฎีบท ŝ.ś.Ş ให้ G เป็นกรุป และ K E G แล้วจะได้วา่
มีกรุป G′ และ f : G→ G′ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน ซึÉง Ker(f) = K

ทฤษฎีบท ŝ.ś.ş ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานบททีÉสอง (The Second Isomorphism Theorem)
ให้ G เป็นกรุป โดยทีÉ H ≤ G และ K E G จะได้วา่

H/H ∩K ∼= HK/K

โดยทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐานบททีÉสอง แสดงความสมัพนัธ์ของ H, K, H ∩K และ HK
ได้ดงันี Ê

HK

H ∩K

KH

≤ E

≤E



řŞŘ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน

ทฤษฎีบท ŝ.ś.Š ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานบททีÉสาม (The Third Isomorphism Theorem)
ให้ G เป็นกรุป โดยทีÉ H E G, K E G และ K ⊆ H จะได้วา่

H/K E G/K และ (G/K)/(H/K) ∼= G/H



ŝ.ś. ทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐาน řŞř

แบบฝึกหดั ŝ.ś
ř. ให้ G เป็นกรุปอาบีเลียนทีÉมีอนัดบั n ให้ m ∈ N ซึÉง gcd(n,m) = 1 จงแสดงวา่

ทกุ ๆ g ∈ G จะมี x ∈ G ซึÉง g = xm

Ś. จงแสดงวา่ Z18/ ⟨3̄⟩ ∼= Z3

ś. จงพิสจูน์วา่ ถ้า H เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป G ซึÉง |G| = p แล้วจะได้วา่ ทกุ ๆ K ≤ G

จะสอดคล้องข้อใดข้อหนึÉงเพียงข้อเดียวจาก Ś ตอ่ไปนี Ê
(ก) K ≤ H หรือ
(ข ) G = HK และ [K : K ∩H] = p

Ŝ. ให้M และ N เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป G ซึÉง G =MN จงแสดงวา่
G/(M ∩N) ∼= (G/M)× (G/N)

ŝ. ให้ C และ D เป็นกรุปยอ่ยปกติของกรุป A และ B ตามลําดบั จงพิสจูน์วา่
(C ×D) E (A×B) และ (A×B)/(C ×D) ∼= (A/C)× (B/D)



řŞŚ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน

ŝ.Ŝ ฟังก์ชันอัตสัณฐาน
บทนิยาม ŝ.Ŝ.ř ให้ G เป็นกรุป ถ้า φ : G→ G เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน
จะเรียก φ วา่เป็น ฟังก์ชันอัตสัณฐาน (automorphism) ของ G เซตของฟังก์ชนัอตัสณัฐานของ G
เขียนแทนด้วย Aut(G) นัÉนคือ

Aut(G) = {φ : G→ G : φ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐาน }

เห็นได้ชดัวา่ฟังก์ชนัเอกลกัษณ์ iG เป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ และสําหรับ x, y ∈ G จะได้วา่
iG(xy) = xy = iG(x)iG(y)

ดงันั Êน iG เป็นฟังก์ชนัอตัสณัฐานของ G
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Ś ให้ G เป็นกรุปอาบีเลียน และ

φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = x−1

จงแสดงวา่ φ ฟังก์ชนัอตัสณัฐานของ G

ทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.ś ให้ G เป็นกรุปวฏัจกัร โดยทีÉ a และ b เป็นตวัก่อกําเนิดของ G กําหนดให้
φ : G→ G นิยามโดย φ(ak) = bk มืÉอ k ∈ Z

แล้ว φ เป็นฟังก์ชนัอตัสณัฐานของ G



ŝ.Ŝ. ฟังก์ชนัอตัสณัฐาน řŞś

ทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.Ŝ ให้ G เป็นกรุป แล้ว (Aut(G), ◦) เป็นกรุป

จะเห็นวา่กรุป (Aut, ◦) มี iG เป็นเอกลกัษณ์ และ φ มีตวัผกผนัคือ φ−1

ทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.ŝ ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G กําหนดให้
fa : G→ G นิยามโดย fa(x) = a−1xa

แล้ว fa เป็นฟังก์ชนัอตัสณัฐานของ G



řŞŜ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
บทนิยาม ŝ.Ŝ.Ş ให้ G เป็นกรุป และ a ∈ G จะเรียก fa ในทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.ŝ วา่ ฟังก์ชันอัตสัณฐาน
ภายใน (inner automorphism) ของ G ซึÉงสมนยักบั a และเซตของฟังก์ชนัอตัสณัฐานภายในของ
G เขียนแทนด้วย Inn(G) นัÉนคือ

Inn(G) = {fa ∈ Aut(G) : a ∈ G}

ข้อสังเกต ŝ.Ŝ.ş ถ้า G เป็นกรุปอาบีเลียน จะได้วา่ fa คือ iG สําหรับทกุ ๆ a ∈ G
ตัวอย่าง ŝ.Ŝ.Š จงหา fa(x) ∈ Inn(S3) เมืÉอ a = (1 2)



ŝ.Ŝ. ฟังก์ชนัอตัสณัฐาน řŞŝ

ทฤษฎีบท ŝ.Ŝ.š ให้ G เป็นกรุป จะได้วา่
G/Z(G) ∼= Inn(G) และ Inn(G) E Aut(G)

เมืÉอ Z(G) = {a ∈ G : ax = xa ทกุ ๆ x ∈ G}



řŞŞ บททีÉ ŝ. สมสณัฐาน
แบบฝึกหดั ŝ.Ŝ

ř. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัอตัสณัฐานหรือไม่
ř.ř φ : R∗ → R∗ นิยามโดย φ(x) = |x|
ř.Ś φ : S2 → S2 นิยามโดย φ(x) = x−1

ř.ś φ : Sn → Sn นิยามโดย φ(x) = x−1 เมืÉอ n ∈ N

ř.Ŝ φ : G→ G นิยามโดย φ(x) = xax−1 เมืÉอ a เป็นสมาชิกในกรุป G

Ś. จงหาฟังก์ชนัอตัสณัฐานทั Êงหมดของกรุปตอ่ไปนี Ê
Ś.ř R

Ś.Ś R+

Ś.ś S3

Ś.Ŝ Z4

Ś.ŝ Z6

Ś.Ş Z∗
5

ś. ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ จงพิสจูน์วา่
ś.ř |Aut(Z2)| = 1

ś.Ś Aut(Z3) ∼= Z2

ś.ś Aut(Z4) ∼= Z2

ś.Ŝ Aut(Zp) ∼= Zp−1

Ŝ. จงหาฟังก์ชนัอตัสณัฐานภายใน fa(x) ∈ Inn(S3) เมืÉอกําหนดให้
Ŝ.ř a = (1 3) Ŝ.Ś a = (2 3) Ŝ.ś a = (1 3 2)

ŝ. ให้ G เป็นกรุป จงพิสจูน์วา่ Inn(G) E Aut(G)

ŝ.ŝ ฟังก์ชันอัตสัณฐาน
ŝ.Ş ฟังก์ชันอัตสัณฐาน



บททีÉ Ş
ริง

เมืÉอใดก็ตามทีÉกลา่วถงึกรุปจะทราบทนัทีวา่มีการดําเนินการทวิภาคเพียงหนึÉงเดียวบนกรุปนั Êน
ในบทนี ÊจะเพิÉมอีกหนึÉงการดําเนินการทวิภาคในกรุป โดยให้ + แทนการดําเนินการแรก และ · แทน
การดําเนินการทีÉเพิÉม และให้การดําเนินการทั Êงสองมีความสมัพนัธ์กนั ดงัจะศกึษาได้จากบทเรียนนี Ê

Ş.ř ริงและฟิลด์
บทนิยาม Ş.ř.ř ให้ R เป็นเซตทีÉไมใ่ชเ่ซตวา่ง โดยทีÉ + และ · เป็นการดําเนินการทวิภาคใน R
จะเรียกวา่ ริง (ring) เขียนแทนด้วย (R,+, ·) ถ้าสอดคล้อง ś ข้อตอ่ไปนี Ê
(ก) (R,+) เป็นกรุปอาบีเลียน
(ข) (R, ·) เป็นกึÉงกรุป
(ค) สําหรับ a, b, c ∈ R จะได้วา่

a · (b+ c) = a · b+ a · c และ (b+ c) · a = b · a+ c · a

เรียกวา่ สมบัตกิารแจกแจง (distributive law) ใน R
เขียน R แทนริง (R,+, ·) และ a · b เขียนแทนด้วย ab

We write a ring R instead of (R,+, ·) and ab instead of a · b.
ถ้า (R+, ·) เป็นริง แล้ว
ř. เอกลกัษณ์ใน (R,+) เขียนแทนด้วย 0 เรียกวา่ ศูนย์ (zero element) และสําหรับ a ∈ R

เขียนตวัผกผนัของ a ด้วย −a
Ś. ถ้ากึÉงกรุป (R, ·) มีเอกลกัษณ์ เขียนแทนด้วย 1 เรียกวา่ หนึÉง (unity) และเรียก (R,+, ·) วา่

ริงซึÉงมีหนึÉง (ring with unity)

ś. ถ้ากึÉงกรุป (R, ·) มีสมบตัิการสลบัทีÉ เรียก (R,+, ·) วา่ ริงสลับทีÉ (commutative ring)
ข้อสังเกต Ş.ř.Ś ถ้าวง (R,+, ·) มีสมาชิกเพียงตวัเดียว จะได้วา่ R = {0} และศนูย์ทําหน้าทีÉเป็น
หนึÉง นัÉนคือ 0 = 1 โดยเรียก ({0},+, ·) วา่ ริงชัด (trivial ring)



řŞŠ บททีÉ Ş. ริง

จากความรู้เรืÉองกรุปถ้า + เป็นการบวก และ · เป็นการคณู จะได้วา่
ř. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) และ (C,+, ·) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉงคือ 1

Ś. สําหรับ n ∈ N จะได้วา่ (Zn,+, ·) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉงคือ 1̄

ś. สําหรับ n ∈ N จะได้วา่ (Mnn(R),+, ·) เป็นริงทีÉไมส่ลบัทีÉซึÉงมีหนึÉงคือ I
ตัวอย่าง Ş.ř.ś กําหนดให้

Q[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q}

จงแสดงวา่ (Q[
√
2],+, ·) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง

ตัวอย่าง Ş.ř.Ŝ ให้ a, b ∈ Z นิยามโดย
a⊕ b = a+ b+ 2

a⊙ b = 2ab

จงตรวจสอบวา่ (Z,⊕,⊙) เป็นริง หรือไม่



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řŞš

ตัวอย่าง Ş.ř.ŝ ให้ a, b ∈ R นิยามโดย
a⊕ b = a+ b+ 1

a⊙ b = a+ b+ ab

จงแสดงวา่ (R,⊕,⊙) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง



řşŘ บททีÉ Ş. ริง
ตัวอย่าง Ş.ř.Ş ให้ a, b, c, d ∈ R นิยามโดย

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)⊙ (c, d) = (a · c, b · d)

จงแสดงวา่ (R× R,⊕,⊙) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řşř

จากตวัอยา่ง Ş.ř.Ş จะเห็นได้วา่ R เป็นริง แล้ว R× R เป็นริง ขยายแนวคิดนี Êไปยงั Ś ริงใด ๆ ถ้า
R และ S เป็นริง สําหรับ (a, b), (c, d) ∈ R× S โดยนิยาม

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) (Ş.ř)
(a, b) · (c, d) = (a · c, b · d) (Ş.Ś)

จะพิสจูน์ได้วา่ (R× S,+, ·) เป็นริงด้วย
ทฤษฎีบท Ş.ř.ş ให้ R และ S เป็นริง จะได้วา่ R × S เป็นริง เมืÉอนิยาม + และ · ดงัสมการ (Ş.ř)
และ (Ş.Ś) ตามลําดบั และเรียกริง R× S วา่ ผลคูณตรงของริง (direct product of ring)

บทแทรก Ş.ř.Š ให้ R และ S เป็นริงซึÉงมีหนึÉง จะได้วา่ R× S เป็นริงซึÉงมีหนึÉง

บทแทรก Ş.ř.š ให้ R และ S เป็นริงซึÉงมีหนึÉง ถ้า R และ S มีหน่วย แล้ว R× S มีหนว่ย



řşŚ บททีÉ Ş. ริง
ทฤษฎีบท Ş.ř.řŘ ให้ R เป็นริง และ a, b ∈ R จะได้วา่
ř. a0 = 0a = 0

Ś. a(−b) = (−a)b = −(ab)

ś. (−a)(−b) = ab

บทแทรก Ş.ř.řř ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ a ∈ R จะได้วา่
ř. (−1)a = −a

Ś. (−1)(−1) = 1

บทแทรก Ş.ř.řŚ ถ้า R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ R ̸= {0} แล้ว 0 ̸= 1



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řşś

บทนิยาม Ş.ř.řś ให้ (R,+, ·) เป็นริง โดยทีÉ x ∈ R และ n ∈ N กําหนดให้
ř. nx = x+ (n− 1)x

Ś. 0x = 0 เมืÉอ 0 ทางขวามือเป็นเอกลกัษณ์ใน (R,+)

และ 0 ทางซ้ายมือเป็นจํานวนเตม็
ś. (−n)x = n(−x)

Ŝ. x0 = 1 เมืÉอ 0 ∈ Z และ 1 เป็นเอกลกัษณ์ใน (R, ·)
โดยทีÉ x ไมเ่ป็นเอกลกัษณ์ใน (R,+)

ŝ. xn = xxn−1 เมืÉอ x ไมเ่ป็นเอกลกัษณ์ใน (R,+)

ทฤษฎีบท Ş.ř.řŜ ให้ (R,+, ·) เป็นริง โดยทีÉ x, y ∈ R และ n,m ∈ Z จะได้วา่
ř. −(nx) = n(−x)

Ś. nx+mx = (n+m)x

ś. n(x+ y) = nx+ ny

Ŝ. n(xy) = (nx)y = x(ny)

ŝ. (nx)(my) = (nm)xy

Ş. (xy)n = xnyn เมืÉอ xy ไมเ่ป็นเอกลกัษณ์ใน (R,+)



řşŜ บททีÉ Ş. ริง

บทนิยาม Ş.ř.řŝ ให้ R เป็นริง ถ้ามี k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ∈ R และ
n = min{k ∈ N : ka = 0 ทกุ ๆ a ∈ R}

เรากลา่ววา่ R มี แคแรกเทอริสตกิ (characteristic) เทา่กบั n เขียนแทนด้วย Char(R)
ถ้าไมมี่ k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ∈ R จะกลา่ววา่ R มีแคแรกเทอริสติกเทา่กบั 0

ข้อสังเกต Ş.ř.řŞ จะได้วา่ Char(R) > 0 ก็ตอ่เมืÉอ min{k ∈ N : ka = 0 ทกุ ๆ a ∈ R} ≠ ∅

ตัวอย่าง Ş.ř.řş จงหาแคแรกเทอริสติกของ
ř. Z3

Ś. Z6

ś. Z2 × Z3



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řşŝ

สําหรับริง Z, Q, R และ C เห็นได้ชดัวา่ไมมี่ k ∈ N ซึÉง ka = 0 ทกุ a ทีÉเป็นสมาชิกของริงนั Êน
ดงันั Êน Char(Z) = 0, Char(Q) = 0, Char(R) = 0 และ Char(C) = 0

ทฤษฎีบท Ş.ř.řŠ ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ Char(R) = n จะได้วา่
n > 0 ก็ตอ่เมืÉอ {k ∈ N : k1 = 0} ̸= ∅

บทแทรก Ş.ř.řš ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ Char(R) > 0 จะได้วา่
Char(R) = {k ∈ N : k1 = 0}



řşŞ บททีÉ Ş. ริง

บทนิยาม Ş.ř.ŚŘ ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ a ∈ R จะเรียก a วา่ หน่วย (unit) ถ้า
มี b ∈ R ซึÉง ab = 1 = ba

หรือกลา่วได้วา่ a เป็นหน่วย ก็ตอ่เมืÉอ a มีตวัผกผนัในกึÉงกรุป (R, ·)
และเซตของหนว่ยของ R เขียนแทนด้วย U(R) นัÉนคือ

U(R) = {a ∈ R : มี b ∈ R ฃึÉง ab = 1 = ba}

ตัวอย่าง Ş.ř.Śř จงหา U(R) ของริงตอ่ไปนี Ê
ř. Z6 Ś. Z7

จากความรู้เรืÉองกรุป สําหรับริง (R,+, ·) เมืÉอ + คือการบวก และ · คือการคณู จะได้วา่
R เซตของหน่วยของ R หรือ U(R)
Zn Z×

n เมืÉอ n ∈ N

Zp Z∗
p เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

Z {−1, 1}
Q Q∗

R R∗

C C∗

Mnn(R) GLn(R) เมืÉอ n ∈ N

ในทํานองเดียวกนักบัตวัอยา่ง Ş.ř.ś พิสจูน์ได้วา่ (Z[
√
2],+, ·) เป็นริง เมืÉอ

Z[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z}

ตัวอย่าง Ş.ř.ŚŚ จงหาเซตของหนว่ยของริง (Z[√2],+, ·)



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řşş

บทนิยาม Ş.ř.Śś ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง โดยทีÉ 1 ̸= 0 แล้วเรียก R วา่
ř. ริงการหาร (division ring) ถ้าทกุสมาชิกทีÉไมใ่ช่ศนูย์ใน R เป็นหนว่ย
Ś. ฟิลด์ (field) ถ้า R เป็นริงการหารสลบัทีÉ (commutative division ring)
ś. สกวิฟิลด์ (skew field) ถ้า R เป็นริงการหารไมส่ลบัทีÉ

จากนิยามข้างต้นแสดงความสมัพนัธ์ของริงการหาร ฟิลด์ และสกิวฟิลด์ ได้ดงัตอ่ไปนี Ê

สกิวฟิลด์ฟิลด์

ริงการหาร

รูปทีÉ řŚ แสดงความสมัพนัธ์ของริงการหาร ฟิลด์ และสกิวฟิลด์
ข้อสังเกต Ş.ř.ŚŜ ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง โดยทีÉ 1 ̸= 0 จะได้วา่

R เป็นริงการหาร ก็ตอ่เมืÉอ U(R) = R− {0}

จากตารางทีÉ řŝ เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ จะได้วา่
Zp, Q, R และ C

เป็นริงการหาร เนืÉองจากริงดงักลา่วเป็นริงสลบัทีÉได้ ดงันั Êนทั Êง Ŝ ริงเป็นฟิลด์ด้วย



řşŠ บททีÉ Ş. ริง

จากนี Êจะกลา่วถงึตวัอยา่งของริงการหารทีÉไมส่ลบัทีÉทีÉเรียกวา่สกิวฟิลด์
ให้ Q = R4 โดยทีÉ x = (x1, x2, x3, x4) และ y = (y1, y2, y3, y4) นิยามการดําเนินการโดย

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, x4 + y4) (Ş.ś)
x · y = (x1y1 − x2y2 − x3y3, x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

x1y3 + x3y1 + x4y2 − x2y4, x1y4 + x4y1 + x2y3 − x3y2) (Ş.Ŝ)

แล้ว (Q,+, ·) เป็นริงไม่สลบัทีÉ (พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั) ซึÉงเรียกวา่ ริงควอเทอร์เนียน (quaternion
ring) สําหรับ x = (x1, x2, x3, x4) ทีÉไมใ่ชศ่นูย์ใน Q จะได้วา่

x−1 =
(x1
s
,−x2

s
,−x3

s
,−x4

s

)
เมืÉอ s = x21 + x22 + x23 + x24

ดงันั ÊนสมาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ชศ่นูย์เป็นหนว่ย สรุปได้วา่ (Q,+, ·) เป็นสกิวฟิลด์
ถ้ากําหนดให้ 1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) และ k = (0, 0, 0, 1) โดยทีÉ

Q4 = {1,−1, i,−i, j,−j,k,−k}

จะได้วา่
i2 = i2 = k2 = ijk = −1

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ki = j (Ş.ŝ)
โดยนิยาม · ดงัสมการ (Ş.Ŝ) จะเห็นวา่ 1 เป็นเอกลกัษณ์ และ

1,−1,−i,−j,−k เป็นตวัผกผนัของ 1,−1, i, j,k ตามลําดบั
ดงันั Êน (Q4, ·) เป็นกรุปควอเทอร์เนียนหรือกรุปไมส่ลบัทีÉ (สอดคล้องตามเงืÉอนไขของตวัอยา่ง ś.ř.śś)

สําหรับ x = (x1, x2, x3, x4) สามารถเขียนในรูป 1, i, j,k ได้เป็น
x = x11+ x2i+ x3j + x4k

เราอาจนิยาม (Ş.ś) และ (Ş.Ŝ) ได้ดงันี Ê
x+ y = (x11+ x2i+ x3j + x4k) + (x11+ x2i+ x3j + x4k) (Ş.Ş)
x · y = (x11+ x2i+ x3j + x4k)(y11+ y2i+ y3j + y4k) (Ş.ş)

เมืÉอ x = (x1, x2, x3, x4) และ y = (y1, y2, y3, y4) โดยทีÉ 1, i, j,k สอดคล้องเงืÉอไข (Ş.ŝ)
สําหรับ x = (x1, x2, x3, x4) ทีÉไมใ่ชศ่นูย์ใน Q จะได้วา่

x−1 =
x11− x2i− x3j − x4k
x21 + x22 + x23 + x24



Ş.ř. ริงและฟิลด์ řşš

แบบฝึกหดั Ş.ř
ř. ให้ a, b ∈ R นิยามโดย

a⊕ b = a+ b− 1 และ a⊙ b = ab− (a+ b) + 2

จงตรวจสอบวา่ (R,⊕,⊙) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉงหรือไม่
Ś. ให้ a, b, c, d ∈ Q นิยามโดย

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d) และ (a, b)⊙ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

จงตรวจสอบวา่ (Q×Q,⊕,⊙) เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉงหรือไม่
ś. ให้ (R,+, ·) เป็นริงทีÉสอดคล้องเงืÉอนไข x · x = x ทกุ ๆ x ∈ R จงแสดงวา่

ś.ř x+ x = 0 ทกุ ๆ x ∈ R ś.Ś x · y = y · x ทกุ ๆ x, y ∈ R
Ŝ. ให้ (R,+, ·) เป็นริงสลบัทีÉ ให้ a, b ∈ R จงพิสจูน์วา่

Ŝ.ř a2 − b2 = (a− b)(a+ b) Ŝ.Ś (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

ŝ. จงหาเซตของหน่วยของริง Q[
√
2]

Ş. จงแสดงวา่ (Z[
√
2],+, ·) เป็นริง

ş. ให้ (R,+, ·) เป็นริงซึÉงมีหนึÉง จงพิสจูน์วา่ (U(R), ·) เป็นกรุป
Š. ให้ R และ S เป็นริงซึÉงมีหนึÉง จงแสดงวา่ U(R× S) = U(R)× U(S)
š. ให้ R เป็นริงการหาร และ a ∈ R กําหนดให้ C(a) = {r ∈ R : ra = ar} จงพิสจูน์วา่ C(a)

เป็นริงการหารทกุ ๆ a ∈ R
řŘ. จะเรียกริง R วา่ ริงบลีูน (Boolean ring) ถ้า a2 = a ทกุ ๆ a ∈ R

จงพิสจูน์วา่ริงบลูีนเป็นริงสลบัทีÉ
řř. ให้ X เป็นเซตทีÉไมใ่ช่เซตวา่ง กําหนดให้

A+B = (A ∪B)− (A ∩B) และ A ·B = A ∩B

จงแสดงวา่ (P(X),+, ·) เป็นริงบลูีน
řŚ. จงแสดงวา่ Char(Zn) = n เมืÉอ n ∈ N

řś. ให้ R เป็นริงทีÉมีสามชิกมากกวา่ ř ตวั ถ้าทกุ ๆ a ∈ R− {0} มี x ∈ R ซึÉง axa = x

จงแสดงวา่ R เป็นวงการหาร
řŜ. ถ้า R และ S เป็นฟิลด์ แล้ว R× S เป็นฟิลด์ หรือไมเ่พราะเหตใุด
řŝ. จงแสดงวา่ (Q,+, ·) เป็นสกิวฟิลด์ โดยใช้นิยาม (Ş.Ş) และ (Ş.ş)
řŞ. จงสร้างตารางของกรุปควอเทอร์เนียน (Q4, ·) โดย Q4 = {1,−1, i,−i, j,−j,k,−k}



řŠŘ บททีÉ Ş. ริง

Ş.Ś ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร
บทนิยาม Ş.Ś.ř ให้ (R,+, ·) เป็นริง และ S ⊆ R ถ้า (S,+, ·) เป็นริง จะเรียก S วา่ ริงย่อย (subring)
ของ R

จากหวัข้อ Ş.ř จะได้วา่
(Z,+, ·) เป็นริงยอ่ยของ (Q,+, ·), (R,+, ·) และ (C,+, ·)
(Q,+, ·) เป็นริงยอ่ยของ (R,+, ·) และ (C,+, ·)
(R,+, ·) เป็นริงยอ่ยของ (C,+, ·)

(nZ,+, ·) เป็นริงยอ่ยของ (Z,+, ·) เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ś จงหาริงยอ่ยทั Êงหมดของ (Z6,+, ·)

วธีิทาํ พิจารณากรุปยอ่ยทั Êงหมดของ (Z6,+) คือ ⟨d̄⟩ เมืÉอ d = 0, 1, 2, 3⟨
d̄
⟩

(
⟨
d̄
⟩
, ·) ริงยอ่ยของ Z6 หนึÉง

⟨0̄⟩ = {0̄} เป็นกึÉงกรุป ใช่ 0̄

⟨3̄⟩ = {0̄, 3̄}
⟨2̄⟩ = {0̄, 2̄, 4̄}
⟨1̄⟩ = Z6

จากตวัอยา่ง Ş.Ś.Ś จะสงัเกตได้วา่
ř. กรุปยอ่ยของ (Z6,+) เป็นริงยอ่ยของ Z6

Ś. หนึÉงของริÉงยอ่ยไมจํ่าเป็นต้องเทา่กบัหนึÉงใน Z6

ś. Z6 เป็นริงซึÉงมีหนึÉง แตริ่งยอ่ยของ Z6 ไมจํ่าเป็นต้องมีหนึÉง
ทฤษฎีบท Ş.Ś.ś เกณฑ์การพจิารณาริงย่อย (The Subring Criterion)
ให้ (R,+, ·) เป็นริง และ S ⊆ R โดยทีÉ S ̸= ∅ ข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. (S,+, ·) เป็นริงยอ่ยของ (R,+, ·)
Ś. (S,+) เป็นกรุปยอ่ยของ (R,+) และ ab ∈ S ทกุ ๆ a, b ∈ S
ś. a− b ∈ S และ ab ∈ S ทกุ ๆ a, b ∈ S



Ş.Ś. ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร řŠř

ตัวอย่าง Ş.Ś.Ŝ จงตรวจสอบวา่เซตตอ่ไปนี Êเป็นริงยอ่ยของM22(R) หรือไม่

ř. S =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

Ś. T =

{[
x 0

0 0

]
: x ∈ R

}

ตัวอย่าง Ş.Ś.ŝ จงตรวจสอบวา่ S เป็นริงยอ่ยของ Z× Z หรือไม่
ř. S = {(x, x) : x ∈ Z}

Ś. T = {(x, 0) : x ∈ Z}

ś. U = {(x, 1) : x ∈ Z}



řŠŚ บททีÉ Ş. ริง
ทฤษฎีบท Ş.Ś.Ş ให้ S1 และ S2 เป็นริงยอ่ยของ R จะได้วา่ S1 ∩ S2 เป็นริงยอ่ยของ R

บทนิยาม Ş.Ś.ş ให้ (R,+, ·) เป็นริง และ (I,+) เป็นกรุปยอ่ยของ (R,+) แล้ว
ř. เรียก I วา่ ไอดีลซ้าย (left ideal) ของ R ถ้า RI ⊆ I

Ś. เรียก I วา่ ไอดีลขวา (right ideal) ของ R ถ้า IR ⊆ I

ś. เรียก I วา่ ไอดีล (ideal) ของ R ถ้า RI ⊆ I และ IR ⊆ I

ข้อสังเกต Ş.Ś.Š สําหรับริง R ใด ๆ จะได้วา่ {0} และ R เป็นไอดีลของ R

เนืÉองจาก Zp เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ มีกรุปยอ่ยเพียง Ś กรุป ดงันั Êน Zp มีเพียง Ś ไอดีลเทา่นั Êน
คือ {0̄} และ Zp เชน่เดียวกบัฟิลด์จะมีเพียง Ś ไอดีลดงัจะพิสจูน์ในทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŚ
ทฤษฎีบท Ş.Ś.š ไอดีลซ้าย ไอดีลขวา และไอดีล ของริง R ยอ่มเป็นริงยอ่ยของ R

ทฤษฎีบท Ş.Ś.řŘ ให้ R เป็นริงซึÉงมี 1 และ I เป็นไอดีลของ R จะได้วา่
ถ้า 1 ∈ I แล้ว I = R



Ş.Ś. ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร řŠś

ตัวอย่าง Ş.Ś.řř จงหาไอดีลของ Z6

ในทํานองเดียวกบัตวัอยา่ง Ş.Ś.řř ทกุ ๆ กรุปยอ่ยของ (Zn,+) เป็นไอดีลของ Zn เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŚ จงแสดงวา่ nZ เป็นไอดีลของ Z เมืÉอ n ∈ N

ข้อสังเกต Ş.Ś.řś ให้ R เป็นริงสลบัทีÉ จะได้วา่
ř. ถ้า I เป็นไอดีลซ้ายของ R แล้ว I เป็นไอดีลขวา และไอดีลของ R
Ś. ถ้า I เป็นไอดีลขวาของ R แล้ว I เป็นไอดีลซ้าย และไอดีลของ R

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŜ จงแสดงวา่ I = {(x, 0) : x ∈ Z} เป็นไอดีลของ Z× Z



řŠŜ บททีÉ Ş. ริง

ตัวอย่าง Ş.Ś.řŝ จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ยของ M22(R) ตอ่ไปนี Êวา่เป็นไอดีลซ้าย ไอดีลขวา ไอดีล
หรือเป็นอยา่งอืÉน

ř. I =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

Ś. J =

{[
x 0

0 0

]
: x ∈ R

}

โดยทฤษฎีบท Ş.Ś.š ทกุ ๆ ไอดีลเป็นริงยอ่ย แต่ในทางกลบักนัตวัอยา่ง Ş.Ś.řŝ ข้อ Ś แสดงให้
เห็นวา่ J เป็นริงยอ่ยของ M22(R) แต่ไม่เป็นไอดีลของ M22(R) เพืÉอให้เข้าใจยิÉงขึ Êนจะแสดงให้เห็น
ความสมัพนัธ์ของ ริง ริงยอ่ย และไอดีล ดงัรูปตอ่ไปนี Ê

ไอดีล

ริงยอ่ย
ริง

ทฤษฎีบท Ş.Ś.řŞ ให้ I และ J เป็นไอดีลซ้าย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R แล้ว
I ∩ J เป็นไอดีลซ้าย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R



Ş.Ś. ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร řŠŝ

ทฤษฎีบท Ş.Ś.řş ให้ R เป็นริง และ a ∈ R จะได้วา่
Ra เป็นไอดีลซ้าย และ aR เป็นไอดีลขวาของ R

เรียก Ra และ aR วา่ ไอดีลมุขสาํคัญ (principal ideal) เขียนแทนด้วย ⟨a⟩

ข้อสังเกต Ş.Ś.řŠ จะเห็นได้วา่ไอดีลมขุสําคญั ⟨ā⟩ ในริง R มีสมาชิกเหมือนกบักรุปยอ่ย ⟨ā⟩ ใน
(R,+) (พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั)
ตัวอย่าง Ş.Ś.řš จงแจกแจงสมาชิกของไอดีลมขุสําคญัใน Z6

ř. ⟨1̄⟩

Ś. ⟨2̄⟩

ś. ⟨3̄⟩

ในทํานองเดียวกนัสําหรับริง Z เมืÉอ n ∈ Z เห็นได้ชดัวา่
⟨n⟩ = nZ

ทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŘ ให้ I และ J เป็นไอดีลซ้าย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R และ S ตามลําดบั แล้ว
I × J เป็นไอดีลซ้าย (ไอดีลขวา, ไอดีล) ของ R× S

ในทางกลบักบัของทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŘ เมืÉอ R และ S เป็นริง เราแสดงได้วา่ไอดีลของ R × S อยู่
ในรูป I × S เมืÉอ I และ J เป็นไอดีลของ R และ S ตามลําดบั



řŠŞ บททีÉ Ş. ริง

ตัวอย่าง Ş.Ś.Śř จงหาไอดีลทั Êงหมดของ Z2 × Z6

ทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŚ ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง และ R ̸= {0} จะได้วา่
R เป็นฟิลด์ ก็ตอ่เมืÉอ R มีเพียง Ś ไอดีลเทา่นั Êนคือ R และ {0}



Ş.Ś. ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร řŠş

ทฤษฎีบท Ş.Ś.Śś ให้ I เป็นไอดีลของริง R และ R/I = {I + a : a ∈ R} กําหนดให้
(I + a) + (I + b) = I + (a+ b)

(I + a) · (I + b) = I + (ab)

แล้ว (R/I,+, ·) เป็นริง และเรียกวา่ ริงผลหาร (quotient ring)

ข้อสังเกต Ş.Ś.ŚŜ ถ้า R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง และ I เป็นไอดีลของ R จะได้วา่ R/I เป็นริงสลบัทีÉ
ซึÉงมีหนึÉง โดยทีÉ

I เป็นศนูย์ และ I + 1 เป็นหนึÉง ในริงผลหาร R/I
ตวัอยา่งเชน่ใน Z6 พิจารณา ⟨3̄⟩ ซึÉงเป็นไอดีลมขุสําคญั จะได้วา่

Z6/ ⟨3̄⟩ = {⟨3̄⟩ , ⟨3̄⟩+ 1̄, ⟨3̄⟩+ 2̄}

แสดงตารางการดําเนินการได้ดงันี Ê
+ ⟨3̄⟩ ⟨3̄⟩+ 1̄ ⟨3̄⟩+ 2̄

⟨3̄⟩
⟨3̄⟩+ 1̄

⟨3̄⟩+ 2̄

· ⟨3̄⟩ ⟨3̄⟩+ 1̄ ⟨3̄⟩+ 2̄

⟨3̄⟩
⟨3̄⟩+ 1̄

⟨3̄⟩+ 2̄



řŠŠ บททีÉ Ş. ริง

ทฤษฎีบท Ş.Ś.Śŝ ให้ I, J เป็นไอดีลของริง R โดยทีÉ I เป็นเซตยอ่ยของ J จะได้วา่
J/I = {I} ก็ตอ่เมืÉอ J = I

ทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŞ ให้ I, J,K เป็นไอดีลของริง R โดยทีÉ I เป็นเซตยอ่ยของ J และ K จะได้วา่
K/I = J/I ก็ตอ่เมืÉอ K = J



Ş.Ś. ริงย่อย ไอดีล และริงผลหาร řŠš

แบบฝึกหดั Ş.Ś
ř. จงตรวจสอบวา่กรุปยอ่ยของM22(R) ตอ่ไปนี Êวา่เป็นไอดีลซ้าย ไอดีลขวา ไอดีล หรือเป็นอยา่ง

อืÉน

ř.ř A =

{[
x y

0 0

]
: x, y ∈ R

}

ř.Ś B =

{[
x y

z 0

]
: x, y, z ∈ R

}

ř.ś C =

{[
x 0

0 y

]
: x, y ∈ R

}

ř.Ŝ D =

{[
x 0

y 0

]
: x, y ∈ R

}

ř.ŝ E =

{[
0 x

0 0

]
: x ∈ R

}

ř.Ş F =

{[
x 0

0 x

]
: x ∈ R

}

Ś. จงตรวจสอบวา่เซตตอ่ไปนี Êเป็น ริงยอ่ย หรือ ไอดีลของ Z× Z หรือไม่
Ś.ř I = {(a, a) : a ∈ Z}

Ś.Ś J = {(2a, 2b) : a, b ∈ Z}

Ś.ś K = {(2a, 0) : a ∈ Z}

Ś.Ŝ L = {(0,−a) : a ∈ Z}

ś. จงหาริงยอ่ยทั ÊงหมดและหนึÉง (ถ้ามี) ของริงตอ่ไปนี Ê
ś.ř Z8 ś.Ś Z12 ś.ś Z15 ś.Ŝ Z36

Ŝ. ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะจงให้เหตผุลวา่ทําไม Zp มีไอดีลเพียง Ś เซตเทา่นั Êนคือ {0̄} และ Zp

ŝ. ให้ R = {f : R→ R : f เป็นฟังก์ชนัตอ่เนืÉอง } กําหนดโดย
(f + g)(x) = f(x) + g(x) และ (f · g)(x) = f(x) · g(x)

ŝ.ř จงพิสจูน์วา่ (R,+, ·) เป็นริง
ŝ.Ś I = {f ∈ R : f(1) = 0}เป็นไอดีลของ R

Ş. ให้ R เป็นริงและ Ii เป็นไอดีลของ R ทกุ ๆ i ∈ N โดยทีÉ
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ...

จงแสดงวา่∪
i∈N

Ii เป็นไอดีลของ R

ş. จงยกตวัอยา่งไอดีล I และ J ของริง R ซึÉง I ∪ J ไมเ่ป็นไอดีลของริง R
Š. จงหาหน่วยทั Êงหมดของ Z6/ ⟨2̄⟩

š. กําหนดให้ R และ S เป็นริง จงแสดงวา่ไอดีลของ R× S อยูใ่นรูป I × J เมืÉอ I และ J เป็นไอ
ดีลของ R และ S ตามลําดบั

řŘ. จงพิสจูน์วา่ไอดีลมขุสําคญั ⟨ā⟩ ในริง R มีสมาชิกเหมือนกบักรุปยอ่ย ⟨ā⟩ ใน (R,+)



řšŘ บททีÉ Ş. ริง

Ş.ś ฟังก์ชันสาทสิสัณฐานของริง
บทนิยาม Ş.ś.ř ให้ (R,+, ·) และ (S,⊕,⊙) เป็นริง และ φ : R→ S

ř. เรียกφ วา่ ฟังก์ชันสาทสิสัณฐานของริง (ring homomorphism) ถ้าทกุ ๆ a, b ∈ R สอดคล้อง
Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê

φ(a+ b) = φ(a)⊕ φ(b)
φ(a · b) = φ(a)⊙ φ(b)

Ś. เรียก φ วา่ ฟังก์ชันสมสัณฐานของริง (ring isomorphism) ถ้า φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน
ของริงซึÉงเป็นฟังก์ชนั ř-ř แบบทัÉวถงึ และกลา่ววา่ R สมสัณฐาน (isomorphic) กบั S เขียน
แทนด้วย R ∼= S

ś. เคอร์เนล (Kernel) ของ φ เขียนแทนด้วย นิยามโดย

Ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = 0S}

เมืÉอ 0S เป็นศนูย์ใน S
สําหรับ (R,+, ·) และ (S,⊕,⊙) เป็นริง ถ้า φ : R → S เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง จะได้

วา่ φ : (R,+)→ (S,⊕) เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน เพราะวา่ (R,+) และ (S,⊕) เป็นกรุปอาบีเลียน
จากสมบตัิของฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน ทําให้ได้วา่
ř. φ(0R) = 0S เมืÉอ 0R และ 0S เป็นศนูย์ใน R และ S ตามลําดบั
Ś. φ(−x) = −φ(x) ทกุ ๆ x ∈ R

ตัวอย่าง Ş.ś.Ś จงแสดงวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง และหา Ker(φ)

ř. กําหนดให้ φ : Z→ Zn นิยามโดย φ(x) = x̄ เมืÉอ n ∈ N



Ş.ś. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง řšř

Ś. กําหนดให้ φ : C→ C นิยามโดย φ(x+ yi) = x− yi เมืÉอ x, y ∈ R

ตัวอย่าง Ş.ś.ś จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงหรือไม่
ř. กําหนดให้ φ : Z→ Z2 นิยามโดย φ(x) = (x̄)2

Ś. กําหนดให้ φ : Z→ Z3 นิยามโดย φ(x) = (x̄)2

ทฤษฎีบท Ş.ś.Ŝ ให้ R และ S เป็นริง และ φ เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐานของริงจาก R ไป S จะได้วา่
φ เป็นฟังก์ชนั ř-ř ก็ตอ่เมืÉอ Ker(φ) = {0R}



řšŚ บททีÉ Ş. ริง
ตัวอย่าง Ş.ś.ŝ ให้ φ : R→M22(R) นิยามโดย

φ(a) =

[
a 0

0 0

]

จงแสดงวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงแบบ ř-ř

จากตวัอยา่ง Ş.ś.ŝ จะเห็นวา่ φ(1) =
[
1 0

0 0

]
̸=

[
1 0

0 1

]
ฉะนั Êน φ(1R) = 1S ไมเ่ป็นจริง เมืÉอ 1R

และ 1S เป็นหนึÉงใน R และ S ตามลําดบั เมืÉอกําหนดให้

T = Ran(φ) =
{[

a 0

0 0

]
: a ∈ R

}

จะได้วา่ T เป็นริงยอ่ยของ M22(R) และ φ : R→ T เป็นฟังก์ชนัสมสณัฐานของริง นัÉนคือ R ∼= T

ข้อสังเกต Ş.ś.Ş ให้ R และ S เป็นริง และ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงจาก R ไป S

ถ้า φ เป็นฟังก์ชนั ř-ř แล้ว R ∼= Ran(φ)
ตัวอย่าง Ş.ś.ş ให้ S = {(x, x) : x ∈ Z} เป็นริงยอ่ยของ Z จงแสดงวา่ S ∼= Z



Ş.ś. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง řšś

ทฤษฎีบท Ş.ś.Š ให้ R และ S เป็นริง และ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงจาก R ไป S จะได้วา่
ř. Ker(φ) เป็นริงยอ่ยของ R
Ś. Ran(φ) เป็นริงยอ่ยของ S
ś. Ker(φ) เป็นไอดีลของ R
Ŝ. ถ้า R มีหนึÉงคือ 1R แล้ว φ(1R) เป็นหนึÉงใน Ran(φ)



řšŜ บททีÉ Ş. ริง
ทฤษฎีบท Ş.ś.š ให้ I เป็นไอดีลของริง R กําหนดให้

π : R→ R/I นิยามโดย π(a) = I + a

แล้ว π เป็นภาวะสาทิสณัฐานของริงแบบทัÉวถงึ
ซึÉงจะเรียกวา่ ฟังก์ชันสาทสิสัณฐานของริงธรรมชาติ (natural ring homomorphism)

ทฤษฎีบท Ş.ś.řŘ ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานของริงบททีÉหนึÉง
ให้ R และ S เป็นริง โดยทีÉ φ : R→ S เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง จะได้วา่

R/Ker(φ) ∼= Ran(φ)

ข้อสังเกต Ş.ś.řř ให้ R และ S เป็นริง
ř. ถ้า φ : R→ S เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงแบบทัÉวถงึ แล้ว R/Ker(φ) ∼= S

Ś. ψ ◦ π = φ เมืÉอ π เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงธรรมชาติ
ตอ่ไปเป็นแผนภาพแสดงความสมัพนัธ์ของ R, Ran(φ) และ R/Ker(φ) ตามทฤษฎีบทฟังก์ชนั

สมสณัฐานของริงบททีÉหนึÉง

R Ran(φ)

R/Ker(φ)

π

φ

ψ



Ş.ś. ฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริง řšŝ

ตัวอย่าง Ş.ś.řŚ จงแสดงวา่ Z/ ⟨n⟩ ∼= Zn

ทฤษฎีบท Ş.ś.řś ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานของริงบททีÉสอง
ให้ A เป็นริงยอ่ยของ R และ B เป็นไอดีลของ R แล้ว A+B = {a+ b : a ∈ A และ b ∈ B} เป็น
ริงยอ่ยของ R และ A ∩B เป็นไอดีลของ A และ

(A+B)/B ∼= A/(A ∩B)

ทฤษฎีบท Ş.ś.řŜ ทฤษฎีบทฟังก์ชันสมสัณฐานของริงบททีÉสาม
ให้ I และ J เป็นไอดีลของ R โดยทีÉ I ⊆ J แล้ว J/I เป็นไอดีลของ R/I และ

(R/I)/(J/I) ∼= R/J



řšŞ บททีÉ Ş. ริง
แบบฝึกหดั Ş.ś

ř. จงตรวจสอบวา่ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงหรือไม่
ř.ř กําหนดให้ φ : Z→ Z3 นิยามโดย φ(x) = (x̄)3

ř.Ś กําหนดให้ φ : Z→ Z12 นิยามโดย φ(x) = 4x

ř.ś กําหนดให้ φ : C→ R นิยามโดย φ(x+ yi) = x2 + y2 เมืÉอ x, y ∈ R

Ś. ให้ R เป็นริงสลบัทีÉ และ I = {x ∈ R : มี n ∈ N ซึÉง xn = 0} จงพิสจูน์วา่
Ś.ř I เป็นไอดีลของ R
Ś.Ś ใน R/I จะได้วา่มี m ∈ I ซึÉง x−m = 0→ x = 0

ś. จงแสดงวา่ริง 2Z และ 3Z ไมส่มสณัฐานกนั
Ŝ. จงหาฟังก์ชนัสมสณัฐานจาก Z ไป Z/30Z พร้อมทั Êงหาเคอร์เนล และเรนจ์
ŝ. จงหาฟังก์ชนัสมสณัฐานจาก Z× Z ไป Z พร้อมทั Êงหาเคอร์เนล และเรนจ์
Ş. จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัตอ่ไปนี Êวา่เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงจากM22(Z) ไป Z หรือไม่

Ş.ř
[
a b

c d

]
7→ a Ş.Ś

[
a b

c d

]
7→ a+ d Ş.ś

[
a b

c d

]
7→ ad− bc

ş. ให้ R =

{[
a b

0 d

]
: a, b, d ∈ Z

}
เป็นริงยอ่ยของM22(Z) จงพิสจูน์วา่

φ : R→ Z× Z นิยามโดย
[
a b

0 d

]
7→ (a, d)

เป็นเป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงแบบทัÉวถงึ และหาเคอร์เนลของ φ
Š. จงแสดงวา่ S = {(x, 0) : x ∈ Z} เป็นริงยอ่ยของ Z และ S ∼= Z

š. จงแสดงวา่M∼= C เมืÉอM =

{[
a b

−b a

]
: a, b ∈ R

}
และนิยาม φ : C→M โดย

φ(a+ bi) =

[
a b

−b a

]

řŘ. ให้ R และ S เป็นริง และ φ เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐานของริงจาก R ไป S จงแสดงวา่ Ran(φ)
เป็นริงยอ่ยของ S แตไ่มเ่ป็นไอดีลของ S

řř. จงพิสจูน์ทฤษฎีบทฟังก์ชนัสมสณัฐานของริงบททีÉสาม
řŚ. ให้ R เป็นริงซึÉงมีหนึÉง และ S เป็นริง กําหนดให้ φ : R→ S เป็นฟังก์ชนัสาทิสสณัฐาน

และ u เป็นหน่วยของ R จงแสดงวา่
φ(u) เป็นหนว่ยของ S ก็ตอ่เมืÉอ u /∈ Ker(φ)



บททีÉ ş
โดเมนเชิงจาํนวนเตม็

จํานวนเตม็เตม็ทีÉ เรารู้จกักนัมานานนั ÊนมีสมบตัิมากมายทีÉนา่สนใจซึÉงจะเห็นวา่ (Z,+, ·) เป็น
ริงชนิดหนึÉง ดงันั Êนในบทนี Êเราจะขยายแนวคิดนี Êให้ทัÉวไปมากยิÉงขึ ÊนเพืÉอใช้ตรวจสอบวา่ริงตา่ง ๆ มี
สมบตัิดงักลา่วหรือไม่ โดยความสนในเรืÉองนี Ê เกิดขึ Êนพร้อม ๆ กบัการพฒันาวิชาพีชคณิตนามธรรม
ในชว่งเริÉมต้น

ş.ř ตัวหารศูนย์และโดเมนเชิงจาํนวนเตม็
บทนิยาม ş.ř.ř ให้ R เป็นริงสลบัทีÉ และ a เป็นสมาชิกทีÉไมใ่ช่ศนูย์ใน R แล้ว
เรียก a วา่ ตัวหารศูนย์ (zero divisor) ถ้ามี b ซึÉงเป็น สมาชิกทีÉไมใ่ชศ่นูย์ใน R ทีÉทําให้ ab = 0

ข้อสังเกต ş.ř.Ś ถ้า R ริงสลบัทีÉซึÉงไมมี่ตวัหารศนูย์ แล้วทกุ ๆ ริงยอ่ยของ R ไมมี่ตวัหารศนูย์
สําหรับ a, b ∈ C โดยสมบตัิของจํานวนเชิงซ้อนจะได้วา่

a ̸= 0 และ b ̸= 0 ก็ตอ่เมืÉอ ab ̸= 0

สรุปได้วา่ Z, Q, R และ C ไมมี่ตวัหารศนูย์
ตัวอย่าง ş.ř.ś จงหาตวัหารศนูย์ทั Êงหมดของ Z6



řšŠ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ทฤษฎีบท ş.ř.Ŝ ให้ a ∈ {1, 2, 3, ..., n− 1} เมืÉอ n ∈ N จะได้วา่
ā เป็นตวัหารศนูย์ใน Zn ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a, n) ̸= 1

ตัวอย่าง ş.ř.ŝ จงหาตวัหารศนูย์ทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Ê
ř. Z12

Ś. Z18

ś. Z20



ş.ř. ตวัหารศูนย์และโดเมนเชิงจํานวนเต็ม řšš

บทแทรก ş.ř.Ş จํานวนตวัหารศนูย์ของ Zn เทา่กบั (n− 1)− ϕ(n) เมืÉอ n ∈ N

ตัวอย่าง ş.ř.ş จงหาจํานวนตวัหารศนูย์ทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Ê
ř. Z15

Ś. Z23

ś. Z36

Ŝ. Z100

บทแทรก ş.ř.Š ถ้า p เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว Zp ไมมี่ตวัหารศนูย์



ŚŘŘ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ทฤษฎีบท ş.ř.š ให้ R และ R เป็นริงสลบัทีÉ จะได้วา่
ถ้า a หรือ b เป็นตวัหารศนูย์ของ R และ S ตามลําดบั แล้ว (a, b) เป็นตวัหารศนูย์ของ R× S

ให้ R และ S เป็นริงสลบัทีÉ จะเห็นได้ชดัวา่ x ∈ R− {0} และ y ∈ S − {0} จะได้วา่
(x, 0S) และ (0R, y) เป็นตวัหารศนูย์ของ R× S

ตวัอยา่งเชน่ตวัหารศนูย์ของ Z2 × Z3 คือ (0̄, 1̄), (0̄, 2̄) และ (1̄, 0̄)

ทฤษฎีบท ş.ř.řŘ ให้ R และ R เป็นริงสลบัทีÉ ให้ a ∈ R− {0} และ b ∈ S − {0} จะได้วา่
ถ้า (a, b) เป็นตวัหารศนูย์ของ R× S แล้ว a หรือ b เป็นตวัหารศนูย์ของ R และ S ตามลําดบั



ş.ř. ตวัหารศูนย์และโดเมนเชิงจํานวนเต็ม ŚŘř

ตัวอย่าง ş.ř.řř จงหาตวัหารศนูย์ของ Z3 × Z4

ตัวอย่าง ş.ř.řŚ จงหาจํานวนตวัหารศนูย์ของ Z5 × Z6

บทนิยาม ş.ř.řś จะเรียกริงสลบัทีÉซึÉงไมมี่ตวัหารศนูย์วา่ โดเมนเชิงจาํนวนเตม็ (integral domain)

จากบทนิยามข้างต้น ให้ R เป็นริงสลบัทีÉจะได้วา่
R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ ก็ตอ่เมืÉอ ab ̸= 0 ทกุ ๆ a, b ∈ R− {0}

หรือกลา่วอีกนยัได้วา่ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ R
ถ้า ab = 0 แล้ว a = 0 หรือ b = 0

หรือกลา่วได้วา่ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ ก็ตอ่เมืÉอ ทกุ ๆ a, b ∈ R
ถ้า a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้ว ab ̸= 0

เนืÉองจาก Z, Q, R และ C ไมมี่ตวัหารศนูย์ ดงันั Êนริงดงักลา่วเป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็

ตัวอย่าง ş.ř.řŜ จงตรวจสอบวา่ริงตอ่ไปนี Êเป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็หรือไม่
ř. Z5

Ś. Z6

ś. Z7

Ŝ. Z8



ŚŘŚ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ทฤษฎีบท ş.ř.řŝ Zn เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจํานวนเฉพาะ

ทฤษฎีบท ş.ř.řŞ ให้ R เป็นริงสลบัทีÉ จะได้วา่
R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ ก็ตอ่เมืÉอ R สอดคล้องเงืÉอนไขการตดัออกสําหรับ ·

ทฤษฎีบท ş.ř.řş ฟิลด์เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็



ş.ř. ตวัหารศูนย์และโดเมนเชิงจํานวนเต็ม ŚŘś

บทกลบัของทฤษฎีบท ş.ř.řş ไมเ่ป็นจริง ตวัอยา่งคือ Z เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็แตไ่มเ่ป็นฟิลด์
เพราะหน่วยใน Z มีแค่ Ś ตวัเทา่นั Êนคือ 1 และ −1 บทกลบัจะเป็นจริงต้องเพิÉมเงืÉอนไขวา่โดเมนเชิง
จํานวนเตม็ต้องเป็นเซตจํากดั จะกลา่วในทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
ทฤษฎีบท ş.ř.řŠ โดเมนเชิงจํานวนเตม็ทีÉมีสมาชิกจํากดัเป็นฟิลด์

บทแทรก ş.ř.řš Zn เป็นฟิลด์ ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจํานวนเฉพาะ

จากการนิยามและทฤษฎีบทตา่งทีÉได้สามารถแสดงความสมัพนัธ์สว่นตา่ง ๆ ของริงพร้อมตวัอยา่ง
ประกอบได้ดงันี Ê

ริงสลบัทีÉ Z6 Z8

Z12ริงไมส่ลบัทีÉ
M22(R)

ริง

ริงการหาร ฟิลด์ R
CQสกิวฟิลด์

Q

โดเมน

Z

เชิงจํานวนเตม็
โดเมน

เชิงจํานวนเตม็ Z7

Z5

จํากดั



ŚŘŜ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม
บทแทรก ş.ř.ŚŘ ทฤษฎีบทของแฟร์มาต์ (Fermat's Theorem)
ให้ a ∈ Z และ p เป็นจํานวนเฉพาะ โดยทีÉ p - a จะได้วา่

p | (ap−1 − 1)

ตวัอยา่งทีÉได้จากทฤษฎีบทของแฟร์มาต์
ř. เนืÉองจาก 5 - 1011 จะได้วา่ 5 | (10114 − 1)

Ś. เนืÉองจาก 7 - 30 จะได้วา่ 7 | (306 − 1)

ś. เนืÉองจาก 11 - 131 จะได้วา่ 11 | (13110 − 1)

ทฤษฎีบท ş.ř.Śř ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง และ a ∈ R−{0} โดยทีÉ ◦(a) คืออนัดบั
ใน (R,+) จะได้วา่
ř. ◦(a) = Char(R) ถ้า Char(R) > 0

Ś. ◦(a) =∞ ถ้า Char(R) = 0



ş.ř. ตวัหารศูนย์และโดเมนเชิงจํานวนเต็ม ŚŘŝ

ทฤษฎีบท ş.ř.ŚŚ ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง แล้ว
Char(R) > 0 ก็ตอ่เมืÉอ มี n ∈ N และมี a ∈ R− {0} ซึÉง na = 0

ทฤษฎีบท ş.ř.Śś ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง แล้ว
Char(R) = 0 หรือ Char(R) = p เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

บทแทรก ş.ř.ŚŜ ถ้า R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉงและจํากดั แล้ว
Char(R) เป็นจํานวนเฉพาะเทา่นั Êน



ŚŘŞ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม
แบบฝึกหดั ş.ř

ř. จงหาตวัหารศนูย์ของริงตอ่ไปนี Ê
ř.ř Z9

ř.Ś Z14

ř.ś Z16

ř.Ŝ Z24

ř.ŝ Z51

ř.Ş Z2 × Z3

ř.ş Z3 × Z4

ř.Š Z2 × Z5

ř.š Z4 × Z6

Ś. จงหาจํานวนตวัหารศนูย์ทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Ê
Ś.ř Z50

Ś.Ś Z250

Ś.ś Z625

Ś.Ŝ Z1500

Ś.ŝ Z7 × Z6

Ś.Ş Z8 × Z9

ś. ให้ R และ R เป็นริงสลบัทีÉ ให้ a ∈ R− {0} และ b ∈ S − {0} จงพิสจูน์วา่

ถ้า (a, b) เป็นตวัหารศนูย์ของ R× S แล้ว a หรือ b เป็นตวัหารศนูย์ของ R และ S ตามลําดบั

Ŝ. จงยกตวัอยา่งโดเมนเชิงจํานวนเตม็ทีÉมีสมาชิก ş ตวัและ řŘ ตวั
ŝ. จงแสดงวา่ 101 | (1000100 − 1)

Ş. ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ a, b ∈ D และ n,m ∈ N โดยทีÉ m และ n เป็นจํานวนเฉพาะ
สมัพทัธ์กนั จงแสดงวา่

ถ้า an = bn และ am = bm แล้ว a = b

ş. ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง และ a ∈ R− {0} จงแสดงวา่
ş.ř {k ∈ N : ka = 0} ⊆ {k ∈ N : k1 = 0}

ş.Ś {n ∈ N : มี a ∈ R− {0} ซึÉง na = 0} ⊆ {n ∈ N : n1 = 0}

Š. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท ş.ř.Śś



ş.Ś. ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ ŚŘş

ş.Ś ไอดีลใหญ่สุดและไอดีลเฉพาะ
ในหวัข้อนี Êจะกลา่วถงึไอดีล Ś ชนิดซึÉงมีความคล้ายคลงึกนัและชี Êให้เห็นถงึความแตกตา่งกนับาง

ประการจากสมบตัิของไอดีลทั Êง Ś แบบ ทําให้ได้ริงผลหารทีÉน่าสนใจ
บทนิยาม ş.Ś.ř ให้ M เป็นไอดีลของริง R โดยทีÉ M ̸= R จะกลา่ววา่ M เป็น ไอดีลใหญ่สุด
(maximal ideal) ก็ตอ่เมืÉอ

ทกุ ๆ ไอดีล I ของ R ถ้า M ⊆ I ⊆ R แล้ว I =M หรือ I = R

จากบทนิยามจะได้วา่ฟิลด์ F มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นั Êน เนืÉองจากฟิลด์ F มี Ś ไอดีลเทา่นั Êน
คือ {0} และ F โดยทฤษฎีบท Ş.Ś.ŚŚ ดงันั Êน Q, R, C มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นั Êน และ และ Zp

มีไอดีลใหญ่สดุคือ {0} เทา่นั Êน p เป็นจํานวนเฉพาะ
ตัวอย่าง ş.Ś.Ś จงหาไอดีลใหญ่สดุของริงตอ่ไปนี Ê
ř. Z6

Ś. Z8

ś. Z12



ŚŘŠ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม
ตัวอย่าง ş.Ś.ś จงตรวจสอบวา่ ⟨4⟩ และ ⟨5⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z หรือไม่

ทฤษฎีบท ş.Ś.Ŝ ให้ p ∈ N จะได้วา่
⟨p⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

บทแทรก ş.Ś.ŝ สําหรับริง Z จะได้วา่
ถ้า M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z แล้ว M = ⟨p⟩ เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ

ตัวอย่าง ş.Ś.Ş จงหา n ∈ N ซึÉง 100 < n < 110 ทีÉทําให้ ⟨n⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z



ş.Ś. ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ ŚŘš

บทตั Êง ş.Ś.ş ให้ I เป็นไอดีลของริง R และ I ⊆ J ⊆ R จะได้วา่
J เป็นไอดีลของ R ก็ตอ่เมืÉอ J/I เป็นไอดีลของ R/I

ทฤษฎีบท ş.Ś.Š ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง และM เป็นไอดีลของ R โดยทีÉM ̸= R

M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R ก็ตอ่เมืÉอ R/M เป็นฟิลด์



ŚřŘ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ตัวอย่าง ş.Ś.š จงหาไอดีลใหญ่สดุทั Êงหมดของ Z8 โดยใช้ทฤษฎีบท ş.Ś.Š

บทแทรก ş.Ś.řŘ ให้ n ∈ N จะได้วา่
Z/ ⟨n⟩ เป็นฟิลด์ ก็ตอ่เมืÉอ n เป็นจํานวนเฉพาะ

ข้อสังเกต ş.Ś.řř ไอดีลใหญ่สดุของ Zpn มีเพียง ⟨p̄⟩ เทา่นั Êน เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ n ∈ N

สําหรับ n ∈ N ซึÉง n > 1 เขียนในรูปแบบบญัญตัิคือ
n = pα1

1 · pα2
2 · · · p

αk
k

จะได้วา่ ⟨p1⟩ , ⟨p2⟩ , ..., ⟨pk⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Zn (พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั)
ตัวอย่าง ş.Ś.řŚ จงหาไอดีลใหญ่สดุทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Ê
ř. Z81

Ś. Z50

ś. Z144

Ŝ. Z3575



ş.Ś. ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ Śřř

ตัวอย่าง ş.Ś.řś จงหาไอดีลใหญ่สดุทั Êงหมดของ Z2 × Z6

บทนิยาม ş.Ś.řŜ ให้ P เป็นไอดีลของริงสลบัทีÉ R และ P ̸= R จะกลา่ววา่ P เป็น ไอดีลเฉพาะ
(prime ideal) ก็ตอ่เมืÉอ

ทกุ ๆ a, b ∈ R ถ้า ab ∈ P แล้ว a ∈ P หรือ b ∈ P

หรือกลา่วได้อีกอยา่งคือ
ทกุ ๆ a, b ∈ R ถ้า a /∈ P และ b /∈ P แล้ว ab /∈ P

ข้อสังเกต ş.Ś.řŝ {0} เป็นไอดีลเฉพาะของโดเมนเชิงจํานวนเตม็ เนืÉองจาก
a ̸= 0 และ b ̸= 0 แล้ว ab ̸= 0

ทฤษฎีบท ş.Ś.řŞ ฟิลด์มีไอดีลเฉพาะเพียงตวัเดียวคือ {0}

ตวัอยา่งเชน่ Q, R, C มีไอดีลเพียงตวัเดียวคือ {0} และ Zp มีไอดีลเพียงตวัเดียวคือ {0̄}
เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ เนืÉองจากริงเหลา่นั Êนเป็นฟิลด์ แตจ่ะเห็นวา่ {0̄} ไมเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ Z6

เนืÉองจาก
2̄ · 3̄ ∈ {0̄} แต่ 2̄ /∈ {0̄} และ 3̄ /∈ {0̄}



ŚřŚ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ตัวอย่าง ş.Ś.řş จงหาไอดีลเฉพาะทั Êงหมดของ Z6

ตัวอย่าง ş.Ś.řŠ จงตรวจสอบวา่ ⟨2⟩ และ ⟨10⟩ เป็นไอดีลเฉพาะของ Z หรือไม่

ทฤษฎีบท ş.Ś.řš ให้ R เป็นริงสลบัทีÉ และ P เป็นไอดีลของ R โดยทีÉ P ̸= R จะได้วา่
P เป็นไอดีลเฉพาะของ R ก็ตอ่เมืÉอ R/P เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็



ş.Ś. ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ Śřś

บทแทรก ş.Ś.ŚŘ ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง
M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R แล้วM เป็นไอดีลเฉพาะ

ตัวอย่าง ş.Ś.Śř จงแสดงวา่ ⟨4⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุแตไ่มเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ (2)

ตัวอย่าง ş.Ś.ŚŚ จงแสดงวา่ Z× {0} เป็นไอดีลเฉพาะแตไ่มเ่ป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z



ŚřŜ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

จากตวัอยา่ง ş.Ś.ŚŚ บทกลบัของบทแทรก ş.Ś.ŚŘ ไมเ่ป็นจริง ต้องอาศยัการเพืÉมเงืÉอนไขให้ริงนั Êน
มีสมาชิกจํากดัตวัจะทําให้บทกลบัเป็นจริงดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี Ê
บทแทรก ş.Ś.Śś ให้ R เป็นริงจํากดัสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง จะได้วา่

M เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R ก็ตอ่เมืÉอM เป็นไอดีลเฉพาะ

บทแทรก ş.Ś.ŚŜ ให้ p ∈ N จะได้วา่
ř. ⟨p⟩ เป็นไอดีลเฉพาะของ Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพะ
Ś. ถ้า P เป็นไอดีลเฉพาะของ Z แล้ว P = ⟨p⟩ เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพะ



ş.Ś. ไอดีลใหญ่สดุและไอดีลเฉพาะ Śřŝ

แบบฝึกหดั ş.Ś
ř. จงหาไอดีลใหญ่สดุของริงตอ่ไปนี Êโดยเขียนแลตทิช

ř.ř Z9 ř.Ś Z15 ř.ś Z24 ř.Ŝ Z36 ř.ŝ Z48

Ś. จงหาไอดีลใหญ่สดุทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Êพร้อมเขียนแลตทิชประกอบ
Ś.ř Z2 × Z3 Ś.Ś Z2 × Z5 Ś.ś Z6 × Z4

ś. จงหา n ∈ N ซึÉง 50 < n < 100 ทีÉทําให้ ⟨n⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z
Ŝ. จงหาไอดีลเฉพาะทั Êงหมดของริงตอ่ไปนี Ê

Ŝ.ř Z64

Ŝ.Ś Z100

Ŝ.ś Z275

Ŝ.Ŝ Z1300

Ŝ.ŝ Z1331

Ŝ.Ş Z1800

Ŝ.ş Z26880

Ŝ.Š Z111271

ŝ. จงหาจํานวนไอดีลใหญ่สดุของ Z1600

Ş. ไอดีลทีÉไมเ่ป็นไอดีลเฉพาะของ Z1000 มีทั ÊงหมดกีÉไอดีล
ş. จงยกตวัอยา่งของไอดีลใหญ่สดุ และไอดีลเฉพาะ ของริงตอ่ไปนี Ê

ş.ř Z2 × Z

ş.Ś Z× Z

ş.ś Z× Z5

ş.Ŝ Z×Q

ş.ŝ Z× 2Z

ş.Ş Z6 × Z5

Š. จงยกตวัอยา่งฟิลด์อนัดบั Ŝ, š และ Śŝ
š. จงแสดงวา่ ถ้า P เป็นไอดีลเฉพาะของ Z แล้ว P = ⟨p⟩ เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพะ
řŘ. จงพิสจูน์วา่ Z× pZ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ
řř. จงแสดงวา่ Z× 2Z เป็นไอดีลเฉพาะและไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z

řŚ. จงแสดงวา่ 2Z× 3Z ไมเ่ป็นไอดีลใหญ่สดุของ Z× Z

řś. จงยกตวัอยา่งค้านข้อความทีÉวา่ ถ้าM1 และM2 เป็นไอดีลใหญ่สดุของริง R1 และ R2

ตามลําดบั แล้วM1 ×M2 เป็นไอดีลใหญ่สดุของ R1 ×R2

řŜ. จงตรวจสอบวา่ข้อความตอ่ไปนี Êเป็นจริงหรือไม่

ถ้า P1 และ P2 เป็นไอดีลเฉพาะของริง R1 และ R2 ตามลําดบั
แล้ว P1 × P2 เป็นไอดีลเฉพาะของ R1 ×R2



ŚřŞ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ş.ś โดเมนซึÉงแยกตัวประกอบได้อย่างเดียว
เมืÉอกลา่วถงึโดเมนเชิงจํานวนเตม็ Z เราทราบกนัดีวา่สมาชิกทกุตวัใน สามารถแยกเป็นผลคณู

ของจํานวนเฉพาะได้เสมอ และจํานวนเตม็ทีÉมากกวา่ ř สามารถเขียนในรูปแบบบญัญตัิได้เพียง
แบบเดียวเทา่นั Êน เราจะขยายแนวคิดนี Êไปยงัโดเมนเชิงจํานวนเตม็อืÉน ๆ ซึÉงมีสมบตัิพิเศษดงักลา่ว
โดยเริÉมจากการนิยามการหารลงบทนิยามตอ่ไปนี Ê
บทนิยาม ş.ś.ř ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง และ a, b ∈ R จะกลา่ววา่ a หาร b ได้ (a divides b)
เขียนแทนด้วย a | b ก็ตอ่เมืÉอ

มี c ∈ R ซึÉง b = ac

ตวัอยา่งเชน่
ใน Z จะได้วา่ 2 | 4 เนืÉองจาก 4 = 2 · 2

ใน R จะได้วา่ 2 | 1.2 เนืÉองจาก 1.2 = 2 · 0.6

ข้อสังเกต ş.ś.Ś ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง และ a, b ∈ R จะได้วา่
ř. a | 0, 1 | a และ a | a เนืÉองจาก 0 = 0a และ a = 1a

Ś. a | b ก็ตอ่เมืÉอ มี k ∈ R ซึÉง b = ak ก็ตอ่เมืÉอ b ∈ ⟨a⟩

เราจะทบทวนวา่ a เป็นหน่วยในริง R ซึÉงมีหนึÉง (ดบูทนิยาม Ş.ř.ŚŘ) หมายถงึ
มี b ∈ R ซึÉง ab = 1 = ba

จากนี ÊเราจะศกึษาเฉพาะสมาชิกทีÉ ไมใ่ช่หน่วยในโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง เพืÉอนําไปศกึษา
สมบตัิการแยกตวัประกอบได้อยา่งเดียวตอ่ไป
บทนิยาม ş.ś.ś ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง ให้ r ∈ D − {0} และ r ไมเ่ป็นหนว่ย
จะกลา่ววา่ r ลดทอนไม่ได้ (irreducible) ก็ตอ่เมืÉอ

ถ้า r = ab แล้ว a หรือ b เป็นหน่วย
ถ้าเป็นอยา่งอืÉนเรียก r วา่ ลดทอนได้ (reducible) นัÉนคือ r ลดทอนได้ ก็ตอ่เมืÉอ

r = ab โดยทีÉ a และ b ไมเ่ป็นหนว่ย
ข้อสังเกต ş.ś.Ŝ เนืÉองจากฟิลด์สมาชิกทกุตวัทีÉไมใ่ช่ศนูย์เป็นหน่วย ดงันั Êนจะไม่กลา่วถงึลดทอนได้
หรือไมไ่ด้ของสมาชิกในฟิลด์

เนืÉองจาก Zn เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ นัÉนคือ Zp เป็นฟิลด์ ดงันั Êน
จะไมก่ลา่วถงึลดทอนได้หรือไมไ่ด้ของสมาชิกใน Zp

สําหรับริง Z จะเห็นวา่มีหน่วยคือ 1 และ −1 เทา่นั Êน จากบทนิยามของการลดทอนไมไ่ด้ จะได้วา่
p ลดทอนไมไ่ด้ ก็ตอ่เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ



ş.ś. โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบไดอ้ย่างเดียว Śřş
สําหรับ T ∈ Z กําหนดให้

Z[
√
T ] = {a+ b

√
T : a, b ∈ Z}

แล้วจะได้วา่ Z[
√
T ] เป็นริงยอ่ยของ C และเป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ทีÉมีหนึÉง (เป็นแบบฝึกหดั)

ทฤษฎีบท ş.ś.ŝ ให้ a, b ∈ Z และ K ∈ Z โดยทีÉ K > 0 จะได้วา่
a+ b

√
−K เป็นหน่วยใน Z[

√
−K] ก็ตอ่เมืÉอ a2 +Kb2 = 1



ŚřŠ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม
ตัวอย่าง ş.ś.Ş จงแสดงวา่ 2 และ 3 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[

√
−5]



ş.ś. โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบไดอ้ย่างเดียว Śřš
ตัวอย่าง ş.ś.ş จงแสดงวา่ 1 +

√
−5 cและ 1−

√
−5 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[

√
−5]



ŚŚŘ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

บทนิยาม ş.ś.Š ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง ให้ p ∈ D − {0} และ p ไมเ่ป็นหนว่ย
จะกลา่ววา่ p เป็น สมาชิกเฉพาะ (prime element) ของ D ก็ตอ่เมืÉอ

ถ้า p | ab แล้ว p | a หรือ p | b

สําหรับริง Z จะได้วา่จํานวนเฉพาะเป็นสมาชิกเฉพาะของ Z
ทฤษฎีบท ş.ś.š ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง จะได้วา่

ถ้า p เป็นสมาชิกเฉพาะของ D แล้ว p ลดทอนไมไ่ด้

ตัวอย่าง ş.ś.řŘ จงแสดงวา่ 3 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[
√
−5] แตไ่มเ่ป็นสมาชิกเฉพาะ



ş.ś. โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบไดอ้ย่างเดียว ŚŚř

บทนิยาม ş.ś.řř ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง
จะกลา่ววา่ D เป็น โดเมนซึÉงแยกตัวประกอบได้อย่างเดียว (Unique Factorization Domain)
เขียนสั Êน ๆ วา่ U.F.D. ก็ตอ่เมืÉอ สําหรับ d ∈ D − {0} และ d ไมเ่ป็นหนว่ย สอดคล้อง Ś เงืÉอนไขดงันี Ê
ř. มี p1, p2, ..., pn ∈ D ซึÉงลดทอนไมไ่ด้ และ d = p1p2...pn

Ś. ถ้า d = p1p2...pn = q1q2...qm เมืÉอ q1, q2, ..., qm ∈ D

แล้ว n = m และสําหรับ i จะมี j ซึÉง pi = uqj โดยทีÉ u เป็นหน่วย

เมืÉอ i, j ∈ {1, 2, ..., n}
โดยทฤษฎีบทหลกัมลูเลขคณิต (ทฤษฎีบท ř.ś.ŚŜ) สรุปได้วา่Z เป็น U.F.D. และฟิลด์เป็น U.F.D.

เสมอเนืÉองจากทกุสมาชิกทีÉไมใ่ชศ่นูย์เป็นหนว่ย ดงันั Êน Q, R และ C เป็น U.F.D.
ตัวอย่าง ş.ś.řŚ จงแสดงวา่ Z[

√
−5] ไมเ่ป็น U.F.D.



ŚŚŚ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ทฤษฎีบท ş.ś.řś สมาชิกซึÉงลดทอนไมไ่ด้ของ U.F.D. จะเป็นสมาชิกเฉพาะ

บทนิยาม ş.ś.řŜ ให้ D โดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง
จะกลา่ววา่ D เป็น โดเมนไอดีลมุขสาํคัญ (Principal Ideal Domain) เขียนแทนด้วย P.I.D.
ก็ตอ่เมืÉอ ทกุไอดีลของ D เป็นไอดีลมขุสําคญั

ตวัอยา่งเชน่ Z เป็น P.I.D. เนืÉองจากทกุไอดีลของ Z อยูใ่นรูป nZ หรือ (n) และสนามเป็น P.I.D.
เสมอเนืÉองจากมี Ś ไอดีลเทา่นั Êนคือ ⟨0⟩ และ ⟨1⟩
ทฤษฎีบท ş.ś.řŝ สมาชิกลดทอนไมไ่ด้ใน P.I.D. จะเป็นสมาชิกเฉพาะ



ş.ś. โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบไดอ้ย่างเดียว ŚŚś

บทแทรก ş.ś.řŞ ให้ D เป็น P.I.D. โดยทีÉ p ลดทอนไมไ่ด้ใน D และ a1, a2, ..., an ∈ D
ถ้า p | (a1a2...an) แล้ว มี i ∈ {1, 2, ..., n} ซึÉง p | ai



ŚŚŜ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม

ทฤษฎีบท ş.ś.řş ให้ D เป็น P.I.D. และ p ∈ D − {0} ซึÉงไมใ่ชส่มาชิกหนว่ย แล้ว
⟨p⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ D ก็ตอ่เมืÉอ p ลดทอนไมไ่ด้ใน D

ตอ่ไปเราสามารถพิสจูน์ได้วา่ P.I.D. เป็น U.F.D. เสมอ ทําให้เห็นถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง P.I.D.
และ U.F.D. สําหรับการพิสจูน์จะขอเว้นไว้ในรายวิชานี Ê
ทฤษฎีบท ş.ś.řŠ P.I.D. เป็น U.F.D.
บทนิยาม ş.ś.řš ให้ E โดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง
จะกลา่ววา่ E เป็น ริงแบบยุคลิด (Euclidean ring) ก็ตอ่เมืÉอ มีฟังก์ชนั d : E − {0} → N0

ซึÉงสําหรับทกุ a, b ∈ E − {0} สอดคล้อง Ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
ř. d(b) ≤ d(ab)

Ś. มี q, r ∈ E ซึÉง b = aq + r โดยทีÉ r = 0 หรือ d(r) < d(a)

ตัวอย่าง ş.ś.ŚŘ จงแสดงวา่ Z เป็นริงแบบยคุลดิ



ş.ś. โดเมนซึÉงแยกตวัประกอบไดอ้ย่างเดียว ŚŚŝ
ทฤษฎีบท ş.ś.Śř ฟิลด์เป็นริงแบบยคุลดิ

สรุปได้วา่ Q, R และ C เป็นริงแบบยคุลดิ
ทฤษฎีบท ş.ś.ŚŚ ริงแบบยคุลดิเป็น P.I.D.

จากทฤษฎีบททีÉผา่นมาของ ริงยคุลดิ P.I.D และ U.F.D. อาจแสดงความสมัพนัธ์ได้ดงันี Ê

ริงแบบยคุลดิ

P.I.D.
U.F.D.



ŚŚŞ บททีÉ ş. โดเมนเชิงจํานวนเต็ม
แบบฝึกหดั ş.ś

ř. ให้ D เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง ให้ a, b ∈ D − {0} จงพิสจูน์วา่

a | b และ b | a ก็ตอ่เมืÉอ ⟨a⟩ = ⟨b⟩

Ś. ให้ T ∈ Z จงแสดงวา่ Z[
√
T ] เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ทีÉมีหนึÉง

ś. สามารถนิยาม 0 | 0 ได้หรือไมใ่นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง จงให้เหตผุลประกอบ
Ŝ. จงหาหน่วยทั Êงหมดของ

Ŝ.ř Z[
√
−1]

Ŝ.Ś Z[
√
−3]

Ŝ.ś Z[
√
−5]

Ŝ.Ŝ Z[
√
−6]

Ŝ.ŝ Z[
√
−7]

Ŝ.Ş Z[
√
−8]

ŝ. จงยกตวัอยา่งหน่วยใน Z[
√
3] มาอยา่งน้อย Ś ตวั ทีÉไมใ่ช่ 1 และ −1

Ş. จงแสดงวา่ 2 และ 7 ไมเ่ป็นสมาชิกเฉพาะของ Z[√−5]
ş. จงแสดงวา่ 1−

√
−5 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[

√
−5]

Š. จงแสดงวา่ 7 และ 13 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[
√
−5]

š. จงยกตวัอยา่งสมาชิกใน Z[
√
−3] ซึÉงลดทอนไมไ่ด้

řŘ. จงแสดงวา่ Z[
√
−3] เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็แตไ่มเ่ป็น U.F.D.

řř. ให้ D เป็น P.I.D. และ p ∈ D − {0} ซึÉงไมใ่ช่สมาชิกหน่วย จงแสดงวา่

ถ้า p ลดทอนไมไ่ด้ใน D แล้ว ⟨p⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุของ D

řŚ. พิสจูน์บทแทรก ş.ś.řŞ โดยอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์
řś. จงแสดงวา่ Z[i] เป็นริงแบบยคุลดิ
řŜ. จงพิสจูน์วา่ ริงแบบยคุลดิมีหน่วยเสมอ
řŝ. จงแสดงวา่ Z[

√
−5] ไมเ่ป็นริงแบบยคุลดิ



บททีÉ Š
ริงพหุนาม

การศกึพหุนามนั Êนมีมาช้านานตั Êงแต่ยคุแรกเริÉมในสมยักรีกโรมนั จนเป็นทีÉสนใจมากขึ Êนในสมยั
ของคาร์แดนผู้บกุเบิกวิชาพีชคณิตทีÉสนในการหาคําตอบในรูปทัÉวของของพหนุนามกําลงัสาม เป็น
จดุเริÉมต้นของวิชาพีชคณิตนามธรรม ในบทนี Êเราจะขยายบทนิยามของพหนุามให้ทัÉวไปมากยิÉงขึ ÊนทีÉ
เรียกวา่ริงพหนุาม และศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ ทีÉเกิดขึ Êนดงัจะกลา่วตอ่ไปนี Ê

Š.ř พหุนาม
บทนิยาม Š.ř.ř ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง กําหนดให้

R[x] = {anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 : ai ∈ R, n ∈ N0}

เรียกสมาชิก p(x) ใน R[x] วา่ พหุนาม (polynomial) ซึÉงอยูใ่นรูป

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 =
n∑

i=0

aix
i

โดยนิยามสว่นตา่ง ๆ ดงันี Ê
• an, an−1, ..., a1, a0 เรียกวา่ สัมประสิทธิÍ (coefficient) ของ xn, xn−1, ..., x, 1 ตามลําดบั
• เรียก an ̸= 0 วา่ สัมประสิทธิÍตัวนํา (leading coefficient) ถ้า ai ̸= 0 เรียกแตล่ะ aixi วา่
พจน์ (term) ของพหนุาม p(x) หรือ เอกนาม (monomial)

• ถ้า an ̸= 0 เรียก p(x) วา่ พหุนามระดับขั Êน n (polynomial of degree n) และเขียน n แทน
ด้วย deg p(x) นัÉนคือ deg p(x) = n

• ถ้า an = 1 เรียก p(x) วา่ พหุนามโมนิก (monic polynomial)
• ถ้า p(x) = a0 เรียก p(x) วา่ พหุนามคงตัว (constant polynomial)
ให้ deg p(x) = 0 เมืÉอ a0 ̸= 0

• กรณี p(x) = 0 เรียก พหุนามศูนย์ (zero polynomaial) และไมนิ่ยามระดบัขั Êน



ŚŚŠ บททีÉ Š. ริงพหนุาม

ข้อสังเกต Š.ř.Ś ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง เห็นได้ชดัวา่ R ⊆ R[x]

ตวัอยา่งเชน่ p(x) = 5x2 − 2x + 3 ∈ Z[x] เป็นพหุุนามระดบัขั Êน Ś มี ŝ เป็นสมัประสทิธิÍตวันํา
และ 5,−2, 3 เป็นสมัประสทิธิÍของ x2, x, 1 ตามลําดบั เนืÉองจาก a2 = 5 ̸= 1 จะได้วา่ p(x) ไม่เป็น
พหนุามโมนิก และ q(x) = 1 + x7 ∈ Z[x] เป็นพหนุามโมนิกระดบัขั Êน ş เนืÉองจาก a7 = 1

ถ้า ř เป็นหนึÉงใน R เราจะเขียนพจน์ xi และ −xi แทนด้วยพจน์ 1xi และ −1xi ตามลําดบั
สําหรับ i ∈ N

ตัวอย่าง Š.ř.ś จงเขียนสมาชิกทั Êงหมดของพหนุามระดบัขั Êน Ś ใน Z2[x]

ตัวอย่าง Š.ř.Ŝ จงเขียนสมาชิกทั ÊงหมดของพหนุามทีÉมีระดบัขั Êนไมเ่กิน ř ใน Z3[x]

จากตวัอยา่ง Š.ř.ś จะเห็นวา่ a ทีÉเป็นไปได้คือ 1̄ เพียงแบบเเดียวใน Z2[x] เนืÉองจาก เพราะเป็น
สมัประสทิธิÍตวันํา สําหรับ b และ c อาจจะเป็น 0̄ หรือ 1̄ ดงันั Êน จํานวนพหนุามระดบัขั Êน Ś ใน Z2[x]

เทา่กบั 1 · 2 · 2 = 4 แบบ ดงันั Êนไปยงัจํานวนพหนุามระดบัขั Êน m ใน Z2[x] จะมีทั Êงหมด
1 · 2 · 2 · · · · 2︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= 2m

และจํานวนพหนุามระดบัขั Êน m ใน Zn[x] จะเทา่กบั
(n− 1) · n · n · · · · n︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= (n− 1) · nm

สําหรับจํานวนพหนุามระดบัขั Êนน้อยกวา่ m ใน Zn[x] รวมพหนุามศนูย์จะเทา่กบั
n · n · n · · · · n︸ ︷︷ ︸

m ตวั
= nm+1



Š.ř. พหนุาม ŚŚš

บทนิยาม Š.ř.ŝ ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง ให้ p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูย์ใน
R[x] จะได้วา่ p(x) = q(x) ก็ตอ่เมืÉอ deg p(x) = deg q(x) และอยูใ่นรูป

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมืÉอ n ∈ N0 และ ai = bi ทกุ ๆ i ∈ {1, 2, ..., n}
ตัวอย่าง Š.ř.Ş ให้ p(x) = 2̄x2 + x + 1̄ และ q(x) = ax2 + bx + c เป็นพหุนามใน Z2[x] ถ้า
p(x) = q(x) จงหา a, b และ c

บทนิยาม Š.ř.ş ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง ถ้า p(x) และ q(x) เป็นพหนุามใน R[x] ซึÉง
p(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0

q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

เมืÉอ m,n ∈ N0 และ m ≤ n แล้ว
p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ am+1x

m+1 + amx
m + · · ·+ a1x+ a0

โดยทีÉ am+1 = am+2 = ... = an = 0 เมืÉอ m < n นิยามการบวกและการคณู p(x) และ q(x) คือ
p(x) + q(x) = (an + bn)x

n + (an−1 + bn−1)x
n−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0)

p(x) · q(x) = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 + · · ·+ ckx
k + · · ·+ c1x+ c0

เมืÉอ ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 โดยทีÉ k = 0, 1, 2, ...,m+ n ซึÉง ak = bk = 0 ทกุ ๆ k > n

สําหรับ p(x) · q(x) จะเขียนแทนด้วย p(x)q(x) และจากบทนิยามข้างต้นจะได้ข้อสงัเกตตอ่ไปนี Ê
ข้อสังเกต Š.ř.Š ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง ถ้า p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูย์ใน
R[x] แล้วจะได้วา่
ř. deg (p(x) + q(x)) ≤ max{deg p(x),deg q(x)} หรือ p(x) + q(x) = 0

Ś. deg (p(x)q(x)) ≤ deg p(x) + deg q(x) หรือ p(x) · q(x) = 0

จะเห็นวา่การบวกพหุนามทําได้โดยงา่ย แต่การคณูพหุนามสามารถหาโดยใช้บทนิยามมีความ
ยุง่ยาก เราอาจจะหาผลคณูพหนุามโดยจากการแจกแจง หรือสร้างตารางการคณูแตล่ะพจน์ ดงัจะ
แสดงในตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê



ŚśŘ บททีÉ Š. ริงพหนุาม
ตัวอย่าง Š.ř.š กําหนดให้ p(x) = x3 + x2 − 3x+ 1 และ q(x) = x2 − 3 เป็นพหนุามใน Z[x]
จงหา p(x) + q(x) และ p(x)q(x) โดยบทนิยาม การแจกแจง และใช้ตาราง



Š.ř. พหนุาม Śśř

ตัวอย่าง Š.ř.řŘ กําหนดให้
p(x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D และ q(x) = (x− 2)(x+ 3)(x+ 1) + 5 เป็นพหนุามใน Z[x]

ถ้า p(x) = q(x) จงหาคา่ของ A,B,C และ D

ตัวอย่าง Š.ř.řř ให้ p(x) = x2 + ax+ b และ q(x) = x4 + x3 + x+ 1̄ เป็นพหนุามใน Z3[x]

ถ้า [p(x)]2 = q(x) จงหา a และ b

ทฤษฎีบท Š.ř.řŚ ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง แล้ว
R[x] ซึÉงนิยามการบวกและการคณูในบทนิยาม Š.ř.ş เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง

และเรียก R[x] วา่ ริงพหุนาม (polynomial ring)

ถ้า R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง จะได้วา่
• ศนูย์ใน R[x] คือพหนุามศนูย์เขียนแทนด้วย 0

• หนึÉงใน R[x] คือพหนุามคงตวัหนึÉง เขียนแทนด้วย 1

นัÉนคือริง R[x] มีศนูย์และหนึÉงเป็นตวัเดียวกบั R



ŚśŚ บททีÉ Š. ริงพหนุาม

ตัวอย่าง Š.ř.řś ให้ p(x), q(x), r(x) เป็นพหนุามใน Z4[x] โดยทีÉ
p(x) = 2̄x2 + x+ 2̄, q(x) = 2̄x2 + 2̄ และ r(x) = 2̄x3 + 1̄

จงหา p(x) + q(x), q(x) + r(x), [q(x)]2 และ q(x)r(x)

ทฤษฎีบท Š.ř.řŜ ถ้า R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง แล้ว
R[x] เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง

ทฤษฎีบท Š.ř.řŝ ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง
ถ้า p(x) และ q(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ชพ่หนุามศนูย์ใน R[x] แล้วจะได้วา่
ř. deg (p(x)q(x)) = deg p(x) + deg q(x)
Ś. deg p(x) ≤ deg (p(x)q(x))



Š.ř. พหนุาม Śśś

ทฤษฎีบท Š.ř.řŞ ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉงจะได้วา่
หน่วยใน R และ R[x] คือตวัเดียวกนั

บทแทรก Š.ř.řş ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง แล้ว U(R[x]) = U(R)

ข้อสังเกต Š.ř.řŠ สําหรับโดเมนเชิงจํานวนเตม็ R[x] พหุนามทีÉไมใ่ช่ศนูย์ทีÉระดบัขั Êนมากกวา่ Ř ไม่
เป็นหนว่ยใน R[x]



ŚśŜ บททีÉ Š. ริงพหนุาม
แบบฝึกหดั Š.ř

ř. จงเขียนสมาชิกทั Êงหมดของพหนุามระดบัขั Êน ś ใน Z2[x]

Ś. จงเขียนสมาชิกทั Êงหมดของพหนุามระดบัขั Êน Ś และ ś ใน Z3[x]

ś. จงหาจํานวนพหนุามระดบัขั Êน ŝ ทั Êงหมดใน Z7[x]

Ŝ. จงหาจํานวนพหนุามระดบัขั Êนไมเ่กิน ś ทั Êงหมดใน Z5[x]

ŝ. จงหาจํานวนของพหนุาม p(x) ใน Zn[x] ซึÉง deg p(x) ≤ k โดยทีÉ k, n ∈ N

Ş. จงหาหน่วยทั Êงหมดในริงพหนุามตอ่ไปนี Ê
Ş.ř Z3[x]

Ş.Ś Z5[x]

Ş.ś Z6[x]

Ş.Ŝ Z13[x]

Ş.ŝ Z[x]

Ş.Ş Q[x]

ş. ใน Z6[x]

ş.ř จงหาพหนุามระดบัขั ÊนหนึÉงทั Êงหมดใน Z6[x]

ş.Ś จงหา x ∈ Z6 ทีÉสอดคล้อง 2̄x2 + 3̄x+ 1̄ = 0̄

ş.ś จงเขียน (2̄x2 + 3̄x+ 1̄)2 ในรูป ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e

Š. ให้ R เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง จงแสดงวา่

R[x] ซึÉงนิยามการบวกและการคณูในบทนิยาม Š.ř.ş เป็นริงสลบัทีÉซึÉงมีหนึÉง

š. ให้ R เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ซึÉงมีหนึÉง ถ้า p(x) และ q(x) เป็นพหุนามทีÉไมใ่ช่พหุนามศนูย์
ใน R[x] จงแสดงวา่

deg p(x) ≤ deg (p(x) · q(x))

řŘ. จงยกตวัอยา่งฟิลด์ F ทีÉทําให้ F [x] ไมเ่ป็นฟิลด์



Š.Ś. ริงพหนุามบนฟิลด์ Śśŝ

Š.Ś ริงพหุนามบนฟิลด์
ในหวัข้อนนี ÊจะศกึษาริงพหหุนามF [x] เมืÉอF เป็นฟิลด์ เรียกวา่ ริงพหุนามบนฟิลด์ (polynomial

ring on field)

ทฤษฎีบท Š.Ś.ř ขั Êนตอนวธีิการหารสาํหรับพหุนาม (The Division Algorithm for Polynomial)
ให้ F เป็นฟิลด์ และ a(x), b(x) เป็นพหนุามใน F [x] โดยทีÉ a(x) ไมเ่ป็นพหนุามศนูย์
แล้วจะได้วา่มีพหนุาม q(x) และ r(x) เพียงคูเ่ดียวเทา่นั Êนใน F [x] ทีÉสอดคล้อง

b(x) = q(x)a(x) + r(x) เมืÉอ r(x) = 0 หรือ deg r(x) < deg a(x)
เรียก r(x) วา่ เศษเหลือ (remainder) และ q(x) วา่ ผลหาร (quotient) ของการหาร b(x) ด้วย a(x)

ในกรณี r(x) = 0 โดยบทนิยาม ş.ś.ř จะได้วา่ a(x) หาร b(x) ได้ หรือเขียนแทนด้วย a(x) | b(x)
โดยเรียก a(x) วา่ ตัวประกอบ (factor) ของ b(x) ใน F [x]



ŚśŞ บททีÉ Š. ริงพหนุาม

ตัวอย่าง Š.Ś.Ś จงหาผลหารและเศษเหลือทีÉเกิดจากการหาร
b(x) = x3 + 1 ด้วย a(x) = x2 − 1 ใน Z[x]

ทฤษฎีบท Š.Ś.ś ถ้า F เป็นฟิลด์ แล้ว F [x] เป็นริงแบบยคุลดิ

บทแทรก Š.Ś.Ŝ ถ้า F เป็นฟิลด์ แล้ว F [x] เป็น P.I.D. และ U.F.D.

ทฤษฎีบท Š.Ś.ŝ ให้ F เป็นฟิลด์ และ p(x) เป็นพหนุามทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูย์ใน F [x]
แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. p(x) เป็นหน่วยใน F [x]
Ś. p(x) เป็นพหนุามคงตวัทีÉไมใ่ช่พหนุามศนูย์ใน F [x]
ś. deg p(x) = 0



Š.Ś. ริงพหนุามบนฟิลด์ Śśş

เนืÉองจาก F [x] เป็นโดเมนเชิงจํานวนเตม็ เมืÉอ F เป็นฟิลด์ เราสามารถกลา่วถงึการลดทอนได้
หรือไมไ่ด้ของพหนุาม
ตัวอย่าง Š.Ś.Ş จงแสดงวา่
ř. x2 + 1 ลดทอนไมไ่ด้ใน R[x] แตล่ดทอนได้ใน C[x]

Ś. 2x+ 4 ลดทอนไมไ่ด้ใน R[x] แตล่ดทอนได้ใน Z[x]

ś. x2 + x+ 1̄ ลดทอนไมไ่ด้ใน Z2[x]

บทแทรก Š.Ś.ş ให้ F เป็นฟิลด์และ p(x) เป็นพหนุามซึÉงไมใ่ช่พหนุามศนูย์ใน F [x] โดยทีÉ f(x) และ
g(x) เป็นพหนุาใน F [x] แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. p(x) ลดทอนไมไ่ด้ใน F [x]
Ś. ถ้า p(x) = f(x) · g(x) แล้ว deg f(x) = 0 หรือ deg g(x) = 0



ŚśŠ บททีÉ Š. ริงพหนุาม

ทฤษฎีบท Š.Ś.Š ให้ F เป็นฟิลด์และ p(x) เป็นพหนุามระดบัขั Êน ř ใน F [x] จะได้วา่
p(x) ลดทอนไมได้ใน F [x]

ทฤษฎีบท Š.Ś.š ให้ F เป็นฟิลด์ และ p(x) เป็นพหนุามใน F [x] แล้วข้อความตอ่ไปนี Êสมมลูกนั
ř. ⟨p(x)⟩ เป็นไอดีลใหญ่สดุ
Ś. p(x) ลดทอนไมไ่ด้ใน F [x]
ś. F [x]/ ⟨p(x)⟩ เป็นฟิลด์

ตัวอย่าง Š.Ś.řŘ จงตรวจสอบวา่ Z3[x]/ ⟨x2 + 1̄⟩ เป็นฟิลด์หรือไม่



Š.Ś. ริงพหนุามบนฟิลด์ Śśš

ทฤษฎีบท Š.Ś.řř ให้ F เป็นฟิลด์ และ p(x) ลดทอนไมไ่ด้ใน F [x] โดยทีÉ deg p(x) = n จะได้วา่
F [x]/ ⟨p(x)⟩ = {anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 + ⟨p(x)⟩ : ai ∈ F ทกุ ๆ i}

ตัวอย่าง Š.Ś.řŚ จงเขียนรูปแบบสมาชิกของฟิลด์ตอ่ไปนี Ê
ř. C[x]/ ⟨x+ 1⟩ =

Ś. R[x]/ ⟨x2 + 1⟩ =

ตัวอย่าง Š.Ś.řś จงแจกแจงสมาชิกของ Z3/ ⟨x2 + 1̄⟩



ŚŜŘ บททีÉ Š. ริงพหนุาม

บทแทรก Š.Ś.řŜ ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะ และ g(x) ลดทอนไม่ได้ใน Zp[x] โดยทีÉ deg g(x) = n

แล้ว
Zp[x]/ ⟨g(x)⟩ เป็นฟิลด์อนัดบั pn

ตัวอย่าง Š.Ś.řŝ จงหาจํานวนสมาชิกของ Z2/ ⟨x2 + x+ 1̄⟩

ตัวอย่าง Š.Ś.řŞ จงยกตวัอยา่งฟิลด์อนัดบั Śŝ



Š.Ś. ริงพหนุามบนฟิลด์ ŚŜř

ตัวอย่าง Š.Ś.řş จงสร้างตารางกรุปการคณูของ Z2[x]/ ⟨x2 + x+ 1̄⟩ พร้อมหาตวัผกผนัการคณู
ของสมาชิก

ตัวอย่าง Š.Ś.řŠ จงหาตวัผกผนัการคณูของ x+ 1 + ⟨x2 + 1⟩ ใน R[x]/ ⟨x2 + 1⟩



ŚŜŚ บททีÉ Š. ริงพหนุาม
แบบฝึกหดั Š.Ś

ř. จงตรวจสอบวา่สมาชิกตอ่ไปนี Êลดทอนได้หรือไมใ่นริงทีÉกําหนด
ř.ř x2 + x+ 4̄ ใน Z11[x]

ř.Ś 2̄x3 + x2 + 2̄x+ 2̄ ใน Z5[x]

ř.ś x2 + 1̄ ใน Z7[x]

ř.Ŝ x2 + 4̄ ใน Z11[x]

ř.ŝ x3 + 2̄x+ 3̄ ใน Z5[x]

ř.Ş x3 + x2 + x+ 1 ใน R[x]

ř.ş x3 − x2 − 2x+ 2 ใน R[x]

ř.Š x3 − x2 − 2x+ 2 ใน Q[x]

ř.š x3 − x2 − 2x+ 2 ใน Z[x]

ř.řŘ x3 − x2 + x− 1 ใน C[x]

Ś. จงยกตวัอยา่งฟิลด์อนัดบั 49, 81 และ 125

ś. จงแสดงวา่ R[x]/ ⟨x2 + 1⟩ ∼= C

Ŝ. จงแสดงวา่ Z11[x]/ ⟨x2 + x+ 4̄⟩ ∼= Z12[x]/ ⟨x2 + 1̄⟩

ŝ. จงพิสจูน์วา่ x4 + x3 + x+ 1 ลดทอนได้ใน F [x] เมืÉอ F เป็นฟิลด์
Ş. จงสร้างตารางกรุปการคณูของ Z3[x]/ ⟨x2 + 1̄⟩ พร้อมหาตวัผกผนัของสมาชิก
ş. จงหาตวัผกผนัการคณูของ 2x+ 1 + ⟨x2 + 2⟩ ใน R[x]/ ⟨x2 + 2⟩

Š. ให้ F เป็นฟิลด์ และ f(x), g(x) ∈ F [x] โดยทีÉ f(x) ̸= 0 หรือ g(x) ̸= 0 แล้ว ตัวหารร่วมมาก
(greatest common divisor) ของ f(x) และ g(x) เขียนแทนด้วย gcd(f(x), g(x)) คือพหนุาม
d(x) ใน F [x] ทีÉสอดคล้อง ś เงืÉอนไขตอ่ไปนี Ê
(ř) d(x) เป็นพหนุามโมนิก
(Ś) d(x) | f(x) และ d(x) | g(x)
(ś) ถ้า c(x) ∈ F [x] ซึÉง c(x) | f(x) และ c(x) | g(x) แล้ว c(x) | d(x)
จงหาตวัหารร่วมมากของ
Š.ř x2 − 1 และ x3 − 1 ใน Q[x]

Š.Ś x5 − 1 และ x8 − 1 ใน Q[x]

Š.ś 2 และ 4x− 6 in Z[x]

Š.Ŝ 2x2 + 6x+ 4 และ 8x3 + 18x2 + 4x ใน Z[x]



Š.ś. ริงพหนุามบนฟิลด์ตรรกยะ ŚŜś

Š.ś ริงพหุนามบนฟิลด์ตรรกยะ
ในหวัข้อนี Êจะศกึษาริงพหุนามบนฟิลด์ Q หรือ Q[x] ซึÉงสนใจความสมัพนัธ์ของพหุนามลดทอน

ได้หรือลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x] และ Z[x]

บทนิยาม Š.ś.ř ให้ f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 เป็นพหุนามซึÉง ai ∈ Z ทกุ
i ∈ {0, 1, ..., n} จะเรียก f(x) วา่ พหุนามปฐมฐาน (primitive polynomial) ก็ตอ่เมืÉอ

gcd(a0, a1, ..., an) = 1

ข้อสังเกต Š.ś.Ś ให้ f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 เป็นพหนุามซึÉง ai ∈ Z

ถ้า f(x) ไมเ่ป็นพหนุามปฐมฐาน ก็ตอ่เมืÉอ gcd(a0, a1, ..., an) ̸= 1 หรือมี a ∈ Z โดยทีÉ a ̸= 1 ซึÉง
f(x) = ag(x) เมืÉอ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน

ตวัอยา่งเชน่ a = gcd(a0, a1, ..., an) ซึÉง a ̸= 1 และ bi = ai
a
∈ Z ทกุ i ∈ {0, 1, ..., n} จะได้วา่

f(x) = abnx
n + abn−1x

n−1 + · · ·+ ab1x+ ab0 = ag(x)

เมืÉอ g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 โดยบทแทรก ř.ś.řŜ จะได้วา่
gcd(b0, b1, ..., bn) = gcd

(a0
a
,
a1
a
, ...,

an
a

)
= 1

นัÉนคือ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน
ทฤษฎีบท Š.ś.ś ให้ f(x) และ g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน แล้ว f(x)g(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน
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ถ้า p(x) = x2 เป็นพหนุามใน Q[x] สามารถเขียนเป็น x2 = x · x ซึÉงเป็นผลคณูของพหนุามใน
Z[x] แตถ้่า

x2 = 2x · 1
2
x

ไมใ่ชผ่ลคณูของพหนุามใน Z[x] ตอ่ไปจะศกึษาสมบตัิการแยกตวัประกอบในลกัษณะดงักลา่ว
บทตั Êง Š.ś.Ŝ บทตั Êงเกาส์ (Gauss' Lemma)
ให้ f(x) ∈ Q[x] โดยทีÉ f(x) เป็นพหนุามปฐมฐาน ถ้า f(x) = u(x)v(x) เมืÉอ u(x), v(x) ∈ Q[x]

แล้วจะมี g(x), h(x) ∈ Z[x] ซึÉง f(x) = g(x)h(x)
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จากบทตั Êงเกาส์สรุปได้วา่ สําหรับพหนุามปฐมฐาน f(x) จะได้วา่
f(x) ลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x] ก็ตอ่เมืÉอ f(x) ลดทอนไมไ่ด้ Z[x]

ถ้า f(x) ไมเ่ป็นพหนุามปฐมฐานบทตั Êงเกาส์จะไมจ่ริงดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี Ê
ตัวอย่าง Š.ś.ŝ จงแสดงวา่ 4x+ 2 ลดทอนได้ใน Z[x] แตล่ดทอนไมไ่ด้ Q[x]

บทแทรก Š.ś.Ş ให้ f(x) ∈ Q[x] โดยทีÉสมัประสทิธิÍทกุตวัเป็นจํานวนเตม็
ถ้า f(x) = u(x)v(x) เมืÉอ u(x), v(x) ∈ Q[x]

แล้วจะมี g(x), h(x) ∈ Z[x] ซึÉง f(x) = g(x)h(x)
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บทแทรก Š.ś.ş Z[x] เป็น U.F.D.

ทฤษฎีบท Š.ś.Š เกณฑ์การพจิารณาของไอเซนสไตน์ (Eisenstein's Criterion)
ให้ f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Q[x] โดยทีÉ ai ∈ Z ทกุ i ∈ {0, 1, 2, ..., n}

มีจํานวนเฉพาะ p ซึÉง
ř. p | ai ทกุ i ∈ {0, 1, ..., n− 1}

Ś. p - an และ p2 - a0

แล้ว f(x) ลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x]
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ตัวอย่าง Š.ś.š จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนี Êลดทอนได้หรือไมใ่น Q[x]

ř. x4 + 10x+ 5

Ś. 3x3 + 4x+ 2

ś. x2 − x− 12

Ŝ. 5x5 + 9x+ 6

ŝ. x7 + 7

Ş. x7 + 53

ş. (x+ 1)4 + 1

ข้อสังเกต Š.ś.řŘ ถ้า n ∈ N และ p เป็นจํานวนเฉพาะ จะได้วา่ xn + p ลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x]
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แบบฝึกหดั Š.ś

ř. จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนี Êเป็นพหนุามปฐมฐานหรือไม่
ř.ř x3 + 5x2 − x+ 1

ř.Ś 2x5 + 4x4 − 2x+ 6

ř.ś (x2 + x− 3)(2x3 − 3x+ 1)

ř.Ŝ (x− 1)(2x2 − 3x+ 3)(2x− 1)

Ś. จงตรวจสอบวา่พหนุามตอ่ไปนี Êลดทอนได้หรือไม่
Ś.ř x4 + 6x3 − 10x+ 2 ใน Q[x]

Ś.Ś x5 − 3x2 + 6x3 − 9x+ 3 ใน Q[x]

Ś.ś x7 + 5 ใน Q[x]

Ś.Ŝ (x2 + 1)2 + 1 ใน Q[x]

Ś.ŝ x3 + x+ 1 ใน Z3[x]

Ś.Ş x4 + 1 ใน Z5[x]

Ś.ş x4 + 10x2 + 1 ใน Z[x]

Ś.Š x6 + x− 1 ใน Q[x]

Ś.š x4 + 4x+ 1 ใน Q[x]

Ś.řŘ 1

2
x3 + 2x− 3

2
ใน Q[x]

ś. ถ้า n,m ∈ N และ p เป็นจํานวนเฉพาะ จงให้เหตผุลวา่ทําไม xn + pm ลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x]

Ŝ. จงพิสจูน์วา่พหนุามตอ่ไปนี Êลดทอนไมไ่ด้ใน Z[x]

Ŝ.ř x4 − 4x3 + 6

Ŝ.Ś x6 + 30x5 − 15x3 + 6x− 120

Ŝ.ś x4 + 4x3 + 6x2 + 2x+ 1

Ŝ.Ŝ (x+ 2)p − 2p

p
เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะคีÉ

ŝ. จงพิสจูน์วา่ 1 + x+ x2 + · · ·+ xp ลดทอนไมไ่ด้ใน Q[x] เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ
Ş. ให้ a ∈ Zp เมืÉอ p เป็นจํานวนเฉพาะ จงพิสจูน์วา่ xp + a ลดทอนไมไ่ด้ใน Zp[x]

ş. จงยกตวัอยา่งพหนุามระดบัขั Êน 8 ซึÉงลดทอนได้ใน Q[x]

Š. จงแสดงวา่ x2 −√2 ลดทอนไมไ่ด้ใน Z[
√
2][x]

š. จงตรวจสอบวา่ Q[x]/ ⟨x4 + 2x2 + 6x+ 1⟩ เป็นฟิลด์หรือไม่
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