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บทที่ 1
ความรูพื้ นฐาน

การนับจำนวนเปนสิง่ที ่อยูคูกับมนษุยชาติมาชานาน การพยายามทำความเขาใจเกีย่วกับ
จำนวนของมนษุยจงึเกดิข้ึนเพือ่นำไปใชประโยชนในดานตาง ๆ จนเกดิเปนการศกึษาสมบัติของ
จำนวนเหลาน้ันเรือ่ยมา อันเปนทีม่าของสาขาหนึง่ทางคณติศาสตร คอื “ทฤษฎจีำนวน” (number
theory) การมองเห็นววัิฒนาการของวชิาทฤษฎีจำนวนนับเปนพ้ืนฐานความรูเพือ่ใหรูจักวชิานี้
ซึง่จะกลาวถงึเปนสวนแรก กอนจะกลาวถงึเซตเบ้ืองตน การพิสจูนเบ้ืองตน และสมบัตจิำนวนเต็ม
เนือ่งจากในขอบขายการศกึษาทฤษฎีจำนวน จะจำกัดเฉพาะจำนวนเต็มเทาน้ัน และการเขาใจ
สมบัตทิีเ่กีย่วกับจำนวนเต็มจะเปนเครือ่งมือสำคัญในการพิสจูนสมบัตติาง ๆ ทีเ่กีย่วของตอไป

1.1 ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน
ทฤษฎีจำนวน เปนสาขาวชิาหนึง่ในคณติศาสตรซึง่ศกึษาเกีย่วกับสมบัติของจำนวนโดยเนน

ทีส่มบัติของจำนวนเต็มและจำนวนนับ (ณรงค ปนนิม่ และ นติติยา ปภาพจน. 2552. หนา1)
เนือ่งจากจำนวนนับเปนจำนวนชนดิแรก ๆ ที่มนษุย รูจัก จงึไมนาแปลกใจที่มนษุย สนใจศกึษา
จำนวนเหลานี้ ในแงมุมตาง ๆ อยางกวางขวาง และมีผูยกยองไววา "วชิาทฤษฎีจำนวนเปรยีบ
เสมือนราชนิี แหงคณติศาสตร (Number theory is the queen of mathematics)" ตามคำกลาว
ของนักคณติศาสตรผูมีช ือ่เสยีงนามวา คารล ฟรดีรชิ เกาส (Carl Fridrich Gauss 1777-1855)

ทฤษฎีจำนวนมีความเกาแกยอนกลับไปกวา 2,500 ปซึง่นับวาเปนศาสตรที ่มีความเกาแก
ทีส่ดุก็วาได ผู บุกเบิกวชิานี้ คอื พีทาโกรัส (Pythagoras 569-500 ปกอนครสิต ศักราช) โดย
เขาพยายามอธบิายจักรวาลและสรรพสิง่รอบตัววาคอืจำนวน จนกอกำเนดิเปนสำนักคดิอัน
รวบรวมผูคนทีเ่ช ือ่เหมือนพีทาโกรัสไวดวยกัน โดยมีปรัชญาสำคัญวา "ทกุสิง่ทกุอยางคอืจำนวน"
จากการรวมเปนสำนักคดินี้ เองทำใหคนพบสมบัติพิเศษเกีย่วกับจำนวนมากมาย เช น จำนวน
มติรภาพ (amicable numbers) ซึง่ผลบวกของตัวหารแทของจำนวนหนึง่จะเทากับผลบวก
ของตัวหารแทอกีจำนวนหนึง่ ในสมัยของพีทาโกรัสพบจำนวนมิตรภาพคูแรกคอื 284 และ 220
ตัวหารแทของ 284 คอื 1, 2, 4, 71 และ 142 จะไดวา

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220
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2 บทท่ี 1. ความร ู พ้ืนฐาน
ตัวหารแทของ 220 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 และ 110 จะไดวา

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284

การบุกเบิกเรือ่งจำนวนมิตรภาพขางตนเปนฐานใหเกดิการคนพบจำนวนมิตรภาพอืน่ ๆ อกีมากมาย
ตามมา ดังตัวอยางตามตางรางตอไปนี้

ป ทีค่นพบ ผูคนพบ จำนวนมิตรภาพ
ค.ศ. 1636 Pierre De Fermat (1601-1665) 17,296 และ 18,416
ค.ศ. 1686 Rene Descartes (1596-1650) 9,363,584 และ 9,437,056
ค.ศ. 1830 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 2,172,649,216 และ 8,520,191
ค.ศ. 1866 Nicolo Painini ชาวอติาลอีายุ 16 ป 1,184 และ 1,210

ตารางที่ 1 แสดงตัวอยางจำนวนมิตรภาพและผูคนพบ

กระทัง่ในปจจบัุนคอมพิวเตอรสามารถคำนวณจำนวนมิตรภาพไดมากกวา 1,000 ลานคู (เมษายน
ค.ศ.2016) ซึง่เห็นไดชัดวารากฐานของการคำนวณจำนวนดังกลาวนี้ มีมากกวาสองพันปแลว

จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถกูคนพบในยุคของพีทาโกรัสเปนจำนวนที่มีความ
มหัศจรรย อกีจำนวน เหตุที ่เรยีกเช นนี้ เพราะเปนจำนวนที่เทากับผลบวกของตัวหารแทของ
จำนวนน้ัน เช น 6 มีตัวหารแท คอื 1 2 และ 3 ผลบวกเทากับ 6 กอนทีจ่ะเกดิการคนพบจำนวน
สมบูรณอกีสองจำนวนตอมา คอื 28 และ 496 กระทัง่ในป  ค.ศ. 2016 ไดพบท้ังหมด 49 จำนวน

ยุคสำคัญของการศกึษาทฤษฎีจำนวนสมัยตอมาเกดิข้ึนราว 300 ปกอนครสิตกาล เมือ่ยุค
ลดิ แหงอเล็กซานเดรยี (Euclic of Alexandria 450-380 ปกอนครสิตศักราช) ไดตีพิมพหนังสอื
อิลิเมนต จำนวน 13 เลม โดยมีหนังสอื 3 เลมในชดุน้ันกลาวถงึเรือ่งราวเกีย่วกับทฤษฎีจำนวน
ไดแก จำนวนคู จำนวนคี่ และจำนวนเฉพาะ ข้ันตอนวธิีแบบยุคลดิ ตัวหารรวมมาก ตัวคณูรวม
นอย และทฤษฎบีททีว่าจำนวนเฉพาะมีจำนวนเปนอนันต

สมัยกรกียังมีนักคณติศาสตรอกีคนทีส่ำคัญคอื ดโีอฟานโตสแหงอเล็กซานเดรยี (Diophantus
of Alexandria) ซึง่มีชวีติอยูในช วง 250 ปกอนครสิตกาล ไดตีพิมพ หนังสอื 13 เลม เนื้อหาใน
หนังสอืชดุนี้ ไดเรยีบเรยีงวธิีการแกสมการทางพีชคณติและปญหาตาง ๆ ผลงานสำคัญของดีโอ
ฟานโตส คอื สมการทีมี่คำตอบเปนจำนวนเต็มเรยีกวา สมการไดโอแฟนไทน (Diophantine
equation) ตัวอยางเช นสมการพีทาโกรัส x2 + y2 = z2 อันกลายเปนรากฐานของการศกึษา
ทฤษฎจีำนวนในปจจบัุน

แมการศกึษาทฤษฎีจำนวนจะมีมาต้ังแตสมัยกรกี หากการสิ้นสดุอารยธรรมกรกีโรมันตอ
ดวยการเขาส ูยุคกลางของยุโรปทำใหเกดิการชะงักงันทางการศกึษาดังกลาว เนือ่งจากองคความ
รูจาก คริสตศาสนาไดกลายเปนศนูยกลางในการอธบิายสรรพสิง่รอบตัวแทน จนกระทัง่เขาส ู
ยุคฟนฟูศลิปวทิยาการ (Renaissance) ราวครสิตศตวรรษที่ 14-17 ไดมีการฟนฟูวทิยาการสมัย
กรกีโรมันข้ึนมาอกีคร้ัง ช วงเวลานี้ เองที ่เปนจดุเริม่ตนของทฤษฎีจำนวนสมัยปจจบัุน เริม่โดย
นักคณติศาสตร ชาวฝรัง่เศสชือ่วา ป แยร เดอ แฟรมาต (Pierre de Fermat 1601-1665) เขา



1.2. เซตเบ้ืองตน 3

ไดทำการศกึษางานของดีโอฟานโตสและเปนคนทีไ่ดพบสมบัติของจำนวนเต็มอกีมากมาย โดย
เฉพาะการคาดการณวาสมการ xn + yn = zn ไมมีคำตอบเปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย เมือ่ n เปน
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 2 แมขณะน้ันเขาสามารถพิสจูนไดเพียงกรณทีี ่ n = 3 เทาน้ัน หากตอมา
นักคณติศาสตรรุนหลังไดพยายามพิสจูนตอจนสำเร็จ และต้ังชือ่วา “ทฤษฎบีทสดุทายของแฟร
มาต” เพือ่เปนเกยีรตพิรอมยกยอง แฟรมาตวาเปนบิดาของทฤษฎจีำนวนสมัยใหม

ทฤษฎจีำนวนของแฟรมาตไดส งอทิธพิลตอนักทฤษฎจีำนวนคนสำคัญอกีคน คอื เกาส ซึง่ได
ตีพิมพหนังสอื Disquistiones Arithmeticae ในป 1801 เนื้อหาเกีย่วกับการพิสจูนอยางเปนระบบ
กอนพัฒนาตอมาเปนสมบัติของจำนวนเฉพาะอันเปนการวางรากฐานเกีย่วกับทฤษฎีจำนวนไว
อยางมัน่คง

จากการศกึษาวชิาทฤษฎจีำนวนหลายพันปเห็นไดวา มีหัวขอเกีย่วกับจำนวนใหขบคดิมากมาย
หัวขอในการศกึษาบางประการตองใชเวลานานกวาจะได รับการแกไข บางคร้ังตองผานการ
พิสจูน ซ้ำแลวซ้ำเลา หากพิจารณาวาประเด็นใดเปนสิง่ที ่นักคณติศาสตร ใหความสนใจอยาง
ยิง่คงไมพนเรือ่งจำนวนเฉพาะ เหตผุลประการแรก คอืการตรวจสอบวาจำนวนใดเปนจำนวน
เฉพาะไมใช เรือ่งงายดายนัก ถาจำนวนน้ันเปนจำนวนขนาดใหญ เช น 10,006,721 แตปญหานี้
ในปจจบัุนเราสามารถตรวจสอบโดยใชคอมพิวเตอรพบวา 10,006,721 เปนจำนวนเฉพาะตัวที ่
664,999 เหตผุลอกีประการหนึง่ คอืมีสตูรทัว่ไปในการหาจำนวนเฉพาะตัวที ่ n หรอืไม หลาย
ศตวรรษมาแลวเชือ่วา n2 + n+41 เปนจำนวนเฉพาะ สตูรนี้ เปนจรงิเพียง 40 จำนวนเรยีงตดิกัน
คอื n = 0, 1, 2, ..., 39 ท้ังนี้ ขอเสนอของแฟรมาตในการหาจำนวนเฉพาะคอื Fn = 22

n

+ 1 เปน
จำนวนเฉพาะสำหรับทกุจำนวนเต็ม n ≥ 0 ตอมาพบวา n = 5 ไมเปนจำนวนเฉพาะเนือ่งจาก
641 เปนตัวประกอบของ F5 พบโดยออยเลอร (Leonhard Euler ค.ศ. 1707-1783) เรยีก Fn

วาจำนวนแฟรมาต (Fermat number) ในกรณีที ่เปนจำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนเฉพาะ
แฟรมาต (Fermat prime)

ปญหาเกีย่วกับจำนวนเฉพาะทีส่นใจเรือ่งหนึง่ก็คอื จำนวนเฉพาะคูแฝด (twin prime) คอื
จำนวนเต็ม p และ p+ 2 เปนจำนวนเฉพาะท้ังคู เช น 5 และ 7, 11 และ 13, 17 และ 19, 29 และ
31 เปนตน มีจำนวนเฉพาะคูแฝดไมจำกัดจำนวนใชหรอืไม โดยใชเครือ่งคอมพิวเตอรตรวจสอบ
พบวามีจำนวนเฉพาะคูแฝดทีน่อยกวา 30,000,000 มีท้ังหมด 152,892 คู

ท้ังหมดนี้ เปนเพียงจดุสนใจสวนหนึง่ในวชิาทฤษฎจีำนวนเทาน้ัน ยังมีสิง่ทีน่ าสนใจอกีมากมาย
และยังคงมีปญหาทียั่งไมสามารถหาคำตอบได (unsolved problem) ใหไดขบคดิ สิง่นี้ เปนความ
ทาทายและอาจกอใหเกดิองคความรูใหม ๆ ตามมาได

1.2 เซตเบื้ องตน
เซต (Set) เปนคำอนยิาม หมายถงึคำที ่ตองยอมรับกันในเบ้ืองตนวาไมสามารถใหความ

หมายทีรั่ดกมุได คำวาเซตจงึหมายถงึกลุมของสิง่ของตาง ๆ เมือ่กลาวถงึกลุมใดแลวจะสามารถ
บอกไดแนนอนวาสิง่ใดอยูในกลุม และสิง่ใดอยูนอกกลุม เรยีกสิง่ตาง ๆ ทีอ่ยูในเซตวา สมาชกิ
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(element) (P. Glendinning. 2012. หนา 48) ถา a เปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a ∈ A

และถา a ไมเปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a /∈ A เช น A = {1, 2, 3} จะไดวา 1 ∈ A แต
4 /∈ A เปนตน

การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื วธิแีจกแจงสมาชกิ และวธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ
1. วธิีแจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียน

เซตโดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่
ระหวางสมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
ทวภิาค (:) คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ เซต A คอืเซต
ของ x โดยที่ x เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา 5 และเขียนแจกแจงสมาชกิไดเปน A =

{1, 2, 3, 4, 5}

สำหรับเซต A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B จะกลาววา A เปน สับเซต (subset) ของ B

เขียนแทนดวย A ⊆ B

ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้
C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ

Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ

สำหรับเซตทีไ่มมีสมาชกิเขียนแทนดวย ∅ เรยีกวา เซตวาง (empty set) และ เอกภพสัมพัทธ
(universe) คอืเซตทีถ่กูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวา จะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน
และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ เมือ่ให A และ B เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U นยิามการ
ดำเนนิการบนเซตดังตอไปนี้

ยเูนยีน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเซกชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลตาง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณทีีท่ราบจำนวนสมาชกิของเซต A เขียน |A| แทนจำนวนสมาชกิของ A และไดวา
|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

|A| = |U| − |Ac|

เมือ่ A และ B เปนเซตทีท่ราบจำนวนสมาชกิแนชัด เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U
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1.3 การพสิจูนเบื้ องตน
ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถงึพ้ืนฐานทางตรรกศาสตรและระเบียบวธิีการพิสจูนเบ้ืองตนเพือ่นำ

ไปใชเปนเครือ่งมือในการศกึษาทฤษฎีจำนวนในบทตอ ๆ ไป เริม่ตนดวยประโยคหรอืขอความที่
น าสนใจทางคณติศาสตรเปนขอความทีเ่ราตัดสนิใจไดวา ตองเปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยาง
หนึง่เทาน้ัน จะเปนท้ังสองอยางไมได กลาวคอืถาขอความใดไมเปนจรงิแลวขอความน้ันตองเปน
เท็จ ในนัยกลับกัน ถาขอความใดไมเปนเท็จแลวขอความน้ันตองเปนจรงิ (พัฒนี อดุมกะวานชิ.
2559. หนา 2) เรยีกขอความหรอืประโยคเหลาน้ันวา ประพจน (proposition) และมีตัวเชือ่ม
ประพจน 4 ชนดิคอื

1. และ เขียนแทนดวย ∧

2. หรอื เขียนแทนดวย ∨

3. ถา...แลว เขียนแทนดวย →

4. ก็ตอเมือ่ เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้ เมือ่ p และ q เปนประพจน และ T แทน
คาความจรงิเปนจรงิ F แทนคาความจรงิเปนเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

ตารางที่ 2 แสดงคาความจรงิของประพจนทีถ่กูเชือ่มท้ัง 4 แบบ
ตอไปจะกลาวถงึ นเิสธของประพจน (negation of proposition) หมายถงึประพจนทีมี่คา

ความจรงิตรงขามกับประพจนน้ัน ให p เปนประพจน แลวนเิสธของประพจนของ p เขียนแทน
ดวย ∼ p แสดงคาความจรงิไดดังตารางตอไปนี้

p ∼ p

T F
F T

ตารางที่ 3 แสดงคาความจรงิของ ∼ p

สองประพจนมีความหมายเดยีวกันในทางตรรกศาสตรจะเรยีกวา สมมลูกันเชงิตรรกศาสตร
(logically equivalent) หรอืกลาวคอื ประพจน p สมมลู (equivalence) กับ q เขียนแทนดวย
p ≡ q ก็ตอเมือ่ประพจนท้ังสองมีคาความจรงิตรงกันทกุกรณี ตัวอยางเช น p ↔ q ≡ (p →

q) ∧ (q → p) และ p → q ≡∼ q →∼ p เรยีกวากฎแยงสลับที่ (contrapositive law)

ประพจนทีมี่รปูแบบทีมี่คาความจรงิเปนจรงิเสมอเรยีกวา สัจนรัินดร (tautology) และเรยีก
นเิสธของสัจนรัินดรวา ขอความขัดแยง (contradiction) ตัวอยางเช น ∼ p ∨ p และ p → p ∨ q

เปนสัจนรัินดร และ ∼ p ∧ p เปนขอความขัดแยง
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ให p แทนประพจน x > 2 เมือ่ x ∈ {1, 2, 3, 4} พิจารณาคาความจรงิดังตาราง
x p : x > 2 คาความจรงิ
1 1 > 2 F
2 2 > 2 F
3 3 > 2 T
4 4 > 2 T

จากตารางจะเห็นไดวาคาความจรงิของประพจน p เปลีย่นไปตามคา x นยิมใช p(x) แทนประพจน
p และเรยีก {1, 2, 3, 4} วาเอกภพสัมพัทธ (universe) นยิมเขียนแทนดวย U เมือ่กลาววา

" มี x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ มีคาความจรงิเปนจรงิเพราะวามี x = 3 ซึง่ทำให p(3) มีคาความจรงิเปนจรงิ เขียน
แทนคำวา "มี" ดวย ∃ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∃x ∈ U , p(x) ในทำนองเดยีวกัน ถา
กลาววา

" ทกุ ๆ x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ จะมีคาความจรงิเปนเท็จเพราะวามี x = 1 ทีท่ำให p(1) มีคาความจรงิเปนเท็จ เขียน
แทนคำวา "ทกุ ๆ" ดวย ∀ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∀x ∈ U , p(x) เรยีก 2 สัญลักษณ
ดังกลาววา ตัวบงปรมิาณ (quantifier)

หลายคร้ังมักจะพบประพจนที ่ซับซอนมากข้ึนเช น "มีจำนวนเต็มจำนวนหนึง่ซึง่บวกกับทกุ
จำนวนเต็มแลวเทากับศนูย " เขียนสัญลักษณไดเปน

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนลักษณะนี้กลาวไดวามีตัวบงปรมิาณ 2 ตัว
ตอมาจะกลาวถงึการหานเิสธของประพจนทีมี่ตัวบงปรมิาณ เชน "ไมมีจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลอง

x2 + x+ 1 = 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∼ ∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจำนวนเต็ม x จะสอดคลอง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรปุไดดังนี้ ให U เปนเอกภพสัมพัทธของประพจน p(x) นเิสธของตัวบงปรมิาณนยิามโดย
นสิเธของ ∀x ∈ U , p(x) คอื ∼ ∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ∼ p(x)

นสิเธของ ∃x ∈ U , p(x) คอื ∼ ∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ∼ p(x)
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ในหัวขอนี้ ผูเขียนจะมีการนำเสนอวธิกีารพิสจูนไวท้ังหมด 6 วธิี ประกอบไปดวย

1. การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
2. การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
3. การพิสจูนขอความแบบผันกลับได
4. การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5. การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว
6. การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1. การพสิจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนขอความทีอ่ยูในรปูแบบมีเงือ่นไข p → q เรยีกวธิีการพิสจูนแบบนี้ วา การพสิจูน

ขอความแบบมีเงือ่นไข (proof of conditional statements) เราตองการแสดงวาขอความ
p → q เปนจรงิทกุ ๆ กรณหีรอืเปนสัจนรัินดร นัน่คอืแสดงวาถา p เปนจรงิ แลว q เปนจรงิเสมอ
เขียนเปนโครงพิสจูนไดดังนี้

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) �

เราจะเรยีกวธิีนี้ วาการพสิจูนโดยวธิตีรง (direct proof) นยิมใชเครือ่งหมาย � วางไวบรรทัด
สดุทายเพือ่บอกวาจบการพิสจูน ในสวนทีว่างเวนไวคอืส วนทีจ่ะเตมิรายละเอยีดใหสมบูรณอาจ
จะไดจากนยิาม ทฤษฎบีททีพิ่สจูนมากอนหนา หรอืสัจพจน เพือ่ใหนำไปสูขอสรปุอยางเปนเหตุ
เปนผลกัน เมือ่พิสจูนโดยวธิีตรงไมไดเราจะใชสมมูลทีว่า p → q ≡∼ q →∼ p เราเรยีกวา การ
พสิจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive proof) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ∼ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน ∼ p เปนจรงิ �

กอนจะใหตัวอยางการพิสจูนเราจะใหบทนยิามทีต่องใชการพิสจูนกอนคอื

บทนยิาม 1.3.1 จำนวนคู (even number) คอืจำนวนเต็มทีห่ารดวยสองลงตัว หรอืเราจะกลาว
วา a เปนจำนวนคูถามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k และจำนวนคี่ (odd number) คอืจำนวนเต็ม
ทีไ่มใช จำนวนคู หรอืเราจะกลาววา a เปนจำนวนคีถ่ามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1
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ตัวอยาง 1.3.2 จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคู → n2 เปนจำนวนคู

มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ n เปนจำนวนคู
...

ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคู �

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคู โดยบทนยิาม 1.3.1 จะไดวามี
จำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k แลวจะไดวา

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

ให p = 2k2 เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่ทำให
n2 = 2p จากบทนยิาม 1.3.1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคู

ตัวอยาง 1.3.3 จงพิสจูนวา " ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n2 เปนจำนวนคู → n เปนจำนวนคู

เราจะพิสจูนโดยวธิแียงสลับที่ ดังน้ันเราจะทำการพิสจูนขอความตอไปนี้

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคี่ โดยบทนยิาม 1.3.1 จะไดวามี
จำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k + 1 แลวจะไดวา

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให p = 2k2 + 2k เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่
ทำให n2 = 2p+ 1 จากบทนยิาม 1.3.1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคี่
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2. การพสิจูนโดยการแจกแจงกรณี
การพิสจูนขอความในรปูแบบ (p ∨ q) → r เนือ่งจาก

(p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ตองพิสจูนวาท้ัง 2 กรณเีปนจรงิคอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ �

เราเรยีกวาการพสิจูนโดยแจกแจงกรณี (proof by cases)

ตัวอยาง 1.3.4 จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"
แนวคดิ เขียนขอความในรปูสัญลักษณคอื

∀a ∈ Z, (a เปนจำนวนคู ∨ a เปนจำนวนคี่ ) → a2 + a เปนจำนวนคู

บทพิสจูน . ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ
กรณทีี ่ 1 สมมตวิา a เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k แลว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน 2k2 + k เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 สมมตวิา a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ a = 2c+ 1 แลว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

เนือ่งจาก c เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน 2c2 + 3c + 1 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวน
คู

ตัวอยาง 1.3.5 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู



10 บทท่ี 1. ความร ู พ้ืนฐาน

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็ม
กรณทีี ่ 1 n เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k แลว

n2 + 3n+ 4 = (2k)2 + 3(2k) + 4

= 2(2k2 + 3k + 2)

จะเห็นวา 2k2 + 3k + 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ n = 2c+ 1 แลว

n2 + 3n+ 4 = (2c+ 1)2 + 3(2c+ 1) + 4

= 4c2 + 4c+ 1 + 6c+ 3 + 4

= 4c2 + 10c+ 8

= 2(2c2 + 5c+ 4)

จะเห็นวา 2c2 + 5c+ 4 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู

3. การพสิจูนขอความแบบผันกลับได
ในตัวอยาง 1.3.2 ไดพิสจูนวา "ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู" ในตัวอยาง 1.3.2

เมือ่ n เปนจำนวนคู จะนำไปสูขอสรปุ n2 เปนจำนวนคู เมือ่ต้ังคำถามตอไปวาในทางกลับกัน
ขอความนี้ จะเปนจรงิหรอืไม นัน่คอืตองพิสจูนวา "ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู" ซึง่
ไดพิสจูนไวแลวในตัวอยาง 1.3.3 ทำใหไดวาผลสามารถสรปุเหตุไดดวย อันหมายถงึการพิสจูน
วา

"n เปนจำนวนคู กต็อเมือ่ n2 เปนจำนวนคู"
นัน่คอืการพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1. p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)
2. q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

เรยีกวา การพสิจูนขอความแบบผันกลับได (proof of biconditional statements)
ตัวอยาง 1.3.6 จงพิสจูน "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"
บทพิสจูน . ให a เปนจำนวนเต็ม
ข้ันตอนที่ 1 สมมติ a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1 แลว

a+ 3 = (2k + 1) + 3 = 2(k + 2)

จะเห็นไดวา k + 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู
ข้ันตอนที่ 2 สมมติ a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู จะไดวามีจำนวนเต็ม m ซึง่ a+ 3 = 2m แลว

a = 2m− 3 = 2(m− 2) + 1

เห็นไดวา m− 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a เปนจำนวนคี่
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4. การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
เมือ่พิสจูนโดยวธิีตาง ๆ ที ่ผานมาแลวไมสามารถทำได สามารถทำไดอกีทางหนึง่คอื เมือ่

ตองการพิสจูนขอความ p เปนจรงิโดยการสมมติวา ∼ p เปนจรงิ แลวนำไปสูขอความขัดแยง c

การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (∼ p → c) → p เรยีกวธิีนี้ วา การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
(proof by contradiction) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ∼ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง �

ตัวอยาง 1.3.7 จงพิสจูนขอความ "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸=
0" โดยวธิขัีดแยง
แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1 แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา
x(x−1) = x(0) = 0 เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.3.8 จงพิสจูนขอความ "ถา x, y เปนจำนวนเต็ม แลว x2 − 4y ̸= 2" โดยวธิขัีดแยง

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x, y ∈ Z, x2 − 4y ̸= 2 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x, y ∈ Z, x2 − 4y = 2

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x และ y ซึง่ x2 − 4y = 2 แลว

x2 = 2(2y + 1)

ดังน้ัน x2 เปนจำนวนคู โดยตัวอยาง 1.3.3 ทำใหไดวา x เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k

ซึง่ x = 2k ทำใหไดวา

(2k)2 − 4y = 2

4k2 − 4y = 2

2k2 − 2y = 1

2(k2 − y) = 1

จะไดวา 1 เปนจำนวนคู เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ
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5. การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว
การพิสจูนขอความ ∃!x ∈ U , p(x) อานวา มี x ใน U เพียงตัวเดยีวเทาน้ันทีส่อดคลอง p(x)

ขอความนี้สมมูลกับ

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื

1. ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว (existence)
∃x ∈ U , p(x)

2. ข้ันที่ 2 มีเพียงตัวเดยีว (uniqueness)
∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y

เรยีกการพิสจูนแบบนี้ วา การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว (uniqueness proofs)

ตัวอยาง 1.3.9 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพิสจูน . ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา

2x = 20 = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว
2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

ตัวอยาง 1.3.10 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวซึง่ x+ y = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∀x ∈ R∃!y ∈ R, x+ y = 1

บทพิสจูน . ให x เปนจำนวนจรงิใด ๆ
ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก y = 1− x ซึง่ y ∈ R จะไดวา

x+ y = x+ (1− x) = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให y, z ∈ R สอดคลอง x+ y = 1 และ x+ z = 1 แลว
x+ y = 1 = x+ z ดังน้ัน x+ y = x+ z

จากสมบัตกิารตัดออกของการบวกบนจำนวนจรงิจะไดวา y = z
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6. การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนขอความทีมี่เอกภพสัมพัทธเปนจำนวนนับในรปูแบบ

∀n ∈ N, P (n)

เมือ่ P (n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม การพิสจูนทำได 2 ข้ันตอนดังนี้

1. ข้ันฐาน (Basic step) : P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย (Inductive step) : ถา P (k) เปนจรงิ แลว P (k + 1) เปนจรงิ ทกุ ๆ k ∈ N

เรยีกการพิสจูนนี้ วา การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร (proof by mathematical
induction)
ตัวอยาง 1.3.11 จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1 =
1(1 + 1)

2
ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

โดยสมมตฐิาน จะไดวา

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1)

[
k

2
+ 1

]
=

(k + 1)(k + 2)

2

ทำใหสรปุไดวา P (k + 1) เปนจรงิ

ดังน้ัน 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
ทกุจำนวนนับ n

ตัวอยาง 1.3.12 จงแสดงวา ∀n ∈ N, 2n < 2n+1

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ 2n < 2n+1

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 21 = 2 < 4 = 22 = 21+1 ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ
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2. ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื 2k < 2k+1 โดยสมมตฐิานจะไดวา

2k+1 = 2 · 2k < 2 · 2k+1 = 2k+2

นัน่คอื P (k + 1) เปนจรงิ
ดังน้ัน ∀n ∈ N, 2n < 2n+1 เปนจรงิ

ตอไปกลาวถงึการพิสจูนอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีข้ั่นฐานเริม่ตนที ่ n0 ∈ Z ขอความในรปูแบบ
∀n ∈ Z, n ≥ n0, P (n)

เมือ่ P (n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม ถา

1. ข้ันฐาน : P (n0) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สำหรับจำนวนเต็ม k ซึง่ k ≥ n0 ถา P (k) เปนจรงิ แลว P (k + 1) เปน
จรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ Z, n ≥ n0, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิสำหรับจำนวนนับ ซึง่ n ≥ n0

ตัวอยาง 1.3.13 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดังน้ันขอความเปนจรงิเมือ่เริม่ n0 = 4

บทพิสจูน . ให P (n) แทนขอความ 2n ≥ n2

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดังน้ัน P (4) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P (k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k ≥ 4 นัน่คอื 2k ≥ k2

เนือ่งจาก k ≥ 4 ดังน้ัน k2 ≥ 4k = 2k+2k และ 2k > 1 ฉะน้ัน k2 ≥ 2k+1 จากสมมตฐิานจะได
2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

ดังน้ัน 2n ≥ n2 เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ 4

ในกรณขีอความเกีย่วกับจำนวนนับไมสามารถพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีก่ลาว
มาขางตน อาจจะใชรปูแบบการพิสจูนไดดังตอไปนี้ ให P (n) แทนขอความเกีย่วกับจำนวนนับ
ถา

1. ข้ันฐาน : P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ถา P (k) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ k ที่ k < m แลว P (m) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n
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ตัวอยาง 1.3.14 ลำดับลคัูส (Lucus sequence) นยิามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ

an = an−1 + an−2 สำหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูนวา an <

(
7

4

)n

เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพิสจูน . ให P (n) แทนขอความ an <

(
7

4

)n

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก a1 = 1 <

(
7

4

)1

ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

เนือ่งจาก a2 = 3 <

(
7

4

)2

ดังน้ัน P (2) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P (k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k < m เมือ่ m ≥ 3 ดังน้ัน

am−1 <

(
7

4

)m−1

และ am−2 <

(
7

4

)m−2

จะไดวา
am = am−1 + am−2

<

(
7

4

)m−1

+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2(
7

4

)
+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2(
7

4
+ 1

)
=

(
7

4

)m−2(
7

4

)
=

(
7

4

)m−2(
14

16

)
<

(
7

4

)m−2(
49

16

)
=

(
7

4

)m−2(
7

4

)2

=

(
7

4

)m

ดังน้ัน P (m) เปนจรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา an <

(
7

4

)n

เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n
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แบบฝ กหัด 1.3
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

1.1 ถา x เปนจำนวนคู แลว 3x เปนจำนวนคู
1.2 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว 3n+ 5m เปนจำนวนคู
1.3 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว 7n2 + n+ 2 เปนจำนวนคู
1.4 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + n+ 1 เปนจำนวนคี่
1.5 สำหรับจำนวนเต็ม a ใดๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a2 + 1 เปนจำนวนคี่
1.6 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a2 + 3 เปนจำนวนคู
1.7 √

3 เปนจำนวนอตรรกยะ
1.8 ทกุๆจำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 5

1.9 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 0

2. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.3 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.4 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n2 + n สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.5 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.6 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + ...+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.7 1 · 3+ 2 · 5+ 3 · 7+ · · ·+ (3n− 2) · (3n+1) = n(3n2 +3n− 2) สำหรับทกุ ๆ n ∈ N

2.8 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.9 ∀n ∈ N, 2n > n

2.10 ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

3. จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน

3.1 2n−1 ≤ n!

3.2 4n > n4

3.3 (2n)! < 22n(n!)2

3.4 n2 < (3
2
)n
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1.4 สมบัตจิำนวนเตม็
ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถงึระบบจำนวนเต็ม และศกึษาสมบัตทิีเ่กดิจากสัจพจนของจำนวนเต็ม

เมือ่ Z แทนเซตจำนวนเต็ม ดังน้ัน Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} และแสดงไดดังแผนภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

รปูที่ 1 แผนภาพแสดงจำนวนเต็มบนเสนจำนวน

สัจพจนจำนวนเตม็ สมมตวิามีเซต Z ซึง่เรยีกวา เซตของจำนวนเตม็ และมีตัวดำเนนิการ
+ และ · ซึง่เรยีกวาการบวก (addition) และการคณู (multiplication) ตามลำดับ โดยมีสมบัติ
ดังนี้
(A1) สมบัตปิ ด (closer laws)

สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y ∈ Z
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y ∈ Z

(A2) สมบัตสิลับที่ (commutative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y = y + x

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y = y · x

(A3) สมบัตกิารเปลีย่นหมู (associative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x+ y) + z = x+ (y + z)

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x · y) · z = x · (y · z)

(A4) สมบัตกิารมีเอกลักษณ (existence of identities)
สำหรับการบวก : มี 0 ∈ Z ซึง่ x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 0 วาเอกลักษณการบวก (additive identity)
สำหรับการคณู : มี 1 ∈ Z ซึง่ x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 1 วาเอกลักษณการคณู (multiplicative identity)
(A5) สมบัตกิารมีตัวผกผัน (existence of inverse)

สำหรับการบวก : สำหรับ x ∈ Z จะมี −x ∈ Z ซึง่ x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรยีก −x วาตัวผกผันการบวกของ x

(A6) สมบัตกิารแจกแจง (distributive laws)
สำหรับ x, y, z ∈ Z จะไดวา

x · (y + z) = x · y + x · z และ (y + z) · x = y · x+ z · x

นยิมเขียน xy แทน x · y และ x− y แทน x+ (−y)

ขอสังเกต 1.4.1 จาก A5 จะเห็นวา x เปนตัวผกผันการบวกของ −x ดังน้ัน x = −(−x)
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ทฤษฎบีท 1.4.2 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. a0 = 0 = 0a

2. (−a)b = a(−b) = −(ab)

3. (−a)(−b) = ab

4. ถา a+ b = a+ c แลว b = c



1.4. สมบัติจำนวนเต็ม 19

ทฤษฎบีท 1.4.3 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. (−1)a = a(−1) = −a

2. −(a+ b) = −a− b

3. a(b− c) = ab− ac

(A7) กฎไตรวภิาค (Trichotomy Law)
มีสับเซต N ของ Z คอื N = {1, 2, 3, ...} ทีมี่สมบัติ

1. 0 /∈ N

2. ถา a, b ∈ N แลว a+ b ∈ N และ ab ∈ N

3. ถา x ∈ Z แลว x ∈ N หรอื x = 0 หรอื −x ∈ N

บทนยิาม 1.4.4 ให a, b ∈ Z เราจะกลาววา
a มากกวา (greater than) bเขียนแทนดวย a > b ก็ตอเมือ่ a− b ∈ N

a นอยกวา (less than) b เขียนแทนดวย a < b ก็ตอเมือ่ b > a

ทฤษฎบีท 1.4.5 ให a, b, cy ∈ Z แลว
1. ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2. ถา a > b และ b > c แลว a > c
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ทฤษฎบีท 1.4.6 ให a, b, c, x, y ∈ Z แลว

1. ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

2. ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

3. ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx

ทฤษฎบีท 1.4.7 สำหรับจำนวนเต็ม a, b ใด ๆ ถา ab = 0 แลว a = 0 หรอื b = 0

บทแทรก 1.4.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ ถา ab = ac และ a ̸= 0 แลว b = c
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(A8) หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
ให S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ หรอื มี m ∈ S ซึง่ m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎบีท 1.4.9 หลักการของอารคมีีดสี (Archimedean Principle)
สำหรับจำนวนเต็มบวก a และ b ใด ๆ จะมีจำนวนเต็มบวก n ซึง่ na ≥ b
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แบบฝ กหัด 1.4
1. ให a, b, c, d ∈ Z จงพิสจูนวา

1.1 (a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d)

1.2 (a− b)− (c− d) = (a+ d)− (b+ c)

1.3 (a− b)(c− d) = (ac+ bd)− (ad+ bc)

1.4 a− b = c− d ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

1.5 (a− b)c = ac− bc

2. ให a, b, c, x, y ∈ Z จงพิสจูนวา

2.1 a < b ก็ตอเมือ่ a+ c < b+ c

2.2 a− x < a− y ก็ตอเมือ่ x > y

2.3 ถา a < 0 แลว ax > ay ก็ตอเมือ่ x < y

2.4 ถา c > 0 และ ac < bc แลว a < b

2.5 a− b = c− d ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

2.6 ถา x+ x = 0 แลว x = 0

2.7 ถา a3 < b3 แลว a < b

3. จงพิสจูนวา a3 = b3 แลว a = b

4. จงพิสจูนวา a2 − ab+ b2 > 0 เมือ่ a, b ∈ Z



บทที่ 2
การหารลงตัว

2.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร
ทฤษฎบีท 2.1.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 แลวมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงคูเดยีวทีท่ำให

b = aq + r โดยที่ 0 ≤ r < |a| (∗)

เรยีก q วาผลหาร (quotient) และ r วาเศษเหลอื (remainder)

23
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ตัวอยาง 2.1.2 จงเขียนการหารตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนการหาร
1. 11 หาร 111

2. 9 หาร −108

3. −12 หาร 1205

4. −5 หาร −183

ขอสังเกต 2.1.3 ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จากข้ันตอนวธิกีารหารอาจนยิามเศษ
r เปนจำนวนเต็มลบได โดยที่ q และ r จะขาดสมบัตคิวามเปนหนึง่เดยีว กลาวคอื

b = aq + r โดยที่ 0 ≤ |r| < |a|

เช น 3 หาร 2 ไดเศษเทากับ 2 หรอื −1 โดยการพิจารณารปูได 2 กรณดัีงน้ัน
2 = 3(0) + 2 และ 2 = 3(1)− 1

ตัวอยาง 2.1.4 จงเขียนรปูแบบท้ังหมดของจำนวนเต็ม a เมือ่กำหนดให
1. 2 หาร a

2. 3 หาร a

3. 4 หาร a

4. 5 หาร a

ตัวอยาง 2.1.5 จงแสดงวากำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู
3k หรอื 3k + 1

สำหรับบางจำนวนเต็ม k
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ตัวอยาง 2.1.6 จงแสดงวากำลังสามของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู
9k หรอื 9k + 1 หรอื 9k + 8

สำหรับบางจำนวนเต็ม k

ตัวอยาง 2.1.7 จงหาจำนวนนับต้ังแต 1 ถงึ 200 ท้ังหมดทีห่ารดวย 6 เศษเหลอืคอื 2 และเมือ่
หารดวย 14 เศษเหลอืคอื 10
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ทฤษฎบีท 2.1.8 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มโดยที่ a ̸= 0 ถา
a หาร b เศษเหลอืเทากับ r

a หาร c เศษเหลอืเทากับ s

แลว
(ก) เศษเหลอืจากการหาร b+ c ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร r + s ดวย a

(ข) เศษเหลอืจากการหาร bc ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร rs ดวย a

ตัวอยาง 2.1.9 ให m และ n เปนจำนวนเต็มบวก ถา
5 หาร m เศษเหลอืเทากับ 4

5 หาร n เศษเหลอืเทากับ 2

แลว 5 หารจำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด
1. m+ n

2. mn

3. m2

4. m(n+ 2)

5. n2(n+m)

6. 5m+ 3n

7. m− n

8. n−m
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ทฤษฎบีท 2.1.10 ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ a ̸= 0 และ n เปนจำนวนนับ ถา a หาร b

เศษเหลอืเทากับ r แลว
เศษเหลอืจากการหาร bn ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร rn ดวย a

ตัวอยาง 2.1.11 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1. 2 หาร 5100

2. 2 หาร 31999 + 52000

3. 3 หาร 2999 · 5898

4. 7 หาร 1002558

ตัวอยาง 2.1.12 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1. 31 หาร 22018 2. 13 หาร 444444
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ตอไปนี้ เปนการประยุกตการหาเศษเหลอื เพือ่จะใชในการหาหลักหนวย (เลขทาย) และหลัก
สบิของเลขยกกำลัง เมือ่พิจารณา 1,025 ดวย 10 เศษเหลอืเทากับ 5 สังเกตเห็นวาเศษเหลอืทีไ่ด
จากการหารจำนวนเต็มดวย 10 จะไดตรงกับหลักหนวยของจำนวนน้ันเสมอ ทำนองเดยีวกันเมือ่
หาร 1,025 ดวย 100 จะไดเศษเหลอืเทากับ 25 ซงึเทากับสองหลักสดุทายของจำนวนน้ัน โดย
อาศัยหลักการดังกลาวจงึสรปุไดวา

1. หลักหนวย (เลขทาย) ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 10

2. สองหลักสดุทาย ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 100

ตัวอยาง 2.1.13 จงหาหลักหนวยของจำนวนตอไปนี้

1. 21000

2. 31999

3. 6666

4. 7888

5. 55555 + 44444

6. (3100 + 5100)100
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ตัวอยาง 2.1.14 จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้
1. 72558

2. 2100

3. 3100

4. 6666
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แบบฝ กหัด 2.1
1. มีจำนวนนับต้ังแต 1 ถงึ 100 รวมท้ังหมดกีจ่ำนวนซึง่เมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืคอื 2 และ

หารดวย 14 เศษเหลอืคอื 1

2. จงแสดงวากำลังสีข่องจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 5k หรอื 5k + 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม
k

3. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มบวก ถา

9 หาร a เศษเหลอืเทากับ 3

9 หาร b เศษเหลอืเทากับ 5

9 หาร c เศษเหลอืเทากับ 7

แลว 9 หารจำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด
3.1 a+ b+ c

3.2 a(b+ c)

3.3 abc

3.4 3a2 + 2b2

3.5 2a+ 5(b+ c)

3.6 ab+ ac

3.7 (a+ b− c)3

3.8 5a+ b+ 3c

4. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
4.1 2 หาร 25492013

4.2 3 หาร 5555

4.3 2 หาร 32548 + 51001

4.4 3 หาร 7289855

4.5 7 หาร 34444344

4.6 11 หาร 999999

5. จงหาหลักหนวยของจำนวนตอไปนี้

5.1 22013

5.2 25492013

5.3 32548 + 51001

5.4 1132002

5.5 88887777

5.6 1234567898765

6. จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้

6.1 255 6.2 3500 6.3 6666
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2.2 การหารลงตัว
การหารจำนวนเต็มดวยจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย ในกรณทีีเ่ศษเหลอืมีคาเทากับศนูยจะเรยีกวา

การหารลงตัว (divisibility) เขียนเปนนยิามไดดังตอไปนี้
บทนยิาม 2.2.1 ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว แทนดวย
สัญลักษณ a | b นยิามโดย

a | b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม c ทีท่ำให b = ac

เรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอื ตัวประกอบ (factor) ของ b หรอืเรยีก b วาเปนพหคุณู
(multiple) ของ a ถา a หาร b ไมลงตัว เขียนแทนดวย a - b

ขอสังเกต 2.2.2 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ
1. 1 | a 2. a | 0 เมือ่ a ̸= 0 3. a | a เมือ่ a ̸= 0

เนือ่งจาก a = 1(a), 0 = 0(a) และ a = 1(a)

ตัวอยาง 2.2.3 จงใหเหตผุลเกีย่วกับการหารตอไปนี้ตามนยิามการหารลงตัว
1. 13 | 182 เพราะวา
2. −5 | 30 เพราะวา
3. 15 | (−225) เพราะวา
4. −12 | (−108) เพราะวา
5. 7 - 17 เพราะวา

ตัวอยาง 2.2.4 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข
1. a | 10

2. (a− 1) | 48

3. a | 75 และ a | 125

4. 6 | a และ 8 | a
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ตัวอยาง 2.2.5 จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

ตัวอยาง 2.2.6 สำหรับจำนวนเต็ม a, p และ q ใด ๆ จงแสดงวา
ถา a | (2p− 3q) และ a | (4p− 5q) แลว a | q

ตัวอยาง 2.2.7 สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ ซึง่
d | (24k + 29) และ d | (3k + 2)

จงหาจำนวนเต็มบวก d ซึง่มากกวา 1
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ตัวอยาง 2.2.8 ถา d เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา 1 และจำนวน 3456, 2561 และ 1308 หาร
ดวย d มีเศษเหลอืเทากันคอื r แลว d+ r เทากับเทาใด

โดยข้ันตอนวธิีการหาร ทำใหสามารถจำแนกจำนวนเต็มออกเปนกลุม ๆ ตามเศษเหลอืที ่
ไดจากการหารดวยจำนวนเต็มที่ไมใช ศนูย a ตัวอยางเช น a = 2 เศษเหลอืที ่ไดจากการหาร
จำนวนเต็ม a ดวย 2 มีสองแบบคอื r = 0 และ r = 1 ดังน้ันจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 2q เรยีก
วาจำนวนคู และ 2q + 1 เรยีกวาจำนวนคี่ สำหรับบางจำนวนเต็ม q เมือ่ a = 3 เศษเหลอืทีไ่ด
จากการหารจำนวนเต็มดวย 3 มีสองแบบคอื r = 0, r = 1 และ r = 2 ทำใหไดวาจำนวนเต็มใด
ๆ จะอยูในรปู 3q, 3q + 1 และ 3q + 2 สำหรับบางจำนวนเต็ม q

กลาวไดวา ข้ันตอนวธิีการหารมีประโยชน ในการพิสจูนหรอืแกปญหาในระบบจำนวนเต็ม
โดยแบงกรณีตามเศษเหลอืที ่ไดจากการหารดวย a ได a กรณี นัน่คอืจำนวนเต็มใด ๆ จะอยู
ในรปูด้ังนี้

aq, aq + 1, aq + 2, ..., aq + (a− 1)

เมือ่เลอืก a ทีเ่หมาะสมกับปญหาทีส่นใจจะทำใหแกปญหาไดสะดวกยิง่ข้ึน

ตัวอยาง 2.2.9 จงแสดงวา 2 | (a2 + a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
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ตัวอยาง 2.2.10 จงแสดงวา 3 | (a3 − a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม

ตัวอยาง 2.2.11 จงแสดงวา 3 | a(a2 + 2) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
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ตัวอยาง 2.2.12 จงแสดงวา 8 | (a2 − 1) เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

ตัวอยาง 2.2.13 จงแสดงวา 16 | (n4 + 4n2 + 11) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มคี ่
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ตอไปจะกลาวถงึสมบัตติาง ๆ ของการหารลงตัว ซึง่ผลทีไ่ดจะนำไปใชพิสจูนทฤษฎบีทตาง ๆ
และแกปญหาเกีย่วกับจำนวนเต็มในบทตอ ๆ ไป

ทฤษฎบีท 2.2.14 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|

2. ถา a | b และ b | a แลว a = ±b

3. ถา a | b และ b | c แลว a | c

ทฤษฎบีท 2.2.15 ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ c | d แลว ac | bd

2. ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n
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ทฤษฎบีท 2.2.16 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b แลว a | bx ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x

2. ถา a | b แลว a | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

ทฤษฎบีท 2.2.17 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

2. ถา a | b และ a | c แลว a | bc

3. ถา a | b และ a | c แลว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x และ y
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ตัวอยาง 2.2.18 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน
ถาเปนเท็จจงยกตัวอยางคาน

1. ถา a | (b+ c) แลว a | b หรอื a | c

2. ถา a | bc แลว a | b หรอื a | c

3. ถา a | c และ b | c แลว ab | c

4. ถา a | b และ a | c แลว a2 | bc

5. ถา a | b2 แลว a | b
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ทฤษฎบีท 2.2.19 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม
ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c

บทแทรก 2.2.20 ให a, c และ k เปนจำนวนเต็ม ถา a | (ak + c) แลว a | c

ตัวอยาง 2.2.21 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข โดยใชบทแทรก 2.2.20
1. a | (a+ 10)

2. a | (a2 − a+ 20)

3. a | (10− a)(10 + a)

4. a2 | ((a2 + 3)2 + 7)
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ตัวอยาง 2.2.22 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข โดยใชบทแทรก 2.2.20
1. a | (a+ 2)2

2. (a+ 1) | (a2 + 1)

3. (a− 1) | (a+ 1)3

4. (a− 3) | (a3 − 3)
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ตัวอยาง 2.2.23 ให abcd เปนเลขฐานสบิสีห่ลัก จงแสดงวา

9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)

จากตัวอยาง 2.2.23 ทำใหขยายแนวคดิเพือ่ตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนในระบบฐาน
สบิได ดังนี้ (พิสจูนจะเวนไว เปนแบบฝกหัด) ให a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} (เลขโดด) และ
a1a2...an เปนเลขฐานสบิ n หลัก โดยที่ a1 ̸= 0

1. 2 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 2 | an

2. 3 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 |(a1 + a2 + ...+ an)

3. 4 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 4 | an−1an

4. 5 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 5 | an

5. 6 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 | (a1 + a2 + ...+ an) และ 2 | an

6. 7 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 7 | (a1a2...an−1 − 2an)

7. 8 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 8 | an−2an−1an

8. 9 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 9 | (a1 + a2 + ...+ an)

9. 10 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 10 | an

10. 11 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 11 | (an − an−1 + an−2 − an−3 + ...± a1)
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ตัวอยาง 2.2.24 จงตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนตอไปนี้
1. จำนวนตอไปนี้หารดวย 3 ลงตัว หรอืไม

1.1 1, 236

1.2 22, 481

1.3 7, 773, 339

2. จำนวนตอไปนี้หารดวย 4 ลงตัว หรอืไม
2.1 1, 236

2.2 57, 230

2.3 88, 032, 332

3. จำนวนตอไปนี้หารดวย 8 ลงตัว หรอืไม
3.1 9, 248

3.2 21, 482

4. จำนวนตอไปนี้หารดวย 9 ลงตัว หรอืไม
4.1 1, 233

4.2 31, 482

4.3 210, 135

5. จำนวนตอไปนี้หารดวย 11 ลงตัว หรอืไม
5.1 1, 034

5.2 100, 236

5.3 2, 347, 896, 701
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ตัวอยาง 2.2.25 กำหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} และ 1a5, 6b9 เปนจำนวนสามหลัก ถา
6b9− 1a5 = 454 และ 6b9 หารดวย 9 ลงตัว แลว a+ b เทากับเทาใด

ตัวอยาง 2.2.26 ถา a, b, c และ d เปนเลขโดดทีแ่ตกตางกันทีท่ำใหจำนวนเต็ม 4 หลัก dcba

เทากับ 9 เทาของ abcd แลว b มีคาเทากับเทาใด
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ตัวอยาง 2.2.27 มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นำมาจัดเรยีงสรางจำนวน 4 หลักโดยทีแ่ตละหลักไม
ซ้ำกันจะมีจำนวน 4 หลักท้ังหมดกีจ่ำนวนทีห่ารดวย 44 ลงตัว
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนวธิกีารหาร

1.1 3 | a(2a2 + 7) สำหรับจำนวนเต็ม a

1.2 3 | a(a2 + 2) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
1.3 4 | (n2 − 1) สำหรับจำนวนเต็มคี ่ n
1.4 6 | n(n+ 1)(n+ 2) สำหรับจำนวนเต็ม n

1.5 6 | n(n+ 1)(2n+ 1) สำหรับจำนวนเต็ม n

1.6 32 | (a2 + 3)(a2 + 7) สำหรับจำนวนเต็มคี ่ a
1.7 30 | (n5 − n) สำหรับจำนวนเต็ม n

2. กำหนดให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม จงพิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถา
เปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
2.1 ถา a | b2 แลว a | b

2.2 ถา a2 | b3 แลว a | b

2.3 ถา a | b แลว ac | bc เมือ่ c ̸= 0

2.4 ถา a | b และ a | c แลว a2 | bc

2.5 ถา a | b และ c | d แลว (a+ c) | (b+ d)

2.6 ถา a | b และ a | c แลว a | (b2 − c2)

3. จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

3.1 a | 6252

3.2 (a− 1) | (2a+ 11)

3.3 a | (a+ 6)2

3.4 (2a+ 1) | (2a− 1)3

3.5 (a− 1) | (a+ 1)3

3.6 (a− 3) | (a3 − 3)

4. กำหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} จงหาคูอันดับ (a, b) ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

4.1 2 | a23b

4.2 3 | 1a23b1

4.3 3 | a791b112

4.4 4 | 45a13ab

4.5 5 | 999a7b

4.6 6 | a27635b

4.7 8 | 45ab32ab

4.8 9 | 1234a5b6

4.9 9 | 369a785b

4.10 9 | ab125481

4.11 11 | 1a23571b

4.12 11 | a4557798b

5. จำนวนเต็มบวก n ทีมี่คานอยสดุซึง่ทำให 45 | (n · 22547 + 72547) มีคาเทาใด

6. กำหนดให x และ y เปนจำนวนนับ แลว xy − 2547x− 2004y = 0 มีกีค่ำตอบ
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2.3 การพสิจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
เมือ่ตองการพิสจูนขอความ 3 | (5n − 2n) สำหรับ n ∈ N จะเห็นไดวา 5n − 2n อยูในรปู

เลขยกกำลัง ถาจะใชข้ันตอนวธิกีารหารแบง n ออกเปนกรณตีามเศษเหลอืจะไมสามารถพิสจูน
ขอความนี้ ได อกีทางหนึง่ทีท่ำไดคอืใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรพิสจูนขอความดังกลาวได ซึง่
ทำไดดังตัวอยางตอไปนี้
ตัวอยาง 2.3.1 จงแสดงวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

ตัวอยาง 2.3.2 จงแสดงวา 5 | (33n+1 + 2n+1) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก
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ตัวอยาง 2.3.3 จงแสดงวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

ตัวอยาง 2.3.4 จงแสดงวา (3!)n | (3n)! สำหรับจำนวนนับ n
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แบบฝ กหัด 2.3
จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
1. 12 | (n4 − n2) สำหรับจำนวนนับ n

2. 5 | (n5 − n) สำหรับจำนวนนับ n

3. 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

4. 5 | (33n+1 + 2n+1) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

5. 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก
6. 5 | (22n−1 + 32n−1) สำหรับจำนวนนับ n

7. 7 | (32n+1 + 2n+2) สำหรับจำนวนนับ n

8. 7 | (23n + 6) สำหรับจำนวนนับ n

9. 8 | (7 · 32n − 7) สำหรับจำนวนนับ n

10. 11 | (8 · 102n + 6 · 102n−1 + 9) สำหรับ n ∈ N

11. 15 | (24n − 1) สำหรับจำนวนนับ n

12. 21 | (4n+1 + 52n−1) สำหรับจำนวนนับ n



บทที่ 3
ตัวหารรวมมาก

แม เรือ่งตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) และตัวคณูรวมนอย (ค.ร.น.) เปนเรือ่งที ่มีการเรยีนมา
ต้ังแตระดับช้ันประถมศกึษา อกีท้ังยังมีโจทยประยุกตมากมายทีห่ลายคนคงไดพบ แตในบทนี้
จะศกึษาในแงบทนยิามและทฤษฎบีททีส่ำคัญ ซึง่จะนำไปประยุกต ใชในการแกปญหาเกีย่วกับ
จำนวนเต็ม อันเปนพ้ืนฐานในการศกึษาคณติศาสตรในระดับสงูตอไป

3.1 ตัวหารรวมมาก
บทนยิาม 3.1.1 ให a, b และ d เปนจำนวนเต็ม

d เปนตัวหารรวม (common divisor) ของ a และ b ถา d | a และ d | b

ขอสังเกต 3.1.2 ให A แทนเซตของตัวหารของ a และ B แทนเซตของตัวหารของ b แลว
A ∩B คอืเซตของตัวหารรวมของ a และ b

1. เนือ่งจาก 1 | a และ 1 | b ดังน้ัน A ∩B ̸= ∅

2. ถา a = 0 แลว A เปนเซตอนันต เพราะจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยทกุจำนวนเปนตัวหารของ 0

3. ถา a = b = 0 แลว A ∩B เปนเซตอนันต เหตผุลเดยีวกับขอ 2

4. ถา a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว A ∩B เปนเซตจำกัด
5. A เปนเซตของตัวหารของ −a ทำนองเดยีวกัน B เปนเซตของตัวหารของ −b

ตัวอยาง 3.1.3 จงหาเซตของตัวรวมของสองจำนวนตอไปนี้

1. 125 และ −215 2. 252 และ 225

49
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สำหรับจำนวนเต็ม a และ b ทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวาเซตของตัวหารรวมเปนเซตจำกัด
ทำใหสามารถหาสมาชกิตัวมากสดุได ซึง่จะเรยีกวาตัวหารรวมมากของ a และ b ดังนยิามดังนี้

บทนยิาม 3.1.4 ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน จำนวนเต็ม d เปนตัวหารรวมมาก
(greatest common divisior) หรอื ห.ร.ม. (g.c.d.) ของ a และ b เขียนแทนดวย gcd(a, b)
ก็ตอเมือ่
(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจำนวนเต็ม c ถา c | a และ c | b แลว c ≤ d

บทนยิาม 3.1.5 จำนวนเต็ม a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime)
ถา gcd(a, b) = 1

ขอสังเกต 3.1.6 a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา
1. gcd(a, b) > 0

2. gcd(a, b) = gcd(b, a) = gcd(|a|, |b|) = gcd(a,−b) = gcd(−a, b) = gcd(−a,−b)

3. ถา a ̸= 0 แลว gcd(a, 0) = |a|

4. ถา a | b แลว gcd(a, b) = |a|

ตัวอยาง 3.1.7 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1. 125 และ −215 2. 252 และ 225

ตัวอยาง 3.1.8 กำหนดให a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ
465 แลว a− b มีคาเทาใด
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ตัวอยาง 3.1.9 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้
1. 363 และ 1002

2. 10! และ 2252

ตัวอยาง 3.1.10 ถา n เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากทีส่ดุ ซึง่หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150

เศษเหลอืคอื 3 แลว n หาร 41 เศษเหลอืเทาใด
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ตัวอยาง 3.1.11 ให a เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ 3 | a และ 5 | a ถา a กับ 7 เปนจำนวนเฉพาะ
สัมพัทธกัน แลว ห.ร.ม. ของ a กับ 105 เทากับขอใดตอไปนี้

ตัวอยาง 3.1.12 สำหรับจำนวนเต็ม a, b ใด ๆ ให S = {1, 2, 3, ..., 400} ให

G = {x ∈ S : gcd(x, 40) = 5}

แลวจำนวนสมาชกิของเซต G เทากับเทาใด



3.1. ตัวหารรวมมาก 53

ตัวอยาง 3.1.13 จำนวนเต็มต้ังแต 0 ถงึ 100 ที่เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ กับ 15 มี ท้ังหมดกี่
จำนวน

ตัวอยาง 3.1.14 มีลกูแกว 2 กอง กองหนึง่เปนลกูแกวสแีดงจำนวน 143 ลกู อกีกองหนึง่เปนสี
เหลอืงจำนวน 338 ลกู ตองการแบงลกูแกวท้ังสองกองนี้ออกเปนกองเล็ก ๆ โดยทีจ่ำนวนลกูแกว
กองละเทา ๆ กันและมีจำนวนของลกูแกวในกองเล็ก ๆ เหลาน้ันมากทีส่ดุ ถาลกูแกวสแีดงแบง
ได x กอง และสเีหลอืงแบงได y กอง แลว x+ y มีคาเทากับเทาใด
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ตอไปจะกลาวถงึสมบัติเกีย่วกับตัวหารรวมมากซึง่มีมากมาย แตในหัวขอนี้ จะนำเสนอทีเ่ปน
เบ้ืองตน และทฤษฎบีททีจ่ะใชในการพิสจูนสมบัตอิืน่ ๆ ของสมบัตจิำนวนเต็มในบทตอไป
ทฤษฎบีท 3.1.15 สมบัตเิชงิเสน (Linearily)
ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

จะมี x, y ∈ Z ทีท่ำให d = ax+ by

บทแทรก 3.1.16 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) จะไดวา
สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a และ c | b แลว c | d
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ทฤษฎบีท 3.1.17 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอเมือ่ มี x, y ∈ Z ทีท่ำให 1 = ax+ by

ทฤษฎบีท 3.1.18 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึง่ gcd(a, b) = 1 จะไดวา
gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

ทฤษฎบีท 3.1.19 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว
gcd(ma,mb) = m · gcd(a, b)
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ตัวอยาง 3.1.20 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนเตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 3.1.19

1. 75 และ 100

2. 65 และ 103

3. 9900 และ 11880

ทฤษฎบีท 3.1.21 ให a, b ∈ Z โดยที่ d = gcd(a, b) แลว gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1
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ทฤษฎบีท 3.1.22 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ x เปนจำนวนเต็ม แลว
gcd(a, b) = gcd(a+ bx, b) = gcd(a, b+ ax)

ตัวอยาง 3.1.23 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนเตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 3.1.22

1. 75 และ 100

2. 43008 และ 7680
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ทฤษฎบีท 3.1.24 ให a, b, c,m เปนจำนวนเต็ม จะไดวา
1. ถา gcd(a,m) = gcd(b,m) = 1 แลว gcd(ab,m) = 1

2. ถา gcd(a,m) = 1 และ b | a แลว gcd(b,m) = 1

3. ถา a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c

4. ถา a | c และ b | c โดยที่ gcd(a, b) = 1 แลว ab | c
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ตัวอยาง 3.1.25 มีจำนวนเต็มต้ังแต 1 ถงึ 1000 ทีห่ารดวย 3 และ 5 ลงตัว ท้ังหมดกีจ่ำนวน

ตัวอยาง 3.1.26 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ
ถา ab | c และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c และ b | c

ตัวอยาง 3.1.27 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ
ถา gcd(a, b) = c แลว gcd(a2, b2) = c2
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ทฤษฎบีท 3.1.28 วธิแีบบยุคลดิ
ให a, b, q, r เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a > 0 และ b = aq + r เมือ่ 0 ≤ r < a แลว

gcd(a, b) = gcd(a, r)

ตัวอยาง 3.1.29 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้ โดยวธิแีบบยุคลดิ
1. 252 และ 198

2. 2004 และ 1106
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ตัวอยาง 3.1.30 กำหนดให a ∈ Z จงพิสจูนขอความตอไปนี้
1. gcd(2a+ 1, 9a+ 4) = 1

2. gcd(5a+ 2, 7a+ 3) = 1

3. gcd(3a, 3a+ 2) = 1 เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

ตัวอยาง 3.1.31 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ
gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1
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บทนยิาม 3.1.32 ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก d จะเปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเปนตัวหารรวมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอเมือ่

(1) d เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an และ
(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an แลว d ≤ c

ทฤษฎบีท 3.1.33 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว
1. gcd(gcd(a1, a2), a3, ..., an) = gcd(a1, a2, ..., an)
2. gcd(gcd(a1, a2, ..., an−1), an) = gcd(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง 3.1.34 จงหาตัวหารรวมมากตอไปนี้
1. gcd(4, 6, 18)

2. gcd(12, 18, 24)

3. gcd(350, 49, 140, 105)

4. gcd(50, 125, 145, 500)
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ทฤษฎบีท 3.1.35 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน และ d = gcd(a1, a2, ., , , an)
แลว

1. จะมี x1, x2, ..., xn ∈ Z ทีท่ำให d = a1x1x+ a2x2 + ...+ anxn

2. สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a1, c | a2, ..., c | an แลว c | d

บทนยิาม 3.1.36 ถา gcd(a1, a2, ., , , an) = 1 เราจะกลาววา a1, a2, ., , , an เปนจำนวนเฉพาะ
สัมพัทธ ถาทกุ ๆ คูเปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกันเราจะกลาววาเปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุคู
(pairwise relatively prime)
ตัวอยาง 3.1.37 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนเฉพาะสัมพัทธ

1. 4, 6, 9

2. 3, 21, 15

3. 12, 17, 25

ทฤษฎบีท 3.1.38 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน
จะไดวา gcd(a1, a2, ., , , an) = 1 ก็ตอเมือ่

มีจำนวนเต็ม x1, x2, ..., xn ทีท่ำให 1 = a1x1x+ a2x2 + ...+ anxn
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แบบฝ กหัด 3.1
1. จงหาจำนวนเต็มท้ังหมดต้ังแต 1 ถงึ 200 ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

1.1 หารดวย 8 ลงตัว
1.2 หารดวย 7 ไดเศษเหลอืเทากับ 2

1.3 หารดวย 3 หรอื 5 ลงตัว
1.4 เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ 18

1.5 ห.ร.ม. กับ 30 เทากับ 5

1.6 หารดวย 7 ลงตัว แตหารดวย 5 ไมลงตัว
2. จงหา gcd(a, b) เมือ่กำหนดให

2.1 a = 127 และ b = 125

2.2 a = 289 และ b = −96

2.3 a = −339 และ b = −1234

2.4 a = 9987 และ b = 2351

2.5 a = 1123 และ b = 5547

2.6 a = 3054 และ b = 12378

3. จงแสดงวา ถา gcd(a, 4) = 2 และ gcd(b, 4) = 2 แลว gcd(a+ b, 4) = 2 เมือ่ a, b ∈ Z

4. จงแสดงวา ถา a, b ∈ Z ซึง่ gcd(a, b) = 1 แลว gcd(a+ b, a− b) = 1 หรอื 2

5. จงแสดงวา ถา a และ b เปนจำนวนเต็มคูทีไ่มใช ศนูย ท้ังคู แลว gcd(a, b) = 2gcd
(
a

2
,
b

2

)
6. จงแสดงวา ถา a เปนจำนวนเต็มคู และ b เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว gcd(a, b) = gcd

(a
2
, b
)

7. จงแสดงวา ถา a, b, c ∈ Z ซึง่ c | ab แลว c | d1d2 เมือ่ d1 = gcd(a, c) และ d2 = gcd(b, c)

8. จงแสดงวา ถา a, b ∈ Z ซึง่ gcd(a, b) = 1 แลว gcd(an, bn) = 1 ทกุ n ∈ N

9. จงแสดงวา gcd(3n+ 4, 2n+ 3) = 1 สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม n

10. จงแสดงวา ไมมีจำนวนเต็ม x, y ทีส่อดคลองกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 3

11. จงแสดงวา มี x, y ∈ Z จำนวนอนันตทีส่อดคลองกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 5

12. จงพิสจูนวา ถามีจำนวนเต็ม x, y ทีท่ำให gcd(a, b) = ax + by แลว gcd(x, y) = 1 เมือ่
a, b ∈ Z

13. ให a, b, c ∈ Z และ d = gcd(a, b) จงพิสจูนวา a | bc ก็ตอเมือ่ a
d
| c

14. ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จงพิสจูนวาถา gcd(a, bn) = 1 แลว gcd(a, b) = 1

สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ
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3.2 ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ

ทฤษฎบีท 3.2.1 ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ (Euclidean Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ a > 0 จะไดวามีจำนวนเต็ม

qi เมือ่ i = 1, 2, 3, .., n+ 1 และ rj เมือ่ j = 1, 2, 3, .., n ทีท่ำให
b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3

...
rn−2 = rn−1qn + rn

rn−1 = rnqn+1

เมือ่ 0 < r1 < a

เมือ่ 0 < r2 < r1

เมือ่ 0 < r3 < r2

เมือ่ 0 < rn < rn−1

และ gcd(a, b) = rn
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โดยทฤษฎบีท 3.1.28 จะไดวา

gcd(a, b) = gcd(a, r1) = gcd(r1, r2) = · · · gcd(rn−1, rn) = rn

โดยข้ันตอนวธิีแบบยุคลดิ ทำใหหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ gcd(a, b) = ax + by ทำไดโดยกำจัด
เศษ rn−1, ..., r2, r1 เริม่จากสมการ

rn = rn−2 − qnrn−1

แลวแทนคา rn−1 ดวยคาในสมการข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิจะไดวา
rn = rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2 = rn−2(1 + qnqn−1) + rn−3(−qn)

เห็นไดวาสมการทีไ่ดแสดงการเขียน rn ในรปูผลบวก rn−2 และ rn−3 จากน้ันทำข้ันตอนเช นนี้ ไป
เรือ่ย ๆ ซึง่กำจัดเศษ rn−1, ..., r2, r1 ตามลำดับ ในทีส่ดุจะแสดงการเขียน rn ในรปูผลบวกของ a

และ b ซึง่ rn คอื ห.ร.ม. ของ a และ b นัน่คอืวธิกีารทีท่ำใหทราบคาของ x, y ซึง่
gcd(a, b) = ax+ by

ตัวอยาง 3.2.2 จงหา d = gcd(305, 168) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 305x+ 168y
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ตัวอยาง 3.2.3 จงหา d = gcd(5767, 4453) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให
d = 5767x+ 4453y

ตัวอยาง 3.2.4 จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 243x+ 198y = 9
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ตอไปจะเปนวธิกีารหาจำนวน x, y ทีส่อดคลองสมการ gcd(a, b) = ax+by โดยใชการดำเนนิ
การบนแถวตามข้ันตอนดังนี้

1. เลอืกตัวมากสดุระหวาง a และ b เปนแถวที่ 1 เรยีกวา R1 โดยเขียนไวทายสดุของแถว และ
อกีจำนวนเปนแถวที่ 2 เรยีกวา R2 โดยเขียนไวทายสดุของแถวเช นกัน โดยเขียนก้ันดวย |

ระหวางสมการกับเมตรกิซ สมมตวิา b > a เขียนไดดังนี้
b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

2. แถวที่ 3 เรยีกวา R3 จะเกดิจาก R3 = R1 − q1R2 เมือ่ b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < a

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

r1 = b(1) + a(−q1) r1 1 −q1 R3 = R1 − q1R2

3. แถวที่ 4 เรยีกวา R4 จะเกดิจาก R4 = R2− q2R3 เมือ่ b = r1q2+ r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < r1 ทำ
เช นนี้ ไปเรือ่ย ๆ จนแถวสดุทายเปน gcd(a, b) อยูซายมือ ตามข้ันตอนวธิีการหารแบบยุค
ลดิ แลวจะได gcd(a, b) = ax+ by นัน่เอง

จากตัวอยาง 3.2.4 พิจารณา 27x+ 22y = 1 ทำไดโดยวธิกีารดำเนนิบนแถวดังนี้
27 = 27(1) + 22(0) 27 1 0 R1

22 = 27(0) + 22(1) 22 0 1 R2

5 = 27(1) + 22(−1) 5 1 −1 R3 = R1 −R2

2 = 27(−4) + 22(5) 2 −4 5 R4 = R2 − 4R3

1 = 27(9) + 22(−11) 1 9 −11 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน x = 9 และ y = −11

ตัวอยาง 3.2.5 จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 71x− 50y = 1
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ตัวอยาง 3.2.6 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม ถา c เปน ห.ร.ม. ของ −864 และ −354 ซึง่
c = a(−864) + b(−354)

แลว c+ b เทากับเทาใด

ตัวอยาง 3.2.7 จงหา d = gcd(12378, 3054) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให
d = 12378x+ 3054y
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แบบฝ กหัด 3.2
1. ให n เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ ห.ร.ม. ของ n และ 42 เทากับ 6 ถา

42 = nq0 + r0 เมือ่ 0 < r0 < n

n = 2r0 + r1 เมือ่ 0 < r1 < r0

โดยที่ q0, r0, r1 เปนจำนวนเต็ม จงหา n

2. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม ซึง่ a เปน ห.ร.ม. ของ b และ 216 ถา q1, q2 เปนจำนวนเต็ม
บวก โดยที่

216 = bq1 + 106

b = 106q2 + 4

จงหา a+ b

3. จงหา d = gcd(a, b) และจำนวนเต็ม x และ y ซึง่ d = ax+ by เมือ่กำหนดให

3.1 a = 127 และ b = 125

3.2 a = 289 และ b = −96

3.3 a = −339 และ b = 1234

3.4 a = 9987 และ b = 2351

3.5 a = −1123 และ b = 5547

3.6 a = 3054 และ b = 12378

3.7 a = 37129 และ b = 14659

3.8 a = 1769 และ b = 2378

3.9 a = 2106 และ b = 8318

3.10 a = 4125 และ b = 3218

4. จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองกับ
4.1 43x+ 64y = 1 4.2 93x− 81y = 3 4.3 73x+ 51y = 1

5. ให m,n เปนจำนวนเต็ม ซึง่ gcd(28, 42) = 28m+ 42n จงหาคาของ m+ n
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3.3 ตัวคณูรวมนอย
บทนยิาม 3.3.1 ให a, b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ m เปนจำนวนเต็มบวก

m เปนตัวคณูรวม (common multiple) ของ a และ b ถา a | m และ b | m

ขอสังเกต 3.3.2 ให A แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย a ลงตัว และB แทนเซตของจำนวนเต็ม
ทีห่ารดวย b ลงตัว แลว

A ∩B คอืเซตของตัวคณูรวมของ a และ b

1. เนือ่งจาก a | a และ b | b ดังน้ัน A ∩B ̸= ∅

2. ถา a = 1 แลว A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก
3. A และ B เปนเซตอนันต

ตัวอยาง 3.3.3 จงหาตัวคณูรวมของ
1. 2 และ 3 2. 6 และ 9

บทนยิาม 3.3.4 ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย จำนวนเต็มบวกm จะเปนตัวคณูรวมนอย
(least common multiple) หรอื ค.ร.น. (l.c.m.) ของ a และ b เขียนแทนดวย ℓcm(a, b)

ก็ตอเมือ่
(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจำนวนเต็มบวก c ถา a | c และ b | c แลว m ≤ c

ตัวอยาง 3.3.5 จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1. 15 และ 21

2. 125 และ −55

3. 588 และ 1050

4. 124 และ 10!
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ตัวอยาง 3.3.6 ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ a < b สอดคลองเงือ่นไข
(1) 5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว
(2) a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกัน
(3) ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ 165

จงหาจำนวน a และ b

ตัวอยาง 3.3.7 กำหนดให x และ y เปนจำนวนเต็มบวก โดยที่ x < y สอดคลองเงือ่นไข
(1) ห.ร.ม. ของ x และ y เทากับ 9

(2) ค.ร.น. ของ x และ y เทากับ 28215

(3) จำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกันท้ังหมดทีห่าร x ลงตัวมี 3 จำนวน
คาของ y − x เทากับเทาใด
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะไดวา
gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

ทฤษฎบีท 3.3.9 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m = ℓcm(a, b) จะไดวา
สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา a | c และ b | c แลว m | c

ทฤษฎบีท 3.3.10 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ k ∈ N จะไดวา
ℓcm(ka, kb) = k · ℓcm(a, b)
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ตัวอยาง 3.3.11 ให a เปนจำนวนคูบวก และ b เปนจำนวนคีบ่วก จงตรวจสอบขอความตอไปนี้
วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ

1. a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ

2. ห.ร.ม. ของ a และ b เทากับ ห.ร.ม. ของ a และ 2b

3. ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ ค.ร.น. ของ a และ 2b
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ตัวอยาง 3.3.12 ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก จงตรวจสอบขอความ
ถา a | b แลว ℓcm(a, b) = b

เปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ



76 บทท่ี 3. ตัวหารรวมมาก

บทนยิาม 3.3.13 ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ a1 | m, a2 | m, ..., an | m

และ m จะเปนตัวคณูรวมนอยของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย ℓcm(a1, a2, ., , , an) ก็ตอเมือ่

(1) m เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an แลว m ≤ c

ตัวอยาง 3.3.14 จงหาตัวคณูรวมของ 9, 6 และ 15

ตัวอยาง 3.3.15 ถา x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุ ซึง่ 9, 12 และ 15 หาร x ลงตัว แต 11 หาร
x เศษเหลอืเทากับ 7 แลว x มีคาเทาใด
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ทฤษฎบีท 3.3.16 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว
1. ℓcm(ℓcm(a1, a2), a3, ..., an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

2. ℓcm(ℓcm(a1, a2, ..., an−1), an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง 3.3.17 จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้
1. ℓcm(4, 6, 18)

2. ℓcm(6, 10, 15)

3. ℓcm(35, 49, 42, 63)

4. ℓcm(50, 125, 150, 500)

ทฤษฎบีท 3.3.18 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน และm = ℓcm(a1, a2, ., , , an)

แลว สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a1, c | a2, ..., c | an แลว m | c
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงหา ℓcm(a, b) เมือ่กำหนดให

1.1 a = 36 และ b = 96

1.2 a = 280 และ b = −96

1.3 a = −125 และ b = −325

1.4 a = 990 และ b = 1020

1.5 a = 1024 และ b = 2350

1.6 a = 5005 และ b = 6590

2. ถา a เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ ค.ร.น. ของ a และ 63 เทากับ 7a และ ห.ร.ม. ของ a และ 63

เทากับ c จงหา a และ c

3. กำหนดให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม พิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถา
เปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
3.1 ℓcm(a2, b2) = (ℓcm(a, b))2

3.2 ถา a | b แลว ℓcm(a, b) = |b|

3.3 ถา a | c และ b | c และ ℓcm(a, b) = |ab| แลว ab | c

3.4 ℓcm(ca, b) = c · ℓcm(a, b)

3.5 ℓcm(a+ c, b+ c) = ℓcm(a, b)

3.6 ถา gcd(a, b) = d และ ℓcm(a, b) = c แลว dc = ab เมือ่ a, b, c, d ∈ Z+

4. ให a, b, c ∈ Z จงแสดงวา ℓcm(a, b) | c ก็ตอเมือ่ a | c และ b | c

5. จงแสดงวา ถา a และ b เปนจำนวนเต็มบวก แลว gcd(a, b) = gcd(a+ b, ℓcm(a, b))

6. ให a, b, c เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ c > 0 จงพิสจูนวา

ℓcm(a, b) = m ก็ตอเมือ่ ℓcm(ca, cb) = cm

7. ให x และ y เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ 80 < x < y และ x = pq เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ
ซึง่ p ̸= q ถา x และ y เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ กัน และ ค.ร.น. ของ x และ y เทากับ
15, 015 จงหา y ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให



บทที่ 4
จำนวนเฉพาะ

ในบทนี้ จะศกึษาสมบัติบางประการของจำนวนเฉพาะ ตลอดจนขอพิสจูนตาง ๆ ทีเ่กีย่วของ
รวมถงึขอคาดการณเกีย่วกับจำนวนเฉพาะ การตรวจสอบ และคนหาจำนวนเฉพาะ

4.1 นยิามและสมบัตบิางประการของจำนวนเฉพาะ
บทนยิาม 4.1.1 จำนวนเต็ม p ทีม่ากกวา 1 เรยีกวา จำนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอเมือ่

p มีตัวหารคอื ±1 และ ±p เทาน้ัน
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ทีไ่มใช จำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนประกอบ (composite number)
ตัวอยาง 4.1.2 จงยกตัวอยางจำนวนเฉพาะและจำนวนประกอบ ทีไ่มเกนิ 50

79
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ขอสังเกต 4.1.3 จากบทนยิาม 4.1.1 จะไดวา

1. 2 เปนจำนวนเฉพาะทีเ่ปนจำนวนคูเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2. p เปนจำนวนเฉพาะ ก็ตอเมือ่ d - p ทกุ ๆ จำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < p

3. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา a | p แลว a = ±1 หรอื a = ±p

4. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p | a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = p

5. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p - a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = 1

6. ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะ ถา p | q แลว p = q

7. a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < a ทีท่ำให d | a

8. a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม b, c ซึง่ 1 < b ≤ c < a ทีท่ำให a = bc

ตัวอยาง 4.1.4 มีจำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให 2p − 1 ไมเปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง 4.1.5 จงแสดงวา ถา n จำนวนประกอบ แลว 2n − 1 เปนจำนวนประกอบ
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ทฤษฎบีท 4.1.6 ทกุจำนวนเต็ม a ทีม่ากกวา 1 จะมีจำนวนเฉพาะ p ที่ p | a

ทฤษฎบีท 4.1.7 (ยุคลดิ) มีจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันต

ตัวอยาง 4.1.8 ให n ∈ N จงแสดงวามีจำนวนประกอบเรยีงตอกัน n จำนวน
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ทฤษฎบีท 4.1.9 ทฤษฎบีทนำของยุคลดิ
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดวา

ถา p | ab แลว p | a หรอื p | b

ตัวอยาง 4.1.10 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข p | (p+ 1)250

ทฤษฎบีท 4.1.11 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b, a1, a2, ..., an ∈ Z เมือ่ n ∈ N จะไดวา
ถา p | (a1a2...an) แลว p | ai สำหรับบางจำนวน i ∈ {1, 2, ..., n}

บทแทรก 4.1.12 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z เมือ่ n ∈ N แลว
สำหรับจำนวนนับ n ถา p | an แลว p | a
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ตัวอยาง 4.1.13 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

1. p | 59015

2. p | 1092099

3. p | (630 + p)4

4. p | (150− 3p)251

5. p | (1225− 10p)p+1

6. p | (77003 − p2)p

ตัวอยาง 4.1.14 กำหนดให
A = {p : p เปนจำนวนเฉพาะ ที่ p | (980− p)3}

แลวผลบวกของสมาชกิท้ังหมดของ A มีคาเทาใด

ตัวอยาง 4.1.15 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไข p | 100!
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ตัวอยาง 4.1.16 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไข (p+1) | (p2+2p+195)2

ตัวอยาง 4.1.17 จงพิสจูนวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n จะไดวา

n! + 1 และ (n+ 1)! + 1 เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลอง

1.1 p | 2313

1.2 p | (p− 455)4

1.3 p | (627 + 2p)11

1.4 p | (p+ 1530)3

1.5 (p+ 1) | (p− 3382)5

1.6 (p− 1) | (p2 − p+ 3333)

2. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว p | (2p − 2)

3. ถา p และ q เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p ≥ q > 4 จงแสดงวา 24 | (p2 − q2)

4. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ซึง่ p | an แลว pn | an

5. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p > 2 แลว 4 | (p2 − 1)

6. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีท่ำให p | (2p − 1)

7. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีท่ำให p | (2p + 1)

8. จงหาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีห่าร 100! ลงตัว
9. จงแสดงวา p เปนจำนวนเฉพาะที่ p > 4 แลว p2 + 2 เปนจำนวนประกอบ
10. จงตรวจสอบจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปู 8n + 1 เมือ่ n ∈ N เปนจำนวนประกอบเมือ่ใด

ขอเสนอแนะ (2n + 1) | (23n + 1)

11. จงแสดงวา ถา 2n − 1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ
12. สำหรับจำนวนนับ n ถา n3 + 1 เปนจำนวนเฉพาะ จงแสดงวา n = 1

13. จงพิสจูนวา 24 | (p2 − 1) ทกุจำนวนเฉพาะ p ทีม่ากกวา 3

14. ถา p เปนจำนวนเฉพาะ จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a และ b ใด ๆ ซึง่ a2 = pb2
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4.2 ทฤษฎบีทหลักมลูเลขคณติ
ทฤษฎบีทตอไปนี้ มีบทบาทสำคัญตอการนำไปใช ซึง่เปนเครือ่งมือทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม

ในการศกึษาทฤษฎบีทตาง ๆ ซึง่ยุคลดิไดเขียนไวในหนังสอื Euclid's Element เลมที ่ 9
ทฤษฎบีท 4.2.1 ทฤษฎบีทหลักมลูเลขคณติ (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรปูผลคณูของจำนวนเฉพาะได และถาไมคดิลำดับ
เปนสำคัญแลวการเขียนนี้ทำไดเพียงวธิเีดยีวเทาน้ัน
หรอืกลาวไดวา จำนวนเต็ม n > 1 สามารถเขียนในรปู

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยที่ p1, p2, p3, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สำหรับทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรปูดังกลาวไดเพียงแบบเดยีวเทาน้ัน
เรยีกการเขียน n รปูแบบนี้ วา รปูแบบบัญญัติ (canonical form) ของ n
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ตัวอยาง 4.2.2 จงเขียนจำนวนทีเ่ขียนในรปูแบบบัญญัติ

1. 48

2. 1502

3. 1225

4. 4725

5. 10003

6. 15750

7. 846876

8. 50!

ตัวอยาง 4.2.3 ในการเขียน 50! ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่งกันกีตั่ว
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โดยทฤษฎบีท 4.2.1 ถา n > 1 และ m > 1 และเขียนรปูแบบบัญญัตไิดดังนี้
n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk และ m = pb11 · pb22 · pb33 · · · pbkk

เมือ่แตละจำนวนเต็ม ai ≥ 0 และ bi ≥ 0 โดยทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา
gcd(n,m) = pc11 · pc22 · pc33 · · · pckk
ℓcm(n,m) = pd11 · pd22 · pd33 · · · pdkk

โดยที่ di และ ci คอื คาตำ่สดุและสงูสดุ ของ ai และ bi ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ i ∈ {1, 2, 3, ..., k}

ตัวอยาง 4.2.4 จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้
1. 150 และ 100

2. 308 และ 1,176

3. 31,752 และ 4,725
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พิจารณาการหาตัวหารท้ังหมดของ 24 เมือ่เขียนในรปูแบบบัญญัตจิะได 24 = 23 · 3

เขียนแผนภาพตนไมไดดังนี้

•

23
31

30

22
31

30

21
31

30

20
31

30

จากแผนภาพจะไดวาตัวหารของ 24 คอื 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

ตัวอยาง 4.2.5 จงหาตัวหารท้ังหมดของ 7,425
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ทฤษฎบีท 4.2.6 ให n ∈ Z ซึง่ n > 1 มีรปูแบบบัญญัตคิอื
n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

เมือ่ ai ∈ N ทกุ ๆ i แลวจำนวนตัวประกอบท้ังหมดของ n มีท้ังหมด
(a1 + 1)(a2 + 1)(a3 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง 4.2.7 จงหาจำนวนตัวหารท้ังหมดของ
1. 1,225

2. 1003

3. 4,725

4. 6503 · 364

5. 52653 · 242552
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บทต้ัง 4.2.8 ผลคณูของจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปู 4k + 1 ต้ังแตสองจำนวนข้ึนไปจะเปนจำนวนเต็ม
ทีอ่ยูในรปู 4k + 1

ทฤษฎบีท 4.2.9 จำนวนเฉพาะทีอ่ยูในรปู 4k + 3 มีอยูเปนจำนวนอนันต
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูแบบบัญญัติ

1.1 1, 250

1.2 1, 000

1.3 2, 5025

1.4 65, 304

1.5 150!

1.6 88, 442

2. จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

2.1 250 และ 150 2.2 330 และ 1, 175 2.3 10, 240 และ 4, 725

3. จงหาตัวหารท้ังหมดของจำนวนตอไปนี้

3.1 150

3.2 542

3.3 600

3.4 720

3.5 15!

3.6 31, 752

4. จงหาจำนวนของตัวหารท้ังหมดของ
4.1 85

4.2 125

4.3 2, 025

4.4 40955

4.5 10, 395

4.6 30!

4.7 35285 · 2284

4.8 (10!)4

4.9 (5!)(10!) · 74257

5. มีจำนวนเฉพาะทีอ่ยูในรปู 6k + 5 เปนจำนวนอนันต

6. ถา n เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว 3 | (2n + 1)

7. จงแสดงวา จำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 8n+ 5 มีจำนวนอนันต

8. ในการเขียนจำนวน 1000! ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่งกันกีตั่ว

9. ในการเขียนจำนวน (125)14 · 4415 · 4516 ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่ง
กันกีตั่ว

10. จงหาจำนวนเต็ม k ทีม่ากทีส่ดุที ่ 7k | 100!

11. มีจำนวนนับทีไ่มใช จำนวนเฉพาะกีจ่ำนวนทีห่าร 77,760,000 ลงตัว
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4.3 การคนหาจำนวนเฉพาะ
วธิหีนึง่ในการตรวจสอบวา n เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม คอืการหาจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา

1 แตนอยกวา n ถาไมมีจำนวนใดที่หาร n ลงตัว แสดงวาจำนวน n เปนจำนวนเฉพาะ แตวธิี
ดังกลาวจะใชไดดีเมือ่ n มีคาไมมากนัก ทฤษฎบีทตอไปนี้ จะเปนอกีวธิีในการตรวจสอบจำนวน
เฉพาะอยางมีประสทิธภิาพมากกวาวธิดัีงทีก่ลาวมา
ทฤษฎบีท 4.3.1 ถา a เปนจำนวนประกอบ แลวจะมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่

p ≤
√
a และ p | a

ตัวอยาง 4.3.2 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
1. 101

2. 113

3. 313

4. 401

5. 719

6. 1001
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ตอไปจะกลาวถงึการหาจำนวนเฉพาะทกุตัวทีน่อยกวาหรอืเทากับ n เมือ่กำหนดจำนวนเต็ม
n โดยใชกฎแยงสลับทีข่องทฤษฎบีท 4.3.1 จะไดวา

ถาทกุจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≤
√
a และ p - a แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

วธิกีารนี้ เรยีกวา ตะแกรงเอราโตสเทเนส (The sieve of Eratosthesnes) ซึง่ทำไดดังนี้
(1) p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ √

n

(2) เขียนจำนวนเต็มต้ังแต 2 ถงึ n

(3) วงกลม p1 แลวกำจัดจำนวนทกุตัวในขอ (2) ทีห่ารดวย p1 ลงตัว

(4) ทำขอ (3) ซ้ำไปเรือ่ยจาก p2, p3, ..., pk

จำนวนเต็มทีเ่หลอืจะเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา n

ตัวอยาง 4.3.3 จงตรวจสอบจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

ตัวอยาง 4.3.4 จงหาจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k + 1 ได
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ตอไปเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา 1,000
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

ตัวอยาง 4.3.5 จงตรวจสอบวา 2,093 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

ตัวอยาง 4.3.6 จงตรวจสอบวา 30,031 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

ตัวอยาง 4.3.7 จงหาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีห่าร 150! ลงตัว
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ในป ค.ศ. 1940 แฟรมาตไดศกึษาจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปูตามนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 4.3.8 จำนวนแฟรมาต (Fermat Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Fn = 22
n

+ 1 เมือ่ n ≥ 0

ตัวอยางเช น
F0 = 3 F1 = 5 F2 = 17 F3 = 257 F4 = 65537

ท้ัง 5 จำนวนลวนเปนจำนวนเฉพาะแฟรมาตคาดเดาวาจำนวนตอ ๆ นาจะเปนจำนวนเฉพาะ ตอ
มาในป ค.ศ. 1732 ออยเลอรพบวา F5 = 4294967297 = 641 · 6700417 ทำใหคำกลาาของแฟร
มาตเปนเท็จ ดังน้ันถา Fn เปนจำนวนเฉพาะ จะเรยีก Fn วา จำนวนเฉพาะแฟรมาต (Fermat
prime) และในป ค.ศ. 1878 ลคัูส นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสไดพิสจูนวา

F6 = 22
6

+ 1 = 264 + 1 = 274177 · 67280421310721

ดังน้ัน F6 เปนจำนวนประกอบ จากการศกึษาพบวาจำนวนแฟรมาต Fn เปนจำนวนประกอบ
สำหรับ 5 ≤ n ≤ 50 อยางไรก็ตามยังไมมีผูใดพิสจูนไดวาจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันตที ่
สามารถเขียนในรปู 22

n
+ 1 หรอืไม และก็ยังไมมีผูใดพบจำนวนเฉพาะของแฟรมาตตัวอืน่ ๆ

ทฤษฎบีท 4.3.9 สำหรับ m > n แลว gcd(Fm, Fn) = 1
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มารนิ แมรเซน บาทหลวงชาวฝรัง่เศส นักคณติศาสตรคนหนึง่ทีส่นใจในการสรางลำดับของ
จำนวนเฉพาะโดยสนใจจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปูแบบดังนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 4.3.10 จำนวนมารเซน (Mersenne Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

ตัวอยางเช น
M1 = 1 M2 = 3 M3 = 7 M4 = 15 M5 = 31

ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ เราจะเรยีก Mn วา จำนวนเฉพาะแมรเซน (Mersenne prime)
ทฤษฎบีท 4.3.11 ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ

จากทฤษฎบีทดังกลาวจะไดวาจำนวน Mp เปนจำนวนเฉพาะของแมร เซนได ก็ตอเมือ่ มี
จำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให Mp เปนจำนวนเฉพาะเช น

M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31, M7 = 127, M13 = 8191

แมรเซนไดต้ังขอคาดการณไววา Mp เปนจำนวนเฉพาะเมือ่ p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,
67, 127 และ 257 เทาน้ัน และเปนจำนวนประกอบสำหรับจำนวนเฉพาะ p อืน่ ๆ ทีน่อยกวา 257
ใน ค.ศ. 1876 ลคัูส ไดพิสจูนวา M67 เปนจำนวนประกอบแตไมสามารถแยกตัวประกอบออกมา
ได ในป  ค.ศ. 1903 โคล ไดคำนวณออกมาเปนผลคณูดังนี้

267 − 1 = (193707721)(761838257287)

ในป ค.ศ.2001 พบวา M13466917 เปนจำนวนเฉพาะแมร เซนทีมี่คามากสดุ ปญหาทีน่ าสนใจคอื
จำนวนเฉพาะ Mp = 2p − 1 มีอยูจำนวนอนันตหรอืไม ซึง่ปญหานี้ ยังไมมีใครตอบคำถามได
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แบบฝ กหัด 4.3
1. จงตรวจสอบวาจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

1.1 1003

1.2 1007

1.3 1117

1.4 2111

1.5 5139

1.6 10001

1.7 8009

1.8 77777

2. 219 − 1 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
3. 25! + 1 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
4. 4545 + 5454 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
5. จงตรวจสอบวา M13, M19 และ M23 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
6. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 3k + 3 มา 20 จำนวน

7. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 6k + 5 มา 20 จำนวน

8. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู k2 + k + 41 มา 20 จำนวน

9. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู k2 − 79k + 160 มา 20 จำนวน

10. มีจำนวนเต็ม n ซึง่ 6 < n < 20 จำนวนใดบางทีท่ำให n2 + 1 เปนจำนวนเฉพาะบาง
11. จงแสดงวา จำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 8n+ 5 มีจำนวนอนันต

12. จงแสดงวา ถา p และ p2 + 8 เปนจำนวนเฉพาะ แลว p3 + 4 เปนจำนวนเฉพาะ
13. จงแสดงวา ถา p, p+ 2 และ p+ 4 เปนจำนวนเฉพาะทกุตัว แลว p = 3

14. จงแสดงวา ถา p และ p+2 เปนจำนวนเฉพาะท้ังคู (จำนวนเฉพาะคูแฝด) และ p(p+2)+2

เปนจำนวนเฉพาะ แลว p = 3

15. จงแสดงวา ถา p และ p+2 เปนจำนวนเฉพาะคูแฝดที่ p > 3 แลวผลบวกของจำนวนเฉพาะ
คูแฝดนี้หารดวย 12 ลงตัว

16. สำหรับ n ≥ 1 จงแสดงวา gcd(Fn, n) = 1

17. จงแสดงวา จำนวนเต็มทีเ่ขียนในรปู Fn + 4 เปนจำนวนประกอบ

18. จงพิสจูนวา ถา p และ 2p+1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว (2p+1) | Mp หรอื (2p+1) | (Mp+2)



บทที่ 5
สมภาค

ใน ค.ศ. 1801 คารส ฟรดีรคิ เกาส (Carl Friedrich Gauss ค.ศ.1777-1855) นักคณติศาสตร
ชาวเยอรมัน ไดเสนอแนวคดิทีเ่รยีกวา สมภาค (congruence) ซึง่แนวคดิดังกลาวปรากฏในหนังสอื
ของเขาชือ่ Disquisitones Arithmeticae ในขณะที่เขามีอายุเพียง 24 ป จนกลายเปนเครือ่งมือ
สำคัญเกีย่วกับทฤษฎจีำนวน

5.1 นยิามและสมบัตขิองสมภาค
บทนยิาม 5.1.1 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก
จะกลาววา a และ b สมภาคกัน (congruent) มอดโุล (modulo) m หรอื a สมภาคกับ b มอ
ดโุล m เขียนแทนดวย a ≡ b (mod m) นยิามโดย

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m | (b− a)

a ไมสมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡/ b (mod m)

ขอสังเกต 5.1.2 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. a ≡/ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m - (b− a)

2. a ≡ b (mod 1)

3. a ≡ a (mod m)

ตัวอยาง 5.1.3 จงใหเหตผุลเกีย่วกับการสมภาคตอไปนี้
1. 2 ≡ 5 (mod 3) เพราะวา
2. −3 ≡ 7 (mod 5) เพราะวา
3. −15 ≡ −3 (mod 6) เพราะวา
4. 5 ≡/ 7 (mod 3) เพราะวา

99
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ทฤษฎบีท 5.1.4 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ a และ b มีเศษเหลอืจากการหารดวย m เทากัน

ตัวอยาง 5.1.5 จงใหเหตผุลสมภาคตอไปนี้
1. 123 ≡ 192 (mod 3) เพราะวา
2. −124 ≡/ 77 (mod 5) เพราะวา
3. 687 ≡ 176 (mod 7) เพราะวา
4. 557 ≡ 718 (mod 3) เพราะวา

ทฤษฎบีท 5.1.6 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว
1. a ≡ a (mod m) สมบัตสิะทอน (Reflexive law)
2. ถา a ≡ b (mod m) แลว b ≡ a (mod m) สมบัตสิมมาตร (Symmetric law)
3. ถา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) แลว a ≡ c (mod m)

สมบัตถิายทอด (Transitive law)
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ทฤษฎบีท 5.1.7 ให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m)

และ c ≡ d (mod m) แลว
1. a+ c ≡ b+ d (mod m)

2. ac ≡ bd (mod m)

ทฤษฎบีท 5.1.8 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m)

แลว
1. ถา a ≡ b (mod m) แลว a+ c ≡ b+ c (mod m)

2. ถา a ≡ b (mod m) แลว ac ≡ bc (mod m)

ตัวอยาง 5.1.9 ให a, b, c, d, x, y เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จงแสดงวา
ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m)
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ทฤษฎบีท 5.1.10 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m, k เปนจำนวนเต็มบวก แลว
ถา a ≡ b (mod m) แลว ak ≡ bk (mod m)

ตัวอยาง 5.1.11 จงแสดงวา 41 หาร 220 − 1 ลงตัว

ตัวอยาง 5.1.12 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร
1. 8 หาร 310

2. 23 หาร 213

3. 51 หาร 720



5.1. นิยามและสมบัติของสมภาค 103

ตัวอยาง 5.1.13 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร
1. 51 หาร 310 2. 51 หาร 2110

ตัวอยาง 5.1.14 จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

ตัวอยาง 5.1.15 จงแสดงวา 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n
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ทฤษฎบีท 5.1.16 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

ทฤษฎบีท 5.1.17 ให a, b, n ∈ Z และ m เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ d = gcd(m,n) จะไดวา

an ≡ bn (mod m) ก็ตอเมือ่ a ≡ b
(
mod m

d

)

บทแทรก 5.1.18 ให a, b, p เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา an ≡ bn (mod m) และ gcd(m,n) = 1 แลว a ≡ b (mod m)

2. ถา an ≡ bn (mod p) และ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p - n แลว a ≡ b (mod p)
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ทฤษฎบีท 5.1.19 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2))

2. ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) และ gcd(m1,m2) = 1 แลว a ≡ b (mod m1m2)

ตัวอยาง 5.1.20 จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

ตัวอยาง 5.1.21 จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000

ทฤษฎบีท 5.1.22 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา a ≡ b (mod mi) i = 1, 2, ..., k แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2, ...,mk))

2. ถา a ≡ b (mod m1) และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุคู
แลว a ≡ b (mod m1m2 · · ·mk)
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ทฤษฎบีท 5.1.23 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมีจำนวนเต็ม r เพียงตัวเดยีวที ่ 0 ≤ r < m เมือ่ m เปน
จำนวนเต็มบวก และ

a ≡ r (mod m)

บทนยิาม 5.1.24 ถา a ≡ b (mod m) จะเรยีก b วาเปนสวนตกคาง (residue) ของ a มอดโุล
m เซตของ

{a1, a2, ..., am}

จะเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณ (complete residue system) มอดโุล m ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ
จำนวนเต็ม a จะมี ai เพียงตัวเดยีวทีท่ำให a ≡ ai (mod m) ช้ันสมมูลของ ai คอื

{a : a ∈ Z, a ≡ ai (mod m)}

จะเรยีกวา ช้ันส วนตกคาง (residue class) ของ ai มอดโุล m

ตัวอยาง 5.1.25 จงหาสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดทีเ่ปนไปได

ตัวอยาง 5.1.26 จงหาระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 3
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ขอสังเกต 5.1.27 จากการสังเกตจะไดวา
1. ถา {a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ i ̸= j ai ≡/ aj (mod m)

2. ถา {a1, a2, ..., am} และ {b1, b2, ..., bm} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

แลวจะไดวาทกุ ๆ ai จะมี bj เพียงตัวเดยีวทีท่ำให ai ≡ bj (mod m)

ตัวอยาง 5.1.28 จงตรวจสอบวาจงหาเซตตอไปนี้ ระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5 หรอืไม
1. {−1, 5, 6, 7, 8}

2. {−11,−3, 18, 16, 22}

3. {8,−2, 6, 12, 1}

บทนยิาม 5.1.29 เราจะเรยีกเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

{0, 1, 2, ...,m− 1}

วาระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเป นคาลบนอยสดุ (least non-negative complete residue
system) มอดโุล m

ตัวอยางเช น {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเปนคาลบนอยสดุ มอดโุล 7

ทฤษฎบีท 5.1.30 {a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m และ gcd(c,m) = 1

จะไดวา {ca1, ca2, ..., cam} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 3400

2. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 97104 ดวย 105

3. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 1049 ดวย 7

4. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 3636 + 4141 ดวย 77

5. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15 + 25 + 35 + · · ·+ 995 ดวย 4

6. จงแสดงการหารลงตัวตอไปนี้ โดยใชสมภาค
6.1 44 | (1919 + 6919)

6.2 13 | (270 + 370)

6.3 7 | (950 − 4)

6.4 13 | (536 − 1)

6.5 19 | (1775 + 8)

6.6 11 · 31 · 61 | (2015 − 1)

7. จงแสดงวา 42 | (n7 − n) ทกุจำนวนเต็มบวก n

8. จงแสดงวา 19 - (4n2 + 4) ทกุจำนวนเต็ม n

9. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ 11 | (24n+3 + 5n+2) โดยใชสมภาค
10. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม n ใด ๆ ถา gcd(n, 7) = 1 แลว 7 | (n2 − 1)

11. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวกคี่ n ใด 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0 (mod n)

12. ให a, b,m เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

13. จงพิสจูนวา ถา a ≡ 2 (mod 4) จะไมมีจำนวนเต็ม b และ m > 1 ที่ a = bm

14. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 21000000 ดวย 17

15. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 1010 + 1010
2
+ 1010

3
+ · · ·+ 1010

10 ดวย 7

16. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะคี่ แลว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

17. จงแสดงวา 11320 − 1 หารดวย 17 ลงตัว
18. จงแสดงวา 3636 + 4141 หารดวย 77 ลงตัว
19. จงแสดงวา 1919 + 6919 หารดวย 44 ลงตัว
20. จงแสดงวา 270 + 370 หารดวย 13 ลงตัว
21. จงแสดงวา 97104 หารดวย 105 เศษเหลอืเปน 1

22. จงแสดงวา 2015 − 1 หารดวย 11 · 31 · 61 ลงตัว
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23. จงแสดงวา 561 | (2561 − 2) และ 561 | (2561 − 3)

24. จงแสดงวา 18351910 + 19862061 ≡ 0 (mod 7)

25. จงแสดงวา 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

26. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

27. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 7999

28. จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 99
9

29. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ F13

30. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

31. จงพิจารณาวา 2117 − 2 หารดวย 117 ลงตัวหรอืไม
32. จงแสดงวา 13 | (24n+1 − 5 · 3n+1) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชสมภาค
33. จงแสดงวา 74n ≡ 1 + 2400n (mod 1000) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชอปุนัยเชงิคณติศาสตร
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5.2 สมการสมภาคเชงิเสน
พิจารณาจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองสมการสมภาค

6x ≡ 4 (mod 8)

จะไดวา 6x = 4 + 8k เมือ่ k ∈ Z นัน่คอื
x =

4 + 8k

6
=

2 + 4k

3

มีเขียนคำตอบบางสวน ดังตารางตอไปนี้
k x

-11 -14
-5 -6
1 2
7 10
13 18

k x

-8 -10
-2 -2
4 6
10 14
16 22

สำหรับคำตอบในระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 8 จะไดคำตอบคอื x = 2, 6 ซึง่เรยีกวา
คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล 8

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก แลว
ax ≡ b (mod m)

เรยีกวา สมการสมภาคเชงิเสน (linear congruence equation) ในหัวขอนี้ สนใจคำตอบของ
สมการทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m มีวธิกีารหาผลเฉลยดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ตัวอยาง 5.2.1 คำตอบของสมการ 7x ≡ 5 (mod 11) ทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล 11
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ทฤษฎบีท 5.2.2 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก และ gcd(a,m) = d จะไดวา

สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีคำตอบ x ∈ Z ก็ตอเมือ่ d | b

ถา d | b จะมีคำตอบอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m และคำตอบนัน่คอื

x ≡ x0 + t
m

d
(mod m) เมือ่ t = 0, 1, 2, ..., d− 1

โดยที่ x0 คอืคำตอบหนึง่ของสมการ a

d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)
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จากทฤษฎบีท 5.2.2 พบวา

1. ถา d - b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) ไมมีคำตอบ

2. ถา d | b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล
m

3. ถา d = 1 แลวสมการ ax ≡ b (mod m) มีเพียงคำตอบเดยีวทีไ่มสมภาคกัน
ในมอดโุลm หรอืกลาวไดอกีนัยวา ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ ax ≡ b (mod m)

แลว x1 ≡ x2 (mod m)

4. ถา x0 เปนคำตอบหนึง่ของสมการ a

d
x ≡ 1

(
mod m

d

)
แลว x1 =

b

d
x0 จะเปนคำตอบ

ของสมการ a

d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)
ตัวอยาง 5.2.3 จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้

1. 9x ≡ 21 (mod 30)

2. 14x ≡ 15 (mod 28)

3. 18x ≡ 30 (mod 42)
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ตัวอยาง 5.2.4 จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้
1. 6x ≡ 21 (mod 39)

2. 39x ≡ 65 (mod 52)

ตัวอยาง 5.2.5 จงหาคำตอบทีไ่มสมภาคกัน ของสมการสมภาคเชงิเสน 91x ≡ 98 (mod 119)
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ตัวอยาง 5.2.6 โรงงานผลติเสื้อยืดแหงหนึง่พบวาเมือ่แบงจำนวนเสื้อยืดคอกลมออกเปน 102
กอง จะเหลอืเสื้อยืดคอกลมจำนวน 12 ตัว ถาจำนวนเสื้อยืดคอกลมมีจำนวนเปน 36 เทาของ
เสื้อยืดคอวี พบวาจำนวนเสื้อยืดคอวีมีมากกวา 80 ตัว แตไมเกนิ 100 ตัว จงหาจำนวนเสื้อยืด
คอวแีละคอกลม

ตัวอยาง 5.2.7 ณ โรงเรยีนแหงหนึง่ ครปูระจำช้ันให แกว และกลา ซึง่เปนนักเรยีนในหอง นับ
เหรยีญทีไ่ดจากการบรจิาคเพือ่ช วยเหลอืผูประสบภัยน้ำทวมของเพือ่น ๆ ในช้ันเรยีน จากการ
นับพบวา เมือ่แบงเหรยีญบาทออกเปน 35 กอง จะเหลอื 14 เหรยีญ

• แกวกลาววา "จำนวนเหรยีญบาท เปน 15 เทาของจำนวนเหรยีญสบิ"

• กลากลาววา "จำนวนเหรยีญบาท เปน 21 เทาของจำนวนเหรยีญสบิ"

ครปูระจำช้ันจะตรวจสอบไดอยางไรวานักเรยีนคนใดกลาวถกูตอง
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงเซตคำตอบของ x ทีส่อดคลอง

1.1 20x ≡ 45 (mod 5)

1.2 20x ≡ 30 (mod 4)

1.3 15x ≡ 25 (mod 35)

1.4 15x ≡ 24 (mod 35)

1.5 15x ≡ 0 (mod 35)

1.6 39x ≡ 65 (mod 52)

1.7 20x ≡ 4 (mod 30)

1.8 335x ≡ 254 (mod 400)

2. จงหาคำตอบท้ังหมดของสมการสมภาค
2.1 20x ≡ 4 (mod 30)

2.2 20x ≡ 3 (mod 4)

2.3 353x ≡ 254 (mod 400)

3. ถา p เปนจำนวนเฉพาะ จงพิสจูนวา สำหรับทกุจำนวนเต็ม x ใดๆ

x2 ≡ x (mod p) ก็ตอเมือ่ x ≡ 0 (mod p) หรอื x ≡ 1 (mod p)

4. จงหาจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุทีส่อดคลองสมการ 49x ≡ 23 (mod 55)



116 บทท่ี 5. สมภาค

5.3 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี
คำถามหนึง่ที ่มักได ยินบอยคร้ังในเรือ่งการหารคอื มีจำนวนเต็มอะไรเมือ่หารดวย 4 เศษ

เหลอืเปน 3 และหารดวย 5 เศษเหลอืเปน 4 คำถามนี้คอืจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองระบบสมการ
สมภาค

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

นัน่คอืตองหา x ทีส่อดคลอง x = 3 + 4t และ x = 4 + 5s เมือ่ t, s ∈ Z เมือ่พิจารณาแลวจะได
x = 79 เมือ่ t = 19 และ s = 15 ให z เปนคำตอบของระบบสมการจะไดวา

z ≡ 79 (mod 4) และ z ≡ 79 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ัน z ≡ 79 (mod 20) คำตอบของระบบสมการนี้คอื
79 + 20k, k ∈ Z

จากตัวอยางที ่กลาวมาเริม่ตนหา x = 79 ที่สอดคลองระบบสมการโดยการแทนคา t และ s

จนกวาจะไดคา x ทีเ่ทากันคอื 79 ซึง่มีความยุงยาก ในหัวขอนี้ จะนำเสนอวธิีการในหาคำตอบ
ของระบบสมการสมภาค เริม่ตนพิจารณาระบบสมการสมภาค

nx ≡ 1 (mod m)

mx ≡ 1 (mod n)

ให m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 ข้ันแรกให x1 และ x2 เปนคำของระบบสมการ nx ≡ 1 (mod m)

และ mx ≡ 1 (mod n) ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม a, b จะไดวา
nx1a ≡ a (mod m)

mx2b ≡ b (mod n)

นัน่คอื x1a และ x2b เปนคำตอบของระบบสมการ
nx ≡ a (mod m)

mx ≡ b (mod n)

ให x0 = nx1a+mx2b จะไดวา
x0 = nx1a+mx2b ≡ nx1a+ 0 ≡ a (mod m)

x0 = nx1a+mx2b ≡ 0 +mx2b ≡ b (mod n)

นี้คอืการแสดงวา x0 = nx1a+mx2b เปนคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

พิสจูนเบ้ืองตนทำใหไดดังทฤษฎบีทตอไปนี้
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ทฤษฎบีท 5.3.1 ให m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 จะไดวาระบบสมการ
x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล mn กลาวคอื จะมี x0 ∈ Z ซึง่
x0 ≡ a (mod m) และ x0 ≡ b (mod n) และถา x1 และ x2 เปนคำตอบของระบบ
แลว x1 ≡ x2 (mod mn)

เมือ่ยอนกลับไปหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

เห็นไดวา gcd(4, 5) = 1 ให a = 3, b = 4,m = 4, n = 5 พิจารณาระบบสมการ
5x ≡ 1 (mod 4)

4x ≡ 1 (mod 5)

จะไดวา x1 = 1 และ x2 = 4 เปนคำของระบบสมการ 5x ≡ 1 (mod 4) และ 4x ≡ 1 (mod 5)

ตามลำดับ แลว
x0 = nx1a+mx2b = 5(1)(3) + 4(4)(4) = 79

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 79 (mod 20) นัน่คอื
79 + 20t, t ∈ Z

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 9)
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ตัวอยาง 5.3.3 จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ 3 และหารดวย 11 เศษเหลอื
เทากับ 5

ตัวอยาง 5.3.4 จงหาคำตอบของระบบสมการ
2x ≡ 1 (mod 5)

3x ≡ 5 (mod 11)
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ตอไปจะพิจารณาในระบบสมการทีม่ากกวา 2 สมการ เช นจงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

เมือ่ gcd(m1,m2) = gcd(m1,m3) = gcd(m2,m3) = 1

ให x0 = m2m3x1a1 +m1m3x2a2 +m1m2x3a3 สำหรับจำนวนเต็ม x1, x2, x3 ใด ๆ จะไดวา
x0 ≡ m2m3x1a1 + 0 + 0 (mod m1)

x0 ≡ 0 +m1m3x2a2 + 0 (mod m2)

x0 ≡ 0 + 0 +m1m2x3a3 (mod m3)

ในการหาคำตอบของระบบสมการขางตนเลอืก x1, x2, x3 ทีส่อดคลองสมการ
m2m3x ≡ a1 (mod m1)

m1m3x ≡ a2 (mod m2)

m1m2x ≡ a3 (mod m3)

ถา x1, x2 เปนคำตอบของระบบสมการ จะไดวา x1 ≡ x2 (mod m1m2m3)

ตัวอยาง 5.3.5 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 7)
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ทฤษฎบีทตอไปนี้จะกลาวถงึการหาคำตอบของระบบสมการสมภาคทีป่ระกอบดวย k สมการ
ซึง่มีแนวคดิคลายกับกรณี 2 และ 3 สมการ ซึง่จะเรยีกวา ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (Chinese
Remainder Theorem) เขียนโดยยอวา CRT เหตุทีเ่รยีกเช นนี้ ก็เพราะวาชาวจนีไดใชความรูที ่
คลายทฤษฎบีทดังกลาวต้ังแตครสิตศวรรษที่ 1 และหลังจากน้ันชาวจนีไดนำไปเผยแพรในยุโรป
โดยเขียนเปนภาษาจนีในการนำไปเผยแพรคร้ังแรก
ทฤษฎบีท 5.3.6 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (Chinese Remainder Theorem)
ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ gcd(mi,mj) = 1 สำหรับ i ̸= j

จะไดวาระบบสมการสมภาค
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุลm = m1m2m3...mk กลาวคอืจะมี x0 ∈ Z

ซึง่ x0 ≡ ai (mod mi) ทกุ i = 1, 2, ..., k ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ x1 ≡ x2 (mod m)
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ตัวอยาง 5.3.7 จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 5 เศษเหลอืเทากับ 4 หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ
5 และหารดวย 7 เศษเหลอืเทากับ 6
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ตัวอยาง 5.3.8 จงหาคำตอบของสมการสมภาค 17x ≡ 9 (mod 276)



5.3. ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน 123

ทฤษฎบีทตอไปนี้จะเปนเครือ่งมือในการหาคำตอบของระบบสมการสมภาคในกรณทัีว่ไป
โดยเริม่ตนจากระบบสมการทีมี่ 2 สมการดังนี้
ทฤษฎบีท 5.3.9 ให m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2 ∈ Z จะไดระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ gcd(m1,m2) | (a1 − a2)

และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล m = ℓcm(m1,m2)

ตัวอยาง 5.3.10 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 11 (mod 16)

x ≡ 5 (mod 20)
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ตัวอยาง 5.3.11 จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 13 (mod 15)

x ≡ 7 (mod 21)



5.3. ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน 125

ทฤษฎบีท 5.3.12 ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2, ..., ak ∈ Z
จะไดวาระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ gcd(mi,mj) | (ai − aj) สำหรับทกุ i, j ∈ {1, 2, ..., k}
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล ℓcm(m1,m2, ...,mk)
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ตัวอยาง 5.3.13 จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 11 (mod 15)

x ≡ 15 (mod 20)

x ≡ 2 (mod 25)

ตัวอยาง 5.3.14 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 17 (mod 21)

x ≡ 3 (mod 28)
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาคตอไปนี้

1.1
x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 7)

1.2
x ≡ 1 (mod 4)

x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 7)

2. จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 7)

3. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาคตอไปนี้

3.1
x ≡ 2 (mod 4)

x ≡ 11 (mod 9)

3.2
x ≡ 2 (mod 15)

x ≡ 8 (mod 21)

4. จงหาจำนวนเต็มบวก x ทีส่อดคลองสมการสมภาค


x ≡ 16 (mod 45)

x ≡ 7 (mod 18)

x ≡ 1 (mod 20)

5. จงหาคำตอบของ 25x ≡ 37 (mod 445)

6. จงหาจำนวนเต็มบวกทีมี่คานอยสดุทีเ่มือ่หารดวย 5, 6, 7 แลวเศษเหลอืเทากับ 1, 2, 3
ตามลำดับ

7. จงหาจำนวนเต็มท้ังหมดทีอ่ยูระหวาง 1,000 ถงึ 2,000 ทีเ่มือ่หารดวย 5, 7, 11 แลวไดเศษ
เหลอื 1, 3, 5 ตามลำดับ

8. อายุของชายคนหนึง่เมือ่หารดวย 3 เศษเหลอืคอื 2 เมือ่หารดวย 4 เศษเหลอืคอื 1 และเมือ่
หารดวย 5 เศษเหลอืคอื 1 จงหาอายุของชายคนนี้

9. จงหาจำนวนเต็มบวกท้ังหมดทีห่ารดวย 3, 4, 5 แลวเศษเหลอืเทากับ 1 หรอื 2
10. จงหาจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุเมือ่หารดวย 12, 15 และ 21 เศษเหลอื 10, 7 และ 13 ตาม

ลำดับ
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5.4 ระบบสวนตกคางลดทอน
บทนยิาม 5.4.1 ระบบสวนตกคางลดทอน (reduced residue system) มอดโุล m คอืเซต
ของจำนวนเต็มในระบบสวนตกคางบรบูิรณทีเ่ปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ m

(ก) ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่ดจากระบบสวนตกคางบรบูิรณ {0, 1, 2, ...,m− 1}
คอื

{k : 0 ≤ k < m และ gcd(k,m) = 1}

เรยีกวา ระบบสวนตกคางลดทอนทีไ่มเป นลบคานอยสดุ (least non-negative reduced
residue system) มอดโุล m

(ข) ϕ(m) แทนจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

ขอสังเกต 5.4.2 จากนยิามขางตนจะไดวา

1. เซตของจำนวนเต็ม ri เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ก็ตอเมือ่
(1) gcd(ri,m) = 1 ทกุ ๆ ri

(2) ถา i ̸= j แลว ri ≡/ rj (mod m)

(3) ถา x ∈ Z ที่ gcd(x,m) = 1 แลวมี ri ที่ x ≡ ri (mod m)

2. ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทกุระบบมีจำนวนสมาชกิเทากัน

3. ϕ(p) = p− 1 เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง 5.4.3 จงยกตัวอยางระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล 5 และ 8 มาอยางนอย 2 ระบบ
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ตอไปจะเปนตัวอยางของ ϕ(m)

m ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ϕ(m)

1 {1} 1
2 {1} 1
3 {1, 2} 2
4 {1, 3} 2
5 {1, 2, 3, 4} 4
6 {1, 5} 2
7 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 6
8 {1, 3, 5, 7} 4
9 {1, 2, 4, 5, 7, 8} 6
10 {1, 3, 7, 9} 4
20 {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19} 8
50 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 50, gcd(k, 50) = 1} 20
100 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 100, gcd(k, 100) = 1} 40
1000 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 1000, gcd(k, 1000) = 1} 400

วธิกีารหาคาของ ϕ(m) จะแสดงในหัวขอ 6.4 บทที่ 6

ทฤษฎบีท 5.4.4 ถา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึง่ทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และ
ทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/ aj (mod m) แลว {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
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ทฤษฎบีท 5.4.5 ให gcd(a,m) = 1 และ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล
m จะไดวา

{ar1, ar2, ..., arϕ(m)}

เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

ทฤษฎบีท 5.4.6 ทฤษฎบีทของออยเลอร (Euler's Theorem)
ถา a ∈ Z และ m ∈ N ซึง่ gcd(a,m) = 1 แลว

aϕ(m) ≡ 1 (mod m)
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ตัวอยาง 5.4.7 100 หาร 3256 มีเศษเหลอืเทาใด

ตัวอยาง 5.4.8 จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000
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บทแทรก 5.4.9 ทฤษฎบีทของแฟรมาต (Fermat's Little Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z โดยที่ p - a แลว

ap−1 ≡ 1 (mod p)

บทแทรก 5.4.10 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z แลว
ap ≡ a (mod p)

ตัวอยาง 5.4.11 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17
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ตัวอยาง 5.4.12 จงหาคา a ทีท่ำให 1021999 + 1031999 ≡ a (mod 1999) เมือ่ 0 ≤ a < 1999

ทฤษฎบีท 5.4.13 ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน และ a ∈ Z

ถา aq ≡ a (mod p) และ ap ≡ a (mod q) แลว apq ≡ a (mod pq)

ตัวอยาง 5.4.14 จงแสดงวา 2340 ≡ 1 (mod 341)
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ทฤษฎบีท 5.4.15 ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

x2 ≡ 1 (mod p) ก็ตอเมือ่ x ≡ 1 หรอื −1 (mod p)

ทฤษฎบีท 5.4.16 ทฤษฎบีทของวลิสัน (Wilson's Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

ตัวอยาง 5.4.17 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17
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ตัวอยาง 5.4.18 จงแสดงวา 18! ≡ −1 (mod 437)

ตัวอยาง 5.4.19 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26)! ดวย 29
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แบบฝ กหัด 5.4
1. ให a และ m เปนจำนวนเต็มบวกที่ gcd(a,m) = 1 จงพิสจูนวาสำหรับจำนวนเต็มบวก b

{b, b+ a, b+ 2a, ..., b+ (m− 1)a}

เปนระบบสวนตกคางบรบิรณูมอดโุล m

2. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะคี่ แลว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

3. จงแสดงวา 1919 + 6919 หารดวย 44 ลงตัว
4. จงแสดงวา 97104 หารดวย 105 เศษเหลอืเปน 1

5. จงแสดงวา 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

6. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

7. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 7999

8. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 611000 ดวย 23 โดยใชทฤษฎขีองแฟรมาต

9. จงหาเลขสามตัวสดุทายของจำนวนเต็ม 32016 เมือ่เขียนในระบบฐานสบิ

10. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 18! ดวย 23 คอืจำนวนใด
11. จงแสดงวา 44 | (1919 + 6919)

12. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 30! + 29! + 28! + 27! ดวย 31



บทที่ 6
ฟงกชันเลขคณติ

บททีผ่านมาไดกลาวถงึสัญลักษณ ϕ(m) วาหมายถงึจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลด
ทอนมอดโุล m เรยีกวาฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) เปนตัวอยางหนึง่ของฟงกชันใน
ทฤษฎีจำนวน ในบทนี้ จะกลาวถงึฟงกชันอืน่ ๆ โดยเฉพาะฟงกชันทีมี่โดเมนเปนจำนวนเต็มบวก
และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอนเรยีกวา ฟงกชันเลขคณติ (arithematic function) ซึง่
จะมีบทบาทสำคัญและประยุกตใชในการศกึษาทฤษฎจีำนวน

สำหรับเซต A และ B ผลคณูคารทีเซยีน A × B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B} เรยีก
f ⊆ A×B วาฟงกชันก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f ถา x1 = x2 แลว y1 = y2 กำหนดให

โดเมนของ f คอื {x ∈ A : (x, y) ∈ f} และ เรจนของ f คอื {y ∈ B : (x, y) ∈ f}

ถา f ⊆ A×B เปนฟงกชันจาก A ไป B เขียนแทนดวย f : A → B ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน และ
โดเมนของ f คอื A และสำหรับ (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x)

6.1 ฟงกชันเชงิการคณู
บทนยิาม 6.1.1 ฟงกชันทีมี่โดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอน
เรยีกวา ฟงกชันเลขคณติ
ตัวอยางฟงกชันเลขคณติ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2. f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = จำนวนตัวประกอบทีเ่ปนจำนวนเฉพาะของ n

ตัวอยางฟงกชันทีไ่มเปนฟงกชันเลขคณติ
1. f : Z → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2. f : C → R กำหนดโดย f(x) = |x|

3. f : Z → R กำหนดโดย f(n) = n2

137
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ตัวอยาง 6.1.2 ให λ : N → Z กำหนดโดย

λ(n) =

1 เมือ่ n = 1

(−1)α1+α2+···+αk เมือ่ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k (รปูแบบบัญญัต)ิ

เรยีกวา ฟงกชันลอีวูลิล (Liouville's λ-function) จงหา λ(2), λ(6) และ λ(12)

ตัวอยาง 6.1.3 ให Λ : N → R กำหนดโดย

Λ(n) =

log p ถา n = pa เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N

0 ถา n เปนอยางอืน่

เรยีกวา ฟงกชันมานเกอลท (Mangoldt's function) จงหา Λ(2),Λ(6) และ Λ(9)

ตัวอยาง 6.1.4 ให µ : N → Z กำหนดโดย

µ(n) =


1 ถา n = 1

0 ถามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p2 | n

(−1)k ถา n = p1p2 · · · pk เมือ่ pi เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน

เรยีกวา ฟงกชันเมอบิอสุ (Mobius function) จงหา µ(2), µ(6), µ(9) และ µ(105)
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บทนยิาม 6.1.5 ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวาฟงกชันเชงิการคณู (multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ (completely multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

ตัวอยาง 6.1.6 จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการคณู และ/หรอื ฟงกชัน
เชงิการคณูแบบบรบูิรณ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 1

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n

4. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n2

5. f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i
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บทนยิาม 6.1.7 ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวา ฟงกชันเชงิการบวก (additive function) ก็
ตอเมือ่

f(mn) = f(n) + f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการบวกแบบบรบูิรณ (completely additive function) ก็ตอเมือ่
f(mn) = f(n) + f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

ตัวอยาง 6.1.8 จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการบวก และ/หรอื ฟงกชัน
เชงิการบวกแบบบรบูิรณ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 1

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n

4. f : N → R กำหนดโดย f(n) = ℓn(n)

5. f : N → R กำหนดโดย f(n) = en
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ทฤษฎบีท 6.1.9 ให f เปนฟงกชันเลขคณติ โดยที่ f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปู

แบบบัญญัติ แลว

f เปนฟงกชันเชงิการคณู ก็ตอเมือ่ f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(pα1

1 )f(pα2
2 )...f(pαk

k )

ทฤษฎบีท 6.1.10 ให f เปนฟงกชันเลขคณติ โดยที่ f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปู

แบบบัญญัติ จะไดวา f เปนฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่
f(pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k ) = f(p1)
α1f(p2)

α2 ...f(pk)
αk

บทแทรก 6.1.11 ให f เปนฟงกชันเชงิการคณู โดยที่ f(1) = 1 และ n ∈ N จะไดวา f เปน
ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่

f(pm) = (f(p))m เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p | n และ m ∈ N
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ตอไปจะกลาวถงึสัญลักษณแทนการบวกของฟงกชันเลขคณติ f คอื∑
d|n

f(d) หมายถงึ ผลบวกของ f(d) เมือ่ d เปนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

ตัวอยางเช น ∑
d|3

f(d) = f(1) + f(3) และ ∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) เปนตน

ตัวอยาง 6.1.12 ใหฟงกชันเลขคณติ f(n) = n2 จงหาของ
1. ∑

d|4

f(d)

2. ∑
d|6

f(d)

3. ∑
d|12

f(d)

สัญลักษณแทนการคณูของฟงกชันเลขคณติ f คอื
k∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) · · · f(k)

ตัวอยางเช น
3∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) และ
5∏

n=1

n = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 5! เปนตน
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเชงิการคณูหรอืไม

1.1 f : N → Z โดย f(n) = 3n

1.2 f : N → Z โดย f(n) = n2

1.3 f : N → R โดย f(n) = n−1

1.4 f : N → C โดย f(n) = n+ ni

2. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเชงิการบวกหรอืไม

2.1 f : N → Z โดย f(n) = 5

2.2 f : N → Z โดย f(n) = gcd(n, n+2)

2.3 f : N → R โดย f(n) = cos n

2.4 f : N → C โดย f(n) = ein

3. จงพิสจูนวา ถา f และ g เปนฟงกชันเชงิการคณู แลว fg เปนฟงกชันเชงิการคณู

4. ให f และ g เปนฟงกชันเชงิการคณู จงพิสจูนวา f = g ก็ตอเมือ่ f(pa) = g(pa) สำหรับทกุ
จำนวนเฉพาะ p และทกุจำนวนนับ d

5. จงหาคาของ

5.1 ∑
d|6

d

5.2 ∑
d|12

d2

5.3 ∑
d|16

(d+ 1)

5.4 ∑
d|36

2d

5.5 ∑
d|125

(d+ 1)(d− 1)

5.6 ∑
d|1000

1

6. ให M เปนฟงกชันเชงิการคณูซึง่ M(pn) = [M(p)]n ทกุ ๆ จำนวนเฉพาะ p และ
จำนวนนับ n ถา

M(1) = 1, M(2) = 3, M(3) = 5 และ M(5) = 7

จงหาคาของ M(3600)
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6.2 ฟงกชันเทา
บทนยิาม 6.2.1 ให n ∈ N กำหนดให

τ(n) = จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันเทา (tau function)
ขอสังเกต 6.2.2 ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1. τ เปนฟงกชันเลขคณติ
2. τ(1) = 1

3. τ(n) =
∑
d|n

1

ตัวอยาง 6.2.3 จงหาคาของ
1. τ(12)

2. τ(23)

3. τ(308)

4. τ(625)

ทฤษฎบีท 6.2.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ a ∈ N แลว
1. τ(p) = 2

2. τ(pa) = a+ 1
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ทฤษฎบีท 6.2.5 ให n ∈ N และ n > 1 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

τ(n) =
k∏

i=1

(αi + 1) = (a1 + 1)(a2 + 2) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง 6.2.6 จงหาคาของ
1. τ(500)

2. τ(720)

3. τ(1000)

4. τ(8820)

ทฤษฎบีท 6.2.7 ฟงกชันเทาเปนฟงกชันเชงิการคณู
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ตอไปเปนตัวอยางของคาฟงกชันเทา
n τ(n)

1 1
2 2
3 2
4 3
5 2
6 4
7 2
8 4
9 3
10 4

n τ(n)

11 2
12 6
13 2
14 4
15 4
16 6
17 2
18 6
19 2
20 6

n τ(n)

21 4
22 4
23 2
24 8
25 3
26 4
27 4
28 6
29 2
30 8

n τ(n)

31 2
32 6
33 4
34 4
35 4
36 9
37 2
38 4
39 4
40 8

n τ(n)

41 2
42 8
43 2
44 6
45 6
46 4
47 2
48 10
49 3
50 6

ตารางที่ 5 แสดงคาฟงกชันเทาต้ังแต 1 ถงึ 50

ตัวอยาง 6.2.8 ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ τ(n)
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แบบฝ กหัด 6.2
1. จงหาคาของ

1.1 τ(25)

1.2 τ(99)

1.3 τ(100)

1.4 τ(125)

1.5 τ(525)

1.6 τ(676)

1.7 τ(2560)

1.8 τ(3125)

1.9 τ(9938)

2. จงตรวจสอบวา τ(n) = τ(n + 1) + τ(n + 2) + τ(n + 3) เปนจรงิสำหรับ n = 3655 และ
n = 4503 หรอืไม

3. จงหาคาของ ∑
d|72

τ(d)

4. มีจำนวนนับทีไ่มใช จำนวนเฉพาะกีจ่ำนวนทีห่าร 45 · 311 · 107 ลงตัว
5. จงตรวจสอบขอความ

ถา τ(a) = 2 แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

เปนจรงิหรอืเท็จ ถาจรงิจงพิสจูนถาเปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
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6.3 ฟงกชันซกิมา
บทนยิาม 6.3.1 ให n, k ∈ N กำหนดให

σ(n) = ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันซกิมา (sigma function) และนยิาม
σk(n) = ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

ขอสังเกต 6.3.2 ให n, k ∈ N จากบทนยิามจะไดวา
1. σ และ σk เปนฟงกชันเลขคณติ ทกุ ๆ k ∈ N

2. σ = σ1

3. σ(1) = 1 และ σk(1) = 1

4. σ(n) =
∑
d|n

d และ σk(n) =
∑
d|n

dk

ตัวอยาง 6.3.3 จงหาคาของ
1. σ(6) และ σ2(6)

2. σ(7) และ σ3(7)

3. σ(81) และ σ2(81)
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ทฤษฎบีท 6.3.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว
σ(p) = 1 + p และ σk(p) = 1 + pk

ทฤษฎบีท 6.3.5 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว

σ(pa) =
pa+1 − 1

p− 1
และ σk(p

a) =
(pk)a+1 − 1

pk − 1

ตัวอยาง 6.3.6 จงหาคาของ
1. σ(16)

2. σ2(343)

3. σ(729)
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บทต้ัง 6.3.7 ให n1, n2 เปนจำนวนเต็มซึง่ gcd(n1, n2) = 1 จะไดวาทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก d ซึง่
d | n1n2 ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็มบวก d1 และ d2 ที่ d = d1d2 และ d1 | n1, d2 | n2 นอกจากนี้ ถา
d1 | n1, d2 | n2 และ d′1 | n1, d′2 | n2 โดยที่ d1d2 = d′1d

′
2 แลว d1 = d′1 และ d2 = d′2

ทฤษฎบีท 6.3.8 ฟงกชันซกิมาเปนฟงกชันเชงิการคณู
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ตัวอยาง 6.3.9 จงหาคาของ
1. σ(600)

2. σ2(200)

3. σ(3250)

ทฤษฎบีท 6.3.10 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k รปูแบบบัญญัติ แลว

σ(n) =
k∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
และ σk(n) =

k∏
i=1

(pki )
αi+1 − 1

pki − 1

ตอไปเปนตัวอยางของคาฟงกชันซกิมา
n σ(n)

1 1
2 3
3 4
4 7
5 6
6 12
7 8
8 15
9 13
10 18

n σ(n)

11 12
12 28
13 14
14 24
15 24
16 31
17 18
18 39
19 20
20 42

n σ(n)

21 32
22 36
23 24
24 60
25 31
26 42
27 45
28 56
29 30
30 72

n σ(n)

31 32
32 63
33 48
34 54
35 48
36 91
37 38
38 60
39 56
40 90

n σ(n)

41 42
42 96
43 44
44 84
45 78
46 72
47 48
48 124
49 57
50 93

ตารางที่ 6 แสดงคาฟงกชันซกิมาต้ังแต 1 ถงึ 50
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ตัวอยาง 6.3.11 ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ σ(n)

บทนยิาม 6.3.12 เรยีกจำนวนนับ n วา จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถา σ(n) = 2n

จากตัวอยาง 6.3.11 ทำใหไดตัวอยางจำนวนสมบูรณดังตาราง

k 2k − 1 จำนวนสมบูรณ n = 2k−1(2k − 1)

2 3 6
3 7 28
5 31 496
7 127 8,128
13 8191 335,500,336
17 131071 8,589,869,056

ตารางที่ 7 แสดงจำนวนสมบูรณ 6 จำนวนแรก



6.3. ฟงก ชันซกิมา 153

แบบฝ กหัด 6.3
1. จงหาคาของ

1.1 σ2(20)

1.2 σ3(72)

1.3 σ(900)

1.4 σ(1000)

1.5 σ(1500)

1.6 σ(3333)

1.7 σ(6000)

1.8 σ(5545)

1.9 σ(10101)

2. ให n ∈ N จงพิสจูนวา σ(n) = n+ 1 ก็ตอเมือ่ n เปนจำนวนเฉพาะ
3. สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ จงพิสจูนวา σ(n2) ≤ σ2(n)

4. จงหาจำนวนเต็ม m มีสมบัตวิา

5 ≤ m ≤ 20 และ σ(m+ 1) = σ(m)

และหาคาของ ∑
d|m

σ2(d)

5. ให p เปนจำนวนเฉพาะโดยที่ 5 - p ถา
σ(5p) = 2σ(p2)− 2

จงหาคาของ τ(p3 + 3p)

6. สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ จงแสดงวา σ(n) = 1 ก็ตอเมือ่ n = 1
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6.4 ฟงกชันฟ ออยเลอร
บทนยิาม 6.4.1 ให n ∈ N นยิาม

ϕ(n) = จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรยีกวา ฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) หรอื ฟงกชันฟ  (phi function)
ขอสังเกต 6.4.2 ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1. ϕ เปนฟงกชันเลขคณติ
2. ϕ(1) = 1

ตัวอยาง ϕ(n) เมือ่ 2 ≤ n ≤ 10

n จำนวนเต็มบวก k ≤ n ซึง่ gcd(k, n) = 1 ϕ(n)

2 1 1
3 1,2 2
4 1,3 2
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2
7 1,2,3,4,5,6 6
8 1,3,5,7 4
9 1,2,4,5,7,8 6
10 1,3,7,9 4

ตารางที่ 8 แสดงคาฟงกชันฟ ออยเลอรต้ังแต 2 ถงึ 10

ตัวอยาง 6.4.3 จงหาคาของ
1. ϕ(15)

2. ϕ(17)

3. ϕ(25)

4. ϕ(36)
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ทฤษฎบีท 6.4.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว ϕ(p) = p− 1

ตัวอยาง 6.4.5 จงหาคาของ
1. ϕ(37) 2. ϕ(101) 3. ϕ(1277)

ตัวอยาง 6.4.6 จงหาคาของ ϕ(625)



156 บทท่ี 6. ฟงก ชันเลขคณิต

ทฤษฎบีท 6.4.7 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว
ϕ(pa) = pa − pa−1

ตัวอยาง 6.4.8 จงหาคาของ
1. ϕ(64)

2. ϕ(97)

3. ϕ(343)

4. ϕ(625)

5. ϕ(729)

6. ϕ(1225)



6.4. ฟงก ชันฟ ออยเลอร 157

ทฤษฎบีท 6.4.9 ฟงกชันฟออยเลอรเปนฟงกชันเชงิการคณู

บทแทรก 6.4.10 ให m1,m2, ...,mk ∈ N และ gcd(mi,mj) = 1 ทกุ ๆ i ̸= j แลว
ϕ(m1,m2...mk) = ϕ(m1)ϕ(m2)...ϕ(mk)
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ตัวอยาง 6.4.11 จงหาคาของ

1. ϕ(72)

2. ϕ(500)

3. ϕ(1000)

บทแทรก 6.4.12 ถา n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k เปนการเขียน n ในรปูแบบบัญญัติ แลว

ϕ(n) = n
k∏

i=1

(
1− 1

pi

)

ตัวอยาง 6.4.13 จงหาคาของ
1. ϕ(225)

2. ϕ(360)

3. ϕ(900)

4. ϕ(66924)
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ตัวอยาง 6.4.14 จงหาคาของ ∑
d|n

ϕ(d) เมือ่

1. n = 12

2. n = 20

ทฤษฎบีท 6.4.15 ให n ∈ N แลว ∑
d|n

ϕ(d) = n
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แบบฝ กหัด 6.4
1. จงหาคาของ

1.1 ϕ(18)

1.2 ϕ(150)

1.3 ϕ(350)

1.4 ϕ(289)

1.5 ϕ(256)

1.6 ϕ(520)

1.7 ϕ(2000)

1.8 ϕ(2016)

1.9 ϕ(49000)

2. จงหาจำนวนเต็มบวก n ท้ังหมดทีท่ำให ϕ(2n) = ϕ(n)

3. จงแสดงวา ถา n เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว ϕ(2n) = ϕ(n)

4. จงแสดงวา ถา n เปนจำนวนเต็มคู แลว ϕ(2n) = 2ϕ(n)

5. จงพิสจูนวา ถา n และ n+ 2 เปนจำนวนเฉพาะคูแฝด แลว ϕ(n+ 2) = ϕ(n) + 2

6. จงหาจำนวนเต็มบวก k ทีท่ำให ϕ(2k · 73) = 4704

7. ใหจำนวนเต็มบวก n = 2p ·3q ·5r อยูในรปูแบบบัญญัติ โดยที่ p > q > r ถา τ(n) = 120

และ 27 | n เมือ่เขียน n ในระบบเลขฐานสบิจะลงทายดวยศนูย ท้ังหมด 3 จำนวน จงหาคา
ของ ϕ(pqr)

8. ถา ∑
d|n

ϕ(d) = 500 จงหาคาของ ϕ(n3)

9. กำหนดให X =
100∑
n=1

∑
d|n

ϕ(d)

 จงหาคาของ ϕ(X)

10. ให p เปนจำนวนเฉพาะ โดยที่ gcd(3, p) = 1 และ ϕ(3p) = 380 จงหา p

11. จงหาคาของ ϕ(25612 − 20182)
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6.5 ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ
บทนยิาม 6.5.1 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

เรยีก [x] วา ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ (the greatest integer function)
ตัวอยางเช น [1.5] = 1, [−2.14] = −3, [√3] = 1, [15

7
] = 2 และ [3] = 3

ขอสังเกต 6.5.2 สำหรับจำนวนจรงิ x จะไดวา
1. [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2. 0 ≤ x− [x] ≤ 1

ทกุจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะมีจำนวนเต็ม n ที่ n ≤ x < n+ 1 ทำใหได

x = n+ (x− n) โดยที่ 0 ≤ x− n < 1

นัน่คอื x = n+ k เมือ่ k เปนจำนวนจรงิที ่ 0 ≤ k < 1 ซึง่ในกรณนีี้ [x] = k นัน่เอง
ทฤษฎบีท 6.5.3 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1. ถา x ≥ 0 แลว [x] =
∑
1≤i≤x

1

2. [x] + [−x] =

0 ถา x ∈ Z

−1 ถา x /∈ Z

3. [x+m] = [x] +m เมือ่ m เปนจำนวนเต็ม
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ทฤษฎบีท 6.5.4 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1.
[ x
m

]
=

[
[x]

m

]
เมือ่ m เปนจำนวนเต็มบวก

2. −[−x] คอืจำนวนเต็มคานอยสดุทีม่ากกวาหรอืเทากับ x

3. ถา n และ m เปนจำนวนเต็มบวก จำนวนของจำนวนเต็มจากเซตของ {1, 2, ..., n} ทีห่าร n

ลงตัวดวย m คอื
[ n
m

]

สำหรับจำนวนเต็ม a และ b โดยข้ันตอนการหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ b = aq+ r

เมือ่ 0 ≤ r < a ทำใหไดวา
b

a
= q +

r

a
โดยที่ 0 ≤ r

a
< 1

นัน่คอื
q =

[
b

a

]
และ r = b− aq = b− a

[
b

a

]
ตัวอยาง 6.5.5 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248
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ตอไปจะใชฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุช วยในการเขียนรปูแบบบัญญัติของจำนวนทีอ่ยูใน
รปูแฟคทอเรยีล กำหนดให A = {1, 2, 3, ..., n} และ a ∈ N ให

Xa = {x ∈ A : a หาร x ลงตัว }

แลวจะไดวา |Xa| =
[n
a

]
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 2k หาร 100! ลงตัว นัน่คอื 100!

เขียนรปูแบบบัญญัตคิอื
100! = 2k · 3a1 · 5a2 · 7a3 · · · 97

พิจารณา 100! = 1 · 2 · 3 · 4 · · · 97 · 98 · 99 · 100 พบวาถา A = {1, 2, 3, ..., 100} จะไดวา

X21 = {x ∈ A : 21 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X21 | =

[
100

21

]
= 50

X22 = {x ∈ A : 22 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X22 | =

[
100

22

]
= 25

X23 = {x ∈ A : 23 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X23 | =

[
100

23

]
= 12

X24 = {x ∈ A : 24 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X24 | =

[
100

24

]
= 6

X25 = {x ∈ A : 25 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X25 | =

[
100

25

]
= 3

X26 = {x ∈ A : 26 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X26 | =

[
100

26

]
= 1

ดังน้ัน k = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 นัน่คอื

k =
6∑

i=1

|X2i| =
6∑

i=1

[
100

2i

]

จะใชสัญลักษณ ep(n) แทน
∞∑
i=1

[
n

pi

]
ในตัวอยางนี้ คอื k = e2(100) จากการสังเกตนี้ ทำใหได

ทฤษฎบีทตอไปนี้
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ทฤษฎบีท 6.5.6 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวากำลังสงูสดุของ p

ทีห่าร n! ลงตัวคอื
ep(n) =

∞∑
i=1

[
n

pi

]

ตัวอยาง 6.5.7 จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 3k หาร 500! ลงตัว
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ตัวอยาง 6.5.8 จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 18k หาร 100! ลงตัว

ตัวอยาง 6.5.9 จงเขียนรปูแบบบัญญัตขิอง 10!
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ตัวอยาง 6.5.10 จงหาจำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000!

ทฤษฎบีท 6.5.11 สำหรับจำนวนจรงิ x และ y จะไดวา [x] + [y] ≤ [x+ y]
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ทฤษฎบีท 6.5.12 ให n และ r เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ 1 ≤ r ≤ n จะไดวา(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
เปนจำนวนเต็ม

บทแทรก 6.5.13 ผลคณูของจำนวนเต็มบวก r จำนวนทีเ่รยีงตดิกัน จะหารดวย r! ลงตัว

ตัวอยาง 6.5.14 จงแสดงวา 24 หาร 2016 · 2017 · 2018 · 2019 · 2020 ลงตัว
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แบบฝ กหัด 6.5
1. จงหาคาของ

1.1 [−2
√
31 + 1] + [

√
31]

1.2
[
235

24
+

24

235

] 1.3
[√

1 + 2 + ...+ 10
]

1.4
[
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

100

]

2. จงเขียนรปูแบบบัญญัตขิองจำนวนตอไปนี้

2.1 18! 2.2 25! 2.3 30! 2.4 60!

3. ให F และ f เปนฟงกชันเลขคณติโดยที่ F (n) =
∑
d|n

f(d) จงพิสจูนวา

สำหรับจำนวนเต็มบวก m

m∑
i=1

F (k) =
m∑
k=1

f(k)
[m
k

]

4. จงหากำลังสงูสดุของ 7 ทีห่าร 1000! ลงตัว

5. ถาเขียน 500! ในรปูเลขฐานสบิจะมีจำนวนทีล่งทายดวยศนูยตอเนือ่งกันกีจ่ำนวน

6. จงหาจำนวน n! ที่เขียนในรปูเลขฐานสบิจะมีจำนวนที่ลงทายดวยศนูย ตอเนือ่งกัน 37
จำนวน

7. จงหาจำนวนเต็มบวก n ทีน่อยทีส่ดุทีท่ำให 105n หาร 5000! ลงตัว

8. จงหาจำนวนเต็มบวก k ทีมี่คามากสดุ ทีท่ำให 77k หาร 5000! ลงตัว



บทที่ 7
สมการไดโอแฟนไทน

สมการไดโอแฟนไทน (Diophatine equations) เปนชือ่ทีต้ั่งเปนเกยีรตแิกนักคณติศาสตร
ชาวกรกีชือ่ ดีโอฟานโตส (Diophantos) ซึง่อาศัยอยูในเมืองอะเล็กซานเดรยีและเชือ่กันวาเขา
มีชวีติอยูในช วง ค.ศ. 250 ถงึ ค.ศ. 300 ไมมีใครทราบประวัติของเขามากนัก ผลงานเขียนที่
มีช ือ่เสยีงมากคอืหนังสอื "เลขคณติ" ท้ังหมด 13 เลม ทำใหไดรับการยกยองวาเปน "บิดาของ
พีชคณติ"

สมการไดโอแฟนไทนคอืสมการที่สนใจคำตอบเปนจำนวนเต็มเทาน้ัน อาจเปนสมการดกีรี
หนึง่ หรอืมากกวาน้ัน อาจมีตัวแปรเดยีวหรอืหลายตัวแปร หรอือาจเปนระบบสมการทีก่ำหนด
ตัวแปรมากกวาจำนวนสมการ

7.1 สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่
ในหัวขอนี้ เราสนใจหาเงือ่นไขทีเ่พียงพอทีจ่ะแสดงวาสมการ

ax+ by = c เมือ่ a, b, c ∈ Z

ถา a = 0 หรอื b = 0 สามารถหาคำตอบไดโดยงาย เช น ax = c สมการนี้ มีคำตอบก็ตอเมือ่ a | c
และคำตอบคอื x =

c

a
ทำใหสนใจกรณทีี ่ a ̸= 0 และ b ̸= 0

ทฤษฎบีท 7.1.1 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

สมการ ax+ by = c มีคำตอบ x, y ∈ Z ก็ตอเมือ่ gcd(a, b) | c

169
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ตัวอยาง 7.1.2 จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม
1. 2x+ 3y = 5

2. 42x+ 21y = 15

3. 50x+ 15y = 20

4. 45x+ 18y = 100

ทฤษฎบีท 7.1.3 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถาสมการ ax+by = c มีคำตอบเปน x = x0

และ y = y0 เรยีกคำตอบนี้ วาคำตอบเฉพาะราย (particular solution) และ d = gcd(a, b)
แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการ ax+ by = c เขียนในรปู

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมือ่ t ∈ Z

บทแทรก 7.1.4 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถา x0, y0 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการ
ax+ by = c และ gcd(a, b) = 1 แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการสามารถเขียนในรปู

x = x0 + bt, y = y0 − at เมือ่ t ∈ Z
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ตัวอยาง 7.1.5 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 4x+ 5y = 13
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สรปุข้ันตอนการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน ax + by = c

1. หา d = gcd(a, b)
2. ตรวจสอบวา d | c หรอื d - c

3. ถา d - c แลวสมการ ax+ by = c ไมมีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม
4. ถา d | c แลวสมการ ax+ by = c มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม

หาคำตอบเฉพาะราย โดยเลอืกได 2 วธิี ดังนี้
(ก) ข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ จาก d = ax1 + by1 และ c = dk เลอืก x0 = kx1 และ y0 = ky1

(ข) สมการสมภาค ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)

หา x0 เปนคำตอบของ ax ≡ c (mod b) แลวหา y0 จากสมการ ax0 + by0 = c

หา y0 เปนคำตอบของ by ≡ c (mod a) แลวหา x0 จากสมการ ax0 + by0 = c

5. สรางคำตอบท้ังหมด
x = x0 +

b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมือ่ t ∈ Z

ตัวอยาง 7.1.6 จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม ถามีจงหาคำตอบ

1. 4x+ 2y = 11

2. 10x+ 6y = 16



7.1. สมการเชงิเสนดีกรีหน่ึง 173
3. 6x+ 21y = 4

4. 12x− 5y = 8

ตัวอยาง 7.1.7 จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชสมการสมภาค

1. 56x+ 72y = 40
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2. 12x− 18y = −60

3. 101x+ 65y = 111
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จากตัวอยาง 7.1.7 ขอ 3 การหาคำตอบเฉพาะราย x0, y0 มีความยุงยากเมือ่หาโดยแกสมการ
สมภาค ในกรณหีลกีเลีย่งไดโดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

101 = 101(1) + 65(0) 101 1 0 R1

65 = 101(0) + 65(1) 65 0 1 R2

36 = 101(1) + 65(−1) 36 1 −1 R3 = R1 −R2

29 = 101(−1) + 65(2) 29 −1 2 R4 = R2 −R3

7 = 101(2) + 65(−3) 7 2 −3 R5 = R3 −R4

1 = 101(−9) + 65(14) 1 −9 14 R6 = R3 − 4R4

จะไดวา x0 = −9 และ y0 = 14

ตัวอยาง 7.1.8 จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

1. 80x− 62y = 90

2. 112x+ 97y = 100
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ตัวอยาง 7.1.9 เด็กชายเอ ไดเงินคาขนมจากพอจำนวน 200 บาท ถาเราทราบเพียงวาพอของ
เด็กชายเอใหเปนธนบัตร 2 ชนดิคอืธนบัตรชนดิ 20 บาท และธนบัตรชนดิ 50 บาทเทาน้ัน จงหา
จำนวนธนบัตรทีเ่ด็กชายเอไดรับท้ังหมด

ตัวอยาง 7.1.10 นายมีเงินอยู 100 ตองการจะซื้อน้ำอัดลมชนดิกระป องราคากระป องละ 15
บาท และซื้อขนมคบเคี้ ยวชนดิหอ ๆ ละ 20 บาท ถานายตองซื้อของท้ัง 2 ชนดินี้ เทาน้ันใหเงิน
หมดพอดี นายสามารถทำไดหรอืไม ถาทำไดทำไดท้ังหมดกีแ่บบ
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ตอไปจะพิจารณาสมการไดโอแฟนไทนดกีรีหนึง่ที ่มีตัวแปรมากกวา 2 ตัวข้ึนไป การตรวจ
สอบวามีคำตอบในระบบจำนวนเต็มหรอืไม ทำไดคลายคลงึกับทฤษฎบีท 7.1.1
ทฤษฎบีท 7.1.11 ให d = gcd(a1, a2, ..., ak) แลว

สมการ a1x1 + a2x2 + ...+ akxk = c มีคำตอบ x1, x2, ..., xk ∈ Z ก็ตอเมือ่ d | c

พิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

ax+ by + cz = m

ให d = gcd(a, b, c) และ d0 = gcd(a, b) ถา d | m สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม โดย
ทฤษฎบีท 7.1.11 พิจารณาสมการ

ax+ by = m− cz

ดังน้ัน d0 | (m− cz) นัน่คอื
cz ≡ m (mod d0)

ให z0 เปนคำตอบของสมการ cz ≡ m (mod d0) เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = gcd(gcd(a, b), c) = d

และ d | m ดังน้ัน
z = z0 +

d0
d
t เมือ่ t ∈ Z

เมือ่แทน z ลงในสมการไดโอแฟนไทน ax+ by+ cz = m ทำใหไดสมการไดโอแฟนไทน 2 ตัวแปร
แลวดำเนนิการหาคำตอบของสมการดวยวธิเีดมิทีก่ลาวมาแลว
ตัวอยาง 7.1.12 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y + 9z = 63
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ตัวอยาง 7.1.13 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y + 2z = 11

ตัวอยาง 7.1.14 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 15x+ 12y + 30z = 24
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ตัวอยาง 7.1.15 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 14x+ 6y + 30z + 90w = 200
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ตัวอยาง 7.1.16 มานะมีธนบัตร 1 ใบมูลคา 50 บาท ตองการแลกเหรยีญ 3 ชนดิคอื เหรยีญ
2 บาท เหรยีญ 5 บาท และเหรยีญ 10 บาท ถามวามานะจะไดเหรยีญท้ังหมดกีแ่บบโดยตองมี
เหรยีญแตละชนดิอยางนอย 1 เหรยีญ
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ตัวอยาง 7.1.17 จงหาสมการไดโอแฟนไทนมาอยางนอยหนึง่สมการทีมี่คำตอบเปน
x = 12 + 4s− 7t

y = 5− 2s เมือ่ t, s ∈ Z
z = t
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แบบฝ กหัด 7.1
1. จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบในระบบจำนวนเต็มหรอืไม ถามีจง

หาคำตอบ
1.1 172x+ 20y = 1000

1.2 4x− 82y = −6

1.3 999x− 49y = 500

1.4 247x+ 589y = 817

2. จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชสมการสมภาค
2.1 393x+ 23y = 120

2.2 44x− 200y = −600

2.3 99x− 699y = 333

2.4 123x+ 51y = 303

2.5 69x− 96y = 300

2.6 125x− 315y = 1200

3. จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ
3.1 172x+ 20y = 1000

3.2 97x− 751y = 881

3.3 919x+ 213y = 251

3.4 2520x+ 154y = 14

3.5 1004x+ 2016y = 5000

3.6 111x− 1111y = 11111

4. จงหาคำตอบคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

4.1 10x+ 16y − 4z = 48

4.2 15x+ 12y + 30z = 24

4.3 7x+ 8y + 9z = 1000

4.4 2x+ 3y + 4z = 5

5. จงพิสจูนวา สมการ ax + by = a + c มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ สมการ ax + by = c มีคำ
ตอบ

6. เด็กชายเอมีเงิน 990 บาท ตองการแลกธนบัตรใบละ 20 และ 50 บาท จงหาจำนวนวธิี
แลกธนบัตรทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

7. นาย AppMan นำปากกา 2 ชนดิมาขายใหกับเพือ่นในหองเรยีนวชิา Number Theory ที ่
สอนโดยอาจารยหนาตาดทีานหนึง่ โดยชนดิที ่ 1 ขายแทงละ 15 บาท ชนดิที ่ 2 ขายแทงละ
25 บาท ถาพบวานาย AppMan ขายปากกาไดเงินท้ังหมด 105 บาท จงหาความเปนไปได
ท้ังหมดทีน่าย AppMan จะขายปากกาแตละชนดิจำนวนเทาใดบาง

8. เด็กชาย M มี แบงคชนดิ 20 บาทอยางนอย 10 ใบ ชนดิ 50 บาท อยางนอย 5 ใบ และ
แบงค 100 บาท อยางนอย 5 ใบ ถาเด็กหญิง W ทราบวาเด็กชาย M นำเงินมาดวยมีมูลคา
1000 บาท ถามวาเด็กหญิง W จะเดาจำนวนแบงคแตละชนดิทีเ่ด็กชาย M มีไดกีแ่บบมี
แบบใดบาง
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7.2 สมการพทีาโกรัส
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาสมการพีทาโกรัส

x2 + y2 = z2

เพือ่ศกึษาวธิีการหาคำตอบทีเ่ปนจำนวนเต็มบวกท้ังหมด ซึง่เรยีกวาสมการไดโอแฟนไทนดกีรี
สอง 3 ตัวแปร หรอืกลาวอกีนัยคอืการหาความยาวดานท้ังสามของสามเหลีย่มมุมฉาก

z
x

y

รปูที ่ 3 สามเหลีย่มมุมฉากแสดงความยาวแตละดาน

ให x0, y0, z0 เปนคำตอบของสมการ x2+ y2 = z2 เราเขียนแทนดวย {x0, y0, z0} ตัวอยางเช น
{3, 4, 5} และ {5, 12, 13} เปนตน

บทนยิาม 7.2.1 ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x < z และ y < z

สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple) คอื {x, y, z} ทีส่อดคลองสมการ
x2 + y2 = z2

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เช น {3, 4, 5}, {4, 3, 5}, {7, 24, 25} เปนตน

ตัวอยาง 7.2.2 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสหรอืไม
1. {15, 8, 17}

2. {21, 20, 29}

3. {12, 84, 87}

4. {39, 80, 89}
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พีทาโกรัสไดใหคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 ไววา

x = k, y =
k2 − 1

2
และ z =

k2 + 1

2
เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ซึง่จะเห็นวา

ดังน้ัน
{
k,

k2 − 1

2
,
k2 + 1

2

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากคำตอบของพีทาโกรัสแสดงดังตารางตอไปนี้

x = k y =
k2 − 1

2
z =

k2 + 1

2
3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61
13 84 85
15 112 113
17 144 145
19 180 181
21 220 221

x = k y =
k2 − 1

2
z =

k2 + 1

2
23 264 265
25 312 313
27 364 365
29 420 421
31 480 481
33 544 545
35 612 613
37 684 685
39 760 761
41 840 841

ตารางที่ 9 แสดงตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีไ่ดจากคำตอบของพีทาโกรัส
ทฤษฎบีท 7.2.3 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N แลว

{ka, kb, kc} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
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ตัวอยาง 7.2.4 จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีไ่ดจาก {3, 4, 5} อกีอยางนอย 3 ชดุ

ทฤษฎบีท 7.2.5 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) แลว{
a

d
,
b

d
,
c

d

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

มากกวาน้ันจะไดดวยวา gcd
(
a

d
,
b

d
,
c

d

)
= 1

ทฤษฎบีท 7.2.6 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 แลว
gcd(a, b) = gcd(a, c) = gcd(b, c) = 1
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บทนยิาม 7.2.7 เรยีกสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} วา สามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
(Primitive Pythagorean Triple) ถา gcd(a, b, c) = 1

ตัวอยาง 7.2.8 จงตรวจสอบสามสิง่อันดับพีทาโกรัสตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐม
ฐานหรอืไม

1. {3, 4, 5}

2. {8, 15, 17}

3. {10, 24, 26}

4. {45, 200, 205}

ทฤษฎบีท 7.2.9 ถา {a, b, c} สามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน จะไดวา a ≡/ b (mod 2)

หมายเหตุ a ≡/ b (mod 2) หมายความวา a, b เปนจำนวนคูพรอมกันไมได และเปนจำนวนคีพ่รอม
กันไมได นัน่คอืถาตัวหนึง่เปนจำนวนคูอกีตัวหนึง่จะเปนจำนวนคี่
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จากทฤษฎบีท 7.2.9 เราอาจสมมตวิา a เปนจำนวนคู และ b เปนจำนวนคี่ ไมถอืวา {a, b, c}

และ {b, a, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีแ่ตกตางกัน และไดขอสรปุอกีอยางวา a, b, c

เปนจำนวนเฉพาะพรอมกันไมไดดวย
ทฤษฎบีท 7.2.10 {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม u, v ซึง่
u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u ≡/ v (mod 2) ทีท่ำให

a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2
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จากทฤษฎบีท 7.2.10 ทำใหทราบวาสามารถหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานไดไมจำกัด
จำนวน ดังแสดงตัวอยางตามตารางตอไปนี้

u v a b c

2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65

u v a b c

7 6 13 84 85
8 1 63 16 65
8 3 55 48 73
8 5 39 80 89
8 7 15 112 113
9 1 80 36 85
9 4 65 72 97
9 5 56 90 106
9 7 32 126 130
9 8 17 144 145

u v a b c

10 1 99 20 101
10 3 91 60 109
10 7 51 140 149
10 9 19 180 181
11 2 117 44 125
11 4 105 88 137
11 6 85 132 157
11 8 57 176 185
11 10 21 220 221
12 1 143 24 145

ตารางที่ 10 แสดงตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

ตัวอยาง 7.2.11 จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน โดยใชทฤษฎบีท 7.2.10 เมือ่
1. u = 15 2. u = 23
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ตอไปจะกลาวถงึวธิีการหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} เมือ่กำหนด a หรอื b

โดยอาศัยทฤษฎบีท 7.2.10 จะเห็นวา b = 2uv เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = u2− v2 = (u− v)(u+ v)

เปนจำนวนคี่ จงึพิจารณาเปน 2 กรณคีอืจำนวนน้ันเปนจำนวนคีแ่ละเปนจำนวคู

กรณี x เป นจำนวนเตม็คี ่
1. แยกตัวประกอบของ x ออกเปนผลคณูของสองจำนวน
2. เขียนตัวประกอบมากสดุในรปู u+ v

เขียนตัวประกอบนอยสดุในรปู u− v

3. แกสมการใน ขอ 2. เพือ่หา u และ v

4. หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

ตัวอยาง 7.2.12 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1. 35

2. 43
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3. 51

ตัวอยาง 7.2.13 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาอกีสองจำนวน

1. 63

2. 105
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ในกรณี x เปนจำนวนคู จะได x = 2uv และ u, v ไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ันมีจำนวน
หนึง่เปนจำนวนคูทำใหได 4 | x ถา 4 - x สรปุไดวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทา
โกรัสปฐมฐาน

กรณี x เป นจำนวนเตม็คู

1. ถา 4 - x แสดงวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2. ถา 4 | x แลว x = 2uv โดยที่ gcd(u, v) = 1 และ u > v > 0 ดังน้ันมี u หรอื v เปนจำนวน
คู และอกีจำนวนหนึง่เปนจำนวนคี่

3. หา u และ v ทีส่อดคลอง ขอ 2.
4. หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

ตัวอยาง 7.2.14 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1. 8

2. 24
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3. 48

4. 42

ตัวอยาง 7.2.15 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสท้ังหมดทีเ่ปนไปได

1. 28
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2. 42

3. 100
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บทต้ัง 7.2.16 ให x เปนจำนวนเต็ม จะไดวา
1. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x ดวย 3 เทากับ 0 หรอื 1 เทาน้ัน
2. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x ดวย 5 เทากับ 0 หรอื 1 หรอื 4 เทาน้ัน

ทฤษฎบีท 7.2.17 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จะไดวา
1. 3 | a หรอื 3 | b

2. 5 | a หรอื 5 | b หรอื 5 | c
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ทฤษฎบีท 7.2.18 ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by − ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทแทรก 7.2.19 ให {a, b, c} จะไดวา {|b2 − a2|, 2ab, c2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

ตัวอยาง 7.2.20 จงหาสามจำนวนของปทาโกรัส ทีเ่กดิจากสามจำนวนของปทาโกรัส
1. {3, 4, 5} และ {3, 4, 5}

2. {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}

3. {3, 4, 5} และ {8, 15, 17}

4. {8, 15, 17} และ {7, 24, 25}
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่กดิจาก u, v

1.1 u = 9, v = 2

1.2 u = 9, v = 4

1.3 u = 10, v = 1

1.4 u = 10, v = 9

1.5 u = 11, v = 2

1.6 u = 13, v = 4

2. จงหา u, v จากสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีก่ำหนดให
2.1 {24, 7, 25}

2.2 {48, 51, 78}

2.3 {36, 77, 85}

2.4 {140, 51, 149}

3. ให {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ทีเ่กดิจาก u, v จงหาจำนวนทีเ่หลอื
3.1 a = 24, b = 13

3.2 u = 7, a = 56

3.3 u = 9, v = 17

3.4 v = 4, c = 97

3.5 u = 8, c = 89

3.6 u = 7, c = 15

4. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} ทกุชดุทีส่อดคลองกับ
4.1 a = 12

4.2 a = 24

4.3 b = 9

4.4 b = 23

4.5 a = 20

4.6 c = 125

5. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} ทกุชดุทีส่อดคลองกับ
5.1 a = 16

5.2 a = 20

5.3 b = 35

5.4 c = 85

6. จงหาคำตอบของ x2 + y2 = z2 เมือ่ 0 < z < 30

7. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีเ่กดิสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีก่ำหนดให

7.1 {3, 4, 5} และ {21, 20, 29} 7.2 {5, 12, 13} และ {9, 40, 41}

8. ให n ∈ N จงแสดงวา {2n + 1, 2n2 + 2n, 2n2 + 2n + 1} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐม
ฐาน พรอมท้ังหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากสตูรดังกลาวมาอยางนอย 5 ชดุ

9. ถา {a, a+ 1, a+ 2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จงหา a
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7.3 สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทนกำลังสองรปูแบบอืน่ ๆ

ทฤษฎบีท 7.3.1 ให c เปนจำนวนเต็ม สมการ x2 − y2 = c มีคำตอบเปนจำนวนเต็ม ก็ตอเมือ่

c เปนจำนวนเต็มคี ่ หรอื 4 | c
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ตัวอยาง 7.3.2 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 15

ตัวอยาง 7.3.3 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 24
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ทฤษฎบีท 7.3.4 ให c ∈ Z แลวมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึง่ x2 + y2 − z2 = c

ตัวอยาง 7.3.5 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

x2 + y2 − z2 = 8

มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ
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ตัวอยาง 7.3.6 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

x2 + y2 − z2 = 5

มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ

ตัวอยาง 7.3.7 จงพิสจูนวา ไมมีจำนวนเต็ม x, y ทีเ่ปนคำตอบของสมการ 3x2 + 8 = y2
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ตัวอยาง 7.3.8 จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีเ่ปนคำตอบของสมการ x2 − xy + y = 3

ตัวอยาง 7.3.9 จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c ทีเ่ปนคำตอบของสมการ
a3 − b3 − c3 = 3abc

a2 = 2(b+ c)
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แบบฝ กหัด 7.3
1. สมการ x4 − y4 = z2 ไมมีคำตอบเปนจำนวนนับ

2. จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c, d ทีแ่ตกตางกัน ซึง่ a2 + b2 = c2 + d2 = 493097 = 577 · 761

3. จงแสดงวา มีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≡ 1 (mod 8) เปนจำนวนไมจำกัด

4. จงแสดงวา มีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≡ 5 (mod 8) เปนจำนวนไมจำกัด

5. จงแสดงวา ถา 4 | (x2 + y2 + z2) แลว x, y, z เปนจำนวนเต็มคู

6. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให x2 = y2 + 120

7. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให x3 = y3 + 721

8. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให 15x2 − 7y2 = 9

9. จงตรวจสอบวาสมการ a2 + b2 + c2 = a2b2 มีคำตอบเปนจำนวนเต็มบวกหรอืไม
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บัญชสัีญลักษณ

สัญลักษณ ความหมาย
a ∈ A a เปนสมาชกิของเซต A

A ⊆ B A เปนสับเซตของ B

C เซตของจำนวนเชงิซอน
R เซตของจำนวนจรงิ
Z เซตของจำนวนเต็ม
N เซตของจำนวนนับ
∅ เซตวาง
A ∪B ยูเนยีนของเซต A กับ B

A ∩B อนิเตอรเซกชันของเซต A กับ B

A−B ผลตางของเซต A กับ B

A×B ผลคณูคารทเีซยีนของ A และ B

Ac สวนเตมิเต็มของเซต A

|A| จำนวนสมาชกิของเซต A

a | b a หาร b ลงตัว
a - b a หาร b ไมลงตัว
gcd(a, b) ตัวหารรวมมากของ a และ b

ℓcm(a, b) ตัวคณูรวมนอยของ a และ b

Fn จำนวนแฟรมาต Fn = 22
n
+ 1 เมือ่ n ∈ Z ซึง่ n ≥ 0

Mn จำนวนมารเซน Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

f : A → B ฟงกชันจาก A ไป B

τ(n) จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

σ(n) ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

σk(n) ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

ϕ(n) จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

{x, y, z} สามสิง่อันดับพีทาโกรัส x2 + y2 = z2


