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บทที่ 1
ความรูพื้ นฐาน

การนับจำนวนเปนสิง่ที ่อยูคูกับมนษุยชาติมาชานาน การพยายามทำความเขาใจเกีย่วกับ
จำนวนของมนษุยจงึเกดิข้ึนเพือ่นำไปใชประโยชนในดานตาง ๆ จนเกดิเปนการศกึษาสมบัติของ
จำนวนเหลาน้ันเรือ่ยมา อันเปนทีม่าของสาขาหนึง่ทางคณติศาสตร คอื “ทฤษฎจีำนวน” (number
theory) การมองเห็นววัิฒนาการของวชิาทฤษฎีจำนวนนับเปนพ้ืนฐานความรูเพือ่ใหรูจักวชิานี้
ซึง่จะกลาวถงึเปนสวนแรก กอนจะกลาวถงึเซตเบ้ืองตน การพิสจูนเบ้ืองตน และสมบัตจิำนวนเต็ม
เนือ่งจากในขอบขายการศกึษาทฤษฎีจำนวน จะจำกัดเฉพาะจำนวนเต็มเทาน้ัน และการเขาใจ
สมบัตทิีเ่กีย่วกับจำนวนเต็มจะเปนเครือ่งมือสำคัญในการพิสจูนสมบัตติาง ๆ ทีเ่กีย่วของตอไป

1.1 ววัิฒนาการของวชิาทฤษฎจีำนวน
ทฤษฎีจำนวน เปนสาขาวชิาหนึง่ในคณติศาสตรซึง่ศกึษาเกีย่วกับสมบัติของจำนวนโดยเนน

ทีส่มบัติของจำนวนเต็มและจำนวนนับ (ณรงค ปนนิม่ และ นติติยา ปภาพจน. 2552. หนา1)
เนือ่งจากจำนวนนับเปนจำนวนชนดิแรก ๆ ที่มนษุย รูจัก จงึไมนาแปลกใจที่มนษุย สนใจศกึษา
จำนวนเหลานี้ ในแงมุมตาง ๆ อยางกวางขวาง และมีผูยกยองไววา "วชิาทฤษฎีจำนวนเปรยีบ
เสมือนราชนิี แหงคณติศาสตร (Number theory is the queen of mathematics)" ตามคำกลาว
ของนักคณติศาสตรผูมีช ือ่เสยีงนามวา คารล ฟรดีรชิ เกาส (Carl Fridrich Gauss 1777-1855)

ทฤษฎีจำนวนมีความเกาแกยอนกลับไปกวา 2,500 ปซึง่นับวาเปนศาสตรที ่มีความเกาแก
ทีส่ดุก็วาได ผู บุกเบิกวชิานี้ คอื พีทาโกรัส (Pythagoras 569-500 ปกอนครสิต ศักราช) โดย
เขาพยายามอธบิายจักรวาลและสรรพสิง่รอบตัววาคอืจำนวน จนกอกำเนดิเปนสำนักคดิอัน
รวบรวมผูคนทีเ่ช ือ่เหมือนพีทาโกรัสไวดวยกัน โดยมีปรัชญาสำคัญวา "ทกุสิง่ทกุอยางคอืจำนวน"
จากการรวมเปนสำนักคดินี้ เองทำใหคนพบสมบัติพิเศษเกีย่วกับจำนวนมากมาย เช น จำนวน
มติรภาพ (amicable numbers) ซึง่ผลบวกของตัวหารแทของจำนวนหนึง่จะเทากับผลบวก
ของตัวหารแทอกีจำนวนหนึง่ ในสมัยของพีทาโกรัสพบจำนวนมิตรภาพคูแรกคอื 284 และ 220
ตัวหารแทของ 284 คอื 1, 2, 4, 71 และ 142 จะไดวา

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220
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2 บทท่ี 1. ความร ู พ้ืนฐาน
ตัวหารแทของ 220 คอื 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 และ 110 จะไดวา

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284

การบุกเบิกเรือ่งจำนวนมิตรภาพขางตนเปนฐานใหเกดิการคนพบจำนวนมิตรภาพอืน่ ๆ อกีมากมาย
ตามมา ดังตัวอยางตามตางรางตอไปนี้

ป ทีค่นพบ ผูคนพบ จำนวนมิตรภาพ
ค.ศ. 1636 Pierre De Fermat (1601-1665) 17,296 และ 18,416
ค.ศ. 1686 Rene Descartes (1596-1650) 9,363,584 และ 9,437,056
ค.ศ. 1830 Adrien Marie Legendre (1752-1833) 2,172,649,216 และ 8,520,191
ค.ศ. 1866 Nicolo Painini ชาวอติาลอีายุ 16 ป 1,184 และ 1,210

ตารางที่ 1 แสดงตัวอยางจำนวนมิตรภาพและผูคนพบ

กระทัง่ในปจจบัุนคอมพิวเตอรสามารถคำนวณจำนวนมิตรภาพไดมากกวา 1,000 ลานคู (เมษายน
ค.ศ.2016) ซึง่เห็นไดชัดวารากฐานของการคำนวณจำนวนดังกลาวนี้ มีมากกวาสองพันปแลว

จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถกูคนพบในยุคของพีทาโกรัสเปนจำนวนที่มีความ
มหัศจรรย อกีจำนวน เหตุที ่เรยีกเช นนี้ เพราะเปนจำนวนที่เทากับผลบวกของตัวหารแทของ
จำนวนน้ัน เช น 6 มีตัวหารแท คอื 1 2 และ 3 ผลบวกเทากับ 6 กอนทีจ่ะเกดิการคนพบจำนวน
สมบูรณอกีสองจำนวนตอมา คอื 28 และ 496 กระทัง่ในป  ค.ศ. 2016 ไดพบท้ังหมด 49 จำนวน

ยุคสำคัญของการศกึษาทฤษฎีจำนวนสมัยตอมาเกดิข้ึนราว 300 ปกอนครสิตกาล เมือ่ยุค
ลดิ แหงอเล็กซานเดรยี (Euclic of Alexandria 450-380 ปกอนครสิตศักราช) ไดตีพิมพหนังสอื
อิลิเมนต จำนวน 13 เลม โดยมีหนังสอื 3 เลมในชดุน้ันกลาวถงึเรือ่งราวเกีย่วกับทฤษฎีจำนวน
ไดแก จำนวนคู จำนวนคี่ และจำนวนเฉพาะ ข้ันตอนวธิีแบบยุคลดิ ตัวหารรวมมาก ตัวคณูรวม
นอย และทฤษฎบีททีว่าจำนวนเฉพาะมีจำนวนเปนอนันต

สมัยกรกียังมีนักคณติศาสตรอกีคนทีส่ำคัญคอื ดโีอฟานโตสแหงอเล็กซานเดรยี (Diophantus
of Alexandria) ซึง่มีชวีติอยูในช วง 250 ปกอนครสิตกาล ไดตีพิมพ หนังสอื 13 เลม เนื้อหาใน
หนังสอืชดุนี้ ไดเรยีบเรยีงวธิีการแกสมการทางพีชคณติและปญหาตาง ๆ ผลงานสำคัญของดีโอ
ฟานโตส คอื สมการทีมี่คำตอบเปนจำนวนเต็มเรยีกวา สมการไดโอแฟนไทน (Diophantine
equation) ตัวอยางเช นสมการพีทาโกรัส x2 + y2 = z2 อันกลายเปนรากฐานของการศกึษา
ทฤษฎจีำนวนในปจจบัุน

แมการศกึษาทฤษฎีจำนวนจะมีมาต้ังแตสมัยกรกี หากการสิ้นสดุอารยธรรมกรกีโรมันตอ
ดวยการเขาส ูยุคกลางของยุโรปทำใหเกดิการชะงักงันทางการศกึษาดังกลาว เนือ่งจากองคความ
รูจาก คริสตศาสนาไดกลายเปนศนูยกลางในการอธบิายสรรพสิง่รอบตัวแทน จนกระทัง่เขาส ู
ยุคฟนฟูศลิปวทิยาการ (Renaissance) ราวครสิตศตวรรษที่ 14-17 ไดมีการฟนฟูวทิยาการสมัย
กรกีโรมันข้ึนมาอกีคร้ัง ช วงเวลานี้ เองที ่เปนจดุเริม่ตนของทฤษฎีจำนวนสมัยปจจบัุน เริม่โดย
นักคณติศาสตร ชาวฝรัง่เศสชือ่วา ป แยร เดอ แฟรมาต (Pierre de Fermat 1601-1665) เขา



1.2. เซตเบ้ืองตน 3

ไดทำการศกึษางานของดีโอฟานโตสและเปนคนทีไ่ดพบสมบัติของจำนวนเต็มอกีมากมาย โดย
เฉพาะการคาดการณวาสมการ xn + yn = zn ไมมีคำตอบเปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย เมือ่ n เปน
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 2 แมขณะน้ันเขาสามารถพิสจูนไดเพียงกรณทีี ่ n = 3 เทาน้ัน หากตอมา
นักคณติศาสตรรุนหลังไดพยายามพิสจูนตอจนสำเร็จ และต้ังชือ่วา “ทฤษฎบีทสดุทายของแฟร
มาต” เพือ่เปนเกยีรตพิรอมยกยอง แฟรมาตวาเปนบิดาของทฤษฎจีำนวนสมัยใหม

ทฤษฎจีำนวนของแฟรมาตไดส งอทิธพิลตอนักทฤษฎจีำนวนคนสำคัญอกีคน คอื เกาส ซึง่ได
ตีพิมพหนังสอื Disquistiones Arithmeticae ในป 1801 เนื้อหาเกีย่วกับการพิสจูนอยางเปนระบบ
กอนพัฒนาตอมาเปนสมบัติของจำนวนเฉพาะอันเปนการวางรากฐานเกีย่วกับทฤษฎีจำนวนไว
อยางมัน่คง

จากการศกึษาวชิาทฤษฎจีำนวนหลายพันปเห็นไดวา มีหัวขอเกีย่วกับจำนวนใหขบคดิมากมาย
หัวขอในการศกึษาบางประการตองใชเวลานานกวาจะได รับการแกไข บางคร้ังตองผานการ
พิสจูน ซ้ำแลวซ้ำเลา หากพิจารณาวาประเด็นใดเปนสิง่ที ่นักคณติศาสตร ใหความสนใจอยาง
ยิง่คงไมพนเรือ่งจำนวนเฉพาะ เหตผุลประการแรก คอืการตรวจสอบวาจำนวนใดเปนจำนวน
เฉพาะไมใช เรือ่งงายดายนัก ถาจำนวนน้ันเปนจำนวนขนาดใหญ เช น 10,006,721 แตปญหานี้
ในปจจบัุนเราสามารถตรวจสอบโดยใชคอมพิวเตอรพบวา 10,006,721 เปนจำนวนเฉพาะตัวที ่
664,999 เหตผุลอกีประการหนึง่ คอืมีสตูรทัว่ไปในการหาจำนวนเฉพาะตัวที ่ n หรอืไม หลาย
ศตวรรษมาแลวเชือ่วา n2 + n+41 เปนจำนวนเฉพาะ สตูรนี้ เปนจรงิเพียง 40 จำนวนเรยีงตดิกัน
คอื n = 0, 1, 2, ..., 39 ท้ังนี้ ขอเสนอของแฟรมาตในการหาจำนวนเฉพาะคอื Fn = 22

n

+ 1 เปน
จำนวนเฉพาะสำหรับทกุจำนวนเต็ม n ≥ 0 ตอมาพบวา n = 5 ไมเปนจำนวนเฉพาะเนือ่งจาก
641 เปนตัวประกอบของ F5 พบโดยออยเลอร (Leonhard Euler ค.ศ. 1707-1783) เรยีก Fn

วาจำนวนแฟรมาต (Fermat number) ในกรณีที ่เปนจำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนเฉพาะ
แฟรมาต (Fermat prime)

ปญหาเกีย่วกับจำนวนเฉพาะทีส่นใจเรือ่งหนึง่ก็คอื จำนวนเฉพาะคูแฝด (twin prime) คอื
จำนวนเต็ม p และ p+ 2 เปนจำนวนเฉพาะท้ังคู เช น 5 และ 7, 11 และ 13, 17 และ 19, 29 และ
31 เปนตน มีจำนวนเฉพาะคูแฝดไมจำกัดจำนวนใชหรอืไม โดยใชเครือ่งคอมพิวเตอรตรวจสอบ
พบวามีจำนวนเฉพาะคูแฝดทีน่อยกวา 30,000,000 มีท้ังหมด 152,892 คู

ท้ังหมดนี้ เปนเพียงจดุสนใจสวนหนึง่ในวชิาทฤษฎจีำนวนเทาน้ัน ยังมีสิง่ทีน่ าสนใจอกีมากมาย
และยังคงมีปญหาทียั่งไมสามารถหาคำตอบได (unsolved problem) ใหไดขบคดิ สิง่นี้ เปนความ
ทาทายและอาจกอใหเกดิองคความรูใหม ๆ ตามมาได

1.2 เซตเบื้ องตน
เซต (Set) เปนคำอนยิาม หมายถงึคำที ่ตองยอมรับกันในเบ้ืองตนวาไมสามารถใหความ

หมายทีรั่ดกมุได คำวาเซตจงึหมายถงึกลุมของสิง่ของตาง ๆ เมือ่กลาวถงึกลุมใดแลวจะสามารถ
บอกไดแนนอนวาสิง่ใดอยูในกลุม และสิง่ใดอยูนอกกลุม เรยีกสิง่ตาง ๆ ทีอ่ยูในเซตวา สมาชกิ
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(element) (P. Glendinning. 2012. หนา 48) ถา a เปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a ∈ A

และถา a ไมเปนสมาชกิของเซต A เขียนแทนดวย a /∈ A เช น A = {1, 2, 3} จะไดวา 1 ∈ A แต
4 /∈ A เปนตน

การเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื วธิแีจกแจงสมาชกิ และวธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ
1. วธิีแจกแจงสมาชกิ (Tubular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียน

เซตโดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บปกกา {} และใชเครือ่งหมายจลุภาค (, ) คัน่
ระหวางสมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
ทวภิาค (:) คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หมายถงึ เซต A คอืเซต
ของ x โดยที่ x เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา 5 และเขียนแจกแจงสมาชกิไดเปน A =

{1, 2, 3, 4, 5}

สำหรับเซต A ทีมี่สมาชกิทกุตัวอยูในเซต B จะกลาววา A เปน สับเซต (subset) ของ B

เขียนแทนดวย A ⊆ B

ในเบ้ืองตนเพือ่ใหงายตอการนำไปใช กำหนดสัญลักษณดังนี้
C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ

Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ

สำหรับเซตทีไ่มมีสมาชกิเขียนแทนดวย ∅ เรยีกวา เซตวาง (empty set) และ เอกภพสัมพัทธ
(universe) คอืเซตทีถ่กูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวา จะกลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน
และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ เมือ่ให A และ B เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U นยิามการ
ดำเนนิการบนเซตดังตอไปนี้

ยเูนยีน (union) A ∪B = {x ∈ U : x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเซกชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U : x ∈ A และ x ∈ B}

ผลตาง (difference) A−B = {x ∈ U : x ∈ A และ x /∈ B}

สวนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U : x /∈ A}

ในกรณทีีท่ราบจำนวนสมาชกิของเซต A เขียน |A| แทนจำนวนสมาชกิของ A และไดวา
|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

|A| = |U| − |Ac|

เมือ่ A และ B เปนเซตทีท่ราบจำนวนสมาชกิแนชัด เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ U
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1.3 การพสิจูนเบื้ องตน
ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถงึพ้ืนฐานทางตรรกศาสตรและระเบียบวธิีการพิสจูนเบ้ืองตนเพือ่นำ

ไปใชเปนเครือ่งมือในการศกึษาทฤษฎีจำนวนในบทตอ ๆ ไป เริม่ตนดวยประโยคหรอืขอความที่
น าสนใจทางคณติศาสตรเปนขอความทีเ่ราตัดสนิใจไดวา ตองเปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยาง
หนึง่เทาน้ัน จะเปนท้ังสองอยางไมได กลาวคอืถาขอความใดไมเปนจรงิแลวขอความน้ันตองเปน
เท็จ ในนัยกลับกัน ถาขอความใดไมเปนเท็จแลวขอความน้ันตองเปนจรงิ (พัฒนี อดุมกะวานชิ.
2559. หนา 2) เรยีกขอความหรอืประโยคเหลาน้ันวา ประพจน (proposition) และมีตัวเชือ่ม
ประพจน 4 ชนดิคอื

1. และ เขียนแทนดวย ∧

2. หรอื เขียนแทนดวย ∨

3. ถา...แลว เขียนแทนดวย →

4. ก็ตอเมือ่ เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้ เมือ่ p และ q เปนประพจน และ T แทน
คาความจรงิเปนจรงิ F แทนคาความจรงิเปนเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

ตารางที่ 2 แสดงคาความจรงิของประพจนทีถ่กูเชือ่มท้ัง 4 แบบ
ตอไปจะกลาวถงึ นเิสธของประพจน (negation of proposition) หมายถงึประพจนทีมี่คา

ความจรงิตรงขามกับประพจนน้ัน ให p เปนประพจน แลวนเิสธของประพจนของ p เขียนแทน
ดวย ∼ p แสดงคาความจรงิไดดังตารางตอไปนี้

p ∼ p

T F
F T

ตารางที่ 3 แสดงคาความจรงิของ ∼ p

สองประพจนมีความหมายเดยีวกันในทางตรรกศาสตรจะเรยีกวา สมมลูกันเชงิตรรกศาสตร
(logically equivalent) หรอืกลาวคอื ประพจน p สมมลู (equivalence) กับ q เขียนแทนดวย
p ≡ q ก็ตอเมือ่ประพจนท้ังสองมีคาความจรงิตรงกันทกุกรณี ตัวอยางเช น p ↔ q ≡ (p →

q) ∧ (q → p) และ p → q ≡∼ q →∼ p เรยีกวากฎแยงสลับที่ (contrapositive law)

ประพจนทีมี่รปูแบบทีมี่คาความจรงิเปนจรงิเสมอเรยีกวา สัจนรัินดร (tautology) และเรยีก
นเิสธของสัจนรัินดรวา ขอความขัดแยง (contradiction) ตัวอยางเช น ∼ p ∨ p และ p → p ∨ q

เปนสัจนรัินดร และ ∼ p ∧ p เปนขอความขัดแยง
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ให p แทนประพจน x > 2 เมือ่ x ∈ {1, 2, 3, 4} พิจารณาคาความจรงิดังตาราง
x p : x > 2 คาความจรงิ
1 1 > 2 F
2 2 > 2 F
3 3 > 2 T
4 4 > 2 T

จากตารางจะเห็นไดวาคาความจรงิของประพจน p เปลีย่นไปตามคา x นยิมใช p(x) แทนประพจน
p และเรยีก {1, 2, 3, 4} วาเอกภพสัมพัทธ (universe) นยิมเขียนแทนดวย U เมือ่กลาววา

" มี x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ มีคาความจรงิเปนจรงิเพราะวามี x = 3 ซึง่ทำให p(3) มีคาความจรงิเปนจรงิ เขียน
แทนคำวา "มี" ดวย ∃ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∃x ∈ U , p(x) ในทำนองเดยีวกัน ถา
กลาววา

" ทกุ ๆ x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ จะมีคาความจรงิเปนเท็จเพราะวามี x = 1 ทีท่ำให p(1) มีคาความจรงิเปนเท็จ เขียน
แทนคำวา "ทกุ ๆ" ดวย ∀ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∀x ∈ U , p(x) เรยีก 2 สัญลักษณ
ดังกลาววา ตัวบงปรมิาณ (quantifier)

หลายคร้ังมักจะพบประพจนที ่ซับซอนมากข้ึนเช น "มีจำนวนเต็มจำนวนหนึง่ซึง่บวกกับทกุ
จำนวนเต็มแลวเทากับศนูย " เขียนสัญลักษณไดเปน

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนลักษณะนี้กลาวไดวามีตัวบงปรมิาณ 2 ตัว
ตอมาจะกลาวถงึการหานเิสธของประพจนทีมี่ตัวบงปรมิาณ เชน "ไมมีจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลอง

x2 + x+ 1 = 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∼ ∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจำนวนเต็ม x จะสอดคลอง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรปุไดดังนี้ ให U เปนเอกภพสัมพัทธของประพจน p(x) นเิสธของตัวบงปรมิาณนยิามโดย
นสิเธของ ∀x ∈ U , p(x) คอื ∼ ∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ∼ p(x)

นสิเธของ ∃x ∈ U , p(x) คอื ∼ ∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ∼ p(x)
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ในหัวขอนี้ ผูเขียนจะมีการนำเสนอวธิกีารพิสจูนไวท้ังหมด 6 วธิี ประกอบไปดวย

1. การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
2. การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
3. การพิสจูนขอความแบบผันกลับได
4. การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5. การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว
6. การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1. การพสิจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนขอความทีอ่ยูในรปูแบบมีเงือ่นไข p → q เรยีกวธิีการพิสจูนแบบนี้ วา การพสิจูน

ขอความแบบมีเงือ่นไข (proof of conditional statements) เราตองการแสดงวาขอความ
p → q เปนจรงิทกุ ๆ กรณหีรอืเปนสัจนรัินดร นัน่คอืแสดงวาถา p เปนจรงิ แลว q เปนจรงิเสมอ
เขียนเปนโครงพิสจูนไดดังนี้

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) �

เราจะเรยีกวธิีนี้ วาการพสิจูนโดยวธิตีรง (direct proof) นยิมใชเครือ่งหมาย � วางไวบรรทัด
สดุทายเพือ่บอกวาจบการพิสจูน ในสวนทีว่างเวนไวคอืส วนทีจ่ะเตมิรายละเอยีดใหสมบูรณอาจ
จะไดจากนยิาม ทฤษฎบีททีพิ่สจูนมากอนหนา หรอืสัจพจน เพือ่ใหนำไปสูขอสรปุอยางเปนเหตุ
เปนผลกัน เมือ่พิสจูนโดยวธิีตรงไมไดเราจะใชสมมูลทีว่า p → q ≡∼ q →∼ p เราเรยีกวา การ
พสิจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive proof) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ∼ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน ∼ p เปนจรงิ �

กอนจะใหตัวอยางการพิสจูนเราจะใหบทนยิามทีต่องใชการพิสจูนกอนคอื

บทนยิาม 1.3.1 จำนวนคู (even number) คอืจำนวนเต็มทีห่ารดวยสองลงตัว หรอืเราจะกลาว
วา a เปนจำนวนคูถามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k และจำนวนคี่ (odd number) คอืจำนวนเต็ม
ทีไ่มใช จำนวนคู หรอืเราจะกลาววา a เปนจำนวนคีถ่ามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1
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ตัวอยาง 1.3.2 จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคู → n2 เปนจำนวนคู

มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ n เปนจำนวนคู
...

ดังน้ัน n2 เปนจำนวนคู �

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคู โดยบทนยิาม 1.3.1 จะไดวามี
จำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k แลวจะไดวา

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

ให p = 2k2 เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่ทำให
n2 = 2p จากบทนยิาม 1.3.1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคู

ตัวอยาง 1.3.3 จงพิสจูนวา " ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู "
แนวคดิ เขียนเปนสัญลักษณจะไดเปน

∀n ∈ Z, n2 เปนจำนวนคู → n เปนจำนวนคู

เราจะพิสจูนโดยวธิแียงสลับที่ ดังน้ันเราจะทำการพิสจูนขอความตอไปนี้

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคี่ โดยบทนยิาม 1.3.1 จะไดวามี
จำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k + 1 แลวจะไดวา

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให p = 2k2 + 2k เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่
ทำให n2 = 2p+ 1 จากบทนยิาม 1.3.1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคี่
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2. การพสิจูนโดยการแจกแจงกรณี
การพิสจูนขอความในรปูแบบ (p ∨ q) → r เนือ่งจาก

(p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ตองพิสจูนวาท้ัง 2 กรณเีปนจรงิคอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ �

เราเรยีกวาการพสิจูนโดยแจกแจงกรณี (proof by cases)

ตัวอยาง 1.3.4 จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"
แนวคดิ เขียนขอความในรปูสัญลักษณคอื

∀a ∈ Z, (a เปนจำนวนคู ∨ a เปนจำนวนคี่ ) → a2 + a เปนจำนวนคู

บทพิสจูน . ให a เปนจำนวนเต็มใด ๆ
กรณทีี ่ 1 สมมตวิา a เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k แลว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน 2k2 + k เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 สมมตวิา a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ a = 2c+ 1 แลว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

เนือ่งจาก c เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน 2c2 + 3c + 1 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา a2 + a เปนจำนวน
คู

ตัวอยาง 1.3.5 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู
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บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็ม
กรณทีี ่ 1 n เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ n = 2k แลว

n2 + 3n+ 4 = (2k)2 + 3(2k) + 4

= 2(2k2 + 3k + 2)

จะเห็นวา 2k2 + 3k + 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู
กรณทีี ่ 2 n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม c ซึง่ n = 2c+ 1 แลว

n2 + 3n+ 4 = (2c+ 1)2 + 3(2c+ 1) + 4

= 4c2 + 4c+ 1 + 6c+ 3 + 4

= 4c2 + 10c+ 8

= 2(2c2 + 5c+ 4)

จะเห็นวา 2c2 + 5c+ 4 เปนจำนวนเต็ม สรปุไดวา n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู

3. การพสิจูนขอความแบบผันกลับได
ในตัวอยาง 1.3.2 ไดพิสจูนวา "ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู" ในตัวอยาง 1.3.2

เมือ่ n เปนจำนวนคู จะนำไปสูขอสรปุ n2 เปนจำนวนคู เมือ่ต้ังคำถามตอไปวาในทางกลับกัน
ขอความนี้ จะเปนจรงิหรอืไม นัน่คอืตองพิสจูนวา "ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู" ซึง่
ไดพิสจูนไวแลวในตัวอยาง 1.3.3 ทำใหไดวาผลสามารถสรปุเหตุไดดวย อันหมายถงึการพิสจูน
วา

"n เปนจำนวนคู กต็อเมือ่ n2 เปนจำนวนคู"
นัน่คอืการพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1. p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)
2. q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

เรยีกวา การพสิจูนขอความแบบผันกลับได (proof of biconditional statements)
ตัวอยาง 1.3.6 จงพิสจูน "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"
บทพิสจูน . ให a เปนจำนวนเต็ม
ข้ันตอนที่ 1 สมมติ a เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1 แลว

a+ 3 = (2k + 1) + 3 = 2(k + 2)

จะเห็นไดวา k + 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู
ข้ันตอนที่ 2 สมมติ a+ 3 เปนจำนวนเต็มคู จะไดวามีจำนวนเต็ม m ซึง่ a+ 3 = 2m แลว

a = 2m− 3 = 2(m− 2) + 1

เห็นไดวา m− 2 เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน a เปนจำนวนคี่
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4. การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
เมือ่พิสจูนโดยวธิีตาง ๆ ที ่ผานมาแลวไมสามารถทำได สามารถทำไดอกีทางหนึง่คอื เมือ่

ตองการพิสจูนขอความ p เปนจรงิโดยการสมมติวา ∼ p เปนจรงิ แลวนำไปสูขอความขัดแยง c

การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (∼ p → c) → p เรยีกวธิีนี้ วา การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
(proof by contradiction) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ∼ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง �

ตัวอยาง 1.3.7 จงพิสจูนขอความ "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸=
0" โดยวธิขัีดแยง
แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1 แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา
x(x−1) = x(0) = 0 เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.3.8 จงพิสจูนขอความ "ถา x, y เปนจำนวนเต็ม แลว x2 − 4y ̸= 2" โดยวธิขัีดแยง

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x, y ∈ Z, x2 − 4y ̸= 2 สมมตวิา ∼ p เปนจรงิ นัน่คอื

∃x, y ∈ Z, x2 − 4y = 2

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x และ y ซึง่ x2 − 4y = 2 แลว

x2 = 2(2y + 1)

ดังน้ัน x2 เปนจำนวนคู โดยตัวอยาง 1.3.3 ทำใหไดวา x เปนจำนวนคู จะไดวามีจำนวนเต็ม k

ซึง่ x = 2k ทำใหไดวา

(2k)2 − 4y = 2

4k2 − 4y = 2

2k2 − 2y = 1

2(k2 − y) = 1

จะไดวา 1 เปนจำนวนคู เกดิขอขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ
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5. การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว
การพิสจูนขอความ ∃!x ∈ U , p(x) อานวา มี x ใน U เพียงตัวเดยีวเทาน้ันทีส่อดคลอง p(x)

ขอความนี้สมมูลกับ

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื

1. ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว (existence)
∃x ∈ U , p(x)

2. ข้ันที่ 2 มีเพียงตัวเดยีว (uniqueness)
∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y

เรยีกการพิสจูนแบบนี้ วา การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว (uniqueness proofs)

ตัวอยาง 1.3.9 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพิสจูน . ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา

2x = 20 = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว
2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

ตัวอยาง 1.3.10 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวซึง่ x+ y = 1"

แนวคดิ เขียนสัญลักษณไดเปน ∀x ∈ R∃!y ∈ R, x+ y = 1

บทพิสจูน . ให x เปนจำนวนจรงิใด ๆ
ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก y = 1− x ซึง่ y ∈ R จะไดวา

x+ y = x+ (1− x) = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให y, z ∈ R สอดคลอง x+ y = 1 และ x+ z = 1 แลว
x+ y = 1 = x+ z ดังน้ัน x+ y = x+ z

จากสมบัตกิารตัดออกของการบวกบนจำนวนจรงิจะไดวา y = z
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6. การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนขอความทีมี่เอกภพสัมพัทธเปนจำนวนนับในรปูแบบ

∀n ∈ N, P (n)

เมือ่ P (n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม การพิสจูนทำได 2 ข้ันตอนดังนี้

1. ข้ันฐาน (Basic step) : P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย (Inductive step) : ถา P (k) เปนจรงิ แลว P (k + 1) เปนจรงิ ทกุ ๆ k ∈ N

เรยีกการพิสจูนนี้ วา การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร (proof by mathematical
induction)
ตัวอยาง 1.3.11 จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 1 =
1(1 + 1)

2
ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

โดยสมมตฐิาน จะไดวา

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1)

[
k

2
+ 1

]
=

(k + 1)(k + 2)

2

ทำใหสรปุไดวา P (k + 1) เปนจรงิ

ดังน้ัน 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
ทกุจำนวนนับ n

ตัวอยาง 1.3.12 จงแสดงวา ∀n ∈ N, 2n < 2n+1

บทพิสจูน . ให n ∈ N และ P (n) แทนขอความ 2n < 2n+1

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 21 = 2 < 4 = 22 = 21+1 ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ



14 บทท่ี 1. ความร ู พ้ืนฐาน

2. ข้ันอปุนัย : ให k ∈ N สมมติ P (k) เปนจรงิ นัน่คอื 2k < 2k+1 โดยสมมตฐิานจะไดวา

2k+1 = 2 · 2k < 2 · 2k+1 = 2k+2

นัน่คอื P (k + 1) เปนจรงิ
ดังน้ัน ∀n ∈ N, 2n < 2n+1 เปนจรงิ

ตอไปกลาวถงึการพิสจูนอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีข้ั่นฐานเริม่ตนที ่ n0 ∈ Z ขอความในรปูแบบ
∀n ∈ Z, n ≥ n0, P (n)

เมือ่ P (n) แทนขอความทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม ถา

1. ข้ันฐาน : P (n0) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สำหรับจำนวนเต็ม k ซึง่ k ≥ n0 ถา P (k) เปนจรงิ แลว P (k + 1) เปน
จรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ Z, n ≥ n0, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิสำหรับจำนวนนับ ซึง่ n ≥ n0

ตัวอยาง 1.3.13 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดังน้ันขอความเปนจรงิเมือ่เริม่ n0 = 4

บทพิสจูน . ให P (n) แทนขอความ 2n ≥ n2

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดังน้ัน P (4) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P (k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k ≥ 4 นัน่คอื 2k ≥ k2

เนือ่งจาก k ≥ 4 ดังน้ัน k2 ≥ 4k = 2k+2k และ 2k > 1 ฉะน้ัน k2 ≥ 2k+1 จากสมมตฐิานจะได
2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

ดังน้ัน 2n ≥ n2 เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ 4

ในกรณขีอความเกีย่วกับจำนวนนับไมสามารถพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีก่ลาว
มาขางตน อาจจะใชรปูแบบการพิสจูนไดดังตอไปนี้ ให P (n) แทนขอความเกีย่วกับจำนวนนับ
ถา

1. ข้ันฐาน : P (1) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ถา P (k) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ k ที่ k < m แลว P (m) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n
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ตัวอยาง 1.3.14 ลำดับลคัูส (Lucus sequence) นยิามโดย a1 = 1, a2 = 3 และ

an = an−1 + an−2 สำหรับ n = 3, 4, 5, ...

จงพิสจูนวา an <

(
7

4

)n

เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n

บทพิสจูน . ให P (n) แทนขอความ an <

(
7

4

)n

1. ข้ันฐาน : เนือ่งจาก a1 = 1 <

(
7

4

)1

ดังน้ัน P (1) เปนจรงิ

เนือ่งจาก a2 = 3 <

(
7

4

)2

ดังน้ัน P (2) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : สมมตวิา P (k) เปนจรงิ สำหรับจำนวนนับ k < m เมือ่ m ≥ 3 ดังน้ัน

am−1 <

(
7

4

)m−1

และ am−2 <

(
7

4

)m−2

จะไดวา
am = am−1 + am−2

<

(
7

4

)m−1

+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2(
7

4

)
+

(
7

4

)m−2

=

(
7

4

)m−2(
7

4
+ 1

)
=

(
7

4

)m−2(
7

4

)
=

(
7

4

)m−2(
14

16

)
<

(
7

4

)m−2(
49

16

)
=

(
7

4

)m−2(
7

4

)2

=

(
7

4

)m

ดังน้ัน P (m) เปนจรงิ

โดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรสรปุไดวา an <

(
7

4

)n

เปนจรงิสำหรับทกุจำนวนนับ n
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แบบฝ กหัด 1.3
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

1.1 ถา x เปนจำนวนคู แลว 3x เปนจำนวนคู
1.2 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว 3n+ 5m เปนจำนวนคู
1.3 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว 7n2 + n+ 2 เปนจำนวนคู
1.4 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + n+ 1 เปนจำนวนคี่
1.5 สำหรับจำนวนเต็ม a ใดๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a2 + 1 เปนจำนวนคี่
1.6 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a2 + 3 เปนจำนวนคู
1.7 √

3 เปนจำนวนอตรรกยะ
1.8 ทกุๆจำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 5

1.9 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 0

2. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

2.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.3 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.4 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n2 + n สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.5 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.6 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + ...+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.7 1 · 3+ 2 · 5+ 3 · 7+ · · ·+ (3n− 2) · (3n+1) = n(3n2 +3n− 2) สำหรับทกุ ๆ n ∈ N

2.8 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สำหรับทกุจำนวนนับ n

2.9 ∀n ∈ N, 2n > n

2.10 ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

3. จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน

3.1 2n−1 ≤ n!

3.2 4n > n4

3.3 (2n)! < 22n(n!)2

3.4 n2 < (3
2
)n
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1.4 สมบัตจิำนวนเตม็
ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถงึระบบจำนวนเต็ม และศกึษาสมบัตทิีเ่กดิจากสัจพจนของจำนวนเต็ม

เมือ่ Z แทนเซตจำนวนเต็ม ดังน้ัน Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} และแสดงไดดังแผนภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

รปูที่ 1 แผนภาพแสดงจำนวนเต็มบนเสนจำนวน

สัจพจนจำนวนเตม็ สมมตวิามีเซต Z ซึง่เรยีกวา เซตของจำนวนเตม็ และมีตัวดำเนนิการ
+ และ · ซึง่เรยีกวาการบวก (addition) และการคณู (multiplication) ตามลำดับ โดยมีสมบัติ
ดังนี้
(A1) สมบัตปิ ด (closer laws)

สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y ∈ Z
สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y ∈ Z

(A2) สมบัตสิลับที่ (commutative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x+ y = y + x

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y ∈ Z จะไดวา x · y = y · x

(A3) สมบัตกิารเปลีย่นหมู (associative laws)
สำหรับการบวก : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x+ y) + z = x+ (y + z)

สำหรับการคณู : ทกุ ๆ x, y, z ∈ Z จะไดวา (x · y) · z = x · (y · z)

(A4) สมบัตกิารมีเอกลักษณ (existence of identities)
สำหรับการบวก : มี 0 ∈ Z ซึง่ x+ 0 = x = 0 + x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 0 วาเอกลักษณการบวก (additive identity)
สำหรับการคณู : มี 1 ∈ Z ซึง่ x · 1 = x = 1 · x ทกุ ๆ x ∈ Z

เรยีก 1 วาเอกลักษณการคณู (multiplicative identity)
(A5) สมบัตกิารมีตัวผกผัน (existence of inverse)

สำหรับการบวก : สำหรับ x ∈ Z จะมี −x ∈ Z ซึง่ x+ (−x) = 0 = (−x) + x

เรยีก −x วาตัวผกผันการบวกของ x

(A6) สมบัตกิารแจกแจง (distributive laws)
สำหรับ x, y, z ∈ Z จะไดวา

x · (y + z) = x · y + x · z และ (y + z) · x = y · x+ z · x

นยิมเขียน xy แทน x · y และ x− y แทน x+ (−y)

ขอสังเกต 1.4.1 จาก A5 จะเห็นวา x เปนตัวผกผันการบวกของ −x ดังน้ัน x = −(−x)
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ทฤษฎบีท 1.4.2 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. a0 = 0 = 0a

2. (−a)b = a(−b) = −(ab)

3. (−a)(−b) = ab

4. ถา a+ b = a+ c แลว b = c
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ทฤษฎบีท 1.4.3 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. (−1)a = a(−1) = −a

2. −(a+ b) = −a− b

3. a(b− c) = ab− ac

(A7) กฎไตรวภิาค (Trichotomy Law)
มีสับเซต N ของ Z คอื N = {1, 2, 3, ...} ทีมี่สมบัติ

1. 0 /∈ N

2. ถา a, b ∈ N แลว a+ b ∈ N และ ab ∈ N

3. ถา x ∈ Z แลว x ∈ N หรอื x = 0 หรอื −x ∈ N

บทนยิาม 1.4.4 ให a, b ∈ Z เราจะกลาววา
a มากกวา (greater than) bเขียนแทนดวย a > b ก็ตอเมือ่ a− b ∈ N

a นอยกวา (less than) b เขียนแทนดวย a < b ก็ตอเมือ่ b > a

ทฤษฎบีท 1.4.5 ให a, b, cy ∈ Z แลว
1. ถา a > b แลว a+ c > b+ c

2. ถา a > b และ b > c แลว a > c
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ทฤษฎบีท 1.4.6 ให a, b, c, x, y ∈ Z แลว

1. ถา a > b และ x > y แลว a+ x > b+ y

2. ถา a > b และ x > 0 แลว ax > bx

3. ถา a > b และ x < 0 แลว ax < bx

ทฤษฎบีท 1.4.7 สำหรับจำนวนเต็ม a, b ใด ๆ ถา ab = 0 แลว a = 0 หรอื b = 0

บทแทรก 1.4.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ ถา ab = ac และ a ̸= 0 แลว b = c
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(A8) หลักการจัดอันดับดี (Well Ordering Principle)
ให S ⊆ N และ S ̸= ∅ จะไดวา S มีสมาชกิตัวเล็กสดุ หรอื มี m ∈ S ซึง่ m ≤ s ทกุ ๆ s ∈ S

ทฤษฎบีท 1.4.9 หลักการของอารคมีีดสี (Archimedean Principle)
สำหรับจำนวนเต็มบวก a และ b ใด ๆ จะมีจำนวนเต็มบวก n ซึง่ na ≥ b
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แบบฝ กหัด 1.4
1. ให a, b, c, d ∈ Z จงพิสจูนวา

1.1 (a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d)

1.2 (a− b)− (c− d) = (a+ d)− (b+ c)

1.3 (a− b)(c− d) = (ac+ bd)− (ad+ bc)

1.4 a− b = c− d ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

1.5 (a− b)c = ac− bc

2. ให a, b, c, x, y ∈ Z จงพิสจูนวา

2.1 a < b ก็ตอเมือ่ a+ c < b+ c

2.2 a− x < a− y ก็ตอเมือ่ x > y

2.3 ถา a < 0 แลว ax > ay ก็ตอเมือ่ x < y

2.4 ถา c > 0 และ ac < bc แลว a < b

2.5 a− b = c− d ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

2.6 ถา x+ x = 0 แลว x = 0

2.7 ถา a3 < b3 แลว a < b

3. จงพิสจูนวา a3 = b3 แลว a = b

4. จงพิสจูนวา a2 − ab+ b2 > 0 เมือ่ a, b ∈ Z



บทที่ 2
การหารลงตัว

2.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร
ทฤษฎบีท 2.1.1 ข้ันตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 แลวมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงคูเดยีวทีท่ำให

b = aq + r โดยที่ 0 ≤ r < |a| (∗)

เรยีก q วาผลหาร (quotient) และ r วาเศษเหลอื (remainder)

23
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ตัวอยาง 2.1.2 จงเขียนการหารตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนการหาร
1. 11 หาร 111

2. 9 หาร −108

3. −12 หาร 1205

4. −5 หาร −183

ขอสังเกต 2.1.3 ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จากข้ันตอนวธิกีารหารอาจนยิามเศษ
r เปนจำนวนเต็มลบได โดยที่ q และ r จะขาดสมบัตคิวามเปนหนึง่เดยีว กลาวคอื

b = aq + r โดยที่ 0 ≤ |r| < |a|

เช น 3 หาร 2 ไดเศษเทากับ 2 หรอื −1 โดยการพิจารณารปูได 2 กรณดัีงน้ัน
2 = 3(0) + 2 และ 2 = 3(1)− 1

ตัวอยาง 2.1.4 จงเขียนรปูแบบท้ังหมดของจำนวนเต็ม a เมือ่กำหนดให
1. 2 หาร a

2. 3 หาร a

3. 4 หาร a

4. 5 หาร a

ตัวอยาง 2.1.5 จงแสดงวากำลังสองของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู
3k หรอื 3k + 1

สำหรับบางจำนวนเต็ม k
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ตัวอยาง 2.1.6 จงแสดงวากำลังสามของจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู
9k หรอื 9k + 1 หรอื 9k + 8

สำหรับบางจำนวนเต็ม k

ตัวอยาง 2.1.7 จงหาจำนวนนับต้ังแต 1 ถงึ 200 ท้ังหมดทีห่ารดวย 6 เศษเหลอืคอื 2 และเมือ่
หารดวย 14 เศษเหลอืคอื 10
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ทฤษฎบีท 2.1.8 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มโดยที่ a ̸= 0 ถา
a หาร b เศษเหลอืเทากับ r

a หาร c เศษเหลอืเทากับ s

แลว
(ก) เศษเหลอืจากการหาร b+ c ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร r + s ดวย a

(ข) เศษเหลอืจากการหาร bc ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร rs ดวย a

ตัวอยาง 2.1.9 ให m และ n เปนจำนวนเต็มบวก ถา
5 หาร m เศษเหลอืเทากับ 4

5 หาร n เศษเหลอืเทากับ 2

แลว 5 หารจำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด
1. m+ n

2. mn

3. m2

4. m(n+ 2)

5. n2(n+m)

6. 5m+ 3n

7. m− n

8. n−m



2.1. ข้ันตอนวิธีการหาร 27

ทฤษฎบีท 2.1.10 ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ a ̸= 0 และ n เปนจำนวนนับ ถา a หาร b

เศษเหลอืเทากับ r แลว
เศษเหลอืจากการหาร bn ดวย a เทากับเศษเหลอืทีไ่ดจากการหาร rn ดวย a

ตัวอยาง 2.1.11 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1. 2 หาร 5100

2. 2 หาร 31999 + 52000

3. 3 หาร 2999 · 5898

4. 7 หาร 1002558

ตัวอยาง 2.1.12 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหารตอไปนี้

1. 31 หาร 22018 2. 13 หาร 444444
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ตอไปนี้ เปนการประยุกตการหาเศษเหลอื เพือ่จะใชในการหาหลักหนวย (เลขทาย) และหลัก
สบิของเลขยกกำลัง เมือ่พิจารณา 1,025 ดวย 10 เศษเหลอืเทากับ 5 สังเกตเห็นวาเศษเหลอืทีไ่ด
จากการหารจำนวนเต็มดวย 10 จะไดตรงกับหลักหนวยของจำนวนน้ันเสมอ ทำนองเดยีวกันเมือ่
หาร 1,025 ดวย 100 จะไดเศษเหลอืเทากับ 25 ซงึเทากับสองหลักสดุทายของจำนวนน้ัน โดย
อาศัยหลักการดังกลาวจงึสรปุไดวา

1. หลักหนวย (เลขทาย) ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 10

2. สองหลักสดุทาย ของจำนวนเต็มบวก a คอืเศษเหลอืจากการหาร a ดวย 100

ตัวอยาง 2.1.13 จงหาหลักหนวยของจำนวนตอไปนี้

1. 21000

2. 31999

3. 6666

4. 7888

5. 55555 + 44444

6. (3100 + 5100)100



2.1. ข้ันตอนวิธีการหาร 29

ตัวอยาง 2.1.14 จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้
1. 72558

2. 2100

3. 3100

4. 6666
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แบบฝ กหัด 2.1
1. มีจำนวนนับต้ังแต 1 ถงึ 100 รวมท้ังหมดกีจ่ำนวนซึง่เมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืคอื 2 และ

หารดวย 14 เศษเหลอืคอื 1

2. จงแสดงวากำลังสีข่องจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 5k หรอื 5k + 1 สำหรับบางจำนวนเต็ม
k

3. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็มบวก ถา

9 หาร a เศษเหลอืเทากับ 3

9 หาร b เศษเหลอืเทากับ 5

9 หาร c เศษเหลอืเทากับ 7

แลว 9 หารจำนวนตอไปนี้ เศษเหลอืเทาใด
3.1 a+ b+ c

3.2 a(b+ c)

3.3 abc

3.4 3a2 + 2b2

3.5 2a+ 5(b+ c)

3.6 ab+ ac

3.7 (a+ b− c)3

3.8 5a+ b+ 3c

4. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร
4.1 2 หาร 25492013

4.2 3 หาร 5555

4.3 2 หาร 32548 + 51001

4.4 3 หาร 7289855

4.5 7 หาร 34444344

4.6 11 หาร 999999

5. จงหาหลักหนวยของจำนวนตอไปนี้

5.1 22013

5.2 25492013

5.3 32548 + 51001

5.4 1132002

5.5 88887777

5.6 1234567898765

6. จงหาสองหลักสดุทายของจำนวนตอไปนี้

6.1 255 6.2 3500 6.3 6666
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2.2 การหารลงตัว
การหารจำนวนเต็มดวยจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย ในกรณทีีเ่ศษเหลอืมีคาเทากับศนูยจะเรยีกวา

การหารลงตัว (divisibility) เขียนเปนนยิามไดดังตอไปนี้
บทนยิาม 2.2.1 ให a และ b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว แทนดวย
สัญลักษณ a | b นยิามโดย

a | b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม c ทีท่ำให b = ac

เรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอื ตัวประกอบ (factor) ของ b หรอืเรยีก b วาเปนพหคุณู
(multiple) ของ a ถา a หาร b ไมลงตัว เขียนแทนดวย a - b

ขอสังเกต 2.2.2 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ
1. 1 | a 2. a | 0 เมือ่ a ̸= 0 3. a | a เมือ่ a ̸= 0

เนือ่งจาก a = 1(a), 0 = 0(a) และ a = 1(a)

ตัวอยาง 2.2.3 จงใหเหตผุลเกีย่วกับการหารตอไปนี้ตามนยิามการหารลงตัว
1. 13 | 182 เพราะวา
2. −5 | 30 เพราะวา
3. 15 | (−225) เพราะวา
4. −12 | (−108) เพราะวา
5. 7 - 17 เพราะวา

ตัวอยาง 2.2.4 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข
1. a | 10

2. (a− 1) | 48

3. a | 75 และ a | 125

4. 6 | a และ 8 | a
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ตัวอยาง 2.2.5 จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a ใด ๆ ซึง่ 2 | a และ 2 | (a+ 1)

ตัวอยาง 2.2.6 สำหรับจำนวนเต็ม a, p และ q ใด ๆ จงแสดงวา
ถา a | (2p− 3q) และ a | (4p− 5q) แลว a | q

ตัวอยาง 2.2.7 สำหรับจำนวนเต็ม k ใด ๆ ซึง่
d | (24k + 29) และ d | (3k + 2)

จงหาจำนวนเต็มบวก d ซึง่มากกวา 1
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ตัวอยาง 2.2.8 ถา d เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา 1 และจำนวน 3456, 2561 และ 1308 หาร
ดวย d มีเศษเหลอืเทากันคอื r แลว d+ r เทากับเทาใด

โดยข้ันตอนวธิีการหาร ทำใหสามารถจำแนกจำนวนเต็มออกเปนกลุม ๆ ตามเศษเหลอืที ่
ไดจากการหารดวยจำนวนเต็มที่ไมใช ศนูย a ตัวอยางเช น a = 2 เศษเหลอืที ่ไดจากการหาร
จำนวนเต็ม a ดวย 2 มีสองแบบคอื r = 0 และ r = 1 ดังน้ันจำนวนเต็มใด ๆ จะอยูในรปู 2q เรยีก
วาจำนวนคู และ 2q + 1 เรยีกวาจำนวนคี่ สำหรับบางจำนวนเต็ม q เมือ่ a = 3 เศษเหลอืทีไ่ด
จากการหารจำนวนเต็มดวย 3 มีสองแบบคอื r = 0, r = 1 และ r = 2 ทำใหไดวาจำนวนเต็มใด
ๆ จะอยูในรปู 3q, 3q + 1 และ 3q + 2 สำหรับบางจำนวนเต็ม q

กลาวไดวา ข้ันตอนวธิีการหารมีประโยชน ในการพิสจูนหรอืแกปญหาในระบบจำนวนเต็ม
โดยแบงกรณีตามเศษเหลอืที ่ไดจากการหารดวย a ได a กรณี นัน่คอืจำนวนเต็มใด ๆ จะอยู
ในรปูด้ังนี้

aq, aq + 1, aq + 2, ..., aq + (a− 1)

เมือ่เลอืก a ทีเ่หมาะสมกับปญหาทีส่นใจจะทำใหแกปญหาไดสะดวกยิง่ข้ึน

ตัวอยาง 2.2.9 จงแสดงวา 2 | (a2 + a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
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ตัวอยาง 2.2.10 จงแสดงวา 3 | (a3 − a) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม

ตัวอยาง 2.2.11 จงแสดงวา 3 | a(a2 + 2) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
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ตัวอยาง 2.2.12 จงแสดงวา 8 | (a2 − 1) เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

ตัวอยาง 2.2.13 จงแสดงวา 16 | (n4 + 4n2 + 11) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มคี ่
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ตอไปจะกลาวถงึสมบัตติาง ๆ ของการหารลงตัว ซึง่ผลทีไ่ดจะนำไปใชพิสจูนทฤษฎบีทตาง ๆ
และแกปญหาเกีย่วกับจำนวนเต็มในบทตอ ๆ ไป

ทฤษฎบีท 2.2.14 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|

2. ถา a | b และ b | a แลว a = ±b

3. ถา a | b และ b | c แลว a | c

ทฤษฎบีท 2.2.15 ให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ c | d แลว ac | bd

2. ถา a | b แลว an | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n
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ทฤษฎบีท 2.2.16 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b แลว a | bx ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x

2. ถา a | b แลว a | bn ทกุ ๆ จำนวนนับ n

ทฤษฎบีท 2.2.17 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม แลว
1. ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

2. ถา a | b และ a | c แลว a | bc

3. ถา a | b และ a | c แลว a | (bx+ cy) ทกุ ๆ จำนวนเต็ม x และ y
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ตัวอยาง 2.2.18 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน
ถาเปนเท็จจงยกตัวอยางคาน

1. ถา a | (b+ c) แลว a | b หรอื a | c

2. ถา a | bc แลว a | b หรอื a | c

3. ถา a | c และ b | c แลว ab | c

4. ถา a | b และ a | c แลว a2 | bc

5. ถา a | b2 แลว a | b
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ทฤษฎบีท 2.2.19 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม
ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c

บทแทรก 2.2.20 ให a, c และ k เปนจำนวนเต็ม ถา a | (ak + c) แลว a | c

ตัวอยาง 2.2.21 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข โดยใชบทแทรก 2.2.20
1. a | (a+ 10)

2. a | (a2 − a+ 20)

3. a | (10− a)(10 + a)

4. a2 | ((a2 + 3)2 + 7)
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ตัวอยาง 2.2.22 จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข โดยใชบทแทรก 2.2.20
1. a | (a+ 2)2

2. (a+ 1) | (a2 + 1)

3. (a− 1) | (a+ 1)3

4. (a− 3) | (a3 − 3)
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ตัวอยาง 2.2.23 ให abcd เปนเลขฐานสบิสีห่ลัก จงแสดงวา

9 | abcd ก็ตอเมือ่ 9 | (a+ b+ c+ d)

จากตัวอยาง 2.2.23 ทำใหขยายแนวคดิเพือ่ตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนในระบบฐาน
สบิได ดังนี้ (พิสจูนจะเวนไว เปนแบบฝกหัด) ให a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} (เลขโดด) และ
a1a2...an เปนเลขฐานสบิ n หลัก โดยที่ a1 ̸= 0

1. 2 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 2 | an

2. 3 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 |(a1 + a2 + ...+ an)

3. 4 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 4 | an−1an

4. 5 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 5 | an

5. 6 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 3 | (a1 + a2 + ...+ an) และ 2 | an

6. 7 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 7 | (a1a2...an−1 − 2an)

7. 8 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 8 | an−2an−1an

8. 9 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 9 | (a1 + a2 + ...+ an)

9. 10 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 10 | an

10. 11 | a1a2...an ก็ตอเมือ่ 11 | (an − an−1 + an−2 − an−3 + ...± a1)
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ตัวอยาง 2.2.24 จงตรวจสอบการหารลงตัวของจำนวนตอไปนี้
1. จำนวนตอไปนี้หารดวย 3 ลงตัว หรอืไม

1.1 1, 236

1.2 22, 481

1.3 7, 773, 339

2. จำนวนตอไปนี้หารดวย 4 ลงตัว หรอืไม
2.1 1, 236

2.2 57, 230

2.3 88, 032, 332

3. จำนวนตอไปนี้หารดวย 8 ลงตัว หรอืไม
3.1 9, 248

3.2 21, 482

4. จำนวนตอไปนี้หารดวย 9 ลงตัว หรอืไม
4.1 1, 233

4.2 31, 482

4.3 210, 135

5. จำนวนตอไปนี้หารดวย 11 ลงตัว หรอืไม
5.1 1, 034

5.2 100, 236

5.3 2, 347, 896, 701
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ตัวอยาง 2.2.25 กำหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} และ 1a5, 6b9 เปนจำนวนสามหลัก ถา
6b9− 1a5 = 454 และ 6b9 หารดวย 9 ลงตัว แลว a+ b เทากับเทาใด

ตัวอยาง 2.2.26 ถา a, b, c และ d เปนเลขโดดทีแ่ตกตางกันทีท่ำใหจำนวนเต็ม 4 หลัก dcba

เทากับ 9 เทาของ abcd แลว b มีคาเทากับเทาใด
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ตัวอยาง 2.2.27 มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นำมาจัดเรยีงสรางจำนวน 4 หลักโดยทีแ่ตละหลักไม
ซ้ำกันจะมีจำนวน 4 หลักท้ังหมดกีจ่ำนวนทีห่ารดวย 44 ลงตัว
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แบบฝ กหัด 2.2
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชข้ันตอนวธิกีารหาร

1.1 3 | a(2a2 + 7) สำหรับจำนวนเต็ม a

1.2 3 | a(a2 + 2) เมือ่ a เปนจำนวนเต็ม
1.3 4 | (n2 − 1) สำหรับจำนวนเต็มคี ่ n
1.4 6 | n(n+ 1)(n+ 2) สำหรับจำนวนเต็ม n

1.5 6 | n(n+ 1)(2n+ 1) สำหรับจำนวนเต็ม n

1.6 32 | (a2 + 3)(a2 + 7) สำหรับจำนวนเต็มคี ่ a
1.7 30 | (n5 − n) สำหรับจำนวนเต็ม n

2. กำหนดให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม จงพิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถา
เปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
2.1 ถา a | b2 แลว a | b

2.2 ถา a2 | b3 แลว a | b

2.3 ถา a | b แลว ac | bc เมือ่ c ̸= 0

2.4 ถา a | b และ a | c แลว a2 | bc

2.5 ถา a | b และ c | d แลว (a+ c) | (b+ d)

2.6 ถา a | b และ a | c แลว a | (b2 − c2)

3. จงหาจำนวนเต็มบวก a ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

3.1 a | 6252

3.2 (a− 1) | (2a+ 11)

3.3 a | (a+ 6)2

3.4 (2a+ 1) | (2a− 1)3

3.5 (a− 1) | (a+ 1)3

3.6 (a− 3) | (a3 − 3)

4. กำหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} จงหาคูอันดับ (a, b) ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

4.1 2 | a23b

4.2 3 | 1a23b1

4.3 3 | a791b112

4.4 4 | 45a13ab

4.5 5 | 999a7b

4.6 6 | a27635b

4.7 8 | 45ab32ab

4.8 9 | 1234a5b6

4.9 9 | 369a785b

4.10 9 | ab125481

4.11 11 | 1a23571b

4.12 11 | a4557798b

5. จำนวนเต็มบวก n ทีมี่คานอยสดุซึง่ทำให 45 | (n · 22547 + 72547) มีคาเทาใด

6. กำหนดให x และ y เปนจำนวนนับ แลว xy − 2547x− 2004y = 0 มีกีค่ำตอบ
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2.3 การพสิจูนการหารลงตัวโดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
เมือ่ตองการพิสจูนขอความ 3 | (5n − 2n) สำหรับ n ∈ N จะเห็นไดวา 5n − 2n อยูในรปู

เลขยกกำลัง ถาจะใชข้ันตอนวธิกีารหารแบง n ออกเปนกรณตีามเศษเหลอืจะไมสามารถพิสจูน
ขอความนี้ ได อกีทางหนึง่ทีท่ำไดคอืใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตรพิสจูนขอความดังกลาวได ซึง่
ทำไดดังตัวอยางตอไปนี้
ตัวอยาง 2.3.1 จงแสดงวา 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

ตัวอยาง 2.3.2 จงแสดงวา 5 | (33n+1 + 2n+1) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก
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ตัวอยาง 2.3.3 จงแสดงวา 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

ตัวอยาง 2.3.4 จงแสดงวา (3!)n | (3n)! สำหรับจำนวนนับ n
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แบบฝ กหัด 2.3
จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
1. 12 | (n4 − n2) สำหรับจำนวนนับ n

2. 5 | (n5 − n) สำหรับจำนวนนับ n

3. 3 | (5n − 2n) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

4. 5 | (33n+1 + 2n+1) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก

5. 8 | (52n + 7) เมือ่ n เปนจำนวนเต็มบวก
6. 5 | (22n−1 + 32n−1) สำหรับจำนวนนับ n

7. 7 | (32n+1 + 2n+2) สำหรับจำนวนนับ n

8. 7 | (23n + 6) สำหรับจำนวนนับ n

9. 8 | (7 · 32n − 7) สำหรับจำนวนนับ n

10. 11 | (8 · 102n + 6 · 102n−1 + 9) สำหรับ n ∈ N

11. 15 | (24n − 1) สำหรับจำนวนนับ n

12. 21 | (4n+1 + 52n−1) สำหรับจำนวนนับ n



บทที่ 3
ตัวหารรวมมาก

แม เรือ่งตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) และตัวคณูรวมนอย (ค.ร.น.) เปนเรือ่งที ่มีการเรยีนมา
ต้ังแตระดับช้ันประถมศกึษา อกีท้ังยังมีโจทยประยุกตมากมายทีห่ลายคนคงไดพบ แตในบทนี้
จะศกึษาในแงบทนยิามและทฤษฎบีททีส่ำคัญ ซึง่จะนำไปประยุกต ใชในการแกปญหาเกีย่วกับ
จำนวนเต็ม อันเปนพ้ืนฐานในการศกึษาคณติศาสตรในระดับสงูตอไป

3.1 ตัวหารรวมมาก
บทนยิาม 3.1.1 ให a, b และ d เปนจำนวนเต็ม

d เปนตัวหารรวม (common divisor) ของ a และ b ถา d | a และ d | b

ขอสังเกต 3.1.2 ให A แทนเซตของตัวหารของ a และ B แทนเซตของตัวหารของ b แลว
A ∩B คอืเซตของตัวหารรวมของ a และ b

1. เนือ่งจาก 1 | a และ 1 | b ดังน้ัน A ∩B ̸= ∅

2. ถา a = 0 แลว A เปนเซตอนันต เพราะจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยทกุจำนวนเปนตัวหารของ 0

3. ถา a = b = 0 แลว A ∩B เปนเซตอนันต เหตผุลเดยีวกับขอ 2

4. ถา a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว A ∩B เปนเซตจำกัด
5. A เปนเซตของตัวหารของ −a ทำนองเดยีวกัน B เปนเซตของตัวหารของ −b

ตัวอยาง 3.1.3 จงหาเซตของตัวรวมของสองจำนวนตอไปนี้

1. 125 และ −215 2. 252 และ 225

49
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สำหรับจำนวนเต็ม a และ b ทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวาเซตของตัวหารรวมเปนเซตจำกัด
ทำใหสามารถหาสมาชกิตัวมากสดุได ซึง่จะเรยีกวาตัวหารรวมมากของ a และ b ดังนยิามดังนี้

บทนยิาม 3.1.4 ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน จำนวนเต็ม d เปนตัวหารรวมมาก
(greatest common divisior) หรอื ห.ร.ม. (g.c.d.) ของ a และ b เขียนแทนดวย gcd(a, b)
ก็ตอเมือ่
(ก) d | a และ d | b

(ข) ทกุจำนวนเต็ม c ถา c | a และ c | b แลว c ≤ d

บทนยิาม 3.1.5 จำนวนเต็ม a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime)
ถา gcd(a, b) = 1

ขอสังเกต 3.1.6 a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา
1. gcd(a, b) > 0

2. gcd(a, b) = gcd(b, a) = gcd(|a|, |b|) = gcd(a,−b) = gcd(−a, b) = gcd(−a,−b)

3. ถา a ̸= 0 แลว gcd(a, 0) = |a|

4. ถา a | b แลว gcd(a, b) = |a|

ตัวอยาง 3.1.7 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1. 125 และ −215 2. 252 และ 225

ตัวอยาง 3.1.8 กำหนดให a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ
465 แลว a− b มีคาเทาใด
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ตัวอยาง 3.1.9 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้
1. 363 และ 1002

2. 10! และ 2252

ตัวอยาง 3.1.10 ถา n เปนจำนวนเต็มบวกทีม่ากทีส่ดุ ซึง่หาร 90 เศษเหลอืคอื 6 และหาร 150

เศษเหลอืคอื 3 แลว n หาร 41 เศษเหลอืเทาใด
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ตัวอยาง 3.1.11 ให a เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ 3 | a และ 5 | a ถา a กับ 7 เปนจำนวนเฉพาะ
สัมพัทธกัน แลว ห.ร.ม. ของ a กับ 105 เทากับขอใดตอไปนี้

ตัวอยาง 3.1.12 สำหรับจำนวนเต็ม a, b ใด ๆ ให S = {1, 2, 3, ..., 400} ให

G = {x ∈ S : gcd(x, 40) = 5}

แลวจำนวนสมาชกิของเซต G เทากับเทาใด
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ตัวอยาง 3.1.13 จำนวนเต็มต้ังแต 0 ถงึ 100 ที่เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ กับ 15 มี ท้ังหมดกี่
จำนวน

ตัวอยาง 3.1.14 มีลกูแกว 2 กอง กองหนึง่เปนลกูแกวสแีดงจำนวน 143 ลกู อกีกองหนึง่เปนสี
เหลอืงจำนวน 338 ลกู ตองการแบงลกูแกวท้ังสองกองนี้ออกเปนกองเล็ก ๆ โดยทีจ่ำนวนลกูแกว
กองละเทา ๆ กันและมีจำนวนของลกูแกวในกองเล็ก ๆ เหลาน้ันมากทีส่ดุ ถาลกูแกวสแีดงแบง
ได x กอง และสเีหลอืงแบงได y กอง แลว x+ y มีคาเทากับเทาใด
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ตอไปจะกลาวถงึสมบัติเกีย่วกับตัวหารรวมมากซึง่มีมากมาย แตในหัวขอนี้ จะนำเสนอทีเ่ปน
เบ้ืองตน และทฤษฎบีททีจ่ะใชในการพิสจูนสมบัตอิืน่ ๆ ของสมบัตจิำนวนเต็มในบทตอไป
ทฤษฎบีท 3.1.15 สมบัตเิชงิเสน (Linearily)
ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) แลว

จะมี x, y ∈ Z ทีท่ำให d = ax+ by

บทแทรก 3.1.16 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ d = gcd(a, b) จะไดวา
สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a และ c | b แลว c | d
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ทฤษฎบีท 3.1.17 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

gcd(a, b) = 1 ก็ตอเมือ่ มี x, y ∈ Z ทีท่ำให 1 = ax+ by

ทฤษฎบีท 3.1.18 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ซึง่ gcd(a, b) = 1 จะไดวา
gcd(a, bn) = 1 สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ

ทฤษฎบีท 3.1.19 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว
gcd(ma,mb) = m · gcd(a, b)
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ตัวอยาง 3.1.20 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนเตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 3.1.19

1. 75 และ 100

2. 65 และ 103

3. 9900 และ 11880

ทฤษฎบีท 3.1.21 ให a, b ∈ Z โดยที่ d = gcd(a, b) แลว gcd
(
a

d
,
b

d

)
= 1
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ทฤษฎบีท 3.1.22 ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ x เปนจำนวนเต็ม แลว
gcd(a, b) = gcd(a+ bx, b) = gcd(a, b+ ax)

ตัวอยาง 3.1.23 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนเตอไปนี้ โดยใชทฤษฎบีท 3.1.22

1. 75 และ 100

2. 43008 และ 7680
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ทฤษฎบีท 3.1.24 ให a, b, c,m เปนจำนวนเต็ม จะไดวา
1. ถา gcd(a,m) = gcd(b,m) = 1 แลว gcd(ab,m) = 1

2. ถา gcd(a,m) = 1 และ b | a แลว gcd(b,m) = 1

3. ถา a | bc และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c

4. ถา a | c และ b | c โดยที่ gcd(a, b) = 1 แลว ab | c
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ตัวอยาง 3.1.25 มีจำนวนเต็มต้ังแต 1 ถงึ 1000 ทีห่ารดวย 3 และ 5 ลงตัว ท้ังหมดกีจ่ำนวน

ตัวอยาง 3.1.26 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ
ถา ab | c และ gcd(a, b) = 1 แลว a | c และ b | c

ตัวอยาง 3.1.27 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม a, b, c ใด ๆ
ถา gcd(a, b) = c แลว gcd(a2, b2) = c2
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ทฤษฎบีท 3.1.28 วธิแีบบยุคลดิ
ให a, b, q, r เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a > 0 และ b = aq + r เมือ่ 0 ≤ r < a แลว

gcd(a, b) = gcd(a, r)

ตัวอยาง 3.1.29 จงหาตัวหารรวมมากของจำนวนแตละคูตอไปนี้ โดยวธิแีบบยุคลดิ
1. 252 และ 198

2. 2004 และ 1106
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ตัวอยาง 3.1.30 กำหนดให a ∈ Z จงพิสจูนขอความตอไปนี้
1. gcd(2a+ 1, 9a+ 4) = 1

2. gcd(5a+ 2, 7a+ 3) = 1

3. gcd(3a, 3a+ 2) = 1 เมือ่ a เปนจำนวนเต็มคี ่

ตัวอยาง 3.1.31 จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ
gcd(n3 + 2n, n4 + 3n2 + 1) = 1
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บทนยิาม 3.1.32 ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก d จะเปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ d | a1, d | a2, ..., d | an

และ d จะเปนตัวหารรวมมากของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย gcd(a1, a2, ..., an) ก็ตอเมือ่

(1) d เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an และ
(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวหารรวมของ a1, a2, ..., an แลว d ≤ c

ทฤษฎบีท 3.1.33 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ..., an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว
1. gcd(gcd(a1, a2), a3, ..., an) = gcd(a1, a2, ..., an)
2. gcd(gcd(a1, a2, ..., an−1), an) = gcd(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง 3.1.34 จงหาตัวหารรวมมากตอไปนี้
1. gcd(4, 6, 18)

2. gcd(12, 18, 24)

3. gcd(350, 49, 140, 105)

4. gcd(50, 125, 145, 500)
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ทฤษฎบีท 3.1.35 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน และ d = gcd(a1, a2, ., , , an)
แลว

1. จะมี x1, x2, ..., xn ∈ Z ทีท่ำให d = a1x1x+ a2x2 + ...+ anxn

2. สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a1, c | a2, ..., c | an แลว c | d

บทนยิาม 3.1.36 ถา gcd(a1, a2, ., , , an) = 1 เราจะกลาววา a1, a2, ., , , an เปนจำนวนเฉพาะ
สัมพัทธ ถาทกุ ๆ คูเปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกันเราจะกลาววาเปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุคู
(pairwise relatively prime)
ตัวอยาง 3.1.37 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนเฉพาะสัมพัทธ

1. 4, 6, 9

2. 3, 21, 15

3. 12, 17, 25

ทฤษฎบีท 3.1.38 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน
จะไดวา gcd(a1, a2, ., , , an) = 1 ก็ตอเมือ่

มีจำนวนเต็ม x1, x2, ..., xn ทีท่ำให 1 = a1x1x+ a2x2 + ...+ anxn
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แบบฝ กหัด 3.1
1. จงหาจำนวนเต็มท้ังหมดต้ังแต 1 ถงึ 200 ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

1.1 หารดวย 8 ลงตัว
1.2 หารดวย 7 ไดเศษเหลอืเทากับ 2

1.3 หารดวย 3 หรอื 5 ลงตัว
1.4 เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ 18

1.5 ห.ร.ม. กับ 30 เทากับ 5

1.6 หารดวย 7 ลงตัว แตหารดวย 5 ไมลงตัว
2. จงหา gcd(a, b) เมือ่กำหนดให

2.1 a = 127 และ b = 125

2.2 a = 289 และ b = −96

2.3 a = −339 และ b = −1234

2.4 a = 9987 และ b = 2351

2.5 a = 1123 และ b = 5547

2.6 a = 3054 และ b = 12378

3. จงแสดงวา ถา gcd(a, 4) = 2 และ gcd(b, 4) = 2 แลว gcd(a+ b, 4) = 2 เมือ่ a, b ∈ Z

4. จงแสดงวา ถา a, b ∈ Z ซึง่ gcd(a, b) = 1 แลว gcd(a+ b, a− b) = 1 หรอื 2

5. จงแสดงวา ถา a และ b เปนจำนวนเต็มคูทีไ่มใช ศนูย ท้ังคู แลว gcd(a, b) = 2gcd
(
a

2
,
b

2

)
6. จงแสดงวา ถา a เปนจำนวนเต็มคู และ b เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว gcd(a, b) = gcd

(a
2
, b
)

7. จงแสดงวา ถา a, b, c ∈ Z ซึง่ c | ab แลว c | d1d2 เมือ่ d1 = gcd(a, c) และ d2 = gcd(b, c)

8. จงแสดงวา ถา a, b ∈ Z ซึง่ gcd(a, b) = 1 แลว gcd(an, bn) = 1 ทกุ n ∈ N

9. จงแสดงวา gcd(3n+ 4, 2n+ 3) = 1 สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม n

10. จงแสดงวา ไมมีจำนวนเต็ม x, y ทีส่อดคลองกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 3

11. จงแสดงวา มี x, y ∈ Z จำนวนอนันตทีส่อดคลองกับ x+ y = 100 และ gcd(x, y) = 5

12. จงพิสจูนวา ถามีจำนวนเต็ม x, y ทีท่ำให gcd(a, b) = ax + by แลว gcd(x, y) = 1 เมือ่
a, b ∈ Z

13. ให a, b, c ∈ Z และ d = gcd(a, b) จงพิสจูนวา a | bc ก็ตอเมือ่ a
d
| c

14. ให a, b ∈ Z โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จงพิสจูนวาถา gcd(a, bn) = 1 แลว gcd(a, b) = 1

สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ
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3.2 ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ

ทฤษฎบีท 3.2.1 ข้ันตอนวธิแีบบยุคลคิ (Euclidean Algorithm)
ให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ a > 0 จะไดวามีจำนวนเต็ม

qi เมือ่ i = 1, 2, 3, .., n+ 1 และ rj เมือ่ j = 1, 2, 3, .., n ทีท่ำให
b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3

...
rn−2 = rn−1qn + rn

rn−1 = rnqn+1

เมือ่ 0 < r1 < a

เมือ่ 0 < r2 < r1

เมือ่ 0 < r3 < r2

เมือ่ 0 < rn < rn−1

และ gcd(a, b) = rn
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โดยทฤษฎบีท 3.1.28 จะไดวา

gcd(a, b) = gcd(a, r1) = gcd(r1, r2) = · · · gcd(rn−1, rn) = rn

โดยข้ันตอนวธิีแบบยุคลดิ ทำใหหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ gcd(a, b) = ax + by ทำไดโดยกำจัด
เศษ rn−1, ..., r2, r1 เริม่จากสมการ

rn = rn−2 − qnrn−1

แลวแทนคา rn−1 ดวยคาในสมการข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิจะไดวา
rn = rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2 = rn−2(1 + qnqn−1) + rn−3(−qn)

เห็นไดวาสมการทีไ่ดแสดงการเขียน rn ในรปูผลบวก rn−2 และ rn−3 จากน้ันทำข้ันตอนเช นนี้ ไป
เรือ่ย ๆ ซึง่กำจัดเศษ rn−1, ..., r2, r1 ตามลำดับ ในทีส่ดุจะแสดงการเขียน rn ในรปูผลบวกของ a

และ b ซึง่ rn คอื ห.ร.ม. ของ a และ b นัน่คอืวธิกีารทีท่ำใหทราบคาของ x, y ซึง่
gcd(a, b) = ax+ by

ตัวอยาง 3.2.2 จงหา d = gcd(305, 168) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให d = 305x+ 168y
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ตัวอยาง 3.2.3 จงหา d = gcd(5767, 4453) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให
d = 5767x+ 4453y

ตัวอยาง 3.2.4 จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 243x+ 198y = 9
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ตอไปจะเปนวธิกีารหาจำนวน x, y ทีส่อดคลองสมการ gcd(a, b) = ax+by โดยใชการดำเนนิ
การบนแถวตามข้ันตอนดังนี้

1. เลอืกตัวมากสดุระหวาง a และ b เปนแถวที่ 1 เรยีกวา R1 โดยเขียนไวทายสดุของแถว และ
อกีจำนวนเปนแถวที่ 2 เรยีกวา R2 โดยเขียนไวทายสดุของแถวเช นกัน โดยเขียนก้ันดวย |

ระหวางสมการกับเมตรกิซ สมมตวิา b > a เขียนไดดังนี้
b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

2. แถวที่ 3 เรยีกวา R3 จะเกดิจาก R3 = R1 − q1R2 เมือ่ b = aq1 + r1 โดยที่ 0 ≤ r1 < a

b = b(1) + a(0) b 1 0 R1

a = b(0) + a(1) a 0 1 R2

r1 = b(1) + a(−q1) r1 1 −q1 R3 = R1 − q1R2

3. แถวที่ 4 เรยีกวา R4 จะเกดิจาก R4 = R2− q2R3 เมือ่ b = r1q2+ r2 โดยที่ 0 ≤ r2 < r1 ทำ
เช นนี้ ไปเรือ่ย ๆ จนแถวสดุทายเปน gcd(a, b) อยูซายมือ ตามข้ันตอนวธิีการหารแบบยุค
ลดิ แลวจะได gcd(a, b) = ax+ by นัน่เอง

จากตัวอยาง 3.2.4 พิจารณา 27x+ 22y = 1 ทำไดโดยวธิกีารดำเนนิบนแถวดังนี้
27 = 27(1) + 22(0) 27 1 0 R1

22 = 27(0) + 22(1) 22 0 1 R2

5 = 27(1) + 22(−1) 5 1 −1 R3 = R1 −R2

2 = 27(−4) + 22(5) 2 −4 5 R4 = R2 − 4R3

1 = 27(9) + 22(−11) 1 9 −11 R5 = R3 − 2R4

ดังน้ัน x = 9 และ y = −11

ตัวอยาง 3.2.5 จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองสมการ 71x− 50y = 1
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ตัวอยาง 3.2.6 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม ถา c เปน ห.ร.ม. ของ −864 และ −354 ซึง่
c = a(−864) + b(−354)

แลว c+ b เทากับเทาใด

ตัวอยาง 3.2.7 จงหา d = gcd(12378, 3054) และหาจำนวนเต็ม x, y ซึง่ทำให
d = 12378x+ 3054y
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แบบฝ กหัด 3.2
1. ให n เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ ห.ร.ม. ของ n และ 42 เทากับ 6 ถา

42 = nq0 + r0 เมือ่ 0 < r0 < n

n = 2r0 + r1 เมือ่ 0 < r1 < r0

โดยที่ q0, r0, r1 เปนจำนวนเต็ม จงหา n

2. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม ซึง่ a เปน ห.ร.ม. ของ b และ 216 ถา q1, q2 เปนจำนวนเต็ม
บวก โดยที่

216 = bq1 + 106

b = 106q2 + 4

จงหา a+ b

3. จงหา d = gcd(a, b) และจำนวนเต็ม x และ y ซึง่ d = ax+ by เมือ่กำหนดให

3.1 a = 127 และ b = 125

3.2 a = 289 และ b = −96

3.3 a = −339 และ b = 1234

3.4 a = 9987 และ b = 2351

3.5 a = −1123 และ b = 5547

3.6 a = 3054 และ b = 12378

3.7 a = 37129 และ b = 14659

3.8 a = 1769 และ b = 2378

3.9 a = 2106 และ b = 8318

3.10 a = 4125 และ b = 3218

4. จงหาจำนวนเต็ม x และ y ทีส่อดคลองกับ
4.1 43x+ 64y = 1 4.2 93x− 81y = 3 4.3 73x+ 51y = 1

5. ให m,n เปนจำนวนเต็ม ซึง่ gcd(28, 42) = 28m+ 42n จงหาคาของ m+ n
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3.3 ตัวคณูรวมนอย
บทนยิาม 3.3.1 ให a, b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ m เปนจำนวนเต็มบวก

m เปนตัวคณูรวม (common multiple) ของ a และ b ถา a | m และ b | m

ขอสังเกต 3.3.2 ให A แทนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย a ลงตัว และB แทนเซตของจำนวนเต็ม
ทีห่ารดวย b ลงตัว แลว

A ∩B คอืเซตของตัวคณูรวมของ a และ b

1. เนือ่งจาก a | a และ b | b ดังน้ัน A ∩B ̸= ∅

2. ถา a = 1 แลว A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก
3. A และ B เปนเซตอนันต

ตัวอยาง 3.3.3 จงหาตัวคณูรวมของ
1. 2 และ 3 2. 6 และ 9

บทนยิาม 3.3.4 ให a และ b เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย จำนวนเต็มบวกm จะเปนตัวคณูรวมนอย
(least common multiple) หรอื ค.ร.น. (l.c.m.) ของ a และ b เขียนแทนดวย ℓcm(a, b)

ก็ตอเมือ่
(ก) a | m และ b | m

(ข) ทกุจำนวนเต็มบวก c ถา a | c และ b | c แลว m ≤ c

ตัวอยาง 3.3.5 จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนแตละคูตอไปนี้

1. 15 และ 21

2. 125 และ −55

3. 588 และ 1050

4. 124 และ 10!
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ตัวอยาง 3.3.6 ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ a < b สอดคลองเงือ่นไข
(1) 5 หาร a ลงตัว และ 3 หาร b ลงตัว
(2) a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกัน
(3) ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ 165

จงหาจำนวน a และ b

ตัวอยาง 3.3.7 กำหนดให x และ y เปนจำนวนเต็มบวก โดยที่ x < y สอดคลองเงือ่นไข
(1) ห.ร.ม. ของ x และ y เทากับ 9

(2) ค.ร.น. ของ x และ y เทากับ 28215

(3) จำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกันท้ังหมดทีห่าร x ลงตัวมี 3 จำนวน
คาของ y − x เทากับเทาใด
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 จะไดวา
gcd(a, b) · ℓcm(a, b) = |ab|

ทฤษฎบีท 3.3.9 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ m = ℓcm(a, b) จะไดวา
สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา a | c และ b | c แลว m | c

ทฤษฎบีท 3.3.10 ให a, b เปนจำนวนเต็ม โดยที่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 และ k ∈ N จะไดวา
ℓcm(ka, kb) = k · ℓcm(a, b)
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ตัวอยาง 3.3.11 ให a เปนจำนวนคูบวก และ b เปนจำนวนคีบ่วก จงตรวจสอบขอความตอไปนี้
วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ

1. a และ b เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ

2. ห.ร.ม. ของ a และ b เทากับ ห.ร.ม. ของ a และ 2b

3. ค.ร.น. ของ a และ b เทากับ ค.ร.น. ของ a และ 2b
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ตัวอยาง 3.3.12 ให a และ b เปนจำนวนเต็มบวก จงตรวจสอบขอความ
ถา a | b แลว ℓcm(a, b) = b

เปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ
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บทนยิาม 3.3.13 ให a1, a2, ..., an เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว

จำนวนเต็มบวก m จะเปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an ก็ตอเมือ่ a1 | m, a2 | m, ..., an | m

และ m จะเปนตัวคณูรวมนอยของ a1, a2, ..., an เขียนแทนดวย ℓcm(a1, a2, ., , , an) ก็ตอเมือ่

(1) m เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an และ

(2) สำหรับจำนวนเต็มบวก c ถา c เปนตัวคณูรวมของ a1, a2, ..., an แลว m ≤ c

ตัวอยาง 3.3.14 จงหาตัวคณูรวมของ 9, 6 และ 15

ตัวอยาง 3.3.15 ถา x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุ ซึง่ 9, 12 และ 15 หาร x ลงตัว แต 11 หาร
x เศษเหลอืเทากับ 7 แลว x มีคาเทาใด
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ทฤษฎบีท 3.3.16 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน แลว
1. ℓcm(ℓcm(a1, a2), a3, ..., an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

2. ℓcm(ℓcm(a1, a2, ..., an−1), an) = ℓcm(a1, a2, ..., an)

ตัวอยาง 3.3.17 จงหาตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้
1. ℓcm(4, 6, 18)

2. ℓcm(6, 10, 15)

3. ℓcm(35, 49, 42, 63)

4. ℓcm(50, 125, 150, 500)

ทฤษฎบีท 3.3.18 สำหรับจำนวนเต็ม a1, a2, ., , , an ทีไ่มใช ศนูยพรอมกัน และm = ℓcm(a1, a2, ., , , an)

แลว สำหรับจำนวนเต็ม c ใด ๆ ถา c | a1, c | a2, ..., c | an แลว m | c
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แบบฝ กหัด 3.3
1. จงหา ℓcm(a, b) เมือ่กำหนดให

1.1 a = 36 และ b = 96

1.2 a = 280 และ b = −96

1.3 a = −125 และ b = −325

1.4 a = 990 และ b = 1020

1.5 a = 1024 และ b = 2350

1.6 a = 5005 และ b = 6590

2. ถา a เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ ค.ร.น. ของ a และ 63 เทากับ 7a และ ห.ร.ม. ของ a และ 63

เทากับ c จงหา a และ c

3. กำหนดให a, b, c และ d เปนจำนวนเต็ม พิจารณาขอความตอไปนี้ ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถา
เปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
3.1 ℓcm(a2, b2) = (ℓcm(a, b))2

3.2 ถา a | b แลว ℓcm(a, b) = |b|

3.3 ถา a | c และ b | c และ ℓcm(a, b) = |ab| แลว ab | c

3.4 ℓcm(ca, b) = c · ℓcm(a, b)

3.5 ℓcm(a+ c, b+ c) = ℓcm(a, b)

3.6 ถา gcd(a, b) = d และ ℓcm(a, b) = c แลว dc = ab เมือ่ a, b, c, d ∈ Z+

4. ให a, b, c ∈ Z จงแสดงวา ℓcm(a, b) | c ก็ตอเมือ่ a | c และ b | c

5. จงแสดงวา ถา a และ b เปนจำนวนเต็มบวก แลว gcd(a, b) = gcd(a+ b, ℓcm(a, b))

6. ให a, b, c เปนจำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย และ c > 0 จงพิสจูนวา

ℓcm(a, b) = m ก็ตอเมือ่ ℓcm(ca, cb) = cm

7. ให x และ y เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ 80 < x < y และ x = pq เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ
ซึง่ p ̸= q ถา x และ y เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ กัน และ ค.ร.น. ของ x และ y เทากับ
15, 015 จงหา y ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไขทีก่ำหนดให



บทที่ 4
จำนวนเฉพาะ

ในบทนี้ จะศกึษาสมบัติบางประการของจำนวนเฉพาะ ตลอดจนขอพิสจูนตาง ๆ ทีเ่กีย่วของ
รวมถงึขอคาดการณเกีย่วกับจำนวนเฉพาะ การตรวจสอบ และคนหาจำนวนเฉพาะ

4.1 นยิามและสมบัตบิางประการของจำนวนเฉพาะ
บทนยิาม 4.1.1 จำนวนเต็ม p ทีม่ากกวา 1 เรยีกวา จำนวนเฉพาะ (prime) ก็ตอเมือ่

p มีตัวหารคอื ±1 และ ±p เทาน้ัน
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ทีไ่มใช จำนวนเฉพาะเรยีกวา จำนวนประกอบ (composite number)
ตัวอยาง 4.1.2 จงยกตัวอยางจำนวนเฉพาะและจำนวนประกอบ ทีไ่มเกนิ 50

79
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ขอสังเกต 4.1.3 จากบทนยิาม 4.1.1 จะไดวา

1. 2 เปนจำนวนเฉพาะทีเ่ปนจำนวนคูเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

2. p เปนจำนวนเฉพาะ ก็ตอเมือ่ d - p ทกุ ๆ จำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < p

3. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ถา a | p แลว a = ±1 หรอื a = ±p

4. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p | a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = p

5. ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z จะไดวา p - a ก็ตอเมือ่ gcd(a, p) = 1

6. ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะ ถา p | q แลว p = q

7. a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม d ซึง่ 1 < d < a ทีท่ำให d | a

8. a เปนจำนวนประกอบ ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม b, c ซึง่ 1 < b ≤ c < a ทีท่ำให a = bc

ตัวอยาง 4.1.4 มีจำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให 2p − 1 ไมเปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง 4.1.5 จงแสดงวา ถา n จำนวนประกอบ แลว 2n − 1 เปนจำนวนประกอบ
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ทฤษฎบีท 4.1.6 ทกุจำนวนเต็ม a ทีม่ากกวา 1 จะมีจำนวนเฉพาะ p ที่ p | a

ทฤษฎบีท 4.1.7 (ยุคลดิ) มีจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันต

ตัวอยาง 4.1.8 ให n ∈ N จงแสดงวามีจำนวนประกอบเรยีงตอกัน n จำนวน
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ทฤษฎบีท 4.1.9 ทฤษฎบีทนำของยุคลดิ
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b ∈ Z จะไดวา

ถา p | ab แลว p | a หรอื p | b

ตัวอยาง 4.1.10 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองเงือ่นไข p | (p+ 1)250

ทฤษฎบีท 4.1.11 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a, b, a1, a2, ..., an ∈ Z เมือ่ n ∈ N จะไดวา
ถา p | (a1a2...an) แลว p | ai สำหรับบางจำนวน i ∈ {1, 2, ..., n}

บทแทรก 4.1.12 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z เมือ่ n ∈ N แลว
สำหรับจำนวนนับ n ถา p | an แลว p | a
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ตัวอยาง 4.1.13 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไขตอไปนี้

1. p | 59015

2. p | 1092099

3. p | (630 + p)4

4. p | (150− 3p)251

5. p | (1225− 10p)p+1

6. p | (77003 − p2)p

ตัวอยาง 4.1.14 กำหนดให
A = {p : p เปนจำนวนเฉพาะ ที่ p | (980− p)3}

แลวผลบวกของสมาชกิท้ังหมดของ A มีคาเทาใด

ตัวอยาง 4.1.15 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไข p | 100!
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ตัวอยาง 4.1.16 จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลองกับเงือ่นไข (p+1) | (p2+2p+195)2

ตัวอยาง 4.1.17 จงพิสจูนวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n จะไดวา

n! + 1 และ (n+ 1)! + 1 เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธ
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีส่อดคลอง

1.1 p | 2313

1.2 p | (p− 455)4

1.3 p | (627 + 2p)11

1.4 p | (p+ 1530)3

1.5 (p+ 1) | (p− 3382)5

1.6 (p− 1) | (p2 − p+ 3333)

2. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว p | (2p − 2)

3. ถา p และ q เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p ≥ q > 4 จงแสดงวา 24 | (p2 − q2)

4. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z ซึง่ p | an แลว pn | an

5. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p > 2 แลว 4 | (p2 − 1)

6. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีท่ำให p | (2p − 1)

7. จงหาจำนวนเฉพาะ p ท้ังหมดทีท่ำให p | (2p + 1)

8. จงหาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีห่าร 100! ลงตัว
9. จงแสดงวา p เปนจำนวนเฉพาะที่ p > 4 แลว p2 + 2 เปนจำนวนประกอบ
10. จงตรวจสอบจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปู 8n + 1 เมือ่ n ∈ N เปนจำนวนประกอบเมือ่ใด

ขอเสนอแนะ (2n + 1) | (23n + 1)

11. จงแสดงวา ถา 2n − 1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ
12. สำหรับจำนวนนับ n ถา n3 + 1 เปนจำนวนเฉพาะ จงแสดงวา n = 1

13. จงพิสจูนวา 24 | (p2 − 1) ทกุจำนวนเฉพาะ p ทีม่ากกวา 3

14. ถา p เปนจำนวนเฉพาะ จงแสดงวาไมมีจำนวนเต็ม a และ b ใด ๆ ซึง่ a2 = pb2
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4.2 ทฤษฎบีทหลักมลูเลขคณติ
ทฤษฎบีทตอไปนี้ มีบทบาทสำคัญตอการนำไปใช ซึง่เปนเครือ่งมือทีเ่กีย่วของกับจำนวนเต็ม

ในการศกึษาทฤษฎบีทตาง ๆ ซึง่ยุคลดิไดเขียนไวในหนังสอื Euclid's Element เลมที ่ 9
ทฤษฎบีท 4.2.1 ทฤษฎบีทหลักมลูเลขคณติ (The Fundamental Theorem of Arithmematic)
จำนวนเต็มทีม่ากกวา 1 ใด ๆ สามารถเขียนในรปูผลคณูของจำนวนเฉพาะได และถาไมคดิลำดับ
เปนสำคัญแลวการเขียนนี้ทำไดเพียงวธิเีดยีวเทาน้ัน
หรอืกลาวไดวา จำนวนเต็ม n > 1 สามารถเขียนในรปู

n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

โดยที่ p1, p2, p3, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะซึง่ p1 < p2 < p3 < ... < pk และ ai ∈ N สำหรับทกุ
i = 1, 2, 3, ..., k และเขียน n ในรปูดังกลาวไดเพียงแบบเดยีวเทาน้ัน
เรยีกการเขียน n รปูแบบนี้ วา รปูแบบบัญญัติ (canonical form) ของ n
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ตัวอยาง 4.2.2 จงเขียนจำนวนทีเ่ขียนในรปูแบบบัญญัติ

1. 48

2. 1502

3. 1225

4. 4725

5. 10003

6. 15750

7. 846876

8. 50!

ตัวอยาง 4.2.3 ในการเขียน 50! ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่งกันกีตั่ว
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โดยทฤษฎบีท 4.2.1 ถา n > 1 และ m > 1 และเขียนรปูแบบบัญญัตไิดดังนี้
n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk และ m = pb11 · pb22 · pb33 · · · pbkk

เมือ่แตละจำนวนเต็ม ai ≥ 0 และ bi ≥ 0 โดยทีไ่มเปนศนูยพรอมกัน จะไดวา
gcd(n,m) = pc11 · pc22 · pc33 · · · pckk
ℓcm(n,m) = pd11 · pd22 · pd33 · · · pdkk

โดยที่ di และ ci คอื คาตำ่สดุและสงูสดุ ของ ai และ bi ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ i ∈ {1, 2, 3, ..., k}

ตัวอยาง 4.2.4 จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้
1. 150 และ 100

2. 308 และ 1,176

3. 31,752 และ 4,725
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พิจารณาการหาตัวหารท้ังหมดของ 24 เมือ่เขียนในรปูแบบบัญญัตจิะได 24 = 23 · 3

เขียนแผนภาพตนไมไดดังนี้

•

23
31

30

22
31

30

21
31

30

20
31

30

จากแผนภาพจะไดวาตัวหารของ 24 คอื 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

ตัวอยาง 4.2.5 จงหาตัวหารท้ังหมดของ 7,425
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ทฤษฎบีท 4.2.6 ให n ∈ Z ซึง่ n > 1 มีรปูแบบบัญญัตคิอื
n = pa11 · pa22 · pa33 · · · pakk

เมือ่ ai ∈ N ทกุ ๆ i แลวจำนวนตัวประกอบท้ังหมดของ n มีท้ังหมด
(a1 + 1)(a2 + 1)(a3 + 1) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง 4.2.7 จงหาจำนวนตัวหารท้ังหมดของ
1. 1,225

2. 1003

3. 4,725

4. 6503 · 364

5. 52653 · 242552
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บทต้ัง 4.2.8 ผลคณูของจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปู 4k + 1 ต้ังแตสองจำนวนข้ึนไปจะเปนจำนวนเต็ม
ทีอ่ยูในรปู 4k + 1

ทฤษฎบีท 4.2.9 จำนวนเฉพาะทีอ่ยูในรปู 4k + 3 มีอยูเปนจำนวนอนันต
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงเขียนจำนวนตอไปนี้ ในรปูแบบบัญญัติ

1.1 1, 250

1.2 1, 000

1.3 2, 5025

1.4 65, 304

1.5 150!

1.6 88, 442

2. จงหาตัวหารรวมมากและตัวคณูรวมนอยของจำนวนตอไปนี้

2.1 250 และ 150 2.2 330 และ 1, 175 2.3 10, 240 และ 4, 725

3. จงหาตัวหารท้ังหมดของจำนวนตอไปนี้

3.1 150

3.2 542

3.3 600

3.4 720

3.5 15!

3.6 31, 752

4. จงหาจำนวนของตัวหารท้ังหมดของ
4.1 85

4.2 125

4.3 2, 025

4.4 40955

4.5 10, 395

4.6 30!

4.7 35285 · 2284

4.8 (10!)4

4.9 (5!)(10!) · 74257

5. มีจำนวนเฉพาะทีอ่ยูในรปู 6k + 5 เปนจำนวนอนันต

6. ถา n เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว 3 | (2n + 1)

7. จงแสดงวา จำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 8n+ 5 มีจำนวนอนันต

8. ในการเขียนจำนวน 1000! ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่งกันกีตั่ว

9. ในการเขียนจำนวน (125)14 · 4415 · 4516 ในรปูของจำนวนเต็มจะมีศนูยลงทายเรยีงตอเนือ่ง
กันกีตั่ว

10. จงหาจำนวนเต็ม k ทีม่ากทีส่ดุที ่ 7k | 100!

11. มีจำนวนนับทีไ่มใช จำนวนเฉพาะกีจ่ำนวนทีห่าร 77,760,000 ลงตัว
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4.3 การคนหาจำนวนเฉพาะ
วธิหีนึง่ในการตรวจสอบวา n เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม คอืการหาจำนวนเต็มบวกทีม่ากกวา

1 แตนอยกวา n ถาไมมีจำนวนใดที่หาร n ลงตัว แสดงวาจำนวน n เปนจำนวนเฉพาะ แตวธิี
ดังกลาวจะใชไดดีเมือ่ n มีคาไมมากนัก ทฤษฎบีทตอไปนี้ จะเปนอกีวธิีในการตรวจสอบจำนวน
เฉพาะอยางมีประสทิธภิาพมากกวาวธิดัีงทีก่ลาวมา
ทฤษฎบีท 4.3.1 ถา a เปนจำนวนประกอบ แลวจะมีจำนวนเฉพาะ p ซึง่

p ≤
√
a และ p | a

ตัวอยาง 4.3.2 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
1. 101

2. 113

3. 313

4. 401

5. 719

6. 1001
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ตอไปจะกลาวถงึการหาจำนวนเฉพาะทกุตัวทีน่อยกวาหรอืเทากับ n เมือ่กำหนดจำนวนเต็ม
n โดยใชกฎแยงสลับทีข่องทฤษฎบีท 4.3.1 จะไดวา

ถาทกุจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≤
√
a และ p - a แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

วธิกีารนี้ เรยีกวา ตะแกรงเอราโตสเทเนส (The sieve of Eratosthesnes) ซึง่ทำไดดังนี้
(1) p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk เปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวาหรอืเทากับ √

n

(2) เขียนจำนวนเต็มต้ังแต 2 ถงึ n

(3) วงกลม p1 แลวกำจัดจำนวนทกุตัวในขอ (2) ทีห่ารดวย p1 ลงตัว

(4) ทำขอ (3) ซ้ำไปเรือ่ยจาก p2, p3, ..., pk

จำนวนเต็มทีเ่หลอืจะเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา n

ตัวอยาง 4.3.3 จงตรวจสอบจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

ตัวอยาง 4.3.4 จงหาจำนวนเฉพาะทีไ่มเกนิ 50 ทีส่ามารถเขียนในรปู 3k + 1 ได
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ตอไปเปนจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีน่อยกวา 1,000
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151

157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223

227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281

283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359

367 373 379 383 389 397 401 419 421 431 433 439

443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509

521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599

601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661

673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751

757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829

839 853 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929

937 941 947 953 967 971 977 983 911 997

ตัวอยาง 4.3.5 จงตรวจสอบวา 2,093 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

ตัวอยาง 4.3.6 จงตรวจสอบวา 30,031 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

ตัวอยาง 4.3.7 จงหาจำนวนเฉพาะท้ังหมดทีห่าร 150! ลงตัว
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ในป ค.ศ. 1940 แฟรมาตไดศกึษาจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปูตามนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 4.3.8 จำนวนแฟรมาต (Fermat Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Fn = 22
n

+ 1 เมือ่ n ≥ 0

ตัวอยางเช น
F0 = 3 F1 = 5 F2 = 17 F3 = 257 F4 = 65537

ท้ัง 5 จำนวนลวนเปนจำนวนเฉพาะแฟรมาตคาดเดาวาจำนวนตอ ๆ นาจะเปนจำนวนเฉพาะ ตอ
มาในป ค.ศ. 1732 ออยเลอรพบวา F5 = 4294967297 = 641 · 6700417 ทำใหคำกลาาของแฟร
มาตเปนเท็จ ดังน้ันถา Fn เปนจำนวนเฉพาะ จะเรยีก Fn วา จำนวนเฉพาะแฟรมาต (Fermat
prime) และในป ค.ศ. 1878 ลคัูส นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสไดพิสจูนวา

F6 = 22
6

+ 1 = 264 + 1 = 274177 · 67280421310721

ดังน้ัน F6 เปนจำนวนประกอบ จากการศกึษาพบวาจำนวนแฟรมาต Fn เปนจำนวนประกอบ
สำหรับ 5 ≤ n ≤ 50 อยางไรก็ตามยังไมมีผูใดพิสจูนไดวาจำนวนเฉพาะอยูเปนจำนวนอนันตที ่
สามารถเขียนในรปู 22

n
+ 1 หรอืไม และก็ยังไมมีผูใดพบจำนวนเฉพาะของแฟรมาตตัวอืน่ ๆ

ทฤษฎบีท 4.3.9 สำหรับ m > n แลว gcd(Fm, Fn) = 1
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มารนิ แมรเซน บาทหลวงชาวฝรัง่เศส นักคณติศาสตรคนหนึง่ทีส่นใจในการสรางลำดับของ
จำนวนเฉพาะโดยสนใจจำนวนเต็มทีอ่ยูในรปูแบบดังนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 4.3.10 จำนวนมารเซน (Mersenne Numbers) คอืจำนวนทีอ่ยูในรปู

Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

ตัวอยางเช น
M1 = 1 M2 = 3 M3 = 7 M4 = 15 M5 = 31

ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ เราจะเรยีก Mn วา จำนวนเฉพาะแมรเซน (Mersenne prime)
ทฤษฎบีท 4.3.11 ถา Mn เปนจำนวนเฉพาะ แลว n เปนจำนวนเฉพาะ

จากทฤษฎบีทดังกลาวจะไดวาจำนวน Mp เปนจำนวนเฉพาะของแมร เซนได ก็ตอเมือ่ มี
จำนวนเฉพาะ p ทีท่ำให Mp เปนจำนวนเฉพาะเช น

M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31, M7 = 127, M13 = 8191

แมรเซนไดต้ังขอคาดการณไววา Mp เปนจำนวนเฉพาะเมือ่ p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,
67, 127 และ 257 เทาน้ัน และเปนจำนวนประกอบสำหรับจำนวนเฉพาะ p อืน่ ๆ ทีน่อยกวา 257
ใน ค.ศ. 1876 ลคัูส ไดพิสจูนวา M67 เปนจำนวนประกอบแตไมสามารถแยกตัวประกอบออกมา
ได ในป  ค.ศ. 1903 โคล ไดคำนวณออกมาเปนผลคณูดังนี้

267 − 1 = (193707721)(761838257287)

ในป ค.ศ.2001 พบวา M13466917 เปนจำนวนเฉพาะแมร เซนทีมี่คามากสดุ ปญหาทีน่ าสนใจคอื
จำนวนเฉพาะ Mp = 2p − 1 มีอยูจำนวนอนันตหรอืไม ซึง่ปญหานี้ ยังไมมีใครตอบคำถามได
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แบบฝ กหัด 4.3
1. จงตรวจสอบวาจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม

1.1 1003

1.2 1007

1.3 1117

1.4 2111

1.5 5139

1.6 10001

1.7 8009

1.8 77777

2. 219 − 1 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
3. 25! + 1 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
4. 4545 + 5454 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
5. จงตรวจสอบวา M13, M19 และ M23 เปนจำนวนเฉพาะหรอืไม
6. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 3k + 3 มา 20 จำนวน

7. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 6k + 5 มา 20 จำนวน

8. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู k2 + k + 41 มา 20 จำนวน

9. จงหาจำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู k2 − 79k + 160 มา 20 จำนวน

10. มีจำนวนเต็ม n ซึง่ 6 < n < 20 จำนวนใดบางทีท่ำให n2 + 1 เปนจำนวนเฉพาะบาง
11. จงแสดงวา จำนวนเฉพาะทีเ่ขียนในรปู 8n+ 5 มีจำนวนอนันต

12. จงแสดงวา ถา p และ p2 + 8 เปนจำนวนเฉพาะ แลว p3 + 4 เปนจำนวนเฉพาะ
13. จงแสดงวา ถา p, p+ 2 และ p+ 4 เปนจำนวนเฉพาะทกุตัว แลว p = 3

14. จงแสดงวา ถา p และ p+2 เปนจำนวนเฉพาะท้ังคู (จำนวนเฉพาะคูแฝด) และ p(p+2)+2

เปนจำนวนเฉพาะ แลว p = 3

15. จงแสดงวา ถา p และ p+2 เปนจำนวนเฉพาะคูแฝดที่ p > 3 แลวผลบวกของจำนวนเฉพาะ
คูแฝดนี้หารดวย 12 ลงตัว

16. สำหรับ n ≥ 1 จงแสดงวา gcd(Fn, n) = 1

17. จงแสดงวา จำนวนเต็มทีเ่ขียนในรปู Fn + 4 เปนจำนวนประกอบ

18. จงพิสจูนวา ถา p และ 2p+1 เปนจำนวนเฉพาะ แลว (2p+1) | Mp หรอื (2p+1) | (Mp+2)



บทที่ 5
สมภาค

ใน ค.ศ. 1801 คารส ฟรดีรคิ เกาส (Carl Friedrich Gauss ค.ศ.1777-1855) นักคณติศาสตร
ชาวเยอรมัน ไดเสนอแนวคดิทีเ่รยีกวา สมภาค (congruence) ซึง่แนวคดิดังกลาวปรากฏในหนังสอื
ของเขาชือ่ Disquisitones Arithmeticae ในขณะที่เขามีอายุเพียง 24 ป จนกลายเปนเครือ่งมือ
สำคัญเกีย่วกับทฤษฎจีำนวน

5.1 นยิามและสมบัตขิองสมภาค
บทนยิาม 5.1.1 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก
จะกลาววา a และ b สมภาคกัน (congruent) มอดโุล (modulo) m หรอื a สมภาคกับ b มอ
ดโุล m เขียนแทนดวย a ≡ b (mod m) นยิามโดย

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m | (b− a)

a ไมสมภาคกับ b มอดโุล m เขียนแทนดวย a ≡/ b (mod m)

ขอสังเกต 5.1.2 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. a ≡/ b (mod m) ก็ตอเมือ่ m - (b− a)

2. a ≡ b (mod 1)

3. a ≡ a (mod m)

ตัวอยาง 5.1.3 จงใหเหตผุลเกีย่วกับการสมภาคตอไปนี้
1. 2 ≡ 5 (mod 3) เพราะวา
2. −3 ≡ 7 (mod 5) เพราะวา
3. −15 ≡ −3 (mod 6) เพราะวา
4. 5 ≡/ 7 (mod 3) เพราะวา

99
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ทฤษฎบีท 5.1.4 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว

a ≡ b (mod m) ก็ตอเมือ่ a และ b มีเศษเหลอืจากการหารดวย m เทากัน

ตัวอยาง 5.1.5 จงใหเหตผุลสมภาคตอไปนี้
1. 123 ≡ 192 (mod 3) เพราะวา
2. −124 ≡/ 77 (mod 5) เพราะวา
3. 687 ≡ 176 (mod 7) เพราะวา
4. 557 ≡ 718 (mod 3) เพราะวา

ทฤษฎบีท 5.1.6 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก แลว
1. a ≡ a (mod m) สมบัตสิะทอน (Reflexive law)
2. ถา a ≡ b (mod m) แลว b ≡ a (mod m) สมบัตสิมมาตร (Symmetric law)
3. ถา a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) แลว a ≡ c (mod m)

สมบัตถิายทอด (Transitive law)
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ทฤษฎบีท 5.1.7 ให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m)

และ c ≡ d (mod m) แลว
1. a+ c ≡ b+ d (mod m)

2. ac ≡ bd (mod m)

ทฤษฎบีท 5.1.8 ให a, b, c เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก ถา a ≡ b (mod m)

แลว
1. ถา a ≡ b (mod m) แลว a+ c ≡ b+ c (mod m)

2. ถา a ≡ b (mod m) แลว ac ≡ bc (mod m)

ตัวอยาง 5.1.9 ให a, b, c, d, x, y เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จงแสดงวา
ถา a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แลว ax+ cy ≡ bx+ dy (mod m)
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ทฤษฎบีท 5.1.10 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m, k เปนจำนวนเต็มบวก แลว
ถา a ≡ b (mod m) แลว ak ≡ bk (mod m)

ตัวอยาง 5.1.11 จงแสดงวา 41 หาร 220 − 1 ลงตัว

ตัวอยาง 5.1.12 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร
1. 8 หาร 310

2. 23 หาร 213

3. 51 หาร 720
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ตัวอยาง 5.1.13 จงหาเศษทีเ่กดิจากการหาร
1. 51 หาร 310 2. 51 หาร 2110

ตัวอยาง 5.1.14 จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

ตัวอยาง 5.1.15 จงแสดงวา 4n ≡ 1 + 3n (mod 9) ทกุจำนวนเต็มบวก n
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ทฤษฎบีท 5.1.16 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

ทฤษฎบีท 5.1.17 ให a, b, n ∈ Z และ m เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ d = gcd(m,n) จะไดวา

an ≡ bn (mod m) ก็ตอเมือ่ a ≡ b
(
mod m

d

)

บทแทรก 5.1.18 ให a, b, p เปนจำนวนเต็ม และ m เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา an ≡ bn (mod m) และ gcd(m,n) = 1 แลว a ≡ b (mod m)

2. ถา an ≡ bn (mod p) และ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p - n แลว a ≡ b (mod p)
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ทฤษฎบีท 5.1.19 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2))

2. ถา a ≡ b (mod m1) และ a ≡ b (mod m2) และ gcd(m1,m2) = 1 แลว a ≡ b (mod m1m2)

ตัวอยาง 5.1.20 จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 34000

ตัวอยาง 5.1.21 จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 34000

ทฤษฎบีท 5.1.22 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา a ≡ b (mod mi) i = 1, 2, ..., k แลว a ≡ b (mod ℓcm(m1,m2, ...,mk))

2. ถา a ≡ b (mod m1) และ m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธทกุคู
แลว a ≡ b (mod m1m2 · · ·mk)
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ทฤษฎบีท 5.1.23 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม a จะมีจำนวนเต็ม r เพียงตัวเดยีวที ่ 0 ≤ r < m เมือ่ m เปน
จำนวนเต็มบวก และ

a ≡ r (mod m)

บทนยิาม 5.1.24 ถา a ≡ b (mod m) จะเรยีก b วาเปนสวนตกคาง (residue) ของ a มอดโุล
m เซตของ

{a1, a2, ..., am}

จะเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณ (complete residue system) มอดโุล m ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ
จำนวนเต็ม a จะมี ai เพียงตัวเดยีวทีท่ำให a ≡ ai (mod m) ช้ันสมมูลของ ai คอื

{a : a ∈ Z, a ≡ ai (mod m)}

จะเรยีกวา ช้ันส วนตกคาง (residue class) ของ ai มอดโุล m

ตัวอยาง 5.1.25 จงหาสวนตกคางของ 5 มอดโุล 7 ท้ังหมดทีเ่ปนไปได

ตัวอยาง 5.1.26 จงหาระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 3
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ขอสังเกต 5.1.27 จากการสังเกตจะไดวา
1. ถา {a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

ก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ i ̸= j ai ≡/ aj (mod m)

2. ถา {a1, a2, ..., am} และ {b1, b2, ..., bm} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

แลวจะไดวาทกุ ๆ ai จะมี bj เพียงตัวเดยีวทีท่ำให ai ≡ bj (mod m)

ตัวอยาง 5.1.28 จงตรวจสอบวาจงหาเซตตอไปนี้ ระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 5 หรอืไม
1. {−1, 5, 6, 7, 8}

2. {−11,−3, 18, 16, 22}

3. {8,−2, 6, 12, 1}

บทนยิาม 5.1.29 เราจะเรยีกเปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m

{0, 1, 2, ...,m− 1}

วาระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเป นคาลบนอยสดุ (least non-negative complete residue
system) มอดโุล m

ตัวอยางเช น {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณทีไ่มเปนคาลบนอยสดุ มอดโุล 7

ทฤษฎบีท 5.1.30 {a1, a2, ..., am} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m และ gcd(c,m) = 1

จะไดวา {ca1, ca2, ..., cam} เปนระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล m
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แบบฝ กหัด 5.1
1. จงหาเลขโดดหลักสดุทายของ 3400

2. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 97104 ดวย 105

3. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 1049 ดวย 7

4. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 3636 + 4141 ดวย 77

5. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15 + 25 + 35 + · · ·+ 995 ดวย 4

6. จงแสดงการหารลงตัวตอไปนี้ โดยใชสมภาค
6.1 44 | (1919 + 6919)

6.2 13 | (270 + 370)

6.3 7 | (950 − 4)

6.4 13 | (536 − 1)

6.5 19 | (1775 + 8)

6.6 11 · 31 · 61 | (2015 − 1)

7. จงแสดงวา 42 | (n7 − n) ทกุจำนวนเต็มบวก n

8. จงแสดงวา 19 - (4n2 + 4) ทกุจำนวนเต็ม n

9. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ 11 | (24n+3 + 5n+2) โดยใชสมภาค
10. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็ม n ใด ๆ ถา gcd(n, 7) = 1 แลว 7 | (n2 − 1)

11. จงแสดงวา สำหรับจำนวนเต็มบวกคี่ n ใด 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0 (mod n)

12. ให a, b,m เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา ถา a ≡ b (mod m) แลว gcd(a,m) = gcd(b,m)

13. จงพิสจูนวา ถา a ≡ 2 (mod 4) จะไมมีจำนวนเต็ม b และ m > 1 ที่ a = bm

14. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 21000000 ดวย 17

15. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 1010 + 1010
2
+ 1010

3
+ · · ·+ 1010

10 ดวย 7

16. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะคี่ แลว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

17. จงแสดงวา 11320 − 1 หารดวย 17 ลงตัว
18. จงแสดงวา 3636 + 4141 หารดวย 77 ลงตัว
19. จงแสดงวา 1919 + 6919 หารดวย 44 ลงตัว
20. จงแสดงวา 270 + 370 หารดวย 13 ลงตัว
21. จงแสดงวา 97104 หารดวย 105 เศษเหลอืเปน 1

22. จงแสดงวา 2015 − 1 หารดวย 11 · 31 · 61 ลงตัว
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23. จงแสดงวา 561 | (2561 − 2) และ 561 | (2561 − 3)

24. จงแสดงวา 18351910 + 19862061 ≡ 0 (mod 7)

25. จงแสดงวา 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

26. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

27. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 7999

28. จงหาเลขโดดสองหลักสดุทายของ 99
9

29. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ F13

30. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

31. จงพิจารณาวา 2117 − 2 หารดวย 117 ลงตัวหรอืไม
32. จงแสดงวา 13 | (24n+1 − 5 · 3n+1) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชสมภาค
33. จงแสดงวา 74n ≡ 1 + 2400n (mod 1000) ทกุ ๆ n ∈ N โดยใชอปุนัยเชงิคณติศาสตร
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5.2 สมการสมภาคเชงิเสน
พิจารณาจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองสมการสมภาค

6x ≡ 4 (mod 8)

จะไดวา 6x = 4 + 8k เมือ่ k ∈ Z นัน่คอื
x =

4 + 8k

6
=

2 + 4k

3

มีเขียนคำตอบบางสวน ดังตารางตอไปนี้
k x

-11 -14
-5 -6
1 2
7 10
13 18

k x

-8 -10
-2 -2
4 6
10 14
16 22

สำหรับคำตอบในระบบสวนตกคางบรบูิรณมอดโุล 8 จะไดคำตอบคอื x = 2, 6 ซึง่เรยีกวา
คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล 8

ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก แลว
ax ≡ b (mod m)

เรยีกวา สมการสมภาคเชงิเสน (linear congruence equation) ในหัวขอนี้ สนใจคำตอบของ
สมการทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m มีวธิกีารหาผลเฉลยดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ตัวอยาง 5.2.1 คำตอบของสมการ 7x ≡ 5 (mod 11) ทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล 11
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ทฤษฎบีท 5.2.2 ให a, b เปนจำนวนเต็ม และ m จำนวนเต็มบวก และ gcd(a,m) = d จะไดวา

สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีคำตอบ x ∈ Z ก็ตอเมือ่ d | b

ถา d | b จะมีคำตอบอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล m และคำตอบนัน่คอื

x ≡ x0 + t
m

d
(mod m) เมือ่ t = 0, 1, 2, ..., d− 1

โดยที่ x0 คอืคำตอบหนึง่ของสมการ a

d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)



112 บทท่ี 5. สมภาค
จากทฤษฎบีท 5.2.2 พบวา

1. ถา d - b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) ไมมีคำตอบ

2. ถา d | b สมการสมภาคเชงิเสน ax ≡ b (mod m) มีอยู d คำตอบทีไ่มสมภาคกันในมอดโุล
m

3. ถา d = 1 แลวสมการ ax ≡ b (mod m) มีเพียงคำตอบเดยีวทีไ่มสมภาคกัน
ในมอดโุลm หรอืกลาวไดอกีนัยวา ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ ax ≡ b (mod m)

แลว x1 ≡ x2 (mod m)

4. ถา x0 เปนคำตอบหนึง่ของสมการ a

d
x ≡ 1

(
mod m

d

)
แลว x1 =

b

d
x0 จะเปนคำตอบ

ของสมการ a

d
x ≡ b

d

(
mod m

d

)
ตัวอยาง 5.2.3 จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้

1. 9x ≡ 21 (mod 30)

2. 14x ≡ 15 (mod 28)

3. 18x ≡ 30 (mod 42)



5.2. สมการสมภาคเชงิเสน 113

ตัวอยาง 5.2.4 จงหาคำตอบของสมการสมภาคเชงิเสนตอไปนี้
1. 6x ≡ 21 (mod 39)

2. 39x ≡ 65 (mod 52)

ตัวอยาง 5.2.5 จงหาคำตอบทีไ่มสมภาคกัน ของสมการสมภาคเชงิเสน 91x ≡ 98 (mod 119)
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ตัวอยาง 5.2.6 โรงงานผลติเสื้อยืดแหงหนึง่พบวาเมือ่แบงจำนวนเสื้อยืดคอกลมออกเปน 102
กอง จะเหลอืเสื้อยืดคอกลมจำนวน 12 ตัว ถาจำนวนเสื้อยืดคอกลมมีจำนวนเปน 36 เทาของ
เสื้อยืดคอวี พบวาจำนวนเสื้อยืดคอวีมีมากกวา 80 ตัว แตไมเกนิ 100 ตัว จงหาจำนวนเสื้อยืด
คอวแีละคอกลม

ตัวอยาง 5.2.7 ณ โรงเรยีนแหงหนึง่ ครปูระจำช้ันให แกว และกลา ซึง่เปนนักเรยีนในหอง นับ
เหรยีญทีไ่ดจากการบรจิาคเพือ่ช วยเหลอืผูประสบภัยน้ำทวมของเพือ่น ๆ ในช้ันเรยีน จากการ
นับพบวา เมือ่แบงเหรยีญบาทออกเปน 35 กอง จะเหลอื 14 เหรยีญ

• แกวกลาววา "จำนวนเหรยีญบาท เปน 15 เทาของจำนวนเหรยีญสบิ"

• กลากลาววา "จำนวนเหรยีญบาท เปน 21 เทาของจำนวนเหรยีญสบิ"

ครปูระจำช้ันจะตรวจสอบไดอยางไรวานักเรยีนคนใดกลาวถกูตอง
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงเซตคำตอบของ x ทีส่อดคลอง

1.1 20x ≡ 45 (mod 5)

1.2 20x ≡ 30 (mod 4)

1.3 15x ≡ 25 (mod 35)

1.4 15x ≡ 24 (mod 35)

1.5 15x ≡ 0 (mod 35)

1.6 39x ≡ 65 (mod 52)

1.7 20x ≡ 4 (mod 30)

1.8 335x ≡ 254 (mod 400)

2. จงหาคำตอบท้ังหมดของสมการสมภาค
2.1 20x ≡ 4 (mod 30)

2.2 20x ≡ 3 (mod 4)

2.3 353x ≡ 254 (mod 400)

3. ถา p เปนจำนวนเฉพาะ จงพิสจูนวา สำหรับทกุจำนวนเต็ม x ใดๆ

x2 ≡ x (mod p) ก็ตอเมือ่ x ≡ 0 (mod p) หรอื x ≡ 1 (mod p)

4. จงหาจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุทีส่อดคลองสมการ 49x ≡ 23 (mod 55)
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5.3 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี
คำถามหนึง่ที ่มักได ยินบอยคร้ังในเรือ่งการหารคอื มีจำนวนเต็มอะไรเมือ่หารดวย 4 เศษ

เหลอืเปน 3 และหารดวย 5 เศษเหลอืเปน 4 คำถามนี้คอืจำนวนเต็ม x ทีส่อดคลองระบบสมการ
สมภาค

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

นัน่คอืตองหา x ทีส่อดคลอง x = 3 + 4t และ x = 4 + 5s เมือ่ t, s ∈ Z เมือ่พิจารณาแลวจะได
x = 79 เมือ่ t = 19 และ s = 15 ให z เปนคำตอบของระบบสมการจะไดวา

z ≡ 79 (mod 4) และ z ≡ 79 (mod 5)

เนือ่งจาก gcd(4, 5) = 1 ดังน้ัน z ≡ 79 (mod 20) คำตอบของระบบสมการนี้คอื
79 + 20k, k ∈ Z

จากตัวอยางที ่กลาวมาเริม่ตนหา x = 79 ที่สอดคลองระบบสมการโดยการแทนคา t และ s

จนกวาจะไดคา x ทีเ่ทากันคอื 79 ซึง่มีความยุงยาก ในหัวขอนี้ จะนำเสนอวธิีการในหาคำตอบ
ของระบบสมการสมภาค เริม่ตนพิจารณาระบบสมการสมภาค

nx ≡ 1 (mod m)

mx ≡ 1 (mod n)

ให m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 ข้ันแรกให x1 และ x2 เปนคำของระบบสมการ nx ≡ 1 (mod m)

และ mx ≡ 1 (mod n) ตามลำดับ สำหรับทกุ ๆ จำนวนเต็ม a, b จะไดวา
nx1a ≡ a (mod m)

mx2b ≡ b (mod n)

นัน่คอื x1a และ x2b เปนคำตอบของระบบสมการ
nx ≡ a (mod m)

mx ≡ b (mod n)

ให x0 = nx1a+mx2b จะไดวา
x0 = nx1a+mx2b ≡ nx1a+ 0 ≡ a (mod m)

x0 = nx1a+mx2b ≡ 0 +mx2b ≡ b (mod n)

นี้คอืการแสดงวา x0 = nx1a+mx2b เปนคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

พิสจูนเบ้ืองตนทำใหไดดังทฤษฎบีทตอไปนี้
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ทฤษฎบีท 5.3.1 ให m,n ∈ N และ gcd(m,n) = 1 จะไดวาระบบสมการ
x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล mn กลาวคอื จะมี x0 ∈ Z ซึง่
x0 ≡ a (mod m) และ x0 ≡ b (mod n) และถา x1 และ x2 เปนคำตอบของระบบ
แลว x1 ≡ x2 (mod mn)

เมือ่ยอนกลับไปหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

เห็นไดวา gcd(4, 5) = 1 ให a = 3, b = 4,m = 4, n = 5 พิจารณาระบบสมการ
5x ≡ 1 (mod 4)

4x ≡ 1 (mod 5)

จะไดวา x1 = 1 และ x2 = 4 เปนคำของระบบสมการ 5x ≡ 1 (mod 4) และ 4x ≡ 1 (mod 5)

ตามลำดับ แลว
x0 = nx1a+mx2b = 5(1)(3) + 4(4)(4) = 79

ดังน้ันคำตอบของระบบสมการนี้คอื x ≡ 79 (mod 20) นัน่คอื
79 + 20t, t ∈ Z

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 9)



118 บทท่ี 5. สมภาค

ตัวอยาง 5.3.3 จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ 3 และหารดวย 11 เศษเหลอื
เทากับ 5

ตัวอยาง 5.3.4 จงหาคำตอบของระบบสมการ
2x ≡ 1 (mod 5)

3x ≡ 5 (mod 11)
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ตอไปจะพิจารณาในระบบสมการทีม่ากกวา 2 สมการ เช นจงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)

เมือ่ gcd(m1,m2) = gcd(m1,m3) = gcd(m2,m3) = 1

ให x0 = m2m3x1a1 +m1m3x2a2 +m1m2x3a3 สำหรับจำนวนเต็ม x1, x2, x3 ใด ๆ จะไดวา
x0 ≡ m2m3x1a1 + 0 + 0 (mod m1)

x0 ≡ 0 +m1m3x2a2 + 0 (mod m2)

x0 ≡ 0 + 0 +m1m2x3a3 (mod m3)

ในการหาคำตอบของระบบสมการขางตนเลอืก x1, x2, x3 ทีส่อดคลองสมการ
m2m3x ≡ a1 (mod m1)

m1m3x ≡ a2 (mod m2)

m1m2x ≡ a3 (mod m3)

ถา x1, x2 เปนคำตอบของระบบสมการ จะไดวา x1 ≡ x2 (mod m1m2m3)

ตัวอยาง 5.3.5 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 7)
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ทฤษฎบีทตอไปนี้จะกลาวถงึการหาคำตอบของระบบสมการสมภาคทีป่ระกอบดวย k สมการ
ซึง่มีแนวคดิคลายกับกรณี 2 และ 3 สมการ ซึง่จะเรยีกวา ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (Chinese
Remainder Theorem) เขียนโดยยอวา CRT เหตุทีเ่รยีกเช นนี้ ก็เพราะวาชาวจนีไดใชความรูที ่
คลายทฤษฎบีทดังกลาวต้ังแตครสิตศวรรษที่ 1 และหลังจากน้ันชาวจนีไดนำไปเผยแพรในยุโรป
โดยเขียนเปนภาษาจนีในการนำไปเผยแพรคร้ังแรก
ทฤษฎบีท 5.3.6 ทฤษฎบีทเศษเหลอืของจนี (Chinese Remainder Theorem)
ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ gcd(mi,mj) = 1 สำหรับ i ̸= j

จะไดวาระบบสมการสมภาค
x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบของระบบสมการเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุลm = m1m2m3...mk กลาวคอืจะมี x0 ∈ Z

ซึง่ x0 ≡ ai (mod mi) ทกุ i = 1, 2, ..., k ถา x1 และ x2 เปนคำตอบของสมการ x1 ≡ x2 (mod m)
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ตัวอยาง 5.3.7 จงหาจำนวนเต็มเมือ่หารดวย 5 เศษเหลอืเทากับ 4 หารดวย 6 เศษเหลอืเทากับ
5 และหารดวย 7 เศษเหลอืเทากับ 6
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ตัวอยาง 5.3.8 จงหาคำตอบของสมการสมภาค 17x ≡ 9 (mod 276)
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ทฤษฎบีทตอไปนี้จะเปนเครือ่งมือในการหาคำตอบของระบบสมการสมภาคในกรณทัีว่ไป
โดยเริม่ตนจากระบบสมการทีมี่ 2 สมการดังนี้
ทฤษฎบีท 5.3.9 ให m1,m2 เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2 ∈ Z จะไดระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ gcd(m1,m2) | (a1 − a2)

และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล m = ℓcm(m1,m2)

ตัวอยาง 5.3.10 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 11 (mod 16)

x ≡ 5 (mod 20)
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ตัวอยาง 5.3.11 จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 13 (mod 15)

x ≡ 7 (mod 21)
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ทฤษฎบีท 5.3.12 ให m1,m2, ...,mk เปนจำนวนเต็มบวกและ a1, a2, ..., ak ∈ Z
จะไดวาระบบสมการสมภาค

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

x ≡ a3 (mod m3)...
x ≡ ak (mod mk)

มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ gcd(mi,mj) | (ai − aj) สำหรับทกุ i, j ∈ {1, 2, ..., k}
และถามีคำตอบแลว จะมีคำตอบเพียงคำตอบเดยีวในมอดโุล ℓcm(m1,m2, ...,mk)
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ตัวอยาง 5.3.13 จงหาคำตอบของระบบสมการ

x ≡ 11 (mod 15)

x ≡ 15 (mod 20)

x ≡ 2 (mod 25)

ตัวอยาง 5.3.14 จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 17 (mod 21)

x ≡ 3 (mod 28)
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แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาคตอไปนี้

1.1
x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 7)

1.2
x ≡ 1 (mod 4)

x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 7)

2. จงหาคำตอบของระบบสมการ
x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 7)

3. จงหาคำตอบของระบบสมการสมภาคตอไปนี้

3.1
x ≡ 2 (mod 4)

x ≡ 11 (mod 9)

3.2
x ≡ 2 (mod 15)

x ≡ 8 (mod 21)

4. จงหาจำนวนเต็มบวก x ทีส่อดคลองสมการสมภาค


x ≡ 16 (mod 45)

x ≡ 7 (mod 18)

x ≡ 1 (mod 20)

5. จงหาคำตอบของ 25x ≡ 37 (mod 445)

6. จงหาจำนวนเต็มบวกทีมี่คานอยสดุทีเ่มือ่หารดวย 5, 6, 7 แลวเศษเหลอืเทากับ 1, 2, 3
ตามลำดับ

7. จงหาจำนวนเต็มท้ังหมดทีอ่ยูระหวาง 1,000 ถงึ 2,000 ทีเ่มือ่หารดวย 5, 7, 11 แลวไดเศษ
เหลอื 1, 3, 5 ตามลำดับ

8. อายุของชายคนหนึง่เมือ่หารดวย 3 เศษเหลอืคอื 2 เมือ่หารดวย 4 เศษเหลอืคอื 1 และเมือ่
หารดวย 5 เศษเหลอืคอื 1 จงหาอายุของชายคนนี้

9. จงหาจำนวนเต็มบวกท้ังหมดทีห่ารดวย 3, 4, 5 แลวเศษเหลอืเทากับ 1 หรอื 2
10. จงหาจำนวนเต็มบวกทีน่อยทีส่ดุเมือ่หารดวย 12, 15 และ 21 เศษเหลอื 10, 7 และ 13 ตาม

ลำดับ
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5.4 ระบบสวนตกคางลดทอน
บทนยิาม 5.4.1 ระบบสวนตกคางลดทอน (reduced residue system) มอดโุล m คอืเซต
ของจำนวนเต็มในระบบสวนตกคางบรบูิรณทีเ่ปนจำนวนเฉพาะสัมพัทธกับ m

(ก) ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทีไ่ดจากระบบสวนตกคางบรบูิรณ {0, 1, 2, ...,m− 1}
คอื

{k : 0 ≤ k < m และ gcd(k,m) = 1}

เรยีกวา ระบบสวนตกคางลดทอนทีไ่มเป นลบคานอยสดุ (least non-negative reduced
residue system) มอดโุล m

(ข) ϕ(m) แทนจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

ขอสังเกต 5.4.2 จากนยิามขางตนจะไดวา

1. เซตของจำนวนเต็ม ri เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ก็ตอเมือ่
(1) gcd(ri,m) = 1 ทกุ ๆ ri

(2) ถา i ̸= j แลว ri ≡/ rj (mod m)

(3) ถา x ∈ Z ที่ gcd(x,m) = 1 แลวมี ri ที่ x ≡ ri (mod m)

2. ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ทกุระบบมีจำนวนสมาชกิเทากัน

3. ϕ(p) = p− 1 เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ

ตัวอยาง 5.4.3 จงยกตัวอยางระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล 5 และ 8 มาอยางนอย 2 ระบบ
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ตอไปจะเปนตัวอยางของ ϕ(m)

m ระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m ϕ(m)

1 {1} 1
2 {1} 1
3 {1, 2} 2
4 {1, 3} 2
5 {1, 2, 3, 4} 4
6 {1, 5} 2
7 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 6
8 {1, 3, 5, 7} 4
9 {1, 2, 4, 5, 7, 8} 6
10 {1, 3, 7, 9} 4
20 {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19} 8
50 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 50, gcd(k, 50) = 1} 20
100 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 100, gcd(k, 100) = 1} 40
1000 {k ∈ Z : 0 ≤ k < 1000, gcd(k, 1000) = 1} 400

วธิกีารหาคาของ ϕ(m) จะแสดงในหัวขอ 6.4 บทที่ 6

ทฤษฎบีท 5.4.4 ถา {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนเซตของจำนวนเต็มซึง่ทกุ ๆ i, gcd(ai,m) = 1 และ
ทกุ ๆ i ̸= j, ai ≡/ aj (mod m) แลว {a1, a2, ..., aϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m
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ทฤษฎบีท 5.4.5 ให gcd(a,m) = 1 และ {r1, r2, ..., rϕ(m)} เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล
m จะไดวา

{ar1, ar2, ..., arϕ(m)}

เปนระบบสวนตกคางลดทอนมอดโุล m

ทฤษฎบีท 5.4.6 ทฤษฎบีทของออยเลอร (Euler's Theorem)
ถา a ∈ Z และ m ∈ N ซึง่ gcd(a,m) = 1 แลว

aϕ(m) ≡ 1 (mod m)



5.4. ระบบสวนตกคางลดทอน 131

ตัวอยาง 5.4.7 100 หาร 3256 มีเศษเหลอืเทาใด

ตัวอยาง 5.4.8 จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 710000
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บทแทรก 5.4.9 ทฤษฎบีทของแฟรมาต (Fermat's Little Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z โดยที่ p - a แลว

ap−1 ≡ 1 (mod p)

บทแทรก 5.4.10 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ Z แลว
ap ≡ a (mod p)

ตัวอยาง 5.4.11 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 31000 ดวย 17
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ตัวอยาง 5.4.12 จงหาคา a ทีท่ำให 1021999 + 1031999 ≡ a (mod 1999) เมือ่ 0 ≤ a < 1999

ทฤษฎบีท 5.4.13 ให p และ q เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน และ a ∈ Z

ถา aq ≡ a (mod p) และ ap ≡ a (mod q) แลว apq ≡ a (mod pq)

ตัวอยาง 5.4.14 จงแสดงวา 2340 ≡ 1 (mod 341)
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ทฤษฎบีท 5.4.15 ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

x2 ≡ 1 (mod p) ก็ตอเมือ่ x ≡ 1 หรอื −1 (mod p)

ทฤษฎบีท 5.4.16 ทฤษฎบีทของวลิสัน (Wilson's Theorem)
ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะได

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

ตัวอยาง 5.4.17 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 15! ดวย 17
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ตัวอยาง 5.4.18 จงแสดงวา 18! ≡ −1 (mod 437)

ตัวอยาง 5.4.19 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 2(26)! ดวย 29
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แบบฝ กหัด 5.4
1. ให a และ m เปนจำนวนเต็มบวกที่ gcd(a,m) = 1 จงพิสจูนวาสำหรับจำนวนเต็มบวก b

{b, b+ a, b+ 2a, ..., b+ (m− 1)a}

เปนระบบสวนตกคางบรบิรณูมอดโุล m

2. จงแสดงวา ถา p เปนจำนวนเฉพาะคี่ แลว 2(p− 3)! ≡ −1 (mod p)

3. จงแสดงวา 1919 + 6919 หารดวย 44 ลงตัว
4. จงแสดงวา 97104 หารดวย 105 เศษเหลอืเปน 1

5. จงแสดงวา 22225555 + 55552222 ≡ 0 (mod 7)

6. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 13398

7. จงหาเลขโดดสามหลักสดุทายของ 7999

8. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 611000 ดวย 23 โดยใชทฤษฎขีองแฟรมาต

9. จงหาเลขสามตัวสดุทายของจำนวนเต็ม 32016 เมือ่เขียนในระบบฐานสบิ

10. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 18! ดวย 23 คอืจำนวนใด
11. จงแสดงวา 44 | (1919 + 6919)

12. จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร 30! + 29! + 28! + 27! ดวย 31



บทที่ 6
ฟงกชันเลขคณติ

บททีผ่านมาไดกลาวถงึสัญลักษณ ϕ(m) วาหมายถงึจำนวนสมาชกิของระบบสวนตกคางลด
ทอนมอดโุล m เรยีกวาฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) เปนตัวอยางหนึง่ของฟงกชันใน
ทฤษฎีจำนวน ในบทนี้ จะกลาวถงึฟงกชันอืน่ ๆ โดยเฉพาะฟงกชันทีมี่โดเมนเปนจำนวนเต็มบวก
และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอนเรยีกวา ฟงกชันเลขคณติ (arithematic function) ซึง่
จะมีบทบาทสำคัญและประยุกตใชในการศกึษาทฤษฎจีำนวน

สำหรับเซต A และ B ผลคณูคารทีเซยีน A × B = {(a, b) : a ∈ A และ b ∈ B} เรยีก
f ⊆ A×B วาฟงกชันก็ตอเมือ่ ทกุ ๆ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f ถา x1 = x2 แลว y1 = y2 กำหนดให

โดเมนของ f คอื {x ∈ A : (x, y) ∈ f} และ เรจนของ f คอื {y ∈ B : (x, y) ∈ f}

ถา f ⊆ A×B เปนฟงกชันจาก A ไป B เขียนแทนดวย f : A → B ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน และ
โดเมนของ f คอื A และสำหรับ (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x)

6.1 ฟงกชันเชงิการคณู
บทนยิาม 6.1.1 ฟงกชันทีมี่โดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก และเรจนเปนสับเซตของจำนวนเชงิซอน
เรยีกวา ฟงกชันเลขคณติ
ตัวอยางฟงกชันเลขคณติ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2. f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = จำนวนตัวประกอบทีเ่ปนจำนวนเฉพาะของ n

ตัวอยางฟงกชันทีไ่มเปนฟงกชันเลขคณติ
1. f : Z → Z กำหนดโดย f(n) = 2n

2. f : C → R กำหนดโดย f(x) = |x|

3. f : Z → R กำหนดโดย f(n) = n2

137
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ตัวอยาง 6.1.2 ให λ : N → Z กำหนดโดย

λ(n) =

1 เมือ่ n = 1

(−1)α1+α2+···+αk เมือ่ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k (รปูแบบบัญญัต)ิ

เรยีกวา ฟงกชันลอีวูลิล (Liouville's λ-function) จงหา λ(2), λ(6) และ λ(12)

ตัวอยาง 6.1.3 ให Λ : N → R กำหนดโดย

Λ(n) =

log p ถา n = pa เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N

0 ถา n เปนอยางอืน่

เรยีกวา ฟงกชันมานเกอลท (Mangoldt's function) จงหา Λ(2),Λ(6) และ Λ(9)

ตัวอยาง 6.1.4 ให µ : N → Z กำหนดโดย

µ(n) =


1 ถา n = 1

0 ถามีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p2 | n

(−1)k ถา n = p1p2 · · · pk เมือ่ pi เปนจำนวนเฉพาะทีแ่ตกตางกัน

เรยีกวา ฟงกชันเมอบิอสุ (Mobius function) จงหา µ(2), µ(6), µ(9) และ µ(105)
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บทนยิาม 6.1.5 ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวาฟงกชันเชงิการคณู (multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ (completely multiplicative function)
ก็ตอเมือ่

f(mn) = f(n)f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

ตัวอยาง 6.1.6 จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการคณู และ/หรอื ฟงกชัน
เชงิการคณูแบบบรบูิรณ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 1

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n

4. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n2

5. f : N → C กำหนดโดย f(n) = n+ i
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บทนยิาม 6.1.7 ฟงกชันเลขคณติ f จะเรยีกวา ฟงกชันเชงิการบวก (additive function) ก็
ตอเมือ่

f(mn) = f(n) + f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m และ gcd(m,n) = 1

และเรยีกวา ฟงกชันเชงิการบวกแบบบรบูิรณ (completely additive function) ก็ตอเมือ่
f(mn) = f(n) + f(m) สำหรับทกุจำนวนเต็ม n,m

ตัวอยาง 6.1.8 จงตรวจสอบฟงกชันเลขคณติตอไปนี้ วาเปนฟงกชันเชงิการบวก และ/หรอื ฟงกชัน
เชงิการบวกแบบบรบูิรณ

1. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 0

2. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = 1

3. f : N → Z กำหนดโดย f(n) = n

4. f : N → R กำหนดโดย f(n) = ℓn(n)

5. f : N → R กำหนดโดย f(n) = en
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ทฤษฎบีท 6.1.9 ให f เปนฟงกชันเลขคณติ โดยที่ f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปู

แบบบัญญัติ แลว

f เปนฟงกชันเชงิการคณู ก็ตอเมือ่ f(pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ) = f(pα1

1 )f(pα2
2 )...f(pαk

k )

ทฤษฎบีท 6.1.10 ให f เปนฟงกชันเลขคณติ โดยที่ f(1) = 1 และ n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปู

แบบบัญญัติ จะไดวา f เปนฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่
f(pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k ) = f(p1)
α1f(p2)

α2 ...f(pk)
αk

บทแทรก 6.1.11 ให f เปนฟงกชันเชงิการคณู โดยที่ f(1) = 1 และ n ∈ N จะไดวา f เปน
ฟงกชันเชงิการคณูแบบบรบูิรณ ก็ตอเมือ่

f(pm) = (f(p))m เมือ่ p เปนจำนวนเฉพาะที่ p | n และ m ∈ N
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ตอไปจะกลาวถงึสัญลักษณแทนการบวกของฟงกชันเลขคณติ f คอื∑
d|n

f(d) หมายถงึ ผลบวกของ f(d) เมือ่ d เปนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

ตัวอยางเช น ∑
d|3

f(d) = f(1) + f(3) และ ∑
d|6

f(d) = f(1) + f(2) + f(3) + f(6) เปนตน

ตัวอยาง 6.1.12 ใหฟงกชันเลขคณติ f(n) = n2 จงหาของ
1. ∑

d|4

f(d)

2. ∑
d|6

f(d)

3. ∑
d|12

f(d)

สัญลักษณแทนการคณูของฟงกชันเลขคณติ f คอื
k∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) · · · f(k)

ตัวอยางเช น
3∏

i=1

f(i) = f(1)f(2)f(3) และ
5∏

n=1

n = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 5! เปนตน
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเชงิการคณูหรอืไม

1.1 f : N → Z โดย f(n) = 3n

1.2 f : N → Z โดย f(n) = n2

1.3 f : N → R โดย f(n) = n−1

1.4 f : N → C โดย f(n) = n+ ni

2. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันเชงิการบวกหรอืไม

2.1 f : N → Z โดย f(n) = 5

2.2 f : N → Z โดย f(n) = gcd(n, n+2)

2.3 f : N → R โดย f(n) = cos n

2.4 f : N → C โดย f(n) = ein

3. จงพิสจูนวา ถา f และ g เปนฟงกชันเชงิการคณู แลว fg เปนฟงกชันเชงิการคณู

4. ให f และ g เปนฟงกชันเชงิการคณู จงพิสจูนวา f = g ก็ตอเมือ่ f(pa) = g(pa) สำหรับทกุ
จำนวนเฉพาะ p และทกุจำนวนนับ d

5. จงหาคาของ

5.1 ∑
d|6

d

5.2 ∑
d|12

d2

5.3 ∑
d|16

(d+ 1)

5.4 ∑
d|36

2d

5.5 ∑
d|125

(d+ 1)(d− 1)

5.6 ∑
d|1000

1

6. ให M เปนฟงกชันเชงิการคณูซึง่ M(pn) = [M(p)]n ทกุ ๆ จำนวนเฉพาะ p และ
จำนวนนับ n ถา

M(1) = 1, M(2) = 3, M(3) = 5 และ M(5) = 7

จงหาคาของ M(3600)
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6.2 ฟงกชันเทา
บทนยิาม 6.2.1 ให n ∈ N กำหนดให

τ(n) = จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันเทา (tau function)
ขอสังเกต 6.2.2 ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1. τ เปนฟงกชันเลขคณติ
2. τ(1) = 1

3. τ(n) =
∑
d|n

1

ตัวอยาง 6.2.3 จงหาคาของ
1. τ(12)

2. τ(23)

3. τ(308)

4. τ(625)

ทฤษฎบีท 6.2.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ a ∈ N แลว
1. τ(p) = 2

2. τ(pa) = a+ 1
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ทฤษฎบีท 6.2.5 ให n ∈ N และ n > 1 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k ในรปูแบบบัญญัติ แลว

τ(n) =
k∏

i=1

(αi + 1) = (a1 + 1)(a2 + 2) · · · (ak + 1)

ตัวอยาง 6.2.6 จงหาคาของ
1. τ(500)

2. τ(720)

3. τ(1000)

4. τ(8820)

ทฤษฎบีท 6.2.7 ฟงกชันเทาเปนฟงกชันเชงิการคณู
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ตอไปเปนตัวอยางของคาฟงกชันเทา
n τ(n)

1 1
2 2
3 2
4 3
5 2
6 4
7 2
8 4
9 3
10 4

n τ(n)

11 2
12 6
13 2
14 4
15 4
16 6
17 2
18 6
19 2
20 6

n τ(n)

21 4
22 4
23 2
24 8
25 3
26 4
27 4
28 6
29 2
30 8

n τ(n)

31 2
32 6
33 4
34 4
35 4
36 9
37 2
38 4
39 4
40 8

n τ(n)

41 2
42 8
43 2
44 6
45 6
46 4
47 2
48 10
49 3
50 6

ตารางที่ 5 แสดงคาฟงกชันเทาต้ังแต 1 ถงึ 50

ตัวอยาง 6.2.8 ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ τ(n)
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แบบฝ กหัด 6.2
1. จงหาคาของ

1.1 τ(25)

1.2 τ(99)

1.3 τ(100)

1.4 τ(125)

1.5 τ(525)

1.6 τ(676)

1.7 τ(2560)

1.8 τ(3125)

1.9 τ(9938)

2. จงตรวจสอบวา τ(n) = τ(n + 1) + τ(n + 2) + τ(n + 3) เปนจรงิสำหรับ n = 3655 และ
n = 4503 หรอืไม

3. จงหาคาของ ∑
d|72

τ(d)

4. มีจำนวนนับทีไ่มใช จำนวนเฉพาะกีจ่ำนวนทีห่าร 45 · 311 · 107 ลงตัว
5. จงตรวจสอบขอความ

ถา τ(a) = 2 แลว a เปนจำนวนเฉพาะ

เปนจรงิหรอืเท็จ ถาจรงิจงพิสจูนถาเปนเท็จจงยกตัวอยางคาน
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6.3 ฟงกชันซกิมา
บทนยิาม 6.3.1 ให n, k ∈ N กำหนดให

σ(n) = ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

เรยีกฟงกชันนี้ วา ฟงกชันซกิมา (sigma function) และนยิาม
σk(n) = ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

ขอสังเกต 6.3.2 ให n, k ∈ N จากบทนยิามจะไดวา
1. σ และ σk เปนฟงกชันเลขคณติ ทกุ ๆ k ∈ N

2. σ = σ1

3. σ(1) = 1 และ σk(1) = 1

4. σ(n) =
∑
d|n

d และ σk(n) =
∑
d|n

dk

ตัวอยาง 6.3.3 จงหาคาของ
1. σ(6) และ σ2(6)

2. σ(7) และ σ3(7)

3. σ(81) และ σ2(81)
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ทฤษฎบีท 6.3.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว
σ(p) = 1 + p และ σk(p) = 1 + pk

ทฤษฎบีท 6.3.5 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว

σ(pa) =
pa+1 − 1

p− 1
และ σk(p

a) =
(pk)a+1 − 1

pk − 1

ตัวอยาง 6.3.6 จงหาคาของ
1. σ(16)

2. σ2(343)

3. σ(729)
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บทต้ัง 6.3.7 ให n1, n2 เปนจำนวนเต็มซึง่ gcd(n1, n2) = 1 จะไดวาทกุ ๆ จำนวนเต็มบวก d ซึง่
d | n1n2 ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็มบวก d1 และ d2 ที่ d = d1d2 และ d1 | n1, d2 | n2 นอกจากนี้ ถา
d1 | n1, d2 | n2 และ d′1 | n1, d′2 | n2 โดยที่ d1d2 = d′1d

′
2 แลว d1 = d′1 และ d2 = d′2

ทฤษฎบีท 6.3.8 ฟงกชันซกิมาเปนฟงกชันเชงิการคณู
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ตัวอยาง 6.3.9 จงหาคาของ
1. σ(600)

2. σ2(200)

3. σ(3250)

ทฤษฎบีท 6.3.10 ถา n = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k รปูแบบบัญญัติ แลว

σ(n) =
k∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
และ σk(n) =

k∏
i=1

(pki )
αi+1 − 1

pki − 1

ตอไปเปนตัวอยางของคาฟงกชันซกิมา
n σ(n)

1 1
2 3
3 4
4 7
5 6
6 12
7 8
8 15
9 13
10 18

n σ(n)

11 12
12 28
13 14
14 24
15 24
16 31
17 18
18 39
19 20
20 42

n σ(n)

21 32
22 36
23 24
24 60
25 31
26 42
27 45
28 56
29 30
30 72

n σ(n)

31 32
32 63
33 48
34 54
35 48
36 91
37 38
38 60
39 56
40 90

n σ(n)

41 42
42 96
43 44
44 84
45 78
46 72
47 48
48 124
49 57
50 93

ตารางที่ 6 แสดงคาฟงกชันซกิมาต้ังแต 1 ถงึ 50
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ตัวอยาง 6.3.11 ถา 2k − 1 เปนจำนวนเฉพาะ และ n = 2k−1(2k − 1) จงหาคาของ σ(n)

บทนยิาม 6.3.12 เรยีกจำนวนนับ n วา จำนวนสมบูรณ (perfect number) ถา σ(n) = 2n

จากตัวอยาง 6.3.11 ทำใหไดตัวอยางจำนวนสมบูรณดังตาราง

k 2k − 1 จำนวนสมบูรณ n = 2k−1(2k − 1)

2 3 6
3 7 28
5 31 496
7 127 8,128
13 8191 335,500,336
17 131071 8,589,869,056

ตารางที่ 7 แสดงจำนวนสมบูรณ 6 จำนวนแรก
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แบบฝ กหัด 6.3
1. จงหาคาของ

1.1 σ2(20)

1.2 σ3(72)

1.3 σ(900)

1.4 σ(1000)

1.5 σ(1500)

1.6 σ(3333)

1.7 σ(6000)

1.8 σ(5545)

1.9 σ(10101)

2. ให n ∈ N จงพิสจูนวา σ(n) = n+ 1 ก็ตอเมือ่ n เปนจำนวนเฉพาะ
3. สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ จงพิสจูนวา σ(n2) ≤ σ2(n)

4. จงหาจำนวนเต็ม m มีสมบัตวิา

5 ≤ m ≤ 20 และ σ(m+ 1) = σ(m)

และหาคาของ ∑
d|m

σ2(d)

5. ให p เปนจำนวนเฉพาะโดยที่ 5 - p ถา
σ(5p) = 2σ(p2)− 2

จงหาคาของ τ(p3 + 3p)

6. สำหรับจำนวนนับ n ใด ๆ จงแสดงวา σ(n) = 1 ก็ตอเมือ่ n = 1
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6.4 ฟงกชันฟ ออยเลอร
บทนยิาม 6.4.1 ให n ∈ N นยิาม

ϕ(n) = จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

เรยีกวา ฟงกชันฟ ออยเลอร (Euler phi function) หรอื ฟงกชันฟ  (phi function)
ขอสังเกต 6.4.2 ให n ∈ N จากบทนยิามจะไดวา

1. ϕ เปนฟงกชันเลขคณติ
2. ϕ(1) = 1

ตัวอยาง ϕ(n) เมือ่ 2 ≤ n ≤ 10

n จำนวนเต็มบวก k ≤ n ซึง่ gcd(k, n) = 1 ϕ(n)

2 1 1
3 1,2 2
4 1,3 2
5 1,2,3,4 4
6 1,5 2
7 1,2,3,4,5,6 6
8 1,3,5,7 4
9 1,2,4,5,7,8 6
10 1,3,7,9 4

ตารางที่ 8 แสดงคาฟงกชันฟ ออยเลอรต้ังแต 2 ถงึ 10

ตัวอยาง 6.4.3 จงหาคาของ
1. ϕ(15)

2. ϕ(17)

3. ϕ(25)

4. ϕ(36)
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ทฤษฎบีท 6.4.4 ถา p เปนจำนวนเฉพาะ แลว ϕ(p) = p− 1

ตัวอยาง 6.4.5 จงหาคาของ
1. ϕ(37) 2. ϕ(101) 3. ϕ(1277)

ตัวอยาง 6.4.6 จงหาคาของ ϕ(625)
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ทฤษฎบีท 6.4.7 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ a ∈ N แลว
ϕ(pa) = pa − pa−1

ตัวอยาง 6.4.8 จงหาคาของ
1. ϕ(64)

2. ϕ(97)

3. ϕ(343)

4. ϕ(625)

5. ϕ(729)

6. ϕ(1225)
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ทฤษฎบีท 6.4.9 ฟงกชันฟออยเลอรเปนฟงกชันเชงิการคณู

บทแทรก 6.4.10 ให m1,m2, ...,mk ∈ N และ gcd(mi,mj) = 1 ทกุ ๆ i ̸= j แลว
ϕ(m1,m2...mk) = ϕ(m1)ϕ(m2)...ϕ(mk)
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ตัวอยาง 6.4.11 จงหาคาของ

1. ϕ(72)

2. ϕ(500)

3. ϕ(1000)

บทแทรก 6.4.12 ถา n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k เปนการเขียน n ในรปูแบบบัญญัติ แลว

ϕ(n) = n
k∏

i=1

(
1− 1

pi

)

ตัวอยาง 6.4.13 จงหาคาของ
1. ϕ(225)

2. ϕ(360)

3. ϕ(900)

4. ϕ(66924)



6.4. ฟงก ชันฟ ออยเลอร 159

ตัวอยาง 6.4.14 จงหาคาของ ∑
d|n

ϕ(d) เมือ่

1. n = 12

2. n = 20

ทฤษฎบีท 6.4.15 ให n ∈ N แลว ∑
d|n

ϕ(d) = n
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แบบฝ กหัด 6.4
1. จงหาคาของ

1.1 ϕ(18)

1.2 ϕ(150)

1.3 ϕ(350)

1.4 ϕ(289)

1.5 ϕ(256)

1.6 ϕ(520)

1.7 ϕ(2000)

1.8 ϕ(2016)

1.9 ϕ(49000)

2. จงหาจำนวนเต็มบวก n ท้ังหมดทีท่ำให ϕ(2n) = ϕ(n)

3. จงแสดงวา ถา n เปนจำนวนเต็มคี ่ แลว ϕ(2n) = ϕ(n)

4. จงแสดงวา ถา n เปนจำนวนเต็มคู แลว ϕ(2n) = 2ϕ(n)

5. จงพิสจูนวา ถา n และ n+ 2 เปนจำนวนเฉพาะคูแฝด แลว ϕ(n+ 2) = ϕ(n) + 2

6. จงหาจำนวนเต็มบวก k ทีท่ำให ϕ(2k · 73) = 4704

7. ใหจำนวนเต็มบวก n = 2p ·3q ·5r อยูในรปูแบบบัญญัติ โดยที่ p > q > r ถา τ(n) = 120

และ 27 | n เมือ่เขียน n ในระบบเลขฐานสบิจะลงทายดวยศนูย ท้ังหมด 3 จำนวน จงหาคา
ของ ϕ(pqr)

8. ถา ∑
d|n

ϕ(d) = 500 จงหาคาของ ϕ(n3)

9. กำหนดให X =
100∑
n=1

∑
d|n

ϕ(d)

 จงหาคาของ ϕ(X)

10. ให p เปนจำนวนเฉพาะ โดยที่ gcd(3, p) = 1 และ ϕ(3p) = 380 จงหา p

11. จงหาคาของ ϕ(25612 − 20182)
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6.5 ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ
บทนยิาม 6.5.1 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

เรยีก [x] วา ฟงกชันจำนวนเตม็คามากสดุ (the greatest integer function)
ตัวอยางเช น [1.5] = 1, [−2.14] = −3, [√3] = 1, [15

7
] = 2 และ [3] = 3

ขอสังเกต 6.5.2 สำหรับจำนวนจรงิ x จะไดวา
1. [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2. 0 ≤ x− [x] ≤ 1

ทกุจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะมีจำนวนเต็ม n ที่ n ≤ x < n+ 1 ทำใหได

x = n+ (x− n) โดยที่ 0 ≤ x− n < 1

นัน่คอื x = n+ k เมือ่ k เปนจำนวนจรงิที ่ 0 ≤ k < 1 ซึง่ในกรณนีี้ [x] = k นัน่เอง
ทฤษฎบีท 6.5.3 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1. ถา x ≥ 0 แลว [x] =
∑
1≤i≤x

1

2. [x] + [−x] =

0 ถา x ∈ Z

−1 ถา x /∈ Z

3. [x+m] = [x] +m เมือ่ m เปนจำนวนเต็ม
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ทฤษฎบีท 6.5.4 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดวา

1.
[ x
m

]
=

[
[x]

m

]
เมือ่ m เปนจำนวนเต็มบวก

2. −[−x] คอืจำนวนเต็มคานอยสดุทีม่ากกวาหรอืเทากับ x

3. ถา n และ m เปนจำนวนเต็มบวก จำนวนของจำนวนเต็มจากเซตของ {1, 2, ..., n} ทีห่าร n

ลงตัวดวย m คอื
[ n
m

]

สำหรับจำนวนเต็ม a และ b โดยข้ันตอนการหารจะไดวามีจำนวนเต็ม q และ r ซึง่ b = aq+ r

เมือ่ 0 ≤ r < a ทำใหไดวา
b

a
= q +

r

a
โดยที่ 0 ≤ r

a
< 1

นัน่คอื
q =

[
b

a

]
และ r = b− aq = b− a

[
b

a

]
ตัวอยาง 6.5.5 จงหาเศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร −934 ดวย 248
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ตอไปจะใชฟงกชันจำนวนเต็มคามากสดุช วยในการเขียนรปูแบบบัญญัติของจำนวนทีอ่ยูใน
รปูแฟคทอเรยีล กำหนดให A = {1, 2, 3, ..., n} และ a ∈ N ให

Xa = {x ∈ A : a หาร x ลงตัว }

แลวจะไดวา |Xa| =
[n
a

]
จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 2k หาร 100! ลงตัว นัน่คอื 100!

เขียนรปูแบบบัญญัตคิอื
100! = 2k · 3a1 · 5a2 · 7a3 · · · 97

พิจารณา 100! = 1 · 2 · 3 · 4 · · · 97 · 98 · 99 · 100 พบวาถา A = {1, 2, 3, ..., 100} จะไดวา

X21 = {x ∈ A : 21 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X21 | =

[
100

21

]
= 50

X22 = {x ∈ A : 22 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X22 | =

[
100

22

]
= 25

X23 = {x ∈ A : 23 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X23 | =

[
100

23

]
= 12

X24 = {x ∈ A : 24 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X24 | =

[
100

24

]
= 6

X25 = {x ∈ A : 25 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X25 | =

[
100

25

]
= 3

X26 = {x ∈ A : 26 หาร x ลงตัว } จะไดวา |X26 | =

[
100

26

]
= 1

ดังน้ัน k = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 นัน่คอื

k =
6∑

i=1

|X2i| =
6∑

i=1

[
100

2i

]

จะใชสัญลักษณ ep(n) แทน
∞∑
i=1

[
n

pi

]
ในตัวอยางนี้ คอื k = e2(100) จากการสังเกตนี้ ทำใหได

ทฤษฎบีทตอไปนี้
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ทฤษฎบีท 6.5.6 ให p เปนจำนวนเฉพาะ และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวากำลังสงูสดุของ p

ทีห่าร n! ลงตัวคอื
ep(n) =

∞∑
i=1

[
n

pi

]

ตัวอยาง 6.5.7 จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 3k หาร 500! ลงตัว
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ตัวอยาง 6.5.8 จงหาจำนวนเต็ม k มากสดุทีท่ำให 18k หาร 100! ลงตัว

ตัวอยาง 6.5.9 จงเขียนรปูแบบบัญญัตขิอง 10!
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ตัวอยาง 6.5.10 จงหาจำนวนทีล่งทายดวยศนูย ท้ังหมดของ 1000!

ทฤษฎบีท 6.5.11 สำหรับจำนวนจรงิ x และ y จะไดวา [x] + [y] ≤ [x+ y]
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ทฤษฎบีท 6.5.12 ให n และ r เปนจำนวนเต็มบวก ซึง่ 1 ≤ r ≤ n จะไดวา(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
เปนจำนวนเต็ม

บทแทรก 6.5.13 ผลคณูของจำนวนเต็มบวก r จำนวนทีเ่รยีงตดิกัน จะหารดวย r! ลงตัว

ตัวอยาง 6.5.14 จงแสดงวา 24 หาร 2016 · 2017 · 2018 · 2019 · 2020 ลงตัว
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แบบฝ กหัด 6.5
1. จงหาคาของ

1.1 [−2
√
31 + 1] + [

√
31]

1.2
[
235

24
+

24

235

] 1.3
[√

1 + 2 + ...+ 10
]

1.4
[
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

100

]

2. จงเขียนรปูแบบบัญญัตขิองจำนวนตอไปนี้

2.1 18! 2.2 25! 2.3 30! 2.4 60!

3. ให F และ f เปนฟงกชันเลขคณติโดยที่ F (n) =
∑
d|n

f(d) จงพิสจูนวา

สำหรับจำนวนเต็มบวก m

m∑
i=1

F (k) =
m∑
k=1

f(k)
[m
k

]

4. จงหากำลังสงูสดุของ 7 ทีห่าร 1000! ลงตัว

5. ถาเขียน 500! ในรปูเลขฐานสบิจะมีจำนวนทีล่งทายดวยศนูยตอเนือ่งกันกีจ่ำนวน

6. จงหาจำนวน n! ที่เขียนในรปูเลขฐานสบิจะมีจำนวนที่ลงทายดวยศนูย ตอเนือ่งกัน 37
จำนวน

7. จงหาจำนวนเต็มบวก n ทีน่อยทีส่ดุทีท่ำให 105n หาร 5000! ลงตัว

8. จงหาจำนวนเต็มบวก k ทีมี่คามากสดุ ทีท่ำให 77k หาร 5000! ลงตัว



บทที่ 7
สมการไดโอแฟนไทน

สมการไดโอแฟนไทน (Diophatine equations) เปนชือ่ทีต้ั่งเปนเกยีรตแิกนักคณติศาสตร
ชาวกรกีชือ่ ดีโอฟานโตส (Diophantos) ซึง่อาศัยอยูในเมืองอะเล็กซานเดรยีและเชือ่กันวาเขา
มีชวีติอยูในช วง ค.ศ. 250 ถงึ ค.ศ. 300 ไมมีใครทราบประวัติของเขามากนัก ผลงานเขียนที่
มีช ือ่เสยีงมากคอืหนังสอื "เลขคณติ" ท้ังหมด 13 เลม ทำใหไดรับการยกยองวาเปน "บิดาของ
พีชคณติ"

สมการไดโอแฟนไทนคอืสมการที่สนใจคำตอบเปนจำนวนเต็มเทาน้ัน อาจเปนสมการดกีรี
หนึง่ หรอืมากกวาน้ัน อาจมีตัวแปรเดยีวหรอืหลายตัวแปร หรอือาจเปนระบบสมการทีก่ำหนด
ตัวแปรมากกวาจำนวนสมการ

7.1 สมการเชงิเสนดกีรหีนึง่
ในหัวขอนี้ เราสนใจหาเงือ่นไขทีเ่พียงพอทีจ่ะแสดงวาสมการ

ax+ by = c เมือ่ a, b, c ∈ Z

ถา a = 0 หรอื b = 0 สามารถหาคำตอบไดโดยงาย เช น ax = c สมการนี้ มีคำตอบก็ตอเมือ่ a | c
และคำตอบคอื x =

c

a
ทำใหสนใจกรณทีี ่ a ̸= 0 และ b ̸= 0

ทฤษฎบีท 7.1.1 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 แลว

สมการ ax+ by = c มีคำตอบ x, y ∈ Z ก็ตอเมือ่ gcd(a, b) | c

169
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ตัวอยาง 7.1.2 จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม
1. 2x+ 3y = 5

2. 42x+ 21y = 15

3. 50x+ 15y = 20

4. 45x+ 18y = 100

ทฤษฎบีท 7.1.3 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถาสมการ ax+by = c มีคำตอบเปน x = x0

และ y = y0 เรยีกคำตอบนี้ วาคำตอบเฉพาะราย (particular solution) และ d = gcd(a, b)
แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการ ax+ by = c เขียนในรปู

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมือ่ t ∈ Z

บทแทรก 7.1.4 ให a, b, c ∈ Z ซึง่ a ̸= 0 และ b ̸= 0 ถา x0, y0 เปนคำตอบเฉพาะรายของสมการ
ax+ by = c และ gcd(a, b) = 1 แลวทกุ ๆ คำตอบของสมการสามารถเขียนในรปู

x = x0 + bt, y = y0 − at เมือ่ t ∈ Z
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ตัวอยาง 7.1.5 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 4x+ 5y = 13
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สรปุข้ันตอนการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน ax + by = c

1. หา d = gcd(a, b)
2. ตรวจสอบวา d | c หรอื d - c

3. ถา d - c แลวสมการ ax+ by = c ไมมีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม
4. ถา d | c แลวสมการ ax+ by = c มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม

หาคำตอบเฉพาะราย โดยเลอืกได 2 วธิี ดังนี้
(ก) ข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ จาก d = ax1 + by1 และ c = dk เลอืก x0 = kx1 และ y0 = ky1

(ข) สมการสมภาค ax ≡ c (mod b) หรอื by ≡ c (mod a)

หา x0 เปนคำตอบของ ax ≡ c (mod b) แลวหา y0 จากสมการ ax0 + by0 = c

หา y0 เปนคำตอบของ by ≡ c (mod a) แลวหา x0 จากสมการ ax0 + by0 = c

5. สรางคำตอบท้ังหมด
x = x0 +

b

d
t, y = y0 −

a

d
t เมือ่ t ∈ Z

ตัวอยาง 7.1.6 จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบหรอืไม ถามีจงหาคำตอบ

1. 4x+ 2y = 11

2. 10x+ 6y = 16
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3. 6x+ 21y = 4

4. 12x− 5y = 8

ตัวอยาง 7.1.7 จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชสมการสมภาค

1. 56x+ 72y = 40
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2. 12x− 18y = −60

3. 101x+ 65y = 111
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จากตัวอยาง 7.1.7 ขอ 3 การหาคำตอบเฉพาะราย x0, y0 มีความยุงยากเมือ่หาโดยแกสมการ
สมภาค ในกรณหีลกีเลีย่งไดโดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

101 = 101(1) + 65(0) 101 1 0 R1

65 = 101(0) + 65(1) 65 0 1 R2

36 = 101(1) + 65(−1) 36 1 −1 R3 = R1 −R2

29 = 101(−1) + 65(2) 29 −1 2 R4 = R2 −R3

7 = 101(2) + 65(−3) 7 2 −3 R5 = R3 −R4

1 = 101(−9) + 65(14) 1 −9 14 R6 = R3 − 4R4

จะไดวา x0 = −9 และ y0 = 14

ตัวอยาง 7.1.8 จงหาคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ

1. 80x− 62y = 90

2. 112x+ 97y = 100
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ตัวอยาง 7.1.9 เด็กชายเอ ไดเงินคาขนมจากพอจำนวน 200 บาท ถาเราทราบเพียงวาพอของ
เด็กชายเอใหเปนธนบัตร 2 ชนดิคอืธนบัตรชนดิ 20 บาท และธนบัตรชนดิ 50 บาทเทาน้ัน จงหา
จำนวนธนบัตรทีเ่ด็กชายเอไดรับท้ังหมด

ตัวอยาง 7.1.10 นายมีเงินอยู 100 ตองการจะซื้อน้ำอัดลมชนดิกระป องราคากระป องละ 15
บาท และซื้อขนมคบเคี้ ยวชนดิหอ ๆ ละ 20 บาท ถานายตองซื้อของท้ัง 2 ชนดินี้ เทาน้ันใหเงิน
หมดพอดี นายสามารถทำไดหรอืไม ถาทำไดทำไดท้ังหมดกีแ่บบ



7.1. สมการเชงิเสนดีกรีหน่ึง 177

ตอไปจะพิจารณาสมการไดโอแฟนไทนดกีรีหนึง่ที ่มีตัวแปรมากกวา 2 ตัวข้ึนไป การตรวจ
สอบวามีคำตอบในระบบจำนวนเต็มหรอืไม ทำไดคลายคลงึกับทฤษฎบีท 7.1.1
ทฤษฎบีท 7.1.11 ให d = gcd(a1, a2, ..., ak) แลว

สมการ a1x1 + a2x2 + ...+ akxk = c มีคำตอบ x1, x2, ..., xk ∈ Z ก็ตอเมือ่ d | c

พิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

ax+ by + cz = m

ให d = gcd(a, b, c) และ d0 = gcd(a, b) ถา d | m สมการนี้ มีคำตอบในระบบจำนวนเต็ม โดย
ทฤษฎบีท 7.1.11 พิจารณาสมการ

ax+ by = m− cz

ดังน้ัน d0 | (m− cz) นัน่คอื
cz ≡ m (mod d0)

ให z0 เปนคำตอบของสมการ cz ≡ m (mod d0) เนือ่งจาก gcd(a, b, c) = gcd(gcd(a, b), c) = d

และ d | m ดังน้ัน
z = z0 +

d0
d
t เมือ่ t ∈ Z

เมือ่แทน z ลงในสมการไดโอแฟนไทน ax+ by+ cz = m ทำใหไดสมการไดโอแฟนไทน 2 ตัวแปร
แลวดำเนนิการหาคำตอบของสมการดวยวธิเีดมิทีก่ลาวมาแลว
ตัวอยาง 7.1.12 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y + 9z = 63
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ตัวอยาง 7.1.13 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 3x− 6y + 2z = 11

ตัวอยาง 7.1.14 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 15x+ 12y + 30z = 24
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ตัวอยาง 7.1.15 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน 14x+ 6y + 30z + 90w = 200
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ตัวอยาง 7.1.16 มานะมีธนบัตร 1 ใบมูลคา 50 บาท ตองการแลกเหรยีญ 3 ชนดิคอื เหรยีญ
2 บาท เหรยีญ 5 บาท และเหรยีญ 10 บาท ถามวามานะจะไดเหรยีญท้ังหมดกีแ่บบโดยตองมี
เหรยีญแตละชนดิอยางนอย 1 เหรยีญ
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ตัวอยาง 7.1.17 จงหาสมการไดโอแฟนไทนมาอยางนอยหนึง่สมการทีมี่คำตอบเปน
x = 12 + 4s− 7t

y = 5− 2s เมือ่ t, s ∈ Z
z = t
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แบบฝ กหัด 7.1
1. จงตรวจสอบสมการไดโอแฟนไทนตอไปนี้ วามีคำตอบในระบบจำนวนเต็มหรอืไม ถามีจง

หาคำตอบ
1.1 172x+ 20y = 1000

1.2 4x− 82y = −6

1.3 999x− 49y = 500

1.4 247x+ 589y = 817

2. จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชสมการสมภาค
2.1 393x+ 23y = 120

2.2 44x− 200y = −600

2.3 99x− 699y = 333

2.4 123x+ 51y = 303

2.5 69x− 96y = 300

2.6 125x− 315y = 1200

3. จงหาคำตอบคำตอบเฉพาะรายของสมการไดโอแฟนไทน โดยใชข้ันตอนวธิแีบบยุคลดิ
3.1 172x+ 20y = 1000

3.2 97x− 751y = 881

3.3 919x+ 213y = 251

3.4 2520x+ 154y = 14

3.5 1004x+ 2016y = 5000

3.6 111x− 1111y = 11111

4. จงหาคำตอบคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

4.1 10x+ 16y − 4z = 48

4.2 15x+ 12y + 30z = 24

4.3 7x+ 8y + 9z = 1000

4.4 2x+ 3y + 4z = 5

5. จงพิสจูนวา สมการ ax + by = a + c มีคำตอบ ก็ตอเมือ่ สมการ ax + by = c มีคำ
ตอบ

6. เด็กชายเอมีเงิน 990 บาท ตองการแลกธนบัตรใบละ 20 และ 50 บาท จงหาจำนวนวธิี
แลกธนบัตรทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

7. นาย AppMan นำปากกา 2 ชนดิมาขายใหกับเพือ่นในหองเรยีนวชิา Number Theory ที ่
สอนโดยอาจารยหนาตาดทีานหนึง่ โดยชนดิที ่ 1 ขายแทงละ 15 บาท ชนดิที ่ 2 ขายแทงละ
25 บาท ถาพบวานาย AppMan ขายปากกาไดเงินท้ังหมด 105 บาท จงหาความเปนไปได
ท้ังหมดทีน่าย AppMan จะขายปากกาแตละชนดิจำนวนเทาใดบาง

8. เด็กชาย M มี แบงคชนดิ 20 บาทอยางนอย 10 ใบ ชนดิ 50 บาท อยางนอย 5 ใบ และ
แบงค 100 บาท อยางนอย 5 ใบ ถาเด็กหญิง W ทราบวาเด็กชาย M นำเงินมาดวยมีมูลคา
1000 บาท ถามวาเด็กหญิง W จะเดาจำนวนแบงคแตละชนดิทีเ่ด็กชาย M มีไดกีแ่บบมี
แบบใดบาง
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7.2 สมการพทีาโกรัส
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาสมการพีทาโกรัส

x2 + y2 = z2

เพือ่ศกึษาวธิีการหาคำตอบทีเ่ปนจำนวนเต็มบวกท้ังหมด ซึง่เรยีกวาสมการไดโอแฟนไทนดกีรี
สอง 3 ตัวแปร หรอืกลาวอกีนัยคอืการหาความยาวดานท้ังสามของสามเหลีย่มมุมฉาก

z
x

y

รปูที ่ 3 สามเหลีย่มมุมฉากแสดงความยาวแตละดาน

ให x0, y0, z0 เปนคำตอบของสมการ x2+ y2 = z2 เราเขียนแทนดวย {x0, y0, z0} ตัวอยางเช น
{3, 4, 5} และ {5, 12, 13} เปนตน

บทนยิาม 7.2.1 ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x < z และ y < z

สามสิง่อันดับพทีาโกรัส (Pythagorean Triple) คอื {x, y, z} ทีส่อดคลองสมการ
x2 + y2 = z2

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เช น {3, 4, 5}, {4, 3, 5}, {7, 24, 25} เปนตน

ตัวอยาง 7.2.2 จงตรวจสอบจำนวนตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสหรอืไม
1. {15, 8, 17}

2. {21, 20, 29}

3. {12, 84, 87}

4. {39, 80, 89}
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พีทาโกรัสไดใหคำตอบของสมการ x2 + y2 = z2 ไววา

x = k, y =
k2 − 1

2
และ z =

k2 + 1

2
เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ซึง่จะเห็นวา

ดังน้ัน
{
k,

k2 − 1

2
,
k2 + 1

2

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส เมือ่ k เปนจำนวนคีท่ีม่ากกวา 1

ตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากคำตอบของพีทาโกรัสแสดงดังตารางตอไปนี้

x = k y =
k2 − 1

2
z =

k2 + 1

2
3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61
13 84 85
15 112 113
17 144 145
19 180 181
21 220 221

x = k y =
k2 − 1

2
z =

k2 + 1

2
23 264 265
25 312 313
27 364 365
29 420 421
31 480 481
33 544 545
35 612 613
37 684 685
39 760 761
41 840 841

ตารางที่ 9 แสดงตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีไ่ดจากคำตอบของพีทาโกรัส
ทฤษฎบีท 7.2.3 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ k ∈ N แลว

{ka, kb, kc} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
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ตัวอยาง 7.2.4 จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีไ่ดจาก {3, 4, 5} อกีอยางนอย 3 ชดุ

ทฤษฎบีท 7.2.5 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ d = gcd(a, b, c) แลว{
a

d
,
b

d
,
c

d

}
เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

มากกวาน้ันจะไดดวยวา gcd
(
a

d
,
b

d
,
c

d

)
= 1

ทฤษฎบีท 7.2.6 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส และ gcd(a, b, c) = 1 แลว
gcd(a, b) = gcd(a, c) = gcd(b, c) = 1
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บทนยิาม 7.2.7 เรยีกสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} วา สามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
(Primitive Pythagorean Triple) ถา gcd(a, b, c) = 1

ตัวอยาง 7.2.8 จงตรวจสอบสามสิง่อันดับพีทาโกรัสตอไปนี้ วาเปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐม
ฐานหรอืไม

1. {3, 4, 5}

2. {8, 15, 17}

3. {10, 24, 26}

4. {45, 200, 205}

ทฤษฎบีท 7.2.9 ถา {a, b, c} สามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน จะไดวา a ≡/ b (mod 2)

หมายเหตุ a ≡/ b (mod 2) หมายความวา a, b เปนจำนวนคูพรอมกันไมได และเปนจำนวนคีพ่รอม
กันไมได นัน่คอืถาตัวหนึง่เปนจำนวนคูอกีตัวหนึง่จะเปนจำนวนคี่
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จากทฤษฎบีท 7.2.9 เราอาจสมมตวิา a เปนจำนวนคู และ b เปนจำนวนคี่ ไมถอืวา {a, b, c}

และ {b, a, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีแ่ตกตางกัน และไดขอสรปุอกีอยางวา a, b, c

เปนจำนวนเฉพาะพรอมกันไมไดดวย
ทฤษฎบีท 7.2.10 {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเต็ม u, v ซึง่
u > v > 0, gcd(u, v) = 1 และ u ≡/ v (mod 2) ทีท่ำให

a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2
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จากทฤษฎบีท 7.2.10 ทำใหทราบวาสามารถหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานไดไมจำกัด
จำนวน ดังแสดงตัวอยางตามตารางตอไปนี้

u v a b c

2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65

u v a b c

7 6 13 84 85
8 1 63 16 65
8 3 55 48 73
8 5 39 80 89
8 7 15 112 113
9 1 80 36 85
9 4 65 72 97
9 5 56 90 106
9 7 32 126 130
9 8 17 144 145

u v a b c

10 1 99 20 101
10 3 91 60 109
10 7 51 140 149
10 9 19 180 181
11 2 117 44 125
11 4 105 88 137
11 6 85 132 157
11 8 57 176 185
11 10 21 220 221
12 1 143 24 145

ตารางที่ 10 แสดงตัวอยางสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

ตัวอยาง 7.2.11 จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน โดยใชทฤษฎบีท 7.2.10 เมือ่
1. u = 15 2. u = 23



7.2. สมการพีทาโกรัส 189

ตอไปจะกลาวถงึวธิีการหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} เมือ่กำหนด a หรอื b

โดยอาศัยทฤษฎบีท 7.2.10 จะเห็นวา b = 2uv เปนจำนวนคู ดังน้ัน a = u2− v2 = (u− v)(u+ v)

เปนจำนวนคี่ จงึพิจารณาเปน 2 กรณคีอืจำนวนน้ันเปนจำนวนคีแ่ละเปนจำนวคู

กรณี x เป นจำนวนเตม็คี ่
1. แยกตัวประกอบของ x ออกเปนผลคณูของสองจำนวน
2. เขียนตัวประกอบมากสดุในรปู u+ v

เขียนตัวประกอบนอยสดุในรปู u− v

3. แกสมการใน ขอ 2. เพือ่หา u และ v

4. หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

ตัวอยาง 7.2.12 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1. 35

2. 43
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3. 51

ตัวอยาง 7.2.13 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาอกีสองจำนวน

1. 63

2. 105
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ในกรณี x เปนจำนวนคู จะได x = 2uv และ u, v ไมเปนจำนวนคีพ่รอมกัน ดังน้ันมีจำนวน
หนึง่เปนจำนวนคูทำใหได 4 | x ถา 4 - x สรปุไดวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทา
โกรัสปฐมฐาน

กรณี x เป นจำนวนเตม็คู

1. ถา 4 - x แสดงวา x ไมเปนหนึง่ในจำนวนของสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน

2. ถา 4 | x แลว x = 2uv โดยที่ gcd(u, v) = 1 และ u > v > 0 ดังน้ันมี u หรอื v เปนจำนวน
คู และอกีจำนวนหนึง่เปนจำนวนคี่

3. หา u และ v ทีส่อดคลอง ขอ 2.
4. หา {a, b, c} จาก a = u2 − v2, b = 2uv และ c = u2 + v2

ตัวอยาง 7.2.14 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่ปนไปไดท้ังหมด

1. 8

2. 24



192 บทท่ี 7. สมการไดโอแฟนไทน
3. 48

4. 42

ตัวอยาง 7.2.15 กำหนดใหจำนวนตอไปนี้ เปนจำนวนหนึง่ในสามสิง่อันดับพีทาโกรัส
จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสท้ังหมดทีเ่ปนไปได

1. 28
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2. 42

3. 100
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บทต้ัง 7.2.16 ให x เปนจำนวนเต็ม จะไดวา
1. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x ดวย 3 เทากับ 0 หรอื 1 เทาน้ัน
2. เศษเหลอืทีเ่กดิจากการหาร x ดวย 5 เทากับ 0 หรอื 1 หรอื 4 เทาน้ัน

ทฤษฎบีท 7.2.17 ถา {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จะไดวา
1. 3 | a หรอื 3 | b

2. 5 | a หรอื 5 | b หรอื 5 | c
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ทฤษฎบีท 7.2.18 ให {a, b, c} และ {x, y, z} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จะไดวา

{|by − ax|, bx+ ay, cz} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

บทแทรก 7.2.19 ให {a, b, c} จะไดวา {|b2 − a2|, 2ab, c2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส

ตัวอยาง 7.2.20 จงหาสามจำนวนของปทาโกรัส ทีเ่กดิจากสามจำนวนของปทาโกรัส
1. {3, 4, 5} และ {3, 4, 5}

2. {3, 4, 5} และ {5, 12, 13}

3. {3, 4, 5} และ {8, 15, 17}

4. {8, 15, 17} และ {7, 24, 25}
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐานทีเ่กดิจาก u, v

1.1 u = 9, v = 2

1.2 u = 9, v = 4

1.3 u = 10, v = 1

1.4 u = 10, v = 9

1.5 u = 11, v = 2

1.6 u = 13, v = 4

2. จงหา u, v จากสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีก่ำหนดให
2.1 {24, 7, 25}

2.2 {48, 51, 78}

2.3 {36, 77, 85}

2.4 {140, 51, 149}

3. ให {a, b, c} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน ทีเ่กดิจาก u, v จงหาจำนวนทีเ่หลอื
3.1 a = 24, b = 13

3.2 u = 7, a = 56

3.3 u = 9, v = 17

3.4 v = 4, c = 97

3.5 u = 8, c = 89

3.6 u = 7, c = 15

4. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐมฐาน {a, b, c} ทกุชดุทีส่อดคลองกับ
4.1 a = 12

4.2 a = 24

4.3 b = 9

4.4 b = 23

4.5 a = 20

4.6 c = 125

5. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัส {a, b, c} ทกุชดุทีส่อดคลองกับ
5.1 a = 16

5.2 a = 20

5.3 b = 35

5.4 c = 85

6. จงหาคำตอบของ x2 + y2 = z2 เมือ่ 0 < z < 30

7. จงหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีเ่กดิสามสิง่อันดับพีทาโกรัสทีก่ำหนดให

7.1 {3, 4, 5} และ {21, 20, 29} 7.2 {5, 12, 13} และ {9, 40, 41}

8. ให n ∈ N จงแสดงวา {2n + 1, 2n2 + 2n, 2n2 + 2n + 1} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัสปฐม
ฐาน พรอมท้ังหาสามสิง่อันดับพีทาโกรัสจากสตูรดังกลาวมาอยางนอย 5 ชดุ

9. ถา {a, a+ 1, a+ 2} เปนสามสิง่อันดับพีทาโกรัส จงหา a
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7.3 สมการไดโอแฟนไทนกำลังสอง
ในหัวขอนี้ จะพิจารณาการหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทนกำลังสองรปูแบบอืน่ ๆ

ทฤษฎบีท 7.3.1 ให c เปนจำนวนเต็ม สมการ x2 − y2 = c มีคำตอบเปนจำนวนเต็ม ก็ตอเมือ่

c เปนจำนวนเต็มคี ่ หรอื 4 | c
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ตัวอยาง 7.3.2 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 15

ตัวอยาง 7.3.3 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน x2 − y2 = 24
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ทฤษฎบีท 7.3.4 ให c ∈ Z แลวมีจำนวนเต็ม x, y, z ซึง่ x2 + y2 − z2 = c

ตัวอยาง 7.3.5 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

x2 + y2 − z2 = 8

มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ
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ตัวอยาง 7.3.6 จงหาคำตอบของสมการไดโอแฟนไทน

x2 + y2 − z2 = 5

มาอยางนอย 5 ชดุคำตอบ

ตัวอยาง 7.3.7 จงพิสจูนวา ไมมีจำนวนเต็ม x, y ทีเ่ปนคำตอบของสมการ 3x2 + 8 = y2



7.3. สมการไดโอแฟนไทน กำลังสอง 201

ตัวอยาง 7.3.8 จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีเ่ปนคำตอบของสมการ x2 − xy + y = 3

ตัวอยาง 7.3.9 จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c ทีเ่ปนคำตอบของสมการ
a3 − b3 − c3 = 3abc

a2 = 2(b+ c)
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แบบฝ กหัด 7.3
1. สมการ x4 − y4 = z2 ไมมีคำตอบเปนจำนวนนับ

2. จงหาจำนวนเต็มบวก a, b, c, d ทีแ่ตกตางกัน ซึง่ a2 + b2 = c2 + d2 = 493097 = 577 · 761

3. จงแสดงวา มีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≡ 1 (mod 8) เปนจำนวนไมจำกัด

4. จงแสดงวา มีจำนวนเฉพาะ p ซึง่ p ≡ 5 (mod 8) เปนจำนวนไมจำกัด

5. จงแสดงวา ถา 4 | (x2 + y2 + z2) แลว x, y, z เปนจำนวนเต็มคู

6. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให x2 = y2 + 120

7. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให x3 = y3 + 721

8. จงหาจำนวนเต็มบวก x, y ทกุคูทีท่ำให 15x2 − 7y2 = 9

9. จงตรวจสอบวาสมการ a2 + b2 + c2 = a2b2 มีคำตอบเปนจำนวนเต็มบวกหรอืไม
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บัญชสัีญลักษณ

สัญลักษณ ความหมาย
a ∈ A a เปนสมาชกิของเซต A

A ⊆ B A เปนสับเซตของ B

C เซตของจำนวนเชงิซอน
R เซตของจำนวนจรงิ
Z เซตของจำนวนเต็ม
N เซตของจำนวนนับ
∅ เซตวาง
A ∪B ยูเนยีนของเซต A กับ B

A ∩B อนิเตอรเซกชันของเซต A กับ B

A−B ผลตางของเซต A กับ B

A×B ผลคณูคารทเีซยีนของ A และ B

Ac สวนเตมิเต็มของเซต A

|A| จำนวนสมาชกิของเซต A

a | b a หาร b ลงตัว
a - b a หาร b ไมลงตัว
gcd(a, b) ตัวหารรวมมากของ a และ b

ℓcm(a, b) ตัวคณูรวมนอยของ a และ b

Fn จำนวนแฟรมาต Fn = 22
n
+ 1 เมือ่ n ∈ Z ซึง่ n ≥ 0

Mn จำนวนมารเซน Mn = 2n − 1 เมือ่ n ∈ N

f : A → B ฟงกชันจาก A ไป B

τ(n) จำนวนตัวหารทีเ่ปนบวกของ n

σ(n) ผลบวกของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

σk(n) ผลบวกของกำลัง k ของตัวหารทีเ่ปนบวกท้ังหมดของ n

ϕ(n) จำนวนของจำนวนเต็มบวก k ≤ n และ gcd(k, n) = 1

[x] คอืจำนวนเต็มคามากสดุทีมี่คานอยกวาหรอืเทากับ x

{x, y, z} สามสิง่อันดับพีทาโกรัส x2 + y2 = z2


