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บทที
พชีคณิตเบอืงต้น

. เซต
เซต (Set) เป็นคาํอนิยาม หมายถงึคาํทีตอ้งยอมรบักนัในเบืองตน้วา่ไม่สามารถให้ความหมายที
รดักมุได้ คาํวา่เซตจงึหมายถงึกลุม่ของสงิของตา่ง ๆ เมือกลา่วถงึกลุม่ใดแลว้จะสามารถบอกได้
แนน่อนวา่สงิใดอยู่ในกลุม่ และสงิใดอยู่นอกกลุม่ เรยีกสงิตา่ง ๆ ทีอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (element)
ถา้ a เป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย a ∈ A และถา้ a ไมเ่ป็นสมาชิกของเซต A เขียนแทนดว้ย
a /∈ A เชน่ A = {1, 2, 3} จะไดว้า่ 1 ∈ A แต่ 4 /∈ A เป็นตน้ การเขียนเซตประกอบดว้ย วิธีคือ

. วธีิแจกแจงสมาชิก (Tabular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก คือการเขียนเซตโดย
เขียนสมาชิกลงในเครอืงหมายวงเลบ็ปีกกา และใช้เครอืงหมายจลุภาค คนัระหวา่งสมาชิก
แตล่ะตวั ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3} และ {a, b, c} เป็นตน้ ขอ้ตกลงเกียวกบัการเขียนเซต
(ก) ถา้สมาชิกในเซตซาํกนัจะเขียนสมาชิกตวันนัเพียงครงัเดียว เชน่ {1, 1, 2, 3} เขียนแทน

ดว้ย {1, 2, 3}

(ข) สมาชิกในเซตเดียวกนัสามารถเขียนลาํดบัแบบใดก็ได้ เชน่ {1, 2, 3} เขียนเป็น {3, 1, 2}
หรอื {2, 1, 3} จะไดว้า่ทงั เซตเป็นเซตเดียวกนั

(ค) สาํหรบัเซตทีไมมี่สมาชิกจะเรยีกวา่ เซตว่าง (empty set) เขียนแทนดว้ย {} หรอื ∅

(ง) เซตทีมีทราบสมาชิกแนจ่ดั สามารถละการเขียนทกุสมาชิกไดด้ว้ย ... เช่น {1, 2, 3, ..., 10}
หมายถงึเซต {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} เป็นตน้ ทาํนองเดียวกบัสาํหรบัเซตทีมีสมาชิก
ไม่จาํกดัตวั(นบัได)้ เชน่ {1, 2, 3, ...} หมายถงึเซตทีประกอบดว้ยสมาชิก 1, 2, 3 และ
ลาํดบัถดัไปเรอืย ๆ ไมมี่ทีสนิสดุ

. วธีิบอกเงอืนไขของสมาชิก (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือนไขประกอบ
ดว้ย สว่น สว่นแรกหมายถงึสมาชิก และสว่นทีสองคือเงือนไขของสมาชิก โดยมีเครอืงหมาย
: หรอื | คนัระหวา่งสองสว่นนนั อา่นวา่ "โดยที"

A = { สมาชิก | เงือนไขของสมาชิก }

ตวัอยา่งเช่น A = {x | x เป็นจาํนวนเตม็บวกทีนอ้ยกวา่ 5} หมายถงึ A = {1, 2, 3, 4}

สญัลกัษณเ์ซตของจาํนวนตา่ง ๆ ทีควรรูจ้กั



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
C แทนเซตของจาํนวนเชิงซอ้น
R แทนเซตของจาํนวนจรงิ
Q แทนเซตของจาํนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจาํนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจาํนวนเตม็
N แทนเซตของจาํนวนนบั

เซตขา้งตน้ถา้เราสนใจเฉพาะสมาชิกทีเป็นบวกเราจะเติมเครอืงหมายกาํลงั + เชน่ Z+,Q+,R+

แทนเซตจาํนวนเตม็บวก จาํนวนตรรกยะบวก และจาํนวนจรงิบวกตามลาํดบั ในทาํนองเดียวกนั
Z−,Q−,R− แทนเซตจาํนวนเตม็ลบ จาํนวนตรรกยะลบ และจาํนวนจรงิลบตามลาํดบั
ตัวอย่าง . . จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี

. A = {x ∈ Z+ | x < 10 และ 3 หาร x ไมล่งตวั }

. B = {(x, y) | x และ y เป็นจาํนวนนบัซงึ x+ y = 5}

. C = {x ∈ N | x หารดว้ย ลงตวั }

. D = { ชือธาตุ | ชือธาตมีุพยญัชนะตวัเดียว }

ตัวอย่าง . . จงเขียนเซตตอ่ไปนีแบบมีเงือนไข
. A = {1, 3, 5, 7, 9} . B = {1, 2, 6, 24, 120, ...}



. . เซต

พิจารณาจากจาํนวนสมาชิกแบง่ออกได้ ชนิดคือ
. เซตจาํกัด (Finite set)
เซตจาํกดัคือเซตวา่งหรอืเซตทีมีสมาชิกจาํกดัตวั ถา้ A เป็นเซตจาํกดั เราจะเขียน n(A) หรอื
|A| แทนจาํนวนสมาชิกของเซต A เช่น A = {1, 3, 4} แลว้ n(A) = 3 หรอืเซต A มีสมาชิก
ทงัหมด 3 ตวั

. เซตอนันต์ (Infinite set)
เซตอนนัตคื์อเซตทีไมใ่ช่เซตจาํกดั เชน่ N และ Z เป็นตน้

พิจารณาจากการนบัสมาชิกในเซตแบง่ออกได้ ชนิดคือ
. เซตนับได้ (Countable set)
เซตนบัไดคื้อเซตทีสามารถนบัจาํนวนสมาชิกได้ เชน่ {1, 2, 3, 4, 5}, {a, b, c}, เซตของจาํนวนนบั
และเซตของจาํนวนเตม็ เป็นตน้

. เซตนับไม่ได้ (Uncountable set)
เซตนบัไมไ่ดคื้อเซตทีไมใ่ช่เซตนบัได้ เชน่ R และ Qc เป็นตน้

ตัวอย่าง . . จงบอกชนิดของเซตตอ่ไปนี
. {x ∈ Z+ | และ x หาร 12 ลงตวั }

. {x ∈ R | x+ 0 = x}

. {x ∈ Z | x · 1 = x}

. {(x, y) | x และ y เป็นจาํนวนนบั }

. เซตของรูปแบบ DNA ของมนษุยใ์นโลก

. เซตของดวงดาวในระบบสรุยิะ

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ C = {1, 2, 3, ..., 20} และ X = {x ∈ C |
√
x เป็นจาํนวนเตม็ }

ถา้เซต A สอดคลอ้ง
(ก) สมาชิกทกุตวัของเซต A มาจากสมาชิกในเซต X

(ข) n(A) = 3

(ค) ผลบวกสมาชิกของเซต A ทงัหมด 7 หารลงตวั
จงหาเซต A เป็นไปไดท้งัหมด



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

เอกภพสัมพทัธ์ (universe) คือเซตทีถกูกาํหนดขนึโดยมีขอ้ตกลงวา่ จะกลา่วถงึสงิทีเป็นสมาชิก
ของเซตนีเทา่นนั และนิยมใช้ U แทนเอกภพสมัพทัธ์ เมือให้A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U
นิยามการดาํเนินการบนเซตดงัตอ่ไปนี

ยูเนียน (union) A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A หรอื x ∈ B}

อนิเตอรเ์ซชัน (intersection) A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A และ x ∈ B}

ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U | x ∈ A และ x /∈ B}

ส่วนเตมิเตม็ (complement) A′ หรอื Ac = {x ∈ U | x /∈ A}

A B

U

A ∪B

A B

U

A ∩B

A B

U

A−B

A

U

Ac

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

A = {1, 3, 5, 6, 9} B = {1, 2, 5, 6, 7} C = {2, 3, 5, 6, 10}

จงหาเซตตอ่ไปนี
. A ∩B =

. A ∪B =

. A−B =

. Bc =

. (Bc)c =

. A ∩Bc =

. (A ∩B)c =

. Ac ∩Bc =

. A ∩ (B ∪ C) =

. (A ∩B) ∪ (A ∩ C) =



. . เซต

ทฤษฎบีท . . ให้ A,B และ C เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U
. กฎนิจพล (Idempotent law)
(S ) A ∩ A = A

(S ) A ∪ A = A

. กฎการสลบัที (Commutative law)
(S ) A ∩B = B ∩ A

(S ) A ∪B = B ∪ A

. กฎการจดักลุม่ (Associative law)
(S ) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

(S ) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

. กฎการแจกแจง (Distributive law)
(S ) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(S ) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

. กฎของเดอมอรแ์กน (DeMorgan's law)
(S ) (A ∩B)c = Ac ∪Bc

(S ) (A ∪B)c = Ac ∩Bc

. กฎคอมพลีเมนตซ์อ้น (Double complement law)
(S ) (Ac)c = A

ตัวอย่าง . . ถา้ A และ B เป็นเซต จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีจรงิหรอืไม่
A−B = A ∩Bc



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

เซตมีจาํนวนมากมายหลายแบบแตกตา่งกนัไป เมือนกัคณิตศาสตรส์นใจเซต ๆ หนงึ แลว้
สรา้งเซตใหม่จากสมาชิกของเซตนีเราจะเรยีกวา่ สับเซต (subset) และทาํการศกึษาสมบตัิตา่ง ๆ
ของเซตยอ่ยเหลา่นนั
บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ เราจะกลา่ววา่ A เป็นสับเซต ของ B ก็ตอ่เมือ ทกุ ๆ
สมาชิกใน A เป็นสมาชิกใน B เขียนแทนดว้ย A ⊆ B

A

B

ถา้ A ไมเ่ป็นสบัเซตของ B เขียนแทนดว้ย A * B นนัคือมีสมาชิกใน A ทีไมเ่ป็นสมาชิกใน B
จากนิยามเราจะกลา่วไดว้า่ A ⊆ A และ ∅ ⊆ A ทกุๆเซต A

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} เซตใดตอ่ไปนีเป็นสบัเซตของ A ให้
B = {3, 4}, C = {3, 4, 6} และ D = {1, {2}}

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซต A เทา่กบัเซต B เขียนแทนดว้ย A = B ก็ตอ่เมือ A ⊆ B และ
B ⊆ A ถา้ A ไมเ่ทา่กบั B เขียนแทนดว้ย A ̸= B

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซต A เป็นสับเซตแท้ (proper subset) ของเซต B เขียนแทนดว้ย
A ⊂ B ก็ตอ่เมือ A ⊆ B แต่ A ̸= B

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 3, 5, 7}, B = {3, 5, 7}, C = {1, 3, 4} และ D = {3, 5, 7, 1} จงบอก
ความสมัพนัธร์ะหวา่งเซตทีกาํหนด



. . เซต

ตัวอย่าง . . จงหาสบัเซตทงัหมดของ A = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท . . ให้ A เป็นเซตจาํกดั แลว้จาํนวนสบัเซตทงัหมดของ A เทา่กบั 2n(A) สบัเซต
และมีจาํนวนสบัเซตแทท้งัหมดเทา่กบั 2n(A) − 1 สบัเซต
บทนิยาม . . ให้A เป็นเซตใด ๆ เราจะเรยีกเซตของสบัเซตทงัหมดของA วา่เซตกาํลัง (power
set) เขียนแทนดว้ย P(A) นนัคือ

P(A) = {X | X ⊆ A}

ตัวอย่าง . . จงหาเซตกาํลงัของเซต A = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท . . ให้ A และ B เป็นเซตในเอกภพสมัพทัธ์ U แลว้
. P(A) ̸= ∅

. จาํนวนสมาชิกของ P(A) เทา่กบั 2n(A)

. X ∈ P(A) ก็ตอ่เมือ X ⊂ A

. A ⊂ B ก็ตอ่เมือ P(A) ⊂ P(B)

. P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

. P(A) ∪ P(B) ⊂ P(A ∪B)

ทฤษฎบีท . . ให้ A,B และ C เป็นเซตจาํกดั ในเอกภพสมัพทัธ์ U แลว้
. n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

. n(A∪B∪C) = n(A)+n(B)+n(C)−n(A∩B)−n(A∩C)−n(B∩C)+n(A∩B∩C)
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แบบฝึกหดั .

. จงเขียนเซตตอ่ไปนีในรูปแบบแจกแจงสมาชิก
. {x | x เป็นจาํนวนเตม็คีทีอยูร่ะหวา่ง 10 กบั 30}

. {x | x เป็นจาํนวนเฉพาะบวกทีไมเ่กิน 40}

. {x | x = 2n− 1 เมือ n เป็นจาํนวนนบั}

. {(x, y) | x, y เป็นจาํนวนนบัซงึ x+ y < 5}

. {(x, y) | x, y เป็นจาํนวนเตม็ซงึ x2 + y2 = 9}

. {x ∈ R− |x3 = x}

. {n ∈ N | mn = m+ n เมือ m ∈ N}

. จงเขียนเซตตอ่ไปนีในรูปแบบมีเงือนไข

. เซตของจาํนวนเตม็คูที่มากกวา่ 9

. เซตของประเทศทีมีชายแดนติดกบัไทย

. เซตของจาํนวนเฉพาะคู่

. {3, 6, 9, 12, 15}

. {1, 8, 27, 64, 125}

. {3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80}

. {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

. {111, 222, 333, ..., 999}

. {abc, acb, bac, bca, cab, cba}

. {0.1, 0.11, 0.111, 0.1111, ...}

. จงแจกแจงสมาชิกของเซต {(x, y) | x2 + y2 + 2x− 4y + 5 = 0 เมือ x, y ∈ R}

. จงเขียนเซต {1
2
, 3
4
, 5
8
, 7
16
, 9
32
, ...} ในรูปแบบมีเงือนไข

. กาํหนดให้ X = {x ∈ Z | 100 ≤ x ≤ 999} และ
Ai = {x ∈ X | ตวัเลขตาํแหน่งที i นบัจากซา้ยมือของ x เทา่กบั i}

จงหา n(A1) + n(A2) + n(A3)

. กาํหนดให้ U = {0, 1, 2, 3, ..., 14}, A = {1, 3, 4, 5, 9, 12}, B = {2, 3, 4, 7, 11} และ C =

{4, 5, 9, 13} จงหาเซตตอ่ไปนี
. A ∪B

. (A ∩B)− C

. (A ∪Bc) ∩ C

. A− (B − C)

. (C − A) ∪Bc

. [(A− C ′) ∩B]− (C − A)

. (A ∩Bc ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ Cc)

. C − (Ac ∩B ∩ C)c

. [(A ∪B ∪ C) ∩ (A ∩B)c]

. [(A ∪ Cc) ∩B] ∪ [(Ac −Bc)− C]

. จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอรแ์ทนเซตตอ่ไปนี
. (A ∪B)− (A ∩B)



. . เซต

. Ac − (A ∪Bc)

. [(A ∪B) ∩ C]−Bc

. Bc − [Ac − (C ∪B)]

. (A ∪B ∪ Cc)− (A−B)

. (B ∪ Cc)− (A ∩Bc)

. จงหาเซตกาํลงัของเซตตอ่ไปนี
. {a, b}

. {0, {0}, {∅}

. {1, 2, (1, 2)}

. {A, {A}}

. {ก, ข, ค}

. {1, x, x2}

. ให้A,B และC เป็นเซตใดๆ จงพิจารณา ถกู/ผิด ของขอ้ความตอ่ไปนีพรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ
. A ⊂ A ∪B

. B ⊂ A ∪B

. A ∩B ⊂ A ∪B

. Ac ∩Bc ⊂ A

. ถา้ A−B = ∅ แลว้ Bc ⊂ Ac

. ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ A−B = A

. ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ B − A = B

. ถา้ A ∩B = ∅ แลว้ B − A = B

. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆจงพิจารณา ถกู/ผิด ของขอ้ความตอ่ไปนีพรอ้มใหเ้หตผุลประกอบ

. P (A) ⊂ P (A ∪B)

. P (A−B) = [P (A)− P (B)] ∪ {∅}

. P ({∅}) ∩∅ = P (∅)

. P (A ∩B)− P (A ∪B) = ∅

. ถา้ A−B = B แลว้ P (A) = P (B)

. ถา้สบัเซตแทท้งัหมดของ A คือ ∅, {{∅}} และ {1} จงหาเซตของ P (A)− A

. ถา้ A = {∅, {∅}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} แลว้จาํนวนสมาชิกของ (P (A) − A) ∪ (A − P (A))

เทา่กบัเทา่ใด
. ถา้ A = {∅, 0, 1, {1}, {1, 2}, {3}} แลว้จาํนวนสมาชิกของ P (A)− A เทา่กบัเทา่ใด
. ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ถา้ n(A ∪B) = 92, n(A ∪ C) = 79, n(B ∪ C) = 75, n(A ∩
B ∩C) = 32, n((A∩B)−C) = 18, n((A∩C)−B) = 6 และ n((B ∩C)−A) = 2 แลว้
n(A ∪B ∪ C) เทา่กบัเทา่ใด

. ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ถา้ n(A ∪ B ∪ C) = 91, n(A ∩ B′ ∩ C ′) = 11, n((B − A) ∩
(B−C)) = 15, n(A∩B∩C) = 20, n((A∩B)∪ (A∩C)∪ (B∩C)) = 47 และ n(C) = 59

แลว้ n(A′ ∩B′ ∩ C) เทา่กบัเทา่ใด
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. จากการสาํรวจนกัเรยีนทีเรยีนวิชาคณิตศาสตร์ เคมี และฟิสกิส์170 คนพบวา่ทกุคนชอบเรยีน
อยา่งนอ้ย 1 วิชา และ ชอบเรยีนคณิตศาสตร์80 คน ชอบเรยีนเคมี 92 คน ชอบเรยีนฟิสกิส์ 115
คน ชอบเรยีนทงัคณิตศาสตรแ์ละเคมี 52 คน ชอบเรยีนทงัเคมีและฟิสกิส์ 57 คน ชอบเรยีนทงั
คณิตศาสตรแ์ละฟิสกิส์ 43 คน จาํนวนนกัเรยีนทีชอบเรยีนทงั 3 วิชา เทา่กบัเทา่ใด

. นกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที 4 ของโรงเรยีนแหง่หนงึมี 400 คน ในจาํนวนนีมีผูล้งทะเบียนเรยีน
วิชาคณิตศาสตร์ 225 คน และลงทะเบียนเรยีนวิชาภาษาองักฤษ 240 คน ถา้นกัเรยีนทีไม่ลง
ทะเบียนเรยีนวิชาคณิตศาสตร์ และไม่ลงทะเบียนเรยีนวิชาภาษาองักฤษ 50 คน แลว้จาํนวน
นกัเรยีนทีลงทะเบียนวิชาคณิตศาสตรแ์ละไมล่งทะเบียนวิชาภาษาองักฤษเทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้U เป็นเอกภพสมัพทัธแ์ละให้A และ B เป็นสบัเซตใน U ถา้ 20% ของสมาชิกในเซต
A เป็นสมาชิกในเซต B 25% ของสมาชิกในเซต B เป็นสมาชิกในเซต A และจาํนวนสมาชิก
ของเซต (A−B) ∪ (B − A) เทา่กบั 112 แลว้จาํนวนสมาชิกของ A ∪B เทา่กบัเทา่ใด

. ในการสาํรวจงานอดิเรกของนกัเรยีน 200 คน ปรากฎวา่ 120 คนชอบอา่นหนงัสือ 60 คนชอบ
อา่นหนงัสือและดภูาพยนต์ 110 คนชอบดภูาพยนต์ 70 คนชอบอา่นหนงัสือและเลน่กีฬา 130

คนชอบเลน่กีฬา 50 คนชอบดภูาพยนตแ์ละเลน่กีฬา นกัรยีนทีชอบเลน่กีฬาเพียงอยา่งเดียวมี
กีคน

. จากการสาํรวจความชอบรบัประทานไอศกรมีของนกัเรยีนจาํนวน คน พบวา่ มี 60 คน
ชอบรสช็อคโกแลต มี 31 คนชอบรสช็อคโกแลตและวานิลลา มี 87 คนชอบรสวานิลลา มี 27

คนชอบรสช็อคโกแลตและวานิลลา มี 70 คนชอบรสสตรอเบอรี มี 22 คนชอบรสช็อคโกแลต
และสตรอเบอรี และมี 5 คนไมช่อบทงัสามรส มีนกัเรยีนทีชอบทงัสามรสกีคน
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. ตรรกศาสตรเ์บอืงต้น
ในทางตรรกศาสตรเ์ราสนใจประโยคทีเป็นจรงิหรอืเป็นเท็จอยา่งใดอยา่งหนงึเทา่นนั เรยีกประโยค
เหลา่นนัวา่ ประพจน์ (proposition) หรือข้อความ (statement) ในตาํราเลม่นี เราจะใช้คาํวา่
ประพจนซ์งึมีความหมายตามบทนิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ประพจน์ คือประโยคทีมีคา่ความจรงิ (truth value) เป็นจรงิ (true) หรอืเป็นเท็จ
(false) อยา่งใดอยา่งหนงึเพียงอยา่งเดียว
ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ประโยคตอ่ไปนีเป็นประพจนห์รอืไม่

. พระอาทิตยข์นึทางทิศตะวนัออก

. เขาเป็นคนองักฤษ

. กรุณา เปิดหนา้ตา่งใหฉ้นัหน่อย

. คณุมาทาํอะไรทีนี

. จงัหวดัเลยไมอ่ยูใ่นภาคเหนือของประเทศไทย

. คณุพระช่วย !

. พีตอ้งพาฉนัไปดหูนงันะ

. x > 1

. 2 ̸= 1

. จาํนวนเฉพาะทกุจาํนวนเป็นจาํนวนคี

บทนิยาม . . ประโยคเปิด (open sentence) คือประโยคบอกเลา่หรอืประโยคปฏิเสธทีมีตวัแปร
และเมือแทนทีตวัแปรดว้ยสมาชิกในเอกภพสมัพทัธ์ แลว้ประโยคนนัจะเป็นประพจน์

ในทางตรรกศาสตร์ ตัวเชอืมประพจน์ (connective) มี ชนิดคือ
. และ . หรอื . ถา้...แลว้ . ก็ตอ่เมือ
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บทนิยาม . . ให้ p, q เป็นประพจน์ แลว้

. ข้อความร่วม (conjunction) ของ p และ q เขียนแทนดว้ย

p ∧ q อา่นวา่ p และ q

. ข้อความเลือก (disjuction) ของ p และ q เขียนแทนดว้ย

p ∨ q อา่นวา่ p หรือ q

. ข้อความแบบเงอืนไข (conditional statement/implication) ของ p และ q

p → q อา่นวา่ ถ้า p แล้ว q

เรยีก p วา่ เหตุ (hypothesis) และเรยีก q วา่ ผล (conclusion)
. ข้อความแบบผันกลับได้ (biconditional statement) ของ p และ q

p ↔ q อา่นวา่ p กต็่อเมอื q

จะมีคา่ความจรงิในแตล่ะกรณีตามตารางดงัตอ่ไปนีซงึเรยีกวา่ ตารางค่าความจริง (truth
table) เมือ p และ q เป็นประพจน์ และ T แทนคา่ความจรงิเป็นจรงิ F แทนคา่ความจรงิเป็นเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T T F
F T F T F F
F F F F T T

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนี
. องักฤษเป็นประเทศในทวีปยโุรปและไทยเป็นประเทศในอาเซียน
. 2 เป็นจาํนวนคู่ และ 1.2 เป็นจาํนวนนบั
. ประเทศไทยติดกบัประเทศลาวหรอืญีปุ่ นเป็นประเทศในอาเซียน
. 8 < 8 หรอื 8 = 8

. ถา้ iPhone เป็นโทรศพัท์ แลว้นิวตนัเป็นคนองักฤษ

. ถา้ 9 · 0 = 9 แลว้เชียงใหมอ่ยูภ่าคใตข้องประเทศไทย

. สนุขัมีเขา ก็ตอ่เมือ 1 + 1 = 2

. 2−2 = 1 ก็ตอ่เมือ 3 > 7

. 1 = 1 ก็ตอ่เมือ นกขมินบินไมไ่ด้
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จากบทนิยามของตวัเชือมทงั ตวัจะไดข้อ้สงัเกตดงัตอ่ไปนี เมือให้ p เป็นประพจนใ์ดๆ แลว้
. F ∧ p มีคา่ความจรงิเป็น
. T ∨ p มีคา่ความจรงิเป็น
. F → p มีคา่ความจรงิเป็น
. p → T มีคา่ความจรงิเป็น
ตอ่ไปจะกลา่วถงึ นิเสธของประพจน์ (negation of proposition) หมายถงึประพจนมี์คา่ความ

จรงิตรงกนัขา้มกบัประพจนน์นั ดงันิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ให้ p เป็นประพจน์ แลว้ นิเสธของประพจน์ ของ p เขียนแทนดว้ย

∼ p อา่นวา่ นิเสธ p (not p)
จะมีคา่ความจรงิตรงกนัขา้มกบั p

p ∼ p

T F
F T

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนี
. องักฤษเป็นประเทศในทวีปเอเชีย นิเสธคือ
. ∅ เป็นเซตอนนัต์ นิเสธคือ
ในทางตรรกศาสตรถ์า้ประพจนมี์การใชต้วัเชือมหลายๆตวัอาจจะเกิดความสบัสนของการพิจารณา

คา่ความจรงิ ดงันนัเพือความสะดวกเราจงึนิยมกาํหนดลาํดบัของตวัเชือมประพจนจ์ากนอ้ยไปหา
มากดงันี

. ∼

. ∧, ∨ (กรณีมีทงัสองตวัเชือมตอ้งใสว่งเลบ็คนั)

. →

. ↔
เชน่ถา้เขียน ∼ p ∧ q ↔ r →∼ p จะหมายถงึ [(∼ p) ∧ q] ↔ [r → (∼ p)] ในกรณีทีพบตวั
เชือม ∧, ∨ ผูเ้ขียนมกัตอ้งใสว่งเลบ็เสมอเพือหลีกเลียงการตีความหมายผิดไป เชน่ (p ∨ q) ∧ r แต่
จะไม่เขียน p ∨ q ∧ r เนืองจาก ∼ เป็นตวัเชือมสาํคญัอบัดบัแรกเรามกัจะละวงเลบ็ในการเขียนเชน่
∼ p →∼ q แทนประพจน์ (∼ p) → (∼ q)
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ตอ่ไปเราจะกลา่วถงึการสรา้งตารางคา่ความจรงิเพือแสดงคา่ความจรงิทงัหมดของประพจน์
ตา่งๆทีกาํหนดให้ เรมิตน้จากการนบัจาํนวนประพจน์ยอ่ย ๆ ทงัหมด โดยใช้กฎการนบัจะแสดง
จาํนวนดงัตารางตอ่ไปนี เมือให้ n เป็นจาํนวนนบั

จาํนวนประพจนย์อ่ย 1 2 3 4 5 6 7 ... n

จาํนวนกรณี 2 4 8 16 32 64 128 ... 2n

ตัวอย่าง . . จะเห็นไดว้า่ประพจน์ (p → r) ∨ (p ↔ q) มีประพจนย์อ่ย ประพจน์ ทาํใหส้รา้ง
ตารางคา่ความจรงิไดห้มด กรณี ดงันี

p q r p → r p ↔ q (p → r) ∨ (p ↔ q)

T T T
T T F
T F T
T F F
F T T
F T F
F F T
F F F

สมมูลของประพจน์
สองประพจน์มีความหมายเดียวกนัในทางตรรกศาสตรห์รอื สมมูลกันเชิงตรรศาสตร์ (logically
equivalent) ซงึมีนิยามดงัตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ประพจน์P สมมูล (equivalence) กบัQ เขียนแทนดว้ย P ≡ Q ก็ตอ่เมือประพจน์
ทงัสองมีคา่ความจรงิตรงกนัทกุ ๆ กรณี
ตัวอย่าง . . เราแสดงไดว้า่ประพจน์ p → q สมมลูกบั ∼ q →∼ p โดยสรา้งตารางคา่ความจรงิ

p q p → q ∼ q ∼ p ∼ q →∼ p

T T
T F
F T
F F

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ประพจน์ p∨ q และ ∼ p → q สมมลูกนัหรอืไม่ โดยใชต้ารางคา่
ความจรงิ

p q ∼ q p ∨ q ∼ p → q

T T
T F
F T
F F



. . ตรรกศาสตรเ์บอืงตน้
ทฤษฎบีท . . ให้ p, q และ r เป็นประพจนใ์ด ๆ

. กฎนิจพล (Idempotent law)
(E ) p ∧ p ≡ p

(E ) p ∨ q ≡ p

. กฎการสลบัที (Commutative law)
(E ) p ∧ q ≡ q ∧ p

(E ) p ∨ q ≡ q ∨ p

. กฎการจดักลุม่ (Associative law)
(E ) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

(E ) p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

. กฎการแจกแจง (Distributive law)
(E ) p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(E ) p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

. กฎของเดอมอรแ์กน (DeMorgan's law)
(E ) ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

(E ) ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

. กฎนิเสธซอ้น (Double negation law)
(E ) ∼ (∼ p) ≡ p

ทฤษฎบีท . . ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ด ๆ แลว้
(E ) p → q ≡∼ p ∨ q

(E ) p → q ≡∼ q →∼ p กฎแยง้สลบัที (contrapositive law)
(E ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

(E ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (∼ p →∼ q)

(E ) p ↔ q ≡ (∼ q →∼ p) ∧ (∼ p →∼ q) ≡∼ p ↔∼ q

(E ) p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

(E ) p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

(E ) (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

(E ) (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ทฤษฎบีท . . ให้ p และ q เป็นประพจนใ์ด ๆ แลว้
. ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

. ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

. ∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q

. ∼ (p ↔ q) ≡∼ p ↔ q ≡ p ↔∼ q



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงนิเสธของขอ้ความตอ่ไปนี
. ธาตอุยูใ่นสถานะของเหลวและไมมี่สี

. แสงเป็นคลืนหรอือนภุาค

. ถา้นายแดงกินผกัแลว้นายแดงจะไมเ่ป็นหวดั

สัจนิรันดร์ (tautology)
เราอาจจะพบวา่ประพจนบ์างประพจนมี์คา่ความจรงิเป็นจรงิเพียงอยา่งเดียวเพราะรูปแบบของ

ประพจนน์นั เรยีกประพจนล์กัษณะแบบนีวา่ สัจนิรันดร์ (tautology)
บทนิยาม . . ประพจนที์มีรูปแบบทีมีคา่ความจรงิเป็นจรงิเสมอเราจะเรยีกวา่ สัจนิรันดร์ และ
เรยีกนิเสธของสจันิรนัดรว์า่ ข้อความขัดแย้ง (contradiction)
ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ประพจน์ p → (p ∨ q) เป็นสจันิรนัดร์

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T
T F
F T
F F

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ประพจน์ p∧ ∼ p เป็นขอ้ความขดัแยง้
p ∼ p p∧ ∼ q

T F
F T



. . ตรรกศาสตรเ์บอืงตน้
ตัวบง่ปริมาณ (Quantifiers)
ให้ p แทนประพจน์ x > 2 เมือ x ∈ {1, 2, 3, 4}

x p : x > 2 คา่ความจรงิ
1 1 > 2

2 2 > 2

3 3 > 2

4 4 > 2

จากตารางจะเห็นไดว้า่คา่ความจรงิของประพจน์ p เปลียนไปตามคา่ x เราใช้ p(x) แทนประพจน์ p
และเซต {1, 2, 3, 4} เรยีกวา่เอกภพสัมพทัธ์ (universe) นิยมเขียนแทนดว้ย U ถา้เรากลา่ววา่

"มี x ใน U ทีสอดคลอ้ง p(x)"
ประพจนนี์มีคา่ความจรงิเป็นจรงิเพราะวา่มี x = 3 ซงึทาํให้ p(3) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ เราจะเขียน
แทนคาํวา่ "มี" ดว้ย ∃ ดงันนัเขียนประพจนด์งักลา่วไดเ้ป็น ∃x ∈ U , p(x) ในทาํนองเดียวกนัถา้เรา
กลา่ววา่

"ทกุๆ x ใน U ทีสอดคลอ้ง p(x)"

ประพจน์นีจะมีคา่ความขรงิเป็นเท็จเพราะวา่มี x = 1 ทีทาํให้ p(1) มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ เรา
จะเขียนแทนคาํวา่ "ทกุๆ" ดว้ย ∀ ดงันนัเขียนประพจน์ดงักลา่วได้เป็น ∀x ∈ U , p(x) เราเรยีก
สญัลกัษณว์า่ ตัวบ่งปริมาณ (quantifier) และเรยีกวิธีการนีวา่ วธีิบ่งปริมาณ (quantification) ซงึ
มีได้ แบบ ตามนิยามดงัตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์

แบบที นาํหนา้ฟังกช์นัขอ้ความดว้ยวลีบง่ปรมิาณ

ทกุ x ใน U / สาํหรบัแตล่ะ x ใน U / ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U

สาํหรบัแตล่ะ x ใน U ซงึมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนดว้ย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∀x [ p(x) ] หรอื ∀x ∈ U , p(x)

เรยีก ∀ วา่ตัวบ่งปริมาณทงัหมด (universal quantifier)

แบบที นาํหนา้ฟังกช์นัขอ้ความดว้ยวลีบง่ปรมิาณ

มี x ใน U ซงึ / บาง x ใน U มีสมบตัิวา่

มีบาง x ใน U ซงึมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนดว้ย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∃x [ p(x) ] หรอื ∃x ∈ U , p(x)



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

เรยีก ∃ วา่ตัวบ่งปริมาณมีอย่างน้อยหนึง (existential quantifier) เรยีกสนัๆวา่ มี
ตัวอย่าง . . จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีในรูปสญัลกัษณพ์รอ้มบอกเอกภพสมัพทัธใ์นแตล่ะขอ้

. มีจาํนวนเตม็ x ซงึ x2 = x คาํตอบคือ

. ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตาม จะไดว้า่ x > 0 คาํตอบคือ

. จาํนวนจรงิทกุจาํนวนมีคา่เป็นลบเสมอ คาํตอบคือ

. มีจาํนวนตรรกยะทีมีคา่เป็นลบ คาํตอบคือ
ตัวอย่าง . . จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีในรูปขอ้เขียน

. ∀n ∈ N, n > 1

. ∃x ∈ Z, (x ̸= 1) → (x2 > 1)

. ∀x ∈ R+, (x < 1) ↔ (x2 < x)

บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) เป็นประพจน์
• ขอ้ความ ∀x ∈ U , p(x) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิก็ตอ่เมือ

ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนนัขอ้ความนีเป็นเทจ็
• ขอ้ความ ∃x ∈ U , p(x) มีคา่ความจรงิเป็นจรงิก็ตอ่เมือ

มี x อยา่งนอ้ยหนงึตวัใน U ทาํให้ p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนนัขอ้ความนีเป็นเทจ็
ตัวอย่าง . . ให้ U = {1, 2, 3, 4} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจรงิของ

∀x ∈ U , x > 0

x ขอ้ความ x > 0 คา่ความจรงิ
1 1 > 0

2 2 > 0

3 3 > 0

4 4 > 0

∃x ∈ U , x < 2

x ขอ้ความ x < 2 คา่ความจรงิ
1 1 < 2

2 2 < 2

3 3 < 2

4 4 < 2



. . ตรรกศาสตรเ์บอืงตน้

หลายครงัทีเราพบประพจนที์ซบัซอ้นมากขนึเชน่ "มีจาํนวนเตม็จาํนวนหนงึซงึบวกกบัทกุจาํนวนเตม็
แลว้เทา่กบัศนูย"์ เขียนสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนล์กัษณะนีเรากลา่วไดว้า่มีตวับง่ปรมิาณ ตวั
ตัวอย่าง . . จงแปลงประพจนต์อ่ไปนีในรูปสญัลกัษณ์

. ทกุจาํนวนจรงิ x มีจาํนวนจรงิ y ซงึ x+ y = 0

. สาํหรบัจาํนวนนบั n และ m จะไดว้า่ n+m > 1

. มีจาํนวนเตม็ x ซงึ x = y + 1 ทกุๆจาํนวนเตม็ y

การตรวจสอบคา่ความจรงิประพจน์ทีมีตวับง่ปรมิาณ ตวัขนึไปคอ่นขา้งซบัซอ้นถา้เอกภพ
สมัพทัธ์เป็นเซตทีมีขนาดใหญ่ จงึขอยกตวัอยา่งเอกภพสมัพทัธ์ทีมีสมาชิกไม่มากเพือความเขา้ใจ
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี
ตัวอย่าง . . ให้ U = {−1, 0, 1} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาขอ้ความ x + y = 0 โดยสรา้ง
แผนภาพตน้ไมไ้ดด้งันี

x y x+ y = 0 คา่ความจรงิ

−1

−1 −1 + (−1) = 0

0 −1 + 0 = 0

1 −1 + 1 = 0

0

−1 0 + (−1) = 0

0 0 + 0 = 0

1 0 + 1 = 0

1

−1 1 + (−1) = 0

0 1 + 0 = 0

1 1 + 1 = 0
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ตอ่มาเราจะกลา่วถงึการหานิเสธของประพจนที์มีตวับง่ปรมิาณ เช่น "ไมมี่จาํนวนเตม็ x ใดเลยที
สอดคลอ้ง x2 + x+ 1 = 0" เขียนเป็นสญัลกัษณคื์อ

∼ ∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจาํนวนเตม็ x จะสอดคลอ้ง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเป็นสญัลกัษณคื์อ
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรุปไดด้งับทนิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ให้U เป็นเอกภพสมัพทัธข์องฟังกช์นัขอ้ความ p(x) นิเสธของตวับง่ปรมิาณนิยาม
โดย

• นิสเธของ ∀x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ∼ p(x)

• นิสเธของ ∃x ∈ U , p(x) คือ ∼ ∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ∼ p(x)

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนี
. ∀x ∈ R , x = x+ 0

. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนี
. ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตาม ถา้ x > 0 แลว้ x2 > 0

. มีจาํนวนเตม็ x และ y ซงึ xy = 1

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนี
. ∃x ∈ U , p(x) → q(x) นิเสธคือ

. ∀x ∈ U , p(x) ∨ q(x) นิเสธคือ

. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , ∼ p(x, y) → q(x, y) นิเสธคือ



. . ตรรกศาสตรเ์บอืงตน้
การใหเ้หตุผล (Reasoning)
การใหเ้หตผุลทางคณิตศาสตรที์สาํคญัแบง่ออกเป็น วิธีไดแ้ก่

. การใหเ้หตผุลแบบอปุนยั (Inductive Reasoning)

. การใหเ้หตผุลแบบนิรนยั (Deductive Reasoning)

การให้เหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) คือวิธีการสรุปผลมาจากการคน้หาความ
จรงิจากการสงัเกตหรอืการทดลองหลายครงัจากกรณียอ่ยๆ แลว้นาํมาสรุปเป็นความรูแ้บบทวัไป
หมายเหตุ: การหาขอ้สรุปหรอืความจรงิโดยใช้วิธีการให้เหตผุลแบบอปุนยันนั ไม่จาํเป็นตอ้งถกู
ตอ้งทกุครงั เนืองจากการให้เหตผุลแบบอปุนยัเป็นการสรุปผลเกิดจากหลกัฐานขอ้เท็จจรงิทีมีอยู่
ดงันนัขอ้สรุปจะเชือถือไดม้ากนอ้ยเพียงใดนนัขนึอยู่กบัลกัษณะของขอ้มลู หลกัฐานและขอ้เท็จจรงิ
ทีนาํมาอา้ง
ตัวอย่าง . . จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพือหาคาํตอบหรอืสมการจากรูปแบบตอ่ไปนี

.
1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 =

.
9× 9 = 81

99× 9 = 891

999× 9 = 8991

9999× 9 =

ตัวอย่าง . . จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพือหาคาํตอบในรูปทวัไปจากรูปแบบทีกาํหนดตอ่ไป
นี เมือ n เป็นจาํนวนนบั

1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 = 16

... =
...

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) =
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การให้เหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) คือการให้เหตผุลแบบนิรนยัเป็นการนาํ

ความรูพื้นฐานซงึอาจเป็นความเชือ ขอ้ตกลง กฎ หรอืบทนิยาม ซงึเป็นสงิทีรูม้าก่อน และยอมรบั
วา่เป็นความจรงิเพือหาเหตุผลนาํไปสู่ขอ้สรุป เป็นการอา้งเหตผุลทีมีขอ้สรุปตามเนือหาสาระทีอยู่
ภายในขอบเขตของขอ้อา้งทีกาํหนด

ตัวอย่าง . . จงหาขอ้สรุปของการใหเ้หตผุลแบบนิรนยัตอ่ไปนี
. เหตุ ( ) จาํนวนเตม็ที 2 หารลงตวัเป็นจาํนวนคู่

( ) 10 เป็นจาํนวนเตม็ที 2 หารลงตวั
ผล

. เหตุ ( ) ดาราทกุคนหนา้ตาดี
( ) ณเดช เป็นดาราคนหนงึ

ผล

สมเหตุสมผลโดยแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์
แผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีใชแ้ทนขอ้ความทีกาํหนด

ตัวอย่าง . . จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีใชแ้ทนขอ้ความตอ่ไปนี

. ( ) มีสตัวปี์กบางตวัเป็นสตัวน์าํ
( ) มีสตัวน์าํบางตวัเป็นสตัวเ์ลียง
( ) ไมมี่สตัวน์าํทีเป็นสตัวปี์ก

. ( ) นกัเรยีนทกุคนเป็นคนขยนั
( ) มีนกัเรยีนสอบไดเ้กรด A
( ) นกัเรยีนทกุคนทีสอบไดเ้กรด A เป็นคน
ขยนั
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นิยมใชแ้ผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ โดยเขียนแผนภาพแทนขอ้ความทีกาํหนดให้
ถา้ทกุรณีของแผนภาพแสดงตามทีกาํหนด จะไดว้า่การสรุปผลนนัสมเหตุสมผล (Valid)
ถา้มีแผนภาพบางกรณีไมส่อดคลอ้งกบัผลทีสรุป จะไดว้า่การสรุปผลนนัไม่สมเหตุสมผล (Invalid)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบการใหเ้หตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรอืไม่
. เหตุ ( ) สตัวเ์ลียงทกุตวัเป็นสตัวไ์มด่รุา้ย

( ) แมวเป็นสตัวเ์ลียง
ผล แมวเป็นสตัวไ์มด่รุา้ย

. เหตุ ( ) เรอืทกุลาํลอยนาํได้
( ) ถงัลอยนาํได้

ผล ถงัเป็นเรอื

. เหตุ ( ) ชาวสวนทกุคนเป็นคนขยนั
( ) คนขยนัทกุคนเป็นคนรวย

ผล คนขยนัเป็นชาวสวน

. เหตุ ( ) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเป็นสจุรติ
( ) ขา้ราชการทกุคนเป็นคนสจุรติ
( ) มานีเป็นขา้ราชการ

ผล มานีไมเ่ป็นนกัการเมือง
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แบบฝึกหดั .

. พิจารณาประโยคตอ่ไปนีวา่เป็น (ก) ประพจน์ (ข) ประโยคเปิด หรอืไมเ่ป็นทงัสองอยา่งนี
. หา้มเดินลดัสนาม
. ปีนีเป็นปีระกา
. นา่นเป็นจงัหวดัในภาคใต้
. มีจาํนวนนบัทีนอ้ยกวา่ 1

. ใครเป็นคนนดัพวกเราทีสยามพารากอน

. รถไฟมีสองหวั
. จงหาคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนี

. ถา้ 20 = 02 แลว้ 2 = 0

. ปมูา้ไมมี่ขาก็ตอ่เมือลงิไมมี่หู
. จาํนวนนบัเป็นจาํนวนเตม็หรอืตรรกยะ
. ถา้ชา้งเป็นสตัวปี์กแลว้ชา้งเป็นตกัแตน

. จงสรา้งตารางคา่ความจรงิของประพจนต์อ่ไปนี
. (p →∼ q) ∨ (q → p)

. p ∧ (∼ q → r) ↔ (r ∨ q)

. ∼ [∼ p ∧ (q →∼ r)] → (p∧ ∼ r)

. ∼ p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

. ใหป้ระพจน์ p, q, r, s มีคา่ความจรงิเป็น T, F, F, T ตามลาํดบั จงหาคา่ความจรงิของประพจน์
ตอ่ไปนี
. p → (q ∨ ∼ (p ∧ r))

. ∼ [(p ↔∼ q) ∧ (q →∼ r)] →∼ s

. ∼ (r∧ ∼ s) ↔ (p∨ ∼ q)

. ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ดๆ จงตรวจสอบวา่สมลูของประพจนต์อ่ไปนี โดยใชต้ารางคา่ความ
จรงิ
. q และ ∼ p ∨ (p ∧ q)

. ∼ p → q และ ∼ q → p

. (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

. p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

. ให้ p, q, r เป็นประพจนใ์ดๆ จงตรวจสอบวา่ประพจนต์อ่ไปนีสมมลูกนั ถา้สมมลูกนัจงแสดง
โดยใชท้ฤษฎีบท ถา้ไมส่มมลูจงยกตวัอยา่งคา้น
. ∼ (p →∼ q) และ p ∧ (p → q)

. p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

. p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

. p ↔∼ q และ ∼ p ↔ q

. p → (q∨r) และ ∼ (∼ r → q) →∼ p

. ∼ (p∧ ∼ q) และ ∼ q →∼ p

. ∼ p → q และ (∼ p → q)∧(q →∼ p)

. p → (q → r) และ (p → q) → r
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. จงหานิเสธของประพจนต์อ่ไปนี
. ถา้แดงไปโรงเรยีน แลว้ดาํจะไมท่าํการบา้น
. x+ 1 = 3 หรอื π เป็นจาํนวนตรรกยะ
. ถา้ 2 เป็นจาํนวนคี แลว้ 1 เป็นจาํนวนเฉพาะ
. ab = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 หรอื b = 0

. ถา้ xy > 0 แลว้ (x > 0 และ y > 0 ) หรอื (x < 0 และ y < 0 )

. x+ y = 0 ก็ตอ่เมือ x = −y หรอื y = −x

. จงตรวจสอบวา่ประพจนต์อ่ไปนีเป็นสจันิรนัดรโ์ดยใชต้ารางคา่ความจรงิ
. (p ∨ q)∨ ∼ (p ∧ q)

. (p →∼ q) → (p ∧ q)

. (∼ p →∼ q) ∨ (p ↔ q)

. (∼ p → q) ↔∼ (p ∨ q)

. จงแปลงขอ้ความตอ่ไปนีในรูปสญัญาลกัษณพ์รอ้มบอกเอกภพสมัพทัธใ์นแตล่ะขอ้

. ไมว่า่ x จะเป็นจาํนวนจรงิใดก็ตามจะได้ x2 > 0

. จาํนวนนบัทกุจาํนวนมีคา่มากกวา่ 1

. ไมมี่จาํนวนตรรกยะใดเลยทีเป็นจาํนวนบวก

. มีจาํนวนจรงิ x และ y ซงึ x+ y > 0

. มีจาํนวนเตม็ m ซงึ m > n ทกุๆจาํนวนเตม็ n

. ให้ A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคา่ความจรงิของ
ขอ้ความ
. ∀x ∈ A [ x+ 1 ≥ x ]

. ∃x ∈ C [ x(x+ 1) = x ]

. ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

. ∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ̸= y → x > y ]

. ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

. ∃x ∈ C ∃y ∈ C [x+ y < xy ]

. ใหเ้อกภพสมัพทัธเ์ป็นจาํนวนจรงิ จงหานิเสธของขอ้ความตอ่ไปนี
. ∀x [

√
x ≥ 0 ]

. ∀x [x = 1 → |x| > 2 ]

. ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

. ∀x∀y [ xy > 0 → x
y
> 0 ]

. ∃x∀y [ x = y ↔ x2 = y2 ]

. ∃x∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

. จงใชก้ารเหตผุลแบบอปุนยั เพือหา a และ b จากรูปแบบทีกาํหนดตอ่ไปนี
. 16, 28, 40, 52, a, b

. 1, 4, 9, 16, 25, a, b

. 9, 98, 987, 9876, a, b

. 20, 19, 17, 14, a, b
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. จงใช้การเหตผุลแบบอปุนยั เพือหาคาํตอบในรูปทวัไปจากรูปแบบทีกาํหนดตอ่ไปนี เมือ n

เป็นจาํนวนนบั
13 = 12

13 + 23 = (1 + 2)2

13 + 23 + 33 = (1 + 2 + 3)2

13 + 23 + 33 + ...+ n3 =

. จงเขียนแผนภาพเวนน-์ออยเลอร์ ทีใชแ้ทนขอ้ความตอ่ไปนี
. ( ) คนมีความสขุทกุคนมีสขุภาพดี

( ) คนเครยีดบางคนมีสขุภาพดี
( ) แดงเป็นคนเครยีด

. ( ) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเปนคนมีอดุมคติ
( ) ผูที้เสียสละทกุคนเป็นผูที้มีอดุมคติ
( ) ไมมี่นกัการเมืองคนใดเสียสละ

. ( ) นกักีฬาทกุคนมีสขุภาพดี
( ) คนทีมีสขุภาพดีบางคนเป็นคนดี
( ) นอ้งนกเป็นนกักีฬาและเป็นคนดี

. ( ) นกัเรยีนทกคนตอ้งเรยีนพลศกึษา
( ) คนทีเรยีนพลศกึษาบางคนออ่นแอ
( ) มีนกัเรยีนบางคนออ่นแอ

. จงตรวจสอบการใหเ้หตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรอืไม่

. เหตุ ( ) คนทีกินขา้วอิมทกุคนชอบหวัเราะ
( ) อว้นไมช่อบหวัเราะ

ผล อว้นยงักินขา้วไมอิ่ม
. เหตุ ( ) นกทกุตวัเป็นสตัวมี์ปีก

( ) เป็ดทกุตวัเป็นสตัวมี์ปีก
ผล นกทกุตวัเป็นเป็ดชนิดหนงึ

. เหตุ ( ) รถยนตท์กุคนัเป็นรถไฟ
( ) BMW เป็นรถไฟไมใ่ชร่ถยนต์
( ) รถแทกซีบางคนัเป็นรถไผ

ผล BMW บางคนัเป็นรถแท็กซี
. เหตุ ( ) นกัยิมนาสติกทกุคนอายไุมเ่กิน ปี

( ) ดวงเดือนมีอายุ ปี
ผล ดวงเดือนอาจเป็นนกัยินนาสติก
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. ระบบจาํนวน
มนษุย์รูจ้กัการใช้จาํนวนมาตงัแต่ดกึดาํบรรพ์โดยใช้กอ้นหิน เศษไม้ หรอืรอยบากบนตน้ไม้แทน
จาํนวนสตัว์เลียง กลา่วได้วา่จาํนวนแรกทีมนษุย์รูจ้กั คือจาํนวนนบั ภายหลงัตอ่มาจงึเมือมีการ
พฒันาขนึจากการใช้ตวัเลขแทนปรมิาณตา่งๆ เช่นนาํหนกั สว่นสงู อณุหภมิู เป็นตน้ จาํนวนทีใช้
แทนสงิเหลา่นีไดเ้รยีกวา่ จาํนวนจริง (Real numbers)

ระบบตวัเลขทีนิยมใชเ้ป็นสากลในปัจจบุนั
ตวัเลขโรมนั I II III IV V VI VII VIII IX X L C D M

ตวัเลขฮินดอูารบิก 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50 100 500 1, 000

จาํนวนธรรมชาติ (Natural numbers) หรอืจาํนวนนบัหรอืจาํนวนเตม็บวก เป็นจาํนวนแรกที
มนษุยน์าํมาใชป้ระโยชนใ์นการบอกปรมิาณของสงิๆหนงึเชน่ จาํนวนสตัวเ์ลียง จาํนวนตน้ไม้ เป็นตน้
จาํนวนนบัประกอบดว้ย 1, 2, 3, 4, ... และใชส้ญัญาลกัษณ์ N แทนเซตของจาํนวนนบั

N = {1, 2, 3, 4, ...}

ตัวอย่าง . . จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนี
. � จาํนวนนบัทีนอ้ยทีสดุคือ 0

. � ถา้ a เป็นจาํนวนนบัใดๆ แลว้เราสามารถหาจาํนวนนบัทีนอ้ยกวา่ a ไดเ้สมอ

. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารลบ

. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารบวก

. � เซตของจาํนวนนบัมีสมบตัิปิดภายใตก้ารคณู
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จาํนวนเตม็ (Integers) คือจาํนวนนบัรวมไปถงึจาํนวนตรงขา้มของจาํนวนนบัและรวมถงึศนูย์

ดว้ย ดงันนัจาํนวนเตม็ประกอบไปดว้ย 0,±1,±2,±3, ... เขียนแทนดว้ยZ (มาจากภาษาเยอรมนั
คือ Zahlen)

Z = {0,±1,±2,±3, ..}

จาํนวนเตม็แบง่ออกเป็น ชนิด คือ
• จาํนวนเตม็บวก (Positive integer) เขียนเซตแทนจาํนวนเตม็บวกดว้ยZ+; Z+ = {1, 2, 3, ...}

• จาํนวนเตม็ลบ (Negative integer) เขียนเซตแทนจาํนวนเตม็ลบดว้ยZ−; Z− = {−1,−2,−3, ...}

• จาํนวนเตม็ศูนย์ (Zero) คือจาํนวน 0

ดงันนั Z = Z− ∪ {0} ∪ Z+

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

Zero Positive integerNegative integer

บทนิยาม . . ชนิดของจาํนวนเตม็แบบอืนๆทีควรทราบ
• จาํนวนคู่ (Even number) คือจาํนวนเตม็ทีสองหารลงตวั
• จาํนวนคี (Odd number) คือจาํนวนเตม็ทีไมใ่ชจ่าํนวนคู่
• จาํนวนเฉพาะ (Prime) คือจาํนวนเตม็ทีมากกวา่ ทีมี และตวัมนัเองเทา่นนัทีหารมนั
ลงตวั

ตัวอย่าง . . จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนี
. � มีจาํนวนเตม็ทีนอ้ยทีสดุ

. � มีจาํนวนเฉพาะทีเป็นจาํนวนคู่

. � จาํนวนเตม็มีสมบตัิภายใตก้ารบวก และการคณู

. � จาํนวนเตม็มีสมบตัิภายใตก้ารลบ

. � ถา้ a ไมเ่ป็นจาํนวนเตม็คู่ แลว้ a ตอ้งเป็นจาํนวนเตม็คี

. � ถา้ a ไมเ่ป็นจาํนวนเตม็บวก แลว้ a ตอ้งเป็นจาํนวนเตม็ลบ

. � จาํนวนนบัทกุจาํนวนเป็นจาํนวนเตม็ และจาํนวนเตม็ทกุจาํนวนเป็นจาํนวนนบั

. � มีจาํนวนเตม็ a เพียงจาํนวนเดียวเทา่นนัทีทาํให้ 1
a
เป็นจาํนวนเตม็
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ในสมยัแรกๆทีมนษุยด์าํรงชีวิตอยู่กนัเป็นกลุม่ มีการออกไปลา่สตัวเ์ก็บของป่ามาเพือดาํรงชีวิต
จงึเรมิพฒันาการใชจ้าํนวนทีเกิดจากการแบง่สงิของออกเป็นสว่นๆใหเ้ทา่ๆกนั จงึทาํใหเ้กิดจาํนวน
อัตราส่วนหรือจาํนวนตรรกยะ (Rational number) จาํนวนทีแบง่กนัลงตวัก็ไมมี่เศษ จาํนวนที
แบง่กนัไมล่งตวัก็จะมีเศษเกิดขนึ
บทนิยาม . . จาํนวนตรรกยะคือจาํนวนทีเขียนในรูปอตัราสว่นของจาํนวนเตม็สว่นจาํนวนเตม็ที
ไมใ่ชศ่นูยไ์ด้ เซตของจาํนวนตรรกยะเขียนแทนดว้ย Q (มาจากคาํวา่ Quotient)

Q =
{ a

b
| a, b ∈ Z, b ̸= 0

}
ข้อสังเกต จาํนวนเตม็ทกุจาํนวนเป็นจาํนวนตรรกยะ นนัคือ Z ⊂ Q

ตัวอย่าง . . จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนี
. � มีจาํนวนตรรกยะทีอยูร่ะหวา่ง 0.12 และ 0.13

. � จาํนวนตรรกยะมีสมบตัิภายใตก้ารบวกและการคณู

. � ถา้ a

b
เป็นจาํนวนเตม็ตรรกยะ แลว้ b

a
เป็นจาํนวนตรรกยะ

. � 1.3333... เป็นจาํนวนตรรรกยะ

. � 5.9999... เป็นจาํนวนตรรรกยะทีเป็นจาํนวนเตม็
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สมยัพีทาโกรสัมีความเชือทีวา่ทกุ ๆ อยา่งเกิดจากจาํนวน (จาํนวนเตม็) แต่มีขอ้สงัเกตในทฤษฎี
พีทาโกรสั (Pythagoras' theorem) ทีบอกความสมัพนัธข์องดา้นสามเหลียมมมุฉาก c2 = a2 + b2

เมือดา้นประกอบมมุฉากเป็น 1 และ 1 แลว้จะได้วา่ c2 = 12 + 12 = 2 พีทาโกรสัยงัไม่สามารถ
อธิบายไดว้า่ความยาวดา้นตรงขา้มมมุฉากเขียนในรูปจาํนวนเตม็ไดห้รอืไม่

c
1

1

ตอ่มานกัคณิตศาสตรพ์ยายามหาวา่ c คือจาํนวนใดกนัแน่ซงึรูเ้พียงคา่ประมาณของมนัเทา่นนั
จงึใชส้ญัญาลกัษณแ์ทนดว้ย c =

√
2 แทน c2 = 2 หลงัจากนนัไดพิ้สจูนว์า่ จาํนวนนีไม่สามารถ

เขียนในรูปอตัราสว่นได้ จงึเรยีกจาํนวนนีวา่จาํนวนอตรรกยะ (Irrational number)
บทนิยาม . . จาํนวนอตรรกยะคือจาํนวนทีไม่สามารถเขียนในรูปอตัราสว่นได้ หรอืจาํนวนที
ไมใ่ชจ่าํนวนตรรกยะ เซตของจาํนวนอตรรกยะเขียนแทนดว้ย Q′ หรอื Qc

Qc = {x |x /∈ Q }

ตวัอยา่งจาํนวนอตรรกยะ
√
2 = 1.414213562...

√
3 = 1.732050808...

π = 3.14592654...

e = 2.718281828...

ตัวอย่าง . . จงพิจารณา X หรอื × ของขอ้ความตอ่ไปนี
. � มีจาํนวนอตรรกยะทีอยูร่ะหวา่ง 1 และ 2

. � เซตของจาํนวนอตรรกยะทีอยูร่ะหวา่ง 1 และ 2 เป็นเซตจาํกดั

. � มีจาํนวนอตรรกยะทีเป็นจาํนวนตรรกยะ

. � จาํนวนอตรรรกยะมีสมบตัิปิดภายใตก้ารบวก

. � จาํนวนอตรรรกยะมีสมบตัิปิดภายใตก้ารคณู

. � ถา้ a เป็นจาํนวนอตรรกยะ แลว้ 1

a
เป็นจาํนวนอตรรกยะ



. . ระบบจาํนวน

จาํนวนจริง (Real number) คือจาํนวนทีประกอบไปดว้ยจาํนวนตรรกยะหรอืจาํนวนอตรรกยะ
เขียนแทนเซตของจาํนวนจรงิดว้ย R นนัคือ

R = Q ∪Q′

เส้นจาํนวน (Real lines)
บทนิยาม . . ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ซงึ a < b นิยามเซตของช่วงตา่งๆดงันี

• ช่วงเปิด (Open interval) (a, b) เขียนแทนเซต {x ∈ R | a < x < b}

a b

• ช่วงปิด (Closed interval) [a, b] เขียนแทนเซต {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}

a b

• ช่วงครงึเปิดลา่ง (a, b] เขียนแทนเซต {x ∈ R | a < x ≤ b}

a b

• ช่วงครงึเปิดบน [a, b) เขียนแทนเซต {x ∈ R | a ≤ x < b}

a b
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• ช่วงครงึอนนัต์ (a,∞) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x > a}

a

• ช่วงครงึอนนัต์ [a,∞) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x ≥ a}

a

• ช่วงครงึอนนัต์ (−∞, a) เขียนแทนเซต {x ∈ R | x < a}

a

• ช่วงครงึอนนัต์ (−∞, a] เขียนแทนเซต {x ∈ R |x ≤ a}

a

การดาํเนินการบนจาํนวนจริง
การดาํเนินการบนจาํนวนจรงิ คือดาํเนินการะหวา่งสองจาํนวเรยีกวา่ การดาํเนินการทวิภาค (Binary
operation) การดาํเนินการพืนฐานทีเกิดขนึโดยธรรมชาติคือ

• การบวก (Addition) คือการรวมกนั
• การลบ (Subtraction) คือการหกัออก
• การคูณ (Multiplication) คือการเพิมเป็นจาํนวนเทา่
• การหาร (Division) คือการแบง่ออกเป็นสว่นๆ

สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c ใดๆ
สมบตัิ การบวก การคูณ

ปิด (Closed) a+ b ∈ R ab ∈ R

สลบัที (Commutative law) a+ b = b+ a ab = ba

การจดักลุม่ (Associative law) a+ (b+ c) = a+ (b+ c) a(bc) = a(bc)

การมีเอกลกัษณ์ (Identity) 0 + a = a = 0 + a 1a = a = a1

การมีตวัผกผนั (Inverse) a+ (−a) = 0 = (−a) + a a(a−1) = 1 = (a−1)a, a ̸= 0

การแจกแจง (Distributive law) a(b+ c) = ab+ ac
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สมบตัิเบืองตน้ของการเทา่กนั ให้ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้
. สมบตัิสะทอ้น (Reflective law) a = a

. สมบตัิสมมาตร (Symmetric law) ถา้ a = b แลว้ b = a

. สมบตัิถ่ายทอด (Transitive law) ถา้ a = b และ b = c แลว้ a = c

กฎไตรวภิาค (Trichotomy law) คือสจัพจนที์กลา่ววา่ ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่

a = b หรอื a < b หรอื a > b อยา่งใดอยา่งหนงึ
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัจาํนวนจรงิ a, b และ c

. ถา้ a = b แลว้ a+ c = b+ c

. ถา้ a+ c = b+ c แลว้ a = b

. ถา้ a = b แลว้ ac = bc

. ถา้ ac = bc และ c ̸= 0 แลว้ a = b

. ab = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 หรอื b = 0

. a2+b2 = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 และ b = 0

ทฤษฎบีท . . ให้ a, b, c, x, y ∈ R แลว้
. ถา้ a > b แลว้ a+ c > b+ c

. ถา้ a > b และ b > c แลว้ a > c

. ถา้ a > b และ x > y แลว้ a+ x > b+ y

. ถา้ a > b และ x > 0 แลว้ ax > bx

. ถา้ a > b และ x < 0 แลว้ ax < bx

ตัวอย่าง . . ให้ a, b ∈ R จงแสดงวา่
. ถา้ 0 < a < 1 แลว้ a2 < a . ถา้ 0 < a < b แลว้ a2 < b2

ตัวอย่าง . . จงแจกแจงสมากชิกของเซต {(x, y) | x2 + y2 − 2x+ 2y + 2 = 0}
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ค่าสัมบรูณ์ (Absolute value) ของจาํนวนจรงิ x เขียนแทนดว้ย |x| คือระยะทางจาก x ไปยงั 0

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

|3| = 3| − 4| = 4

บทนิยาม . . ให้ x เป็นจาํนวนจรงิใด ค่าสัมบรูณ์ ของ x เขียนแทนดว้ย |x| คือจาํนวนจรงิที
กาํหนดโดย

|x| =


x เมือ x > 0

0 เมือ x = 0

−x เมือ x < 0

ข้อสังเกต สาํหรบัจาํนวนจรงิ x ใด ๆ จะไดว้า่
. |x| ≥ 0

. |x| = 0 ก็ตอ่เมือ x = 0

. |x| = | − x|

. |x2| = |x|2 = x2

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. |2−√

2|+ |1−
√
2| .

√
(1−

√
2)2

ตัวอย่าง . . จงแจกแจงสมาชิกของเซต {(x, y) | |x− y|+ |x+ y − 2| = 0}
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ทฤษฎบีท . . ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ จะไดว้า่
. |xy| = |x||y|

.
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
เมือ y ̸= 0

. √x2 = |x|

. x ≤ |x|

ตัวอย่าง . . จงหาคาํตอบของสมการ
. |x| = 1

. |x|+ |2x| − 2|x|+ | − 2x| = 6

. |x− 1| = 1

. |x− 1| = −1

. √x2 = x

. |x2 − 1| = 0

ทฤษฎบีท . . อสมการสามเหลยีม (Triangle inequality)
ให้ x และ y เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ แลว้

|x+ y| ≤ |x|+ |y|
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ทฤษฎบีท . . ให้ x เป็นจาํนวนจรงิ และ a เป็นจาํนวนจรงิบวก จะไดว้า่

. |x| ≤ a ก็ตอ่เมือ −a ≤ x ≤ a

. |x| ≥ a ก็ตอ่เมือ x ≤ −a หรอื x ≥ a

ตัวอย่าง . . จงหาคาํตอบของสมการ
. |x− 1| < 1

. |2x− 1| ≥ 5

. |x− 1| > −1

. |x− 1| > 0

. |x− 1| < 0

. |x− 1| ≤ 0



. . ระบบจาํนวน

แบบฝึกหดั .
. กาํหนดให้ a, b เป็นจาํนวนนบัทีมากกวา่ 1 ซงึ ab = 143 จงหาคา่ของ a+ b

. กาํหนดให้a, b ∈ {1, 2, 3, ..., 20} และ √
a2 + b2 เป็นจาํนวนนบั จงหาคูอ่นัดบั (a, b)ทงัหมด

ทีเป็นไปได้
. กาํหนดให้ a, b ∈ N ถา้ A = {(a, b) | a+ b ≤ 100} จงหาจาํนวนมาชิกของเซต A

. จาํนวน
√
2− 1√
2 + 1

+

√
2 + 1√
2− 1

เป็นจาํนวนนบัหรอืไม่

. กาํหนดให้ a, b ∈ N ซงึสอดคลอ้งสมการ ab = 36 + a + b จงหาคู่อนัดบั (a, b) ทงัหมดที
เป็นไปได้

. ทศนิยมตาํแหน่งที 118 ของทศนิยมซาํแบบไมรู่จ้บของ
0.10200300040000...900000000010200300040000...

คือตวัเลขใด
. ให้ X =

1

10
+

3

102
+

5

103
+

7

104
+ ... ถา้ X =

a

b
เมือ ห.ร.ม. ของ a และ b เทา่กบั 1 จง

หาคา่ของ a+ b

. จงหาคา่ของ
√

2 +

√
2 +

√
2 +

√
2 + ...

. จงหาคา่ของ
1√

1 +
√
3
+

1√
3 +

√
5
+

1√
5 +

√
7
+ ...+

1√
79 +

√
81

. กาํหนดให้ A = (−∞,−1), B = [−3, 2] และ C = (−1, 0) ∪ [1,∞) จงหาเซตตอ่ไปนี
. A ∩B

. A ∩Bc

. Ac ∪B

. (A ∪ Cc)−B

. C − (B − A)

. (A− C) ∩ (A−B)

. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซงึ

a+ b+ c = 4 และ ab+ bc+ ac = 3

จงหาคา่ของ a2 + b2 + c2

. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซงึ

abc = 2 และ ab+ bc+ ac = 6

จงหาคา่ของ 1

a
+

1

b
+

1

c
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. สาํหรบั a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ซงึ a+ b+ c = 0 จงหาคา่ของ
a

(
1

b
+

1

c

)
+ b

(
1

a
+

1

c

)
+ c

(
1

b
+

1

a

)
. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ a2 + ab+ b2 > 0

. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ ถา้ a < b แลว้ a3 < b3

. ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ 4(a3 + b3) ≥ (a+ b)3

. ให้ a เป็นจาํนวนจรงิ จงแสดงวา่ 3(1 + a2 + a4) ≥ (1 + a+ a2)2

. จงแสดงวา่ x8 − x5 − 1

x
+

1

x4
> 0 เมือ x เป็นจาํนวนจรงิทีไมใ่ช่ศนูย์

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ
. |x+ 1| = 4

. |x2 − 20| = 5

. |x2 − 4| = 0

. |3x− 1| = |2x+ 1|

. |1− x| = 1− x

. |2x+ 1| = x

. (|x| − 4)(|x|+ 3) = −6

. |2x− 1| − |3− x| = 3

. |x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = 2

. ||2x− 1| − 1| = 2

. ||x| − |2x+ 1|| = −x

. |5x− 1|
5x− 1

+ 4x = 0

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ
. |x+ 1| < 4

. |2x+ 1| > 3

. |12x+ 5| ≤ 7

. |x+ 2| ≤ 3− |x+ 1|

. |x2 − 5x| ≥ 5x

. (|x| − 1)(|x| − 3) < 0

. 2x+ 1 < |x| < 3x+ 2

. |1 + 2x| − 1

x− 1
< −x

. |x− 1| > x+ |x+ 1|

. |x(x− 2)| < x2 − x− 2

. |x− 1||x+ 3| ≥ 5

. |x− 1|+ |x+ 3| < |x|+ 1

. จงหาจาํนวนจรงิ x ทงัหมดทีสอดคลอ้งอสมการตอ่ไปนี
. |x| < x

. |x| > x

. |x| < −x

. |x| > −x

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ |(2x− 1)− (x2 + 2x+ 3)| = |2x− 1|+ |x2 + 2x+ 3|

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ ||x− 1|+ 1| = ||x+ 1| − 1|

. จงหา y ทีเป็นจาํนวนจรงิซงึ y =
x|x| − x2

x2 − x|x|
เมือ x ∈ R



. . ระบบจาํนวน

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ (|x| − 1)(|x| − 3)(|x|+ 3)(|x| − 7) = 150

. จงหาจาํนวนสมาชิกของเซต

{x | x = (a+ 1
|a|)

2 − (|a| − 1
a
)2 เมือ a เป็นจาํนวนจรงิซงึไมเ่ทา่กบั 0}

. จงหาเซตคาํตอบของสมการ |2− 2x|+ |x+ 2| = 4− x

. กาํหนดให้

S = {x ∈ Z | 2x2 − 9x− 26 ≤ 0 และ |1− 2x| ≥ 3 }

แลว้ผลบวกของสมาชิกของ S เทา่กบัเทา่ใด
. กาํหนดให้

A =

{
x ∈ Z | |x− 1| − 1

|x− 1|
≤ 2

3

}
จงหาจาํนวนสมาชิกของ A

. ถา้เซตคาํตอบของอสมการ
|x2 + x− 2| < (x+ 2)

คือช่วง (a, b) แลว้ a+ b มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
. กาํหนดให้

A = {x | x2 + 2x− 3 < 0} และ B = {x | x+ 1 ≥ 2|x| }

ถา้ A−B = (a, b) แลว้ 3|a+ b| เทา่กบัเทา่ใด
. ถา้ช่วง (a, b) เป็นเซตคาํตอบของอสมการ

|x− 1|+ |6− 3x| < 17 และ x > 2

แลว้ a+ b เทา่กบัเทา่ใด
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. พหุนาม

บทนิยาม . . พหนุามหนงึตวัแปร (x) เมือ n = 0, 1, 2, ... อยูใ่นรูป
P (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n

เมือ a0, a1, a2, .., an เป็นจาํนวนจรงิเรยีกวา่สมัประสทิธ์ (Coefficient) และ an ̸= 0 เรยีกวา่สมัประ
สทิธต์วันาํ (Leading coefficient) และ n เรยีกวา่กาํลงั (Degree) เขียนแทน degP (x) ถา้ an = 1

เรยีกวา่ พหนุามโมนิก (Monic polynomial)
ตัวอย่าง . . จงบอกเติมคาํตอบใหถ้กูตอ้ง

พหนุาม ดีกรี (n) สมัประสทิธิ a0, a1, a2, .., an

1 + x+ x2 + x3

x4 + 2x2 − 3

x2 − 1

บทนิยาม . . (การเทา่กนัของพหนุาม) ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม แลว้ P (x) = Q(x) ถา้
degP (x) = degQ(x) และอยูใ่นรูป

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n

ซงึทกุสมัประสทิธเ์ทา่กนั หรอื a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., an = bn

ทฤษฎบีท . . ให้ P (x) และ Q(x) เป็นพหนุาม
P (x) = Q(x) ก็ตอ่เมือ degP (x) = degQ(x) และ P (x) = Q(x) ทกุๆ x ∈ R

ตัวอย่าง . . ถา้ a, b, c และ d เป็นจาํนวนจรงิซงึ
(x− 1)2(ax+ b) = cx3 + dx+ 4 ทกุจาํนวนจรงิ x

แลว้ a+ b+ c+ d เทา่กบัเทา่ใด



. . พหนุาม

ตัวอย่าง . . ถา้ a, b ∈ R และ
P (x) = x4 + 2x3 − 2x2 + ax+ b

ถา้มีพหนุาม Q(x) โดยที P (x) = [Q(x)]2 จงหา a+ b



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

ทฤษฎบีท . . ขันตอนการหาร (The Division Algorithm)
ให้ P (x) และ S(x) เป็นพหนุาม โดยที S(x) ̸= 0

แลว้จะมีพหนุาม Q(x) และ R(x) ซงึ

P (x) = Q(x)S(x) +R(x) เมือ R(x) = 0 หรอื degR(x) < degS(x)

เรยีก P (x) วา่ตวัถกูหาร (Numerator) S(x) วา่ตวัหาร (Denominator) Q(x) วา่ผลหาร (Quotient)
และ R(x) วา่เศษ (Remainder)
ข้อสังเกต ถา้ R(x) = 0 แลว้จะไดว้า่ S(x) หาร P (x) ลงตวั หรอื S(x) เป็นตวัประกอบของ P (x)

ตัวอย่าง . . ให้ P (x) = x3 + ax2 + bx+ 10 เมือ a, b เป็นจาํนวนเตม็ และ Q(x) = x2 + 9

ถา้ Q(x) หาร P (x) เหลือเศษ 1

แลว้ P (a) + P (b) เทา่กบัเทา่ใด

ตัวอย่าง . . ถา้ a และ b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ ax5 + bx+4 หารดว้ย (x− 1)2 ลงตวั แลว้ a− b

เทา่กบัเทา่ใด



. . พหนุาม

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎเีศษเหลือ (The Remainder Theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c หาร P (x) เศษเหลือเทา่กบั P (c)

ตัวอย่าง . . จงหาเศษทีเกิดจากการหาร P (x) ดว้ยตวัหารทีกาํหนดในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี
. x− 1 หาร P (x) = x4 − x3 + 4x2 + 5x+ 2

. x+ 2 หาร P (x) = 3x3 − x2 + 3x+ 1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ k ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี
. x+ 1 หาร P (x) = 3x4 + 2x2 ++kx− 5 เหลือเศษ −3

. x− 1 หาร P (x) = 3x4 + kx3 − x2 + 1 ลงตวั



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . ถา้พหนุาม 6x3 + ax2 + bx− 1 หารดว้ย x− 1 ลงตวั แตห่ารดว้ย x+ 1 เหลือ
เศษ −24 จงหาคา่ของ ab

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ P (x) = x3 + ax2 + bx + 2 เมือ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x− 1 และ
x+ 3 ตา่งหาร P (x) เหลือเศษ 5 แลว้ a+ 2b เทา่กบัใด



. . พหนุาม

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎตีัวประกอบ (The Factor Theorem)
ให้ P (x) เป็นพหนุาม และ c ∈ R แลว้

x− c เป็นตวัประกอบหนงึของ P (x) ก็ตอ่เมือ P (c) = 0

ตัวอย่าง . . จงแยกตวัประกอบของ P (x) ตอ่ไปนี
. ให้ x− 1 เป็นตวัประกอบของ P (x) = x3 − 2x2 − x+ 2

. ให้ x+ 1 เป็นตวัประกอบของ P (x) = 3x3 + 16x2 + 10x− 3

. P (x) = 2x3 + 5x2 + x− 2



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
บทนิยาม . . เรยีกจาํนวนจรงิ c วา่เป็นราก (root) ของพหุนาม P (x) ถา้ P (c) = 0 หรอืกลา่ว
วา่ c เป็นรากคาํตอบหรอืผลเฉลย (solution) ของสมการ P (x) = 0

ทฤษฎบีท . . ถา้ c วา่เป็นรากของพหุนาม P (x) แลว้ (x−c) เป็นตวัประกอบของพหนุาม P (x)

ทฤษฎบีท . . พหุนามดีกรี n จะมีรากทีเป็นจาํนวนจรงิไมเ่กิน n ราก
ทฤษฎบีท . . คาํตอบของสมการกาํลังสอง (Roots of Quadratic equation)
รากคาํตอบของพหนุาม ax2 + bx+ c = 0 เมือ a, b, c ∈ R, a ̸= 0 คือ

−b±
√
b2 − 4ac

2a

• ถา้ b2 − 4ac > 0 แลว้พหนุามมีราก 2 รากเป็นจาํนวนจรงิ
• ถา้ b2 − 4ac = 0 แลว้พหนุามมีราก 1 รากเป็นจาํนวนจรงิ (รากซาํ)
• ถา้ b2 − 4ac < 0 แลว้พหนุามไมมี่รากเป็นจาํนวนจรงิ

ตัวอย่าง . . จงหารากคาํตอบของสมการตอ่ไปนี
. x2 − x− 2 = 0

. x2 + 6x+ 8 = 0

. x2 − 3x− 10 = 0

. x2 + x+ 72 = 0

. 2x2 + 3x+ 1 = 0

. x2 + x− 1 = 0

. x2 + x+ 1 = 0

. x2 + 2x+ 1 = 0



. . พหนุาม

ตัวอย่าง . . ถา้สมการ (x2 + 1)(2x2 − 6x + c) = 0 มีรากทีเป็นจาํนวนจรงิเพียง 1 ราก จง
หาคา่ของ c

ตัวอย่าง . . แมค่า้นาํเมลด็มะมว่งหิมพานต์ กิโลกรมั ถวัลสิง กิโลกรมั และเมลด็ฟักทอง
กิโลกรมั มาผสมกนัแลว้แบง่ใส่ถงุถงุละ กรมั ถา้แมค่า้ซือเมลด็มะมว่งหิมพานต์ ถวัลสิง และ
เมลด็ฟักทองมาในราคากิโลกรมัละ บาท บาท และ บาทตามลาํดบั แมค่า้จะตอ้งขาย
เมลด็พืชผสมถงุละ กรมันี ในราคาเทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนีจงึจะทาํใหไ้ดก้าํไร % เมือขายหมด



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
ทฤษฎบีท . . ให้ a, b, c เป็นจาํนวนจรงิ

. a < b < c ก็ตอ่เมือ a < b และ b < c

. a < b ก็ตอ่เมือ a+ c < b+ c

. a < b และ c > 0 แลว้ ac < bc

. a < b และ c < 0 แลว้ ac > bc

ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการ
. 2x+ 3 < 9

. 3x− 5 ≤ x+ 8

. −1 < 4x+ 7 < 11

. 3− 2x < x < 4− x

ตัวอย่าง . . แมค่า้ขายก๋วยเตียวชามละ บาท โดยมีคา่เชา่รา้นวนัละ บาท และตน้ทนุ
คา่วตัถดุิบทงัหมดคิดเป็นชามละ บาท ถา้ตอ้งการใหไ้ดก้าํไรไม่ตาํกวา่วนัละ บาท เขาเตอ้ง
ขายใหไ้ดอ้ยา่งนอ้ยวนัละกีชาม



. . พหนุาม

ทฤษฎบีท . . ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
. ab > 0 ก็ตอ่เมือ (a > 0 และ b > 0) หรอื (a < 0 และ b < 0)
. ab < 0 ก็ตอ่เมือ (a < 0 และ b > 0) หรอื (a > 0 และ b < 0)

ทฤษฎบีท . . ให้ α, β ∈ R ซงึ α < β แลว้
. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) < 0 คือ (α, β)

. เซตคาํตอบของ (x− α)(x− β) > 0 คือ (−∞, α) ∪ (β,∞)

ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนี
. x2 − 3x+ 2 < 0

. x2 − 3x ≥ 4

. x2 − 4x+ 4 > 0

. x2 − 4x+ 4 < 0

. x2 + 2x+ 2 ≥ 0

. x2 + 2x+ 2 ≤ 0



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการ (2x+ 1)(4− 3x) > 0

ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนี
. (x− 1)(x− 2)(x− 3) < 0

. (1− x)(x+ 1)(2x− 1) ≥ 0

. (1− x)(x− 1)(x2 − 4) ≥ 0

. (x− 1)(x− 2)2 < 0

ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการ

. x− 1

x− 2
< 0 . x+ 1

3x− 2
≥ 0

ตัวอย่าง . . จงหาเซตคาํตอบของอสมการ
x4 − 13x2 + 36

x2 + 5x+ 6
≥ 0



. . พหนุาม

แบบฝึกหดั .
. ถา้ A,B,C เป็นคา่คงตวั และ A(x− 1)(x− 2)+B(x− 1)(x− 3)+C(x− 2)(x− 3) = 1

จงหาคา่ของ A+B + C

. ถา้ A,B,C เป็นคา่คงตวั และ A(x− 1)2 +B(x− 1)(x+ 1) + C(x+ 1)2 = 4x2

จงหาคา่ของ A+ 2B + C

. เมือ a, b ∈ R เมือ x+1 หารพหนุาม 2x4 − 7x3 + ax2 +7x+ b ลงตวั และไดผ้ลลพัธเ์ทา่กบั
2x3 − 9x2 + 7x+ b จงหา a+ b

. ถา้ 3x2 − 13x+ 4 เป็นตวัประกอบของ 3x3 + ax2 + bx− 8 แลว้คา่ของ a+ b มีคา่เทา่ใด

. ให้ P (x) เป็นพหุนาม ถา้หาร P (x) ดว้ย x − 1 จะเหลือเศษเทา่กบั 3 และถา้หาร P (x)

ดว้ย x− 3 จะเหลือเศษเทา่กบั 5 ถา้ r(x) = ax+ b คือเศษทีเหลือจากการหาร P (x) ดว้ย
(x− 1)(x− 3) แลว้ 3a+ 2b เทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้ P (x) = x6 + ax2 − x + b เมือ a, b เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ x − 1 หาร P (x) เหลือ
เศษ −1 และ x+ 1 หาร P (x) เหลือเศษ 1 แลว้ x หาร P (x) เหลือเศษเทา่ใด

. ให้ P (x) = x2 + 7x− 3 เมือหาร P (x) ดว้ย x− p และ x + q จะไดเ้ศษเหลือเทา่กนั โดยที
p ̸= q แลว้ p− q มีคา่เทา่ใด

. จงหาคา่ k ทีเป็นจาํนวนเตม็มากทีสดุซงึรากของสมการ x2+2x+(k+3) = 0 เป็นจาํนวนจรงิ

. ถา้ 2x2 = x− 3k เป็นสมการทีคาํตอบเป็น a เพียงคาํตอบเดียว แลว้ 1 + 1
a
+ 1

a2
+ 1

a3
มีคา่

เทา่ใด
. ถา้รูปสีเหลียมผืนผา้มีดา้นยาวยาวกวา่ดา้นกวา้งอยู่ 3 ฟตุ และเสน้แทยงมมุยาวกวา่ดา้น
กวา้งอยู่ 7 ฟตุ แลว้เสน้รอบรูปของรูปสีเหลียมรูปนียาวกีฟตุ

. รูปสามเหลียมมมุฉากรูปหนงึมีพืนที 600 ตารางเซนติเมตร ถา้ดา้นประกอบมมุฉากดา้นหนงึ
ยาวเป็น 75% ของดา้นประกอบมมุฉากอีกดา้นหนงึ แลว้เสน้รอบรูปสามเหลียมมมุฉากนียาว
กีเซนติเมตร

. โรงพิมพ์แหง่หนงึคิดคา่จา้งในการพิมพ์แผน่พบัแยกเป็น สว่นคือ สว่นทีหนงึเป็นคา่เรยีง
พิมพซ์งึไม่ขนึกบัจาํนวนแผน่พบัทีพิมพ์ กบัสว่นทีสองเป็นคา่พิมพซ์งึขนึอยู่กบัจาํนวนแผน่พบั
ทีพิมพโ์ดยโรงพิมพเ์สนอราคาดงันี ถา้พิมพ์ 100 ใบ จะคิดคา่จา้งรวมทงัหมดเป็นเงิน 800 บาท
และถา้พิมพ์ 200 ใบ จะคิดคา่จา้งรวมทงัหมดเป็นเงิน 1, 100 บาท โรงพิมพค์ิดคา่เรยีงพิมพกี์
บาท

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ −1 ≤
√
2 +

x

1−
√
2
≤ 1

. พีมีเงินมากกวา่นอ้ง 120 บาท ถา้ทงัสองคนมีเงินรวมกนัไม่เกิน 1, 240 บาท แลว้พีมีเงินมาก
ทีสดุกีบาท



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

. ในกลอ่งใบหนงึบรรจลุกูบอลสีขาว ลกูบอกสีแดง และลกูบอลสีเหลือง โดยทีจาํนวนลกูบอลสี
ขาวมีจาํนวนไม่นอ้ยกวา่จาํนวนลกูบอลสีแดง แต่ไม่มากกวา่หนงึในสามของจาํนวนลกูบอล
สีเหลือง และผลรวมของจาํนวนลกูบอลสีขาวและสีแดงไม่นอ้ยกวา่ 76 ลกู อยากทราบวา่ผล
รวมของจาํนวนลกูบอกสีขาวและลกูบอลสีเหลืองมีอยา่งนอ้ยกีลกู

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการตอ่ไปนี
. 3x+ 1 < 2x− 1

. 4x+ 7 > 2(x+ 1)

. 2(3x− 1) ≥ 3(x− 1)

. 4− (3− x) < 3x− (3− 2x)

. (x2 − 1)(x2 − 5x+ 6) < 0

. (x4 − 1)(x2 − 4) > 0

. 6x3 + 11x2 − 4x− 4 ≤ 0

. x3 − 4x2 + x+ 6 ≥ 0

. (2x+ 1)2(x+ 1)5 < 0

. (x− 1)11(x− 2)26(x− 4)72 ≥ 0

. กาํหนดให้ A = {x | (2x+ 1)(x− 1) < 2} และ B = {x | 16− 9x2 > 0} แลว้ A ∩B

. เซตของจาํนวนจรงิm ซงึทาํใหส้มการ x2−mx+4 = 0 มีรากเป็นจาํนวนจรงิ เป็นสบัเซตของ
ขอ้ใดตอ่ไปนี

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ

. x2 + 12

x
> 7

. x2 + 6

x
≤ 5

. (x− 1)(x+ 3)

x
− 2 ≤ 0

. 2x− 3

(x+ 2)(x− 5)
> 0

. x

x+ 2
>

1

x

. 1 ≤ x

x− 2
≤ 1

x

. 3x2 − x+ 2

x2 − 2x+ 3
< 2

. 1

x− 1
− 1

x− 2
≤ 1

x− 3
− 1

x− 4

. จงหาคาํตอบของอสมการ x

x2 − 3x+ 2
≥ x+ 2

x2 − 1

. ถา้พหนุาม x2559−ax−1 หารดว้ย x2−1 เหลือเศษ r(x) และ r(2) = 123 แลว้ a มีคา่เทา่กบั
เทา่ใด

. ถา้ a, b และ c เป็นรากของสมการ x3 − 7x2 − 6x + 5 = 0 แลว้ (a + b)(a + c)(b + c) มีคา่
เทา่ใด

. มีจาํนวนเตม็ a ทงัหมดกีจาํนวนทีทาํให้ x2 + 100 > 2ax และ x2 + a2 > 10x เมือ x เป็น
จาํนวนจรงิ

. จงหาเซตคาํตอบของอสมการ 3x2 + 5x+ 11 < 2x2 − x− 4 < x2 − 2x+ 2



. . ตรโีกณมติเิบอืงตน้

. ตรีโกณมติเิบอืงต้น
พิจารณาสามเหลยีมมมุฉาก ABC

a

bc

A

CB

นิยามคา่ตรโีกณมิติทงั แบบคือ ไซน์ (sine) โคไซน์ (cosine) แทนเจนต์ (tangent) โคแทนเจนต์
(cotangent) เซแคนต์ (secant) และโคเซแคนต์ (cosecant) ดงันี

sinB =
b

c

cscB =
1

sinB =
c

b

cosB =
a

c

secB =
1

cosB =
c

a

tanB =
sinB
cosB =

b

a

cotB =
cosB
sinB =

a

b

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ sinA =
3

5
จงหาคา่ตรโีกณมิติทีเหลือของมมุ A

ทฤษฎบีท . . เอกลักษณต์รีโกณมิติ และ Cofunction
. sin2A+ cos2A = 1

. sec2A− tan2A = 1

. csc2A− cot2A = 1

. sinA = cos(90◦ − A)

. tanA = cot(90◦ − A)

. secA = csc(90◦ − A)



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ sin21◦ + sin22◦ + sin23◦ + · · ·+ sin289◦

ตัวอย่าง . . ถา้ secθ + tanθ = 3 จงหาคา่ของ secθ − tanθ

ตัวอย่าง . . ถา้ ABC เป็นสามเหลยีมมมุฉาก โดยมี B เป็นมมุฉาก และ cosA =
3

5
จงหาคา่ของ

cos(B − A)



. . ตรโีกณมติเิบอืงตน้

คา่ตรโีกณมิติทีควรทราบ

√
3

12

30◦

60◦

√
2

√
22

45◦

45◦

30◦ 45◦ 60◦

sin

cos

tan

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลียมทีมีมมุ B เป็นมมุฉาก มีมมุ A เทา่กบั 30◦ และมี
พืนทีเทา่กบั 24

√
3 ตารางหน่วย จงหาความยาวของดา้น AB

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลียมทีมีมมุ C เป็นมมุฉาก มีดา้น BC ยาวเทา่กบั
10
√
3 หน่วย และดา้น AB ยาวเทา่กบั หน่วย ถา้ลากเสน้ตรงจากจดุ C ไปตงัฉากกบัดา้น AB ที

จดุ D แลว้ความยาวดา้น CD เทา่กบักีหน่วย



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

ขยายแนวคิดไปยงัมมุ θ ซงึมีหน่วยเป็นเรเดียนคือความยาวของเสน้รอบวงของวงกลมหนงึ
หนว่ย โดยจดุเรมิตน้ที (1, 0) ไปสนิสดุที (x, y) เมือวดัแบบทวนเข็มนาฬิกาให้มีคา่เป็นบวก และ
วดัแบบตามเข็มนาฬิกาใหมี้คา่เป็นลบ จะไดว้า่ x = cosθ และ y = sinθ นนัคือ x2 + y2 = 1

จะไดว้า่ 180◦ มีคา่ตรงกบั π เรเดียน เราสามารถแปลง x องศาเป็น x◦

180◦
× π เรเดียน

X

Y

O

π
2

π

3π
2

0, 2π

(x, y)

(1, 0)

θ

ค่าตรีโกณมติมิาตรฐานทคีวรทราบ

ตรโีกณมิติ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sin 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1 0

cos 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0 1

tan 0
1√
3

1
√
3 − 0 − 0

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. sin2π

3

. cos7π
6

. tan315◦

. sec390◦



. . ตรโีกณมติเิบอืงตน้

เอกลักษณต์รีโกณมติิ
. sinxcscx = 1

. cosxsecx = 1

. cotxtanx = 1

. sin2x+ cos2x = 1

. sec2x− tan2x = 1

. csc2x− cot2x = 1

. sin(−x) = −sinx

. cos(−x) = cosx

. tan(−x) = −tanx

. sin(x± y) = sinxcosy ± cosxsiny

. cos(x± y) = cosxcosy ∓ sinxsiny

. tan(x± y) =
tanx± tany
1∓ tanxtany

. sin(2x) = 2sinxcosx =
2tanx

1 + tan2x
. cos2x = cos2x− sin2x
cos2x = 1− 2sin2x = 2cos2x− 1

cos2x = 2cos2x− 1

. tan(2x) = 2tanx
1− tan2x

. cos2x =
1

2
(1 + cos2x)

. sin2x =
1

2
(1− cos2x)

. tan2x =
1− cos2x
1 + cos2x

. tanx =
sin2x

1 + cos2x =
1− cos2x
sin2x

. sin3x = 3sinx− 4sin3x

. cos3x = 4cos3x− 3cosx

. tan3x =
3tanx− tan3x
1− 3tan2x

. sinx+siny = 2sin
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. sinx−siny = 2cos
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. cosx+cosy = 2cos
(
x+ y

2

)
cos

(
x− y

2

)

. cosx−cosy = −2sin
(
x+ y

2

)
sin
(
x− y

2

)

. sinxcosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

. cosxsiny =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

. cosxcosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

. sinxsiny = −1

2
[cos(x+ y)− cos(x− y)]



บทที . พชีคณติเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ sinx = 0.60 และ cosy = 0.28 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. sin2x

. cos(x− y)

. tan3x

. sin(x+ 30◦)

ตัวอย่าง . . สมการการเคลือนแบบ SHM ของวตัถชิุนหนงึ เกิดจากการ y1 = sin100t รวมกบั
y2 = cos100t นนัคือ y = y1 + y2 ซงึทาํใหไ้ดว้า่

y = Asin(100t+ ϕ)

จงหา A และ ϕ (ขอ้เสนอแนะ : ใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติขอ้ )



. . ตรโีกณมติเิบอืงตน้

การประยุกตต์รีโกณมติิ
กาํหนดให้ ABC เป็นสามเหลียม โดยที a คือความยาวดา้น BC, b คือความยาวดา้น AC และ c คือ
ความยาวดา้น AB

b

ac

CA

B

. กฎไซน์ (Sine's Law)
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC
. กฎโคไซน์ (Cosine's Law)

a2 = b2 + c2 − 2bccosA
b2 = a2 + c2 − 2accosB
c2 = a2 + b2 − 2abcosC

. พนืทสีามเหลียม ABC เทา่กบั
1

2
absinC =

1

2
acsinB =

1

2
bcsinA

ตัวอย่าง . . สามเหลียมรูปหนงึมีพืนทีเทา่กบั 450
√
3 ตารางนิว มีมมุหนงึเทา่กบั 60◦ และดา้น

ตรงขา้มมมุนียาว 30
√
3 นิว ความยาวทีสนัทีสดุของรูปสามเหลียมนีเทา่กบักีนิว



บทที . พชีคณติเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. กาํหนดให้ tanA = 0.75 จงหาคา่ตรโีกณมิติทีเหลือของมมุ A

. กาํหนดให้ sinA = 4
5
และ tanB = 5

12
จงหาคา่ตอ่ไปนี

. sinAcosB + cosAsinB

. cosAcosB − sinAsinB

. (cos2A− sin2A)(cos2B − sin2B)

. tanA+ tanB
1− tanAtanB

. จงหาคา่ของ cos21◦ + cos22◦ + cos23◦ + · · ·+ cos289◦

. จงหาคา่ของ sin50◦cos20◦
sin30◦tan10◦ · tan45

◦tan80◦
cos40◦sin70◦

. ให้ A เป็นมมุแหลม จงแสดงวา่ sinA(cscA− sinA)
cosA(secA− cosA) = cot2A

. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลยีมทีมีมมุ C เป็นมมุฉาก และมีพืนทีเทา่กบั ตารางหนว่ย
ถา้ sinB = 3sinA จงหาความยาวของดา้น AB

. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลียมทีมีมมุ C เป็นมมุฉาก และดา้น BC ยาว นิว ถา้ D เป็น
จดุบนดา้น AC โดยที BD̂C = 70◦ และ AB̂D = 10◦ จงหาความยาวของดา้น AB

. ถา้รูปสามเหลียมดา้นเทา่รูปหนงึมีความสงู หน่วย จงหาความยาวรอบรูปของสามเหลียมนี

. กาํหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลียมทีมีมมุ C เป็นมมุฉาก และ cosB = 2
3
ถา้ดา้น BC ยาว

หน่วย จงหาพืนทีของสามเหลียมนี
. สดุารตันยื์นอยู่ทางทิศตะวนัออกของตกึหลงัหนงึมองเห็นเป็นมมุเงย 45◦ จากจดุนีสดุารตัน์
เดินไปทางทิศใตเ้ป็นระยะ เมตร จะมองเห็นยอดตกึเป็นมมุเงย 30◦ จงหาความสงูของ
ตกึหลงันี

. กฎของสเนลล์ (Snell's Law) เป็นสตูรทีใชอ้ธิบายความสมัพนัธร์ะหวา่งมมุตกกระทบกบัการ
หกัเหของแสง เมือพดูถงึแสงหรอืคลนือืน ๆ ทีผา่นเขตแดนระหวา่งตวักลางสองชนิดทีแตก
ตา่งกนั เชน่ นาํ แกว้ หรอือากาศ แสดงความสมัพนัธด์งันี

sinθ1
sinθ2 =

v1
v2

=
n2

n1

เมือ θ1 คือมมุตกกระทบ และ θ2 คือมมุหกัเห เมือเทียบกบัเสน้แนวฉาก
v1 และ v2 คือความเรว็แสงในตวักลางที และ ตามลาํดบั
n1 และ n2 คือดรรชนีหกัเหของของตวักลางที และ ตามลาํดบั
จงอธิบาย การสะทอ้นกลับหมด (total internal reflection ) เมือ θ2 > 90◦ แสงตอ้งเดินจาก
ตวักลางทีมีลกัษณะใดไปยงัตวักลางแบบใด



บทที
ความสัมพนัธแ์ละฟังกชั์น

. ความสัมพนัธ์
ในชีวิตประจาํวนัมีประโยคทีกลา่วถงึความสมัพนัธร์ะหวา่งสองอยา่งอยู่บอ่ยครงั เชน่ " ศรีเรอืน

เป็นแม่ของศรจีนัทร์ " จากประโยคดงักลา่ว " เป็นแม่ " เป็นคาํทีแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง ศรี
เรอืนกบัศรจีนัทร์ ตวัอยา่งในทางคณิตศาสตรเ์ชน่ 5 < 7 คาํวา่ " นอ้ยกวา่ " เป็นคาํทีแสดงถงึความ
สมัพนัธร์ะหวา่ง 5 กบั 7 ซงึก็คือ 5 นอ้ยกวา่ 7 นนัเอง

(a, b) = (c, d) ก็ตอ่เมือ a = c และ b = d

บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใด ๆ ผลคูณคารท์เีซยีน (Cartesian product) นิยามโดย
A×B = {(a, b) | a ∈ A และ b ∈ B}

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2} และ B = {1, 2, 3} จะไดว้า่
. A×B =

. B × A =

. A× A =

ทฤษฎบีท . . ให้ A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้ n(A×B) = n(A) · n(B)

บทนิยาม . . ให้A และ B เป็นเซตใด ๆ ความสัมพนัธ์ (Relation) จาก A ไป B คือสบัเซตของ
A×B ถา้ r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B และ (a, b) ∈ r เขียนแทนดว้ย a r b และนิยาม

โดเมน (Domain) ของ r เขียนแทนดว้ย Dom(r) คือ
Dom(r) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ r}

เรจน์ (Range) ของ r เขียนแทนดว้ย Ran(r) คือ
Ran(r) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ r}

ในกรณีที r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป A จะเรยีก r วา่ ความสัมพนัธบ์น A

ข้อสังเกต Dom(r) ⊆ A และ Ran(r) ⊆ B



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงสรา้งความสมัพนัธร์ะหวา่งทงั เซต

โพแทสเซียม (K)

แคลเซียม(Ca)

ออกซิเจน(O)

คารบ์อน(C)

คลอรนี(Cl)

ของแข็ง(solid)

ของเหลว(liquid)

ก๊าซ(gas)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ A = {{1}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4}} สาํหรบั X,Y ∈ A นิยาม
X r Y มีความหมายวา่ X ⊆ Y

จงหาโดเมนและเรจนข์อง r

{1}

{1, 2}

{2, 3}

{1, 3}

{1, 2, 4}

{1}

{1, 2}

{2, 3}

{1, 3}

{1, 2, 4}



. . ความสมัพนัธ์

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2} จงหาทกุความสมัพนัธบ์น A

เรยีก ∅ วา่ความสัมพนัธ์ว่าง (Empty relation) และเรยีก A × A วา่ความสัมพนัธ์เอกภพ
(Universal relation) เมือ A ̸= ∅ จากตวัอยา่งนีจะเห็นไดว้า่จาํนวนความสมัพนัธท์งัหมดคาํนวณ
ไดจ้าก

2n(A×A) = 24 = 16

โดยทฤษฎีบท . . เพราะความสมัพนัธบ์นA คือสบัเซตของA×A และใชท้ฤษฎีบท . . ทาํให้
ไดท้ฤษฎีบทตอ่ไปนี

ทฤษฎบีท . . ให้A และ B เป็นเซตจาํกดั แลว้จาํนวนความสมัพนัธจ์าก A ไป B ทงัหมดเทา่กบั
2n(A)·n(B)

ตัวอย่าง . . จงหาโดเมนและเรจนข์อง r ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {x, y, z}
กาํหนดให้ r = {(1, x), (2, y), (3, x)} เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R × R | y = x2 + 1} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดยใช้
กราฟ

X

Y

ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 9} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดยใช้
กราฟ

X

Y

ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | 4x2 + 9y2 = 36} จงหาโดเมนและเรนจข์อง r โดย
ใชก้ราฟ

X

Y



. . ความสมัพนัธ์

บทนิยาม . . ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B ความสัมพนัธผ์กผัน (Inverse relation)
ของ r เขียนแทนดว้ย r−1 คือความสมัพนัธจ์าก B ไป A กาํหนดให้ x r−1 y ก็ตอ่เมือ y r x

เขียนในรูปเซตไดด้งันี
r−1 = {(x, y) ∈ B × A | (y, x) ∈ r}

ข้อสังเกต Dom(r−1) = Ran(r) และ Ran(r−1) = Dom(r)

ตัวอย่าง . . จงหาความสมัพนัธผ์กผนัของ r = {(1, 2), (1, 4), (2, 5), (4, 5), (3, 8)} พรอ้มเขียน
กราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

ตัวอย่าง . . จงหา r−1 พรอ้มทงัเขียนกราฟแสดงความสมัพนัธ์
. ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2}

X

Y

. ให้ x r y ก็ตอ่เมือ y = 2x+1 เมือ x, y ∈ R

X

Y



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั .

. จงหาโดเมนและเรจนข์องความสมัพนัธ์ r
. ให้ x, y ∈ R กาํหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x > y2

. ให้ x, y ∈ N กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ x+ y = 10

. ให้ x, y ∈ Z กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ 3 หาร (2x− y) ลงตวั

. r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 + 16y2 = 1}

. r = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 4}

. r = {(x, y) ∈ R× R | x2 − y2 = 1}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
4− x2}

. r = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| < 1}

. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ กาํหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงตรวจสอบ
ขอ้ความตอ่ไปนีวา่เป็นจรงิหรอืเท็จพรอ้มใหเ้หตผุล
. Dom(r ∪ s) = Dom(r)∪ Dom(s)

. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r)∩ Dom(s)

. Ran(r ∪ s) = Ran(r) ∪ Ran(s)

. Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r) ∩ Ran(s)
. จงหาความสมัพนัธผ์กผนั r พรอ้มเขียนกราฟประกอบ

. ให้ x, y ∈ R กาํหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x2 > y

. ให้ x, y ∈ Z กาํหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ y = |x|+ 1

. r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 − 4y2 = 36}

. r = {(x, y) ∈ R× R | x2 + 4y2 = 4}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y = 1−
√
1− x}

. r = {(x, y) ∈ R× R | |x| < |y + 1|}



. . ฟังกช์นั

. ฟังกชั์น
หลายครงัทีเราเคยไดยิ้นคาํวา่ "ฟังกชั์น (function)" ในชีวิตประจาํวนั โดยเฉพาะในเครอืงมือ

สอืสารใหม่ ๆ นกัโฆษณามกัจะกลา่ววา่สนิคา้ของตวัเองมีฟังกช์นัตา่ง ๆ มากมาย ทาํใหผู้อ้า่นเอง
พอนกึออกวา่ฟังกช์นันา่จะหมายถงึคาํสงัทีเราเลือกทาํสงิตา่ง ๆ บนอปุกรณห์รอืสนิคา้เหลา่นนัเพือ
ใหไ้ดผ้ลลพัธที์เราตอ้งการ แตนี่เป็นความหมายทางคอมพิวเตอร์ ในทางคณิตศาสตรใ์หค้วามหมาย
ของฟังกช์นัคือความสมัพนัธ์ทีสมาชิกตวัหนา้แตล่ะตวัจะจบัคู่กบัสมาชิกตวัหลงัได้เพียงครงัเดียว
เทา่นนั
บทนิยาม . . จะกลา่ววา่ความสมัพนัธ์ f ⊆ A×B เป็นฟังกชั์น (Function หรือ Mapping)
ก็ตอ่เมือ

แตล่ะ (x1, y1) และ (x2, y2) ใน f ถา้ x1 = x2 แลว้ y1 = y2

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c} จงตรวจสอบวา่ขอ้ใดตอ่ไปนีเป็นฟังกช์นั
. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

. g = {(1, a), (2, b), (4, c)}

. h = {(1, a), (1, b), (2, c), (3, a)}

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธต์อ่ไปนีเป็นฟังกช์นัหรอืไม่
. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 1− x2} . g = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| = 2}

ถา้ f ⊆ A×B เป็นฟังกช์นั แตล่ะ x ∈ A มี y ∈ B เพียงตวัเดียวเทา่นนัที (x, y) ∈ f เราจงึแทน
y ดว้ย f(x) นนัคือ y = f(x) เรยีกฟังกช์นั f ทีขนึกบั x

ตัวอย่าง . . ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} แลว้จะ
ไดว้า่

. f(1) + f(2) =

. g(3)− g(4) =

. f(4) · g(2) =

. f(g(3)) =
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บทนิยาม . . f เป็นฟังกชั์นจาก A ไป B เขียนแทนดว้ย f : A → B ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังกช์นั
ซงึมีสมบตัิ

Dom(f) = A และ Ran(f) ⊆ B

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c, d} ขอ้ใดตอ่ไปนีเป็นฟังกช์นัจาก A ไป B

. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

. g = {(1, a), (1, b), (3, c), (4, d)}

. h = {(1, a), (2, b), (3, c)}

. t = {(a, 1), (b, 2), (c, 1), (d, 3)}

ตัวอย่าง . . ให้ f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x} เป็นฟังกช์นัจาก R ไป R หรอืไม่

เห็นไดช้ดัวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x} เป็นฟังกช์นัจาก R+ ไป R เขียนแทนดว้ย

f : R+ → R กาํหนดโดย f(x) =
√
x

บางครงัเขียนแทนดว้ย
f : R+ → R กาํหนดโดย x 7−→

√
x

สญัลกัษณ์ x 7−→ y หมายถงึ x ถูกส่ง (Map) ไปยงั y โดยการมองวา่ฟังกช์นัเป็นเครอืงจกัรอนัหนงึ
เมือใส่ x (Input) ผลทีออกมาจากเครอืงจกัรนีก็คือ y หรอื f(x) (Output) แสดงดงัภาพ

ฟังกช์นั f
outputinput

f(x)x

ตัวอย่าง . . ให้ f : N → Z กาํหนดโดย f(x) = x(−1)x จงหาคา่ของ f(1)+f(2)+f(3)+f(4)
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ตัวอย่าง . . กลอ่งใบหนงึมีความยาวฐานเป็น เทา่ของความกวา้งฐาน ถา้กลอ่งมีความจุ
ลติร จงเขียนฟังกช์นัความสงูของกลอ่งในรูปของความกวา้งฐาน

ตัวอย่าง . . ในการทดลองเพือศกึษาความสมัพนัธ์ของแรงทีกระทาํกบัวตัถุ โดยวตัถุชินนีมี
มวล m หน่วยเป็นกิโลกรมั ถา้ออกแรง F กระทาํตอ่วตัถุนีในแนวราบ ทาํให้เกิดความเรง่ทีมีทิศ
เดียวกบัแรงทีกระทาํกบัวตัถุ แสดงขอ้มลูไดด้งันี

แรง (นิวตนั)

ความเรง่ (เมตร/วินาที2) x

. จงเขียนฟังกช์นัของแรงในรูปความเรง่

. จงหาคา่ x

. คณุคิดมวลของวตัถชิุนนีมีคา่เทา่ใด
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บทนิยาม . . กาํหนดให้ f : A → B จะกลา่ววา่

. f เป็นฟังกชั์นหนึงต่อหนึง (One-to-one หรือ Injection) หรอื ฟังกช์นั - ก็ตอ่เมือ

∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2

. f เป็นฟังกชั์นทวัถงึ (Onto function หรือ Surjection) ก็ตอ่เมือ Ran(f) = B

. f เป็นฟังกชั์นหนึงต่อหนึงทวัถงึ (Bijection) ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังกช์นั - และ f เป็นฟังกช์นั
ทวัถงึ

ตัวอย่าง . . จงบอกชนิดของฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f = {(1, 4), (2, 2), (3, 1), (4, 3)}

. f : N → N กาํหนดโดย f(x) = x+ 1

. f : Z → Z กาํหนดโดย f(x) = x+ 1

. f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x2 − 1
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บทนิยาม . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัคา่จรงิ นิยามพชีคณิตของฟังกชั์น ดงันี
. ผลบวก (Sum) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f + g นิยามโดย

f + g = {(x, y) | y = f(x) + g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

. ผลต่าง (Difference) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f − g นิยามโดย
f − g = {(x, y) | y = f(x)− g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

. ผลคูณ (Product) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย fg นิยามโดย
fg = {(x, y) | y = f(x)g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

. ผลหาร (Quotient) ของ f และ g เขียนแทนดว้ย f

g
นิยามโดย

f

g
=

{
(x, y) | y =

f(x)

g(x)
, x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) และ g(x) ̸= 0

}

โดยบทนิยาม . . จะไดว้า่
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
เมือ g(x) ̸= 0

ตัวอย่าง . . จงหาพีชคณิตของฟังกช์นั เมือกาํหนดให้
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1), (7, 3)}
g = {(1, 0), (2, 1), (3, 2), (4, 5), (5, 2), (6, 0)}
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ตัวอย่าง . . จงหาพีชคณิตของฟังกช์นั เมือกาํหนดให้
f(x) =

x

x2 − 1
และ g(x) =

x

x+ 1



. . ฟังกช์นั

แบบฝึกหดั .
. พิจารณาความสมัพนัธต์อ่ไปนีวา่เป็นฟังกช์นัจาก R ไป R หรอืไม่พรอ้มทงัใหเ้หตผุล ถา้เป็น
จงตรวจสอบวา่เป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ ทวัถงึ R และสมนยัหนงึตอ่หนงึหรอืไม่พรอ้มทงัให้
เหตผุล
. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x+ 2}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
1− x}

. f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

1

x− 1

}
. f =

{
(x, y) ∈ R× R | y =

x

x2 + 1

}
. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x2 + 1}

. f = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 9}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3
√
x}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = |x− 1|}

. ให้ f(x) = x− 1 และ g(x) =
x2 − 1

x+ 1
ฟังกช์นั f = g หรอืไมเ่พราะเหตใุด

. ให้ f : N → N กาํหนดโดย f(x) =


x

2
+ 1 เมือ x เป็นจาํนวนคู่

x+ 1

2
เมือ x เป็นจาํนวนคี

จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพรอ้มทงัใหเ้หตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ

. ให้ A เป็นเซตทีไมใ่ช่เซตวา่ง และฟังกช์นั χA : A → {0, 1} นิยามโดย

χA(x) =

1 เมือ x ∈ A

0 เมือ x /∈ A

กาํหนดให้ A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 4} จงหา
. χA(1) + χB(1)

. χA(2) · χB(3)

. χA∪B(2)

. χA−B(3) + χA∩B(2)

สาํหรบั A และ B เป็นเซตทีไมใ่ชเ่ซตวา่ง จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีจรงิหรอืไม่
. χA∩B = χA · χB

. χA∪B = χA · χB + χA + χB

. χA−B = χA − χB
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. จากทฤษฎีสมัพทัธภาพของไอนส์ไตนก์ลา่ววา่ มวลสารทีเคลือนทีm เปลยีนแปลงตามความเรว็
v ทีมวลนนัเคลอืนที คือ

m =
m0√
1− v2

c2

โดยที m0 คือมวลสารทีหยดุนิง และ c คือความเรว็แสง (ประมาณ 3× 109 m/s)

. จงหาโดเมนของฟังกช์นั m หรอืเงือนไขของ v

. รถ Lamborghini Aventador รุน่แอลพี - SVJ (ค.ศ. – ) เปิดตวัอยา่งเป็น
ทางการในประเทศไทยในวนัที มกราคม พ.ศ. ในบรษัิท Renazzo Motor ราคา
, , บาท ซงึเป็นรุน่นาํเขา้ทงัคนั และผลติจาํนวนจาํกดัทวัโลกเพียง คนั นาํ

หนกัตวัรถประมาณ กิโลกรมั ความเรว็สงูสดุ กิโลเมตรตอ่ชวัโมง ถา้รถคนันี
ใชค้วามเรว็สงูสดุมวลขณะเคลอืนทีจะมีมวลเทา่ใด (ตอบในรูปทศนิยม ตาํแหน่ง)

. จากสมการของไอสไตนที์วา่ E = mc2 เมือ E คือพลงังาน m คือมวล และ c คือความเรว็แสง
จงอธิบายวา่พลงังานเป็นฟังกช์นัทีขนึกบัตวัแปรใด เพราะเหตใุด

. จากกฎขอ้ที ของนิวตนัไดแ้สดงความสมัพนัธร์ะหวา่งแรงระหวา่งสองวตัถมุวล m1 และ m2

ระยะหา่งระหวา่งวตัถุทงัสอง เทา่กบั r เมตร แลว้จะมีแรงดงึดดู F ระหวา่งมวลวตัถุทงัสอง
คือ

F =
Gm1m2

r2

เมือ G คือตวัคงทีความโนม้ถ่วงสากล มีคา่เทา่กบั 6.67× 10−11 m3Kg−1s2

. เมือใหม้วลทงัสองคงที จงเขียนฟังกช์นัระยะทาง r ในรูปแรงดงึดดู F

. ถา้ขยบัวตัถุทงัสองออกหา่งจากกนัเป็น เทา่ของระยะเดิม แรงดงึดดูทีเกิดขนึใหม่ลด
ลงกีเปอรเ์ซน็ต์

. กาํหนดให้

f(x) = 1− 2x และ g(x) =
1

x

จงหาคา่ตอ่ไปนี
. (f + g)(1)

. (f − g)(3)

. (fg)(−2)

. (f/g)(−1)
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. ฟังกชั์นผกผันและประกอบ
จากหวัขอ้ทีผา่นมาความสมัพนัธ์ผกผนัยอ่มเป็นความสมัพนัธ์ แต่สาํหรบัฟังกช์นัเมือผกผนัไม่

จาํเป็นตอ้งเป็นฟังกช์นัเสมอไปเชน่
ฟังกช์นั f = {(1, 2), (3, 2)} เมือผกผนัจะได้ f−1 = {(2, 1), (2, 3)} ไมเ่ป็นฟังกช์นั

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึฟังกช์นัลกัษณะใดทีผกผนัแลว้ยงัเป็นฟังกช์นั
บทนิยาม . . ให้ f : A → B จะกลา่ววา่ f เป็นฟังกชั์นผกผันได้ (Invertible function) ก็ตอ่
เมือ

f−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ f} เป็นฟังกช์นั
และเรยีก f−1 วา่ฟังกชั์นผกผัน (Inverse function) ของ f
ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่

f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} และ g = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)}

ฟังกช์นัผกผนัไดห้รอืไม่

ทฤษฎบีท . . ให้ f : A → B แลว้จะไดว้า่
f เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังกช์นั -

ทฤษฎบีท . . f : A → B เป็นฟังกช์นั - แบบทวัถงึ ก็ตอ่เมือ
f−1 : B → A เป็นฟังกช์นั - แบบทวัถงึ
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ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีเป็นฟังกช์นัผกผนัไดห้รอืไม่ และหา f−1

. f : R → R นิยามโดย f(x) = x2

. f : R → R นิยามโดย f(x) = 2x+ 1

. f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
x

x+ 1

ตัวอย่าง . . ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 2 จงหา f−1(x)
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ถา้เปรยีบเทียบฟังกช์นัคือเครอืงจกัรชินหนงึเรยีกวา่ f เมือใส่ x หรอื input เขา้ไปในเครอืงจะ
ได้ f(x) ออกมาตามหนา้ทีของเครอืงจกัรชนิดนนั จากแนวคิดนีเมือประกอบเครอืงจกัรอีกเครอืงที
เรยีกวา่ g อีกชิน โดยนาํ f(x) หรอื output จากเครอืงจกัร f ใสเ่ขา้ไปในเครอืงจกัร g แลว้ไดผ้ลเป็น
g(f(x)) เรยีกเครอืงจกัรประกอบจากสองชินนีวา่ h ดงัแผนภาพ

g(f(x))x f gf(x)

h

จะเรยีกฟังกช์นั h ทีไดจ้ากแนวคิดนีวา่ ฟังกชั์นประกอบ (Composite function)
บทนิยาม . . ให้ f : A → B และ g : C → D และ E = {x ∈ A | f(x) ∈ C} นิยามฟังกช์นั
ประกอบของ f และ g เขียนแทนดว้ย g ◦ f ถา้ E = ∅ แลว้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัวา่ง และถา้ E ̸= ∅

g ◦ f : E → D กาํหนดโดย g ◦ f(x) = g(f(x))

gf

E

x

A

f(x)

CB

g((x))

D

g ◦ f

ข้อสังเกต
. Dom(g ◦ f) = E = {x | x ∈ Dom(f) และ f(x) ∈ Dom(g)}

. กรณีที f : A → B และ g : B → C จะไดว้า่ g ◦ f : A → C



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ตัวอย่าง . . ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (5, 1)} และ g = {(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}
จงหา g ◦ f และ f ◦ g

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = √
x2 และ g(x) = x− 1

x
จงหา

. f ◦ g(1) . g ◦ f(−2)

ตัวอย่าง . . จงหา g ◦ f(x) และ f ◦ g(x) พรอ้มบอกเงือนไขของ x เมือกาํหนดให้
f(x) =

√
x และ g(x) = x2



. . ฟังกช์นัผกผนัและประกอบ

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = 1− x

1 + x
จงหา

. f ◦ f(x) . f−1(x)

ทฤษฎบีท . . ให้ f : A → B เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ แลว้ f−1 เป็นฟังกช์นัผกผนัได้ และ
(f−1)−1 = f

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ f : A → B และ g : B → C เป็นฟังกช์นั - แบบทวัถงึ จะไดว้า่
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f−1(x) = 3x− 2 และ g(x) = 1 + 2x จงหา
. (g ◦ f)−1(x) . (f ◦ g)−1(x)



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั .

. จงตรวจสอบวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีมีฟังกช์นัผกผนัหรอืไม่ พรอ้มใหเ้หตผุล
. f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

. f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

. f : N → R นิยามโดย f(x) =
x− 1

x+ 1

. f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x|x| จงหา f−1(x)

. จงหาสตูรของ f−1(x) ของฟังกช์นั f : R → R ทีกาํหนดโดย
. f(x) = 3x− 2

. f(x) = 5 + 4x

. f(x) = 1− x3

. f(x) =
x+ 1

3

. f(x) =
3x+ 1

2

. f(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 1

. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = x+ 2 จงหา f(f(f(x+ 1)))

. ให้ f : R → R กาํหนดโดย f(x) = 2x− 1 จงหา a ทีทาํให้ f ◦ f(f(f(a))) = 17

. ให้ f : R → R ถา้ f−1(x) = 3x− 7 จงหา f(−1) + f(2)

. ให้ f : R → R+ ถา้ f(x) = 2x จงหา f−1(4)f−1(8)f−1(16)

. ให้ f : A → B และ g : B → C จงตรวจสอบวา่ขอ้ความตอ่ไปนีเป็นจรงิหรอืไม่
. ถา้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ แลว้ f เป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ
. ถา้ g ◦ f เป็นฟังกช์นัทวัถงึบน C แลว้ g เป็นฟังกช์นัทวัถงึบน C

. ให้ f : R → R ถา้ f(x) = xex จงแสดงวา่ f เป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

. ฟังกชั์นเลขชกีาํลัง
บทนิยาม . . ให้ a ∈ R และ n ∈ N เรยีก an วา่ เลขยกกาํลัง (power of a number)
นิยามโดย

an = a · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตวั

เมือ a เรยีกวา่ ฐาน (basis) และ n เรยีกวา่ เลขชีกาํลัง (exopnent)
นิยาม a0 = 1 และ a−n =

1

an
เมือ a ̸= 0

สมบตัิเบืองตน้ของเลขยกกาํลงั ให้ a, b เป็นจาํนวนจรงิ และ x, y เป็นจาํนวนเตม็
. ax · ay = ax+y

. ax

ay
= ax−y เมือ a ̸= 0

. (ax)y = axy

. (ab)x = axby

.
(a
b

)x
=

ax

bx
เมือ b ̸= 0

ตัวอย่าง . . ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก จงจดัพจนต์อ่ไปนีใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งงา่ย
2 · 22n+3 − 24 · 22(n−1)

10(2n)2

ตัวอย่าง . . ให้ x, a, b, c เป็นจาํนวนจรงิบวก แลว้พจนต์อ่ไปนีมีคา่เทา่ใด
1

1 + xa−b + xa−c
+

1

1 + xb−c + xb−a
+

1

1 + xc−a + xc−b



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ 3x = 5 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. 9x

. 27x

. 3−x

. 9x + 9−x

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ 2x + 2−x = 3 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. 4x + 4−x . 4x − 4−x

ตัวอย่าง . . จงเขียนจาํนวนตอ่ไปนีในรูป A× 10n เมือ 1 ≤ A < 9 และ n เป็นจาํนวนเตม็
. 360000 + 4× 102 . 2× 10−4 − 2× 10−5



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

ถา้ n
√
a เป็นจาํนวนจรงินิยาม a

1
n = n

√
a ขยายแนวคิดเลขชีกาํลงัเป็นจาํนวนตรรกยะ เมือ m

และ n เป็นจาํนวนเตม็บวกซงึตวัหารรว่มมากของm และ n เทา่กบั ถา้ นิยาม n
√
a เป็นจาํนวนจรงิ

นิยาม
a

m
n = (a

1
n )m = ( n

√
a)m

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. (√2 +

√
8 +

√
18 +

√
32)2

.
(√

5√
6
−

√
2√
15

)2

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ |1−√
2|+ |2−

√
2|



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

ให้ a เป็นจาํนวนจรงิซงึ a > 0 และ a ̸= 1 เรยีก
{(x, y) : y = ax}

วา่ฟังกชั์นเลขชีกาํลัง (exponential function) เนืองจากฟังกช์นัเลขชีกาํลงัเป็นฟังกช์นัหนงึตอ่หนงึ
จะไดว้า่มีฟังกช์นัผกผนั ดงันนัเรยีกวา่ฟังกช์นัผกผนัของฟังกช์นัเลขชีกาํลงัวา่ ฟังกชั์นลอการิทมึ
(logarithmic function) เขียนแทนดว้ย y = logax นิยามโดย

y = logax ก็ตอ่เมือ x = ay

ดงันนั loga1 = 0 และ logaa = 1 ในกรณีที a = 10 เรยีกวา่ ลอการิทมึสามัญ (common
logarithm) เขียนแทนดว้ย logx และกรณี a = e เรยีกวา่ลอการิทมึธรรมชาติ (natural logarithm)
เขียนแทนดว้ย ℓnx โดยที e คือ ค่าคงตัวออยเลอร์ (Euler's constant) ซงึเป็นจาํนวนอตรรกยะมี
คา่ประมาณ 2.71828182845...

ทฤษฎบีท . . ให้ x, y เป็นจาํนวนจรงิบวก และ m เป็นจาํนวนตรรกยะ โดยที a > 0 และ a ̸= 1

จะไดว้า่
. logaxy = logax+ logay

. loga

(y
x

)
= logay − logax

. logax
m = mlogax

. alogax = x

สาํหรบั a, b > 0 และ a, b ̸= 1 สามารถเปลยีนฐานของลอการทิมึไดโ้ดย

logax =
logbx

logba

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. log100

. log5 + log2

. log5100− log54

. log2

√
2 + log2

3
√
2

. ℓne2

. ℓn2e− ℓn2



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ log2 = 0.3010 และ log3 = 0.4771 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. log6 . log5

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ log2 = 0.3010 และ log3 = 0.4771 จงหา x ทีทาํให้
. 3x = 2

. 6x = 2

. 2x+2 = 3x

. 5 · 9x−1 = 2x+1



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ระดับความเข้มเสียง (Sound Intensity Level : SIL) ถกูกาํหนดโดย อเลก็ซานเดอร์ เกรแฮม

เบลล์ (Alexander Graham Bell) กาํหนดโดย

β = 10log
(
I

I0

)

เมือ β คือระดบัความเขม้เสียง หนว่ยเป็นเดซเิบล (dB)
I คือความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงทีตาํแหนง่หนงึ มีหนว่ยเป็นW/m2

I0 คือความเขม้เสียงตาํสดุทีมนยุษไ์ดยิ้นมีคา่เทา่กบั 10−12 W/m2

ระดบัความเขม้เสียงนนัไม่สามารถตรวจวดัได้ แตร่ะดับความดันเสียง (Sound Pressure
Level : SPL) นนัสามารถตรวจวดัได้ โดยมีคา่เทา่กนักบัระดบัความเขม้เสียง

B = 20log
(
P

P0

)
เมือ B คือระดบัความดนัเสียง หน่วยเป็นเดซิเบล (dB)

P คือความดนัเสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงทีตาํแหน่งหนงึ มีหน่วยเป็น N/m2

P0 คือความดนัเสียงตาํสดุทีมนยุษไ์ดยิ้นมีคา่เทา่กบั 2× 10−5 N/m2

ตัวอย่างเสียง ระดับเสียง (dB) ความรู้สึก
เสียงเครอืงบินเจ็ต ดงัสดุ ๆ

เสียงทีทาํใหเ้รมิปวดหู
เสียงคอนเสรติเ์พลงรอ๊ค
เสียงเพลงแดนซใ์นผบั

เสียงในโรงงาน ดงัมาก
เสียงเครอืงตดัหญา้

เสียงนกหวีด ดงั
เสียงเครอืงดดูฝุ่ น
เสียงพดูคยุทวัไป ปานกลาง
เสียงฝนตกเบา ๆ
เสียงในหอ้งสมดุ เบา

เสียงในหอ้งนอนตอนกลางคืน
เสียงกระซิบ เบามาก
เสียงลมหายใจ
เสียงทีเรมิไดยิ้น

* ไม่ควรฟังเสียงทีมีมากกวา่ เดซิเบล ขนึไปเป็นเวลาหลายชวัโมงเพราะจะทาํให้สญูเสียการ
ไดยิ้น



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั
ตัวอย่าง . . ถา้เสียงนกหวีดดงั เดซิเบล จงหาความดนัเสียงของนกหวีด

ตัวอย่าง . . จงหาความดนัเสียงเรมิตน้ทีไม่ควรรบัฟังเป็นเวลาหลายชวัโมงเพราะจะทาํใหส้ญู
เสียการไดยิ้น

ตัวอย่าง . . ผลตา่งของระดบัความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดสองแหลง่เทา่กบั เดซิเบล
ความเขม้เสียงจากแหลง่หนงึเทา่กบั 10−7W/m2 จงหาความเขม้เสียงจากแหลง่ทีสอง



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

จาํนวนโมเลกลุ(หรอืนิวเคียส) ทีมีอยูข่ณะเวลา t
N = N0e

−λt

เมือ N คือจาํนวนโมเลกลุทีมีอยูข่ณะเวลา t
N0 คือจาํนวนโมเลกลุทีมีอยูเ่ดิมตอนเรมิตน้
λ คือคา่คงทีการสลายตวั (decay constant) มีหน่วยเป็น (หน่วยเวลา)−1

ครึงชีวติ (Half Life) หมายถงึระยะเวลาทีสารสลายตวัไปจนเหลือเพียงครงึหนงึของปรมิาณ
เดิม นิวเคลียสของธาตกุมัมนัตรงัสีทีไม่เสถียรจะสลายตวัและแผ่รงัสีไดเ้องตลอดเวลาโดยไม่ขนึอยู่
กบัอณุหภมิูหรอืความดนั อตัราการสลายตวัจะบอกเป็นครงึชีวิตซงึเป็นสมบตัิเฉพาะตวัของธาตุ
แตล่ะไอโซโทป

ไอโซโทปกมัมนัตรงัสี ครงึชีวิต
เรดอน - วินาที
ไอโอดีน - นาที
โคบอล - . ปี
สตรอนเทียม- ปี
เรเดียม- , ปี
คารบ์อน- , ปี
พลโูตเนียม- , ปี
ยเูรเนียม- , , , ปี

ตัวอย่าง . . จงหาครงึชีวิต (half-life) เมือจาํนวนโมเลกลุสลายไปครงึหนงึจากตอนเรมิตน้ ใน
เทอมของ λ พรอ้มหาคา่คงทีการสลายตวัของกมัมนัรงัสีของตารางดา้นบน



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั
ตัวอย่าง . . สตรอนเทียม- จาํนวน มิลลกิรมั นานเทา่ใดสตรอนเทียมจงึจะเหลือ
ไมโครกรมั

ตัวอย่าง . . กะโหลกศรษีะมนษุยโ์บราณวดัคา่ คารบ์อน- ไดเ้ป็น . เทา่ของคารบ์อน-
ทีพบในกะโหลกศรษีะ มนษุยที์มีชีวิต กะโหลกศรษีะมนษุยโ์บราณนีมีอายกีุปี

ตัวอย่าง . . เก็บเปลือกหอยจากทะเลแหง่หนงึมาวดัแอกติวิตีของ คารบ์อน- ได้ ครงัของ
การสลายตวัตอ่นาทีตอ่กรมั จงคาํนวณหาอายขุองเปลือกหอย



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
แบบฝึกหดั .

. ให้ n เป็นจาํนวนเตม็บวก จงจดัพจนต์อ่ไปนีใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งงา่ย

. 3n+4 − 6 · 3n+1

3n+2 · 7
. 92+n + 33+2n

32n+1 · 4

. กาํหนดให้ 2x = 3 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. 4x

. 8x

. 16−2x

. 2−x

. 4x + 4−x

. 4x − 8−x

. กาํหนดให้ (3x − 3−x)2 = 5 จงหาคา่ตอ่ไปนี
. 9x + 9−x . 3x + 3−x

. จงหาคา่ของ (1−√
2)2(2 +

√
8)2(1 +

√
2)3(2−

√
8)3

. สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก a, x ใด ๆ จงหาคา่ของ a
1

x+1

a
1

x+1 +
√
a
+

a
x

x+1

a
x

x+1 +
√
a

. สาํหรบัจาํนวนจรงิบวก n ใด ๆ จงหาแสดงวา่√n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 1 = n(n+3)+1

. จงใชผ้ลจากขอ้ หาคา่ตอ่ไปนี
. √

100 · 101 · 102 · 103 + 1 . √
210(410 − 1)(210 + 2) + 1

. จงหาคา่ของ |3−√
3|+ |1−

√
3|

. จงหาคา่ของ√2 +
√
3 ·
√

2 +
√
2 +

√
3 ·

√
2 +

√
2 +

√
2 +

√
3 ·

√
2−

√
2 +

√
2 +

√
3

. กาํหนดให้ A =
1√

1 +
√
2
+

1√
2 +

√
3
+

1√
3 +

√
4
+ · · ·+ 1√

99 +
√
100

แลว้ 10A มีคา่เทา่ใด
. ณ จดุซงึอยู่หา่งจากแหลง่กาํเนิดเสียงแหลง่หนงึมีระดบัความเขม้เสียง เดซิเบล ณ จดุนนั
จะมีคา่ความเขม้เสียง เทา่ใด

. กองเชียรส์ีแดง คน รองเพลงเชียรก์รรมการไดยิ้นเสียงทีมีระดบัความเขม้ของเสียง เดซิ
เบล ถา้กองเชียรส์ีแดง คน รองเพลงเชียรพ์รอ้มกนักรรมการ จะไดยิ้นเสียงทีมีระดบัความ
เขม้เทา่ไร

. ในสนามบินแหง่หนงึวดัระดบัความเขม้เสียงได้ เดซิเบล ผูค้วบคมุใชเ้ครอืงปอ้งกนัเสียง
ซงึลดความเขม้เสียงได้ % ผูค้วบคมุจะไดยิ้นเสียงระดบัความเขม้เสียงเทา่ใด



. . ฟังกช์นัเลขชกีาํลงั

. ถา้ระดบัความเขม้เสียงจากแหลง่กาํเนิดเสียงหนงึเปลยีนจาก เดซิเบลเป็น เดซิเบล
ความเขม้ เสียงเพิมขนึกีเทา่

. ระดบัความเขม้เสียงในโรงงานแหง่หนงึมีคา่ เดซิ เบล คนงานผู้หนงึใส่เครอืงครอบหูซงึ
สามารถลดระดบั ความเขม้ลงเหลือ เดซิเบล เครอืงดงักลา่วลดความเขม้เสียงลงกีเปอรเ์ซน็ต์

. สารกมัมนัตรงัสี กรมั ครงึชีวิตเป็น วินาที หลงัจากทีเวลาผา่นไปนาน นาที สาร
กมัมนัตรงัสีนีจะสลายตวัไปเป็นจาํนวนเทา่ใด

. ถา้เรเดียม- มีจาํนวนอะตอม 2.66×1021 อะตอม จงคาํนวณหาจาํนวนอะตอมของเรเดียม
ทีเหลือ เมือเวลาผา่นไป , ปี

. สารกมัมนัตภาพรงัสีจาํนวนหนงึเมือทิงไว้ ชวัโมง ปรากฏวา่สลายตวัไปจาํนวน 15
16
เทา่ ของ

เดิม จงหาคา่ชว่งเวลาครงึชีวิตของสารนี
. ซากเรอืโบราณทาํดว้ยไม้นาํไมม้าสว่นหนงึทาํการเผา พบวา่ได้CO2 . กรมั วดั กมัมนัตภาพรงัสี
ใน CO2 ได้เทา่กบั . dis/min จงคาํนวณหาอายุของซากเรอืโบราณนี เมือครงึชีวิตของ
คารบ์อน- เทา่กบั ปี (มวลอะตอมของ C = , O = )



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

. ฟังกชั์นตรีโกณมติิ
ให้ x ∈ R จะเรยีก y = sinx วา่ฟังกชั์นไชน์ (sine function) และ y = cosx วา่ฟังกชั์นโคไซน์
(cosine function) แสดงกราฟไดด้งันี โดยแกน X มีความกวา้งช่องละ π

2

X

Y

−1

1

y = sinx

X

Y

−1

1

y = cosx

จะเห็นวา่กราฟของฟังกช์นัทงั มีรูปแบบซาํ ๆ กนั จะเรยีกวา่กราฟของ ฟังกชั์นคาบ (periodic
function) โดยมีคาบเทา่กบั T > 0 ซงึมีคา่นอ้ยสดุทีทาํให้

f(x+ T ) = f(x) ทกุ x ∈ Dom(f)

ความยาวทีวดัไดจ้ากแกนสมมาตรไปยงัจดุสงูสดุหรอืจดุตาํสดุของกราฟเรยีกวา่แอมพลิจดู (amplitude)
และสว่นกลบัของคาบเรยีกวา่ ความถี (frequency)

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถี แอมพลจิดู
ไซน์ y = sinx R [−1, 1] 2π 1

2π

โคไซน์ y = cosx R [−1, 1] 2π 1
2π

กาํหนดให้ A และ k เป็นจาํนวนจรงิทีไมใ่ช่ศนูย์ จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถี แอมพลจิดู
ไซน์ y = Asinkx
โคไซน์ y = Acoskx



. . ฟังกช์นัตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงวาดกราฟตอ่ไปนี พรอ้มทงับอก โดเมน เรจน์ คาบ และแอมพลจิดู
. y = 3sin2x

. y = −2cos(1
2
x)

. y = 1 + 2sin(4x)

กาํหนดให้ A และ k เป็นจาํนวนจรงิทีไมใ่ช่ศนูย์ โดยที c, d ∈ R จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์ คาบ ความถี แอมพลจิดู
ไซน์ y = d+ Asin(kx+ c)

โคไซน์ y = d+ Acos(kx+ c)



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั
ไฟฟ้ากระแสสลับ (Alternating Current : AC) จะมีฟังกช์นัของกระแสไฟฟา้ (i) และความ

ตา่งศกัย์ (v) ทีขนึกบัเวลาในหนว่ยวินาที ในรูปฟังกช์นัตอ่ไปนี
i = Imsinωt แอมแปร์ และ v = Vmsinωt โวลต์

เมือ ω = 2πf โดยที f คือความถีมีหน่วยเป็นรอบตอ่วินาที หรอืเฮิรตซ์ (Hz) เรยีกคา่ไดจ้ากวา่
Irms =

Im√
2

และ Vrms =
Vm√
2

วา่ค่ายังผล (effective value) หรอื ค่าเฉลยีกาํลังสอง (root mean square)
หมายเหตุ คา่ยงัผลคือคา่ทีไดอ้า่นจากเครอืงวดั (แอมมิเตอรห์รอืโวลตมิ์เตอร)์
ตัวอย่าง . . จงบอกความถีของไฟฟา้กระแสสลบั และกระแสไฟฟา้สงูสดุ และคา่ยงัผลของกระแส
ไฟฟา้ ทีมีสมการ

i = 2
√
2sin(100πt) แอมแปร์

ตัวอย่าง . . เมือใช้โวลต์มิเตอร์วดัความตา่งศกัย์ของไฟฟา้ในบา้น ปรากฎวา่อา่นคา่ได้
โวลต์ ถา้กระแสไฟฟา้นีมีความถี เฮิรตซ์ จงหา

. ความตา่งศกัยส์งูสดุ

. สมการความตา่งศกัยข์ณะเวลาใด ๆ



. . ฟังกช์นัตรโีกณมติิ

วตัถหุนงึมีการเคลือนทแีบบซมิเปิลฮารโ์มนิก (Simple Hamonic Motion : SHM) อธิบาย
ความสมัพนัธข์องแรงทีแปรผนัตรงกบัระยะทาง ดว้ย กฎของฮกุ (Hooke's law) คือ

F = −kx

เมือ F คือแรงทีกระทาํกบัวตัถุ x คือระยะทางทีวตัถเุคลอืนทีจากตาํแหนง่สมดลุ
และ k คา่คงตวัสปรงิ ให้ ω =

√
k
m
จะได้ x ในรูป

x(t) = Acos(ωt− ϕ)

เรยีก ϕ วา่ เฟสเริมต้น (initial phase)

ตัวอย่าง . . วตัถมุวล กิโลกรมัผกูติดกบัสปรงิบนพืนลนื ถา้สปรงิมีคา่คงตวั นิวตนัตอ่เมตร
เมือออกแรงกระทาํกบัวตัถโุดยดงึออกมาจากตาํแหน่งสมดลุ เซนติเมตร ทาํใหส้ปรงิเคลือนแบบ
SHM จงเขียนสมการการเคลือนทีของวตัถนีุ



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

จงวาดกราฟตอ่ไปนี ของฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก ฟังกช์นัทีเหลือ
. y = tanx

. y = cotx

. y = secx

. y = cscx



. . ฟังกช์นัตรโีกณมติิ

นิยามฟังกช์นัตรโีกณมิติอีก ฟังกช์นัคือ ฟังกช์นัแทนเจนต์ (tangent fuction) ฟังกช์นัโคแทนเจนต์
(cotangent fuction) ฟังกช์นัเซแคนต์ (secant fuction) และฟังกช์นัโคเซแคนต์ (cosecant fuction)
ไดใ้นทาํนองเดียวกนั เรยีกฟังกช์นัทงั วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติิ (trigonometric function) สรุปได้
ดงัตารางตอ่ไปนี

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
แทนเจนต์ y = tanx =

sinx
cosx R−

{
(2n−1)π

2
: n ∈ Z

}
R

โคแทนเจนต์ y = cotx =
cosx
sinx R− {nπ : n ∈ Z} R

เซแคนต์ y = secx =
1

cosx R−
{

(2n−1)π
2

: n ∈ Z
}

(−∞,−1] ∪ [1,∞)

โคเซแคนต์ y = arccscx =
1

sinx R− {nπ : n ∈ Z} (−∞,−1] ∪ [1,∞)

ตัวอย่าง . . จงบอก คาบ และแอมพลจิดู (ถา้มี) ของฟังกช์นัตรโีกณมิติทงั



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

จะเห็นวา่ฟังกช์นัไซนแ์ละโคไซนไ์มเ่ป็นฟังกช์นั - ดงันนัการศกึษาฟังกช์นัผกผนัจงึตอ้งกาํหนด
โดเมนเพือใหเ้ป็นฟังกช์นั - ฟังกช์นัไซนมี์โดเมนเป็น [−π

2
, π
2
] และฟังกช์นัโคไซนมี์โดเมน [0, π]

. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์ไซน์ (arcsine function) เขียนแทนดว้ย arcsin
นิยามโดย

y = arcsinx ก็ตอ่เมือ x = siny เมือ y ∈ [−π
2
, π
2
]

. เรยีกฟังกช์นัผกผนัของโคไซนว์า่ ฟังกชั์นอารก์โคไซน์ (arccosine function) เขียนแทนดว้ย
arccos นิยามโดย

y = arccosx ก็ตอ่เมือ x = cosy เมือ y ∈ [0, π]

X

Y

−1 0 1

π
2

−π
2

y = arcsinx

X

Y

π

π
2

−1 0 1

y = arccosx

ในทาํนองเดียวกนัฟังกชนัผกผนัอีก ฟังกช์นัคือ อารก์แทนเจนต์ (arctangent function) อารก์
โคแทนเจนต์ (arccotangent function) อารก์เซแคนต์ (arcsecant function) และอารก์โคเซแคนต์
(arccosecant function) เรยีกฟังกช์นัทงั วา่ ฟังกชั์นตรีโกณมติผิกผัน (inverse trigonometric
function) สรุปไดด้งัตารางตอ่ไปนี

ฟังกช์นั y = f(x) โดเมน เรจน์
อารก์ไซน์ y = arcsinx [−1, 1] [−π

2
, π
2
]

อารก์โคไซน์ y = arccosx [−1, 1] [0, π]

อารก์แทนเจนต์ y = arctanx R (−π
2
, π
2
)

อารก์โคแทนเจนต์ y = arccotx R (0, π)

อารก์เซแคนต์ y = arcsecx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [0, π
2
) ∪ (π

2
, π]

อารก์โคเซแคนต์ y = arccscx (−∞,−1] ∪ [1,∞) [−π
2
, 0) ∪ (0, π

2
]



. . ฟังกช์นัตรโีกณมติิ

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. arcsin(1

2
)

. arctan(1)

. arcsec(2)

. arcsin(−1)

. arccos(−1
2
)

. arctan(−√
3)

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ sin(arcsin4
5
+ 30◦)

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ x ∈ [0, π] ทีสอดคลอ้งสมการ
sinxcosx = 0.5
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ตัวอย่าง . . สมการการเคลือนทีของวถัตชุนิดหนงึแบบ SHM คือ
y = 10cos(1000t+ π) เมตร

เมือ t คือเวลามีหน่วยเป็นวินาที
จงหาเวลาในชว่ง ถงึ วินาที ทีทาํใหก้ารกระจดั (y) นีเทา่กบั เมตร



. . ฟังกช์นัตรโีกณมติิ

แบบฝึกหดั .
. จงวาดกราฟตอ่ไปนี พรอ้มทงับอก โดเมน เรจน์ คาบ และแอมพลจิดู

. y = −2sin2x

. y = 2cos3x

. y = 3− 2cosx

. y = sin(x+ π
3
)

. y = tan2x

. y = sinx+
√
3cosx

. y = sinx− cosx

. y = (sinx+ cosx)2

. y = sinxcosx
. y = cos4x− sin4x

. กาํหนดให้ f เป็นฟังกช์นัทีสอดคลอ้งเงือนไข

f(x+ 5) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ R

กาํหนดให้ f(0) = 0 และ f(x) > 0 ทกุ ๆ x ∈ (0, 5) จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
. จงหา x ทีทาํให้ f(x) = 0

. f เป็นฟังกช์นัคาบหรอืไม่ ถา้เป็นมีคาบเทา่ใด

. f มีคา่สงูสดุหรอืไมเ่พราะเหตใุด
. วตัถุมวล กรมัผกูติดกบัสปรงิบนพืนลืน ถา้สปรงิมีคา่คงตวั นิวตนัตอ่เมตร เมือ
ออกแรงกระทาํกบัวตัถโุดยดงึออกมาจากตาํแหน่งสมดลุ เซนติเมตร ทาํใหส้ปรงิเคลอืนที
แบบ SHM จงเขียนสมการการเคลือนทีของวตัถนีุ

. จงบอกความถีของไฟฟา้กระแสสลบั และกระแสไฟฟา้สงูสดุ และคา่ยงัผลของกระแสไฟฟา้ ที
มีสมการ
. i = 7.07sin(314t)
. i = 3

√
2cos(300t− π

2
)

. v = 265cos(400t)

. v = −100cos(250t+ π
2
)

. จงหาความตา่งศกัยส์งูสดุของไฟฟา้ทีใชใ้นบา้น

. เมือใช้โวลต์มิเตอร์วดัความตา่งศกัย์ของไฟฟา้ในบา้น ปรากฎวา่อา่นคา่ได้ โวลต์ ถา้
กระแสไฟฟา้นีมีความถี เฮิรตซ์ จงหา
. ความตา่งศกัยส์งูสดุ
. สมการความตา่งศกัยข์ณะเวลาใด ๆ



บทที . ความสมัพนัธ์และฟังกช์นั

. จงหาคา่ตอ่ไปนี
. arcsin(−1

2
)

. arctan(−1)

. arcsec(√2)

. arcsin(0)

. arccot(−√
3)

. sin(arccos(3
5
))

. tan(90◦ + arctan1)

. sec(arcsin1 + 60◦)

. cot(arcsin3
5
+ 90◦)

. csc(arcsin3
5
+ arccos3

5
)

. สมการการเคลือนทีของคลืนชนิดหนงึคือ
y = 24cos(1250t) เมตร

เมือ t คือเวลามีหน่วยเป็นวินาที
จงหาเวลาในช่วง ถงึ วินาที ทีทาํใหก้ารกระจดั (y) นีเทา่กบั เมตร



บทที
เรขาคณิตวเิคราะห์

. จุดและเส้นตรง
จดุในทางคณิตศาสตร์เป็นอนิยามแต่เป็นทราบกนัดีวา่จดุมีความสาํคญัโดยเฉพาะการใช้บอก
ตาํแหนง่ตา่ง ๆ โดยมีแกนอา้งอิง เรยีกแกนในแนวนอนวา่ แกน X (X-axis) และแกนในแนวตงั
วา่ แกน Y (Y-axis) เรยีกจดุตดัของแกนทงัสองวา่ จุดกาํเนิด (origin) แทนดว้ยคู่อนัดบั (0, 0) ใน
ทีนีจะกลา่วถงึจดุคือคูอ่นัดบัทีเป็นสมาชิกของ R× R

ระยะทาง (distance) ระหวา่ง A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย |AB| หรอื d(A,B)

นิยามโดย
d(A,B) =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

ตัวอย่าง . . นกัเรยีนคนหนงึสรา้งแผนทีเพือระบุตาํแหน่งของวตัถุตา่ง ๆ ของพืนทีแหง่หนงึโดย
มีความกวา้งตามแนวตงัและแนวนอนชอ่งละ เมตร แสดงดงัภาพ

A

B

C

D
E

จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
. จงหาระยะทีสนัทีสดุจากจดุ A ไปยงัจดุ B

. จงหาระยะทีสนัทีสดุจากจดุ A ไปยงัจดุ D
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. นาย ก อยู่ทีจดุ A ตอ้งการเดินไปบา้นทีจดุ E แต่ตอ้งการไปบา้นเพือนทีอยู่จดุ C ถามวา่นาย
ก จะใชร้ะยะทางสนัสดุกีเมตร

ความชัน (slope) ของสว่นเสน้ตรงทีลากจาก A(x1, y1) และ B(x2, y2) เขียนแทนดว้ย mAB

บางครงัถา้ไมส่นใจ A และ B จะเขียนยอ่ ๆ ดว้ย m นิยามโดย

m =
y2 − y1
x2 − x1

เมือ x1 ̸= x2 กรณีที x1 = x2 ความชนัไมมี่คา่และสว่นเสน้ตรง A และ B จะเป็นแสน้ในแนวตงั
ตัวอย่าง . . จงหาความชนัของสว่นเสน้ตรงทีผา่นจดุตอ่ไปนี

. (−1, 2) และ (1,−2) . (0, 5) และ (5, 1)

ตัวอย่าง . . ถา้ (3, 4), (4, a) และ (5,−4) เป็นจดุบนเสน้ตรงเดียวกนั จงหาคา่ a ทีเป็นได้



. . จดุและเสน้ตรง

ให้ A(x1, y1) เป็นจดุและ m คือความชนั ให้ L คือเซตของจดุ (x, y) โดยทีความชนัของ (x, y)

และ A(x1, y1) เทา่กบั m เรยีกวา่ เส้นตรง (line) ทีมีความชนั m ผา่นจดุ A หรอืหมายถงึเซต
L = {(x, y) : y = m(x− x1) + y1}

แสดงเสน้ตรง L ไดด้งัรูป

m

L

A(x1, y1)

เรยีก y = m(x− x1) + y1 วา่ สมการเส้นตรง (equation of a line) สามารถเขียนในรูป
y = mx+ c

ในกรณีที m = 0 จะเรยีก เส้นตรงแนวนอน (horizontal line) ซงึมีสมการเป็น y = y1 ถา้เสน้
ตรงนีผา่นจดุ A และในกรณีที m หาคา่ไม่ได้ จะเรยีก เส้นตรงแนวยนื (vertical line) ซงึมีสมการ
x = x1 ถา้เสน้ตรงนีผา่นจดุ A ดงันนัเราอาจแบง่เสน้ตรงเป็น แบบโดยใชค้วามชนัคือ . m > 0

. m < 0 . m = 0 และ . m ไมมี่คา่ แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

m > 0m < 0
m = 0

m ไมมี่คา่

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีมีเงือนไขตอ่ไปนี
. ผา่นจดุ (4, 5) และมีความชนั

. ผา่นจดุ (−1, 4) และ (0, 3)

. เป็นเสน้ตรงแนวนอนทีผา่นจดุ (1, 6)

. เป็นเสน้ตรงแนวยืนทีผา่นจดุ (−1, 2)
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ตัวอย่าง . . ความสมัพนัธร์ะหวา่งตน้ทนุ (C) และกาํไร (P) ของบรษัิทแหง่หนงึเป็นแบบเสน้ตรง
ซงึแสดงคา่ดงันี

ตน้ทนุ (ลา้นบาท) . . . .
กาํไร (ลา้นบาท) . . a .

. จงหาสมการทีแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งตน้ทนุ (C) และกาํไร (P)

. จงหากาํไรทีไดเ้มือลงทนุ . ลา้นบาท

ตัวอย่าง . . ถา้เสน้ตรงทีมีสมการ 3x+By = 12 ทีผา่นจดุ (2,−3) จะมีความชนัเทา่ใด



. . จดุและเสน้ตรง

ใหเ้สน้ตรง L1 และ L2 มีความชนั m1 และ m2 ตามลาํดบั จะไดว้า่
. L1 ขนาน (parallel) กบั L2 ก็ตอ่เมือ m1 = m2

. L1 ตงัฉาก (perpendicular) กบั L2 ก็ตอ่เมือ m1m2 = −1

อาจแสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

L1

y = mx+ c1

L2

y = mx+ c2

L3 : y = mx+ c3

L4 : y = − 1
m
x+ c4

ในกรณีเสน้ตรงทีความชนัไมมี่คา่ยอ่มขนานกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีความชนัไมมี่คา่เสมอ เพราะทกุเสน้
เป็นเสน้ตรงแนวตงั และเสน้ตรงทีความชนัไมมี่คา่ยอ่มตงัฉากกบัเสน้ตรงใด ๆ ทีมีความชนัเทา่กบั
หรอืเสน้ตรงแนวนอนเสมอ

ตัวอย่าง . . จงเติมคาํตอบในตารางใหส้มบรูณ์

สมการเสน้ตรง ความชนั ตงัฉากกนั ขนานกนั อืน ๆ
y = 2x+ 1

y = 2x+ 5

y = 3x+ 1

3y + x = 3

3x+ 4y = 12

4x+ 3y = 10
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ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีมีเงือนไขตอ่ไปนี
. ผา่นจดุ (1, 3) และขนานกบัเสน้ตรง 2x− 3y = 5

. ผา่นจดุ (−1, 3) และตงัฉากกบัเสน้ตรง 2x+ 3y = 5

ตัวอย่าง . . จงใชค้วามรูเ้รอืงเสน้ตรงแสดงวา่เสน้ตรงทีลากจากจดุยอดของสามเหลียมหนา้จวั
ไปแบง่ครงึฐานซงึเป็นดา้นทีไมพิ่จารณาหนา้จวั จะเป็นเสน้ตงัฉากกบัฐานเสมอ



. . จดุและเสน้ตรง

ทฤษฎบีท . . ระยะทางทีนอ้ยทีสดุจากA(x1, y1) ไปยงัเสน้ตรง L ทีมีสมการAx+By+C = 0

เขียนแทนดว้ย d(A;L) มีคา่เทา่กบั

d(A;L) =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2

ทฤษฎบีท . . ระยะทางทีนอ้ยทีสดุระหวา่งเสน้ตรงสองเสน้ทีขนานกนั เมือเสน้ตรงL1 มีสมการ
เป็น Ax+By+C1 = 0 และเสน้ตรง L2 มีสมการเป็น Ax+By+C2 = 0 เขียนแทนดว้ย d(L1, L2)

มีคา่เทา่กบั
d(L1, L2) =

|C1 − C2|√
A2 +B2

หมายเหตุ เราจะเรยีกกลา่วยอ่ ๆ วา่ "ระยะทาง" แทนระยะทางทีนอ้ยทีสดุ เนืองจากเราจะไม่
กลา่วถงึระยะทางอืน ๆ ทีไมน่อ้ยสดุ

ตัวอย่าง . . จงหาระยะทางตอ่ไปนี
. จากจดุ A(−1, 3) ไปยงัเสน้ตรง L : 3x− 4y = 10

. ระหวา่งเสน้ตรง L1 : 5x+ 12y = 16 และ L2 : 5x+ 12y = −10

ตัวอย่าง . . ให้A(2,−2),B(1, 4) และC(−4, 8) เป็นจดุบนระนาบ จงหาความสงูของสามเหลยีม
ABC เมือใชด้า้น AB เป็นฐาน
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แบบฝึกหดั .

. จงหาระยะทางระหวา่งจดุตอ่ไปนี
. (−1, 2) และ (3, 5)

. (−2,−3) และ (4, 7)

. (1 +
√
2, 3) และ (1−

√
2,−1)

. (1 + a, 3 +
√
3) และ (4 + a, 1 +

√
3)

. (1, b) และ (9, b)

. (a, 7) และ (a,−1)

. จงหาสมการเสน้ตรงทีมีเงือนไขตอ่ไปนี
. ผา่นจดุ (−1, 2) และมีความชนั −3

. ผา่นจดุ (0, 1) และ (1,−2)

. เป็นเสน้ตรงแนวนอนทีผา่นจดุ (−2, 3)

. เป็นเสน้ตรงแนวยืนทีผา่นจดุ (3, 0)

. ผา่นจดุ (0, 4) และขนานกบัเสน้ตรง 2x+ y = 11

. ผา่นจดุ (−3, 7) และตงัฉากกบัเสน้ตรง x− 3y = 10

. ผา่นจดุตดัของเสน้ตรง x+ y = 2 และ x− y = 4 ซงึตงัฉากกบัเสน้ตรง x+ 2y = 1

. ถา้ (1, 3), (2, a), (b, 7) และ (6, 13) เป็นจดุบนเสน้ตรงเดียวกนั จงหาคา่ a, b ทีเป็นได้

. จงตรวจสอบวา่รูปสเีหลยีมทีมีจดุยอด (1, 0), (2, 4), (5, 1) และ (6, 5) เป็นสามเหลียมดา้น
ขนานหรอืไม่

. จงตรวจสอบวา่สมการคูใ่ดตอ่ไปนี ขนาน หรอื ตงัฉาก หรอืไมใ่ชท่งัสองแบบ
. y = 3x− 1 และ y = 1− 3x

. 2y = 7x− 1 และ 4y − 14x = 3

. y = x และ y = −x

. y = 2 และ x = 3

. 3x− 5y = 6 และ 5x+ 3y = 10

. x− 4y = 1 และ 2x = 8y + 9

. การเคลือนแบบเสน้ตรงของวตัถุชนิดหนงึมีความสมัพนัธ์ระหวา่งระยะทาง (x) กบัเวลา (t)

แสดงคา่ดงันี
วินาที (วินาที)
ระยะทาง (เมตร) a

. จงหาสมการทีแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งการกระจดั (x) กบัเวลา (t)

. จงหาการระยะทางเมือวตัถเุคลอืนทีไปแลว้ วินาที
. จงหาระยะทางระหวา่ง

. (1,−2) และ 3x− 4y = 4



. . จดุและเสน้ตรง

. (−2, 1) และ 7y + 24x+ 40 = 0

. จดุกาํเนิด และ y = 1− x

. (−3,−5) และ x = 3

. (−3, 4) และ y = 3

. (0, 5) และ 3x− 7y + 35 = 0

. 4x− 3y = 15 และ 4x− 3y = 10

. 12x− 5y = 6 และ 5y − 12x = −19

. y = x และ y = x+ 10

. 2x+ y = 4 และ 4x+ 2y = 5

. ให้ A(0, 3), B(−2, 7) และ C(5, 9) เป็นจดุบนระนาบ
. จงหาความยาวเสน้รอบรูปของสามเหลยีม ABC

. จงหาความสงูของสามเหลยีม ABC เมือใชด้า้น AB เป็นฐาน

. จงหาพืนทีของสามเหลยีม ABC

. ABCD เป็นรูปสีเหลียมดา้นขนาน สมการของสว่นเสน้ตรง AB คือ 2x − y + 5 = 0 สมการ
ของสว่นเสน้ตรง BC คือ x− 2y+ 4 = 0 ถา้M(1, 4) เป็นจดุทีเสน้ทแยงมมุตดักนั จงหาสว่น
สงูของสเีหลียมดา้นขนาน ABCD เมือใชด้า้น BC เป็นฐาน



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์
. วงกลม

บทนิยาม . . วงกลม (Circle) คือเซตของจดุทีอยูห่า่งจากจดุคงทีดว้ยระยะคงที
ให้ C เป็นเซตของจดุ (x, y) ทีหา่งจากจดุคงที (h, k) ดว้ยระยะคงที r เรยีกวา่ วงกลมทีมี

ศนูยก์ลางที (h, k) และรศัมี r ดงันนั
C = {(x, y) : (x− h)2 + (y − k)2 = r2}

เรยีก (x− h)2 + (y − k)2 = r2 สมการวงกลม (equation of a circle) แสดงตวัอยา่งไดด้งัรูป

(h, k)

r

สาํหรบัวงกลมทีมีจดุศนูยก์ลางอยูที่จดุกาํเนิดจะมีสมการเป็น x2 + y2 = r2

ตัวอย่าง . . จงหาเขียนกราฟวงกลมตอ่ไปนี
. x2 + y2 = 4

X

Y

. (x− 1)2 + y2 = 9

X

Y

. (x− 1)2 + (y + 1)2 = 9

X

Y

. x2 + y2 = 4y

X

Y



. . วงกลม

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้ตรงทีสมัผสัวงกลม x2 + y2 = 25 ทีจดุ (3, 4)

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของสามเหลียมดา้นเทา่ทีมีจดุยอดบนเสน้รอบวงกลมทีสมการเป็น
x2 + y2 = 4
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แบบฝึกหดั .

. จงหาเขียนกราฟวงกลมตอ่ไปนี
. x2 + y2 = 25

. (x+ 1)2 + y2 = 4

. (x− 2)2 + (y + 1)2 = 16

. x2 + y2 = 6x

. x2 + y2 + 4x− 4y = 8

. x2 + y2 − 2x+ 6y − 6 = 0

. จงหาสมการวงกลมทีมีเงือนไขตอ่ไปนี
. มีจดุศนูยก์ลางอยูที่ (−1, 3) และรศัมี หน่วย
. มีเสน้ผา่นศนูยก์ลางคือ AB เมือ (2, 3) และ (−6,−5)

. มีจดุศนูยก์ลางอยูที่ (−1, 3) และสมัผสักบัเสน้ตรง y = x

. ผา่นจดุกาํเนิด มีจดุศนูยก์ลางอยูบ่นเสน้ตรง y = 2x− 2 และรศัมี หน่วย
. จงหาพืนทีซอ้นทบัของพืนทีวงกลม x2 + y2 ≤ 4 และ (x− 2)2 + y2 ≤ 4

. วงกลมทีมีจดุศนูยก์ลางอยูใ่นจตภุาคทีหนงึ สมัผสัแกน X ทีจดุ (3, 0) และสมัผสัเสน้ตรง
4y = 3x+ 36 ทีจดุ M จงหาระยะทางระหวา่งจดุ M กบัจดุกาํเนิด

. จดุ A(3, 0) เป็นจดุกงึกลางคอรด์ PQ ภายในวงกลม x2+ y2− 4x+2y+1 = 0 จงหาสมการ
เสน้ตรงทีผา่นคอรด์ PQ

. จงหาระยะยทางทีสนัทีสดุและยาวทีสดุจากจดุ (10, 7) ไปยงัวงกลม x2 + y2 − 4x− 2y = 20

. จากจดุ P (−1, 5) ลากเสน้ตรงตงัฉากกบั y = x ทีจดุ Q ให้ R เป็นจดุกงึกลางของสว่นเสน้ตรง
PQ จงหาสมการวงกลมทีผา่นจดุ R และมีจดุศนูยอ์ยูที่ (1

2
, 1)

. ขอบยางรถยนตค์นัหนงึมีสมการเป็น x2 + y2 = 2372 มีหน่วยเป็นมิลลเิมเตร ถา้รถคนันีมีเลข
หลกักิโลเมตรอยูที่ จงหาวา่ลอ้รถยนตต์นันีหมนุไปแลว้กีรอบ



. . วงรี

. วงรี
บทนิยาม . . วงรี (Ellipse) คือเซตของจดุซงึผลบวกของระยะทางจากจดุใด ๆ ในเซตนีไปยงัจดุ
คงทีสองจดุมีคา่คงทีเสมอ

ให้E เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีหา่งจากจดุคงที F1 และ F2 ซงึจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus) ของ
วงรี ดว้ยระยะคงที K

E = {(x, y) | d(A,F1) + d(A,F2) = K}

F1 F2

A

ใหจ้ดุกงึกลางของจดุโฟกสัวงรคืีอ (h, k) เรยีกวา่จดุศนูยก์ลางวงรี และจดุปลายดา้นของแกนสมมาตร
ทียาวทีสดุของวงรีเรยีกวา่ จุดยอด (vertex) และเรยีกจดุปลายแกนสมมาตรทีสนักวา่วา่ จุดยอด
ร่วม (co-vertex) กาํหนดให้

. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุโฟกสัหนงึ เทา่กบั c

. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดหนงึ เทา่กบั a

. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดรว่มหนงึ เทา่กบั b

เรยีกอตัราสว่น e =
c

a
วา่ ความเยอืงศูนยก์ลาง (Eccentricity) เราสามารถพิสจูนไ์ดว้า่ K = 2a

และ a2 = b2 + c2 โดยมีสมการวงรคืีอ
(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 หรอื (x− h)2

b2
+

(y − k)2

a2
= 1

F1 F2(h, k)

a

bc



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง . . จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนี

. x2

25
+

y2

16
= 1

X

Y

. x2

16
+

y2

25
= 1

X

Y

. (x− 1)2

16
+

y2

4
= 1

X

Y

. 4x2 + 25y2 = 100

X

Y

ตัวอย่าง . . จงหาสมการวงรีทีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ทีจดุกาํเนิด มีจดุคงทีจดุหนงึคือ (−3, 0) และ
ผลบวกคงทีเทา่กบั



. . วงรี

ตัวอย่าง . . จงหาสมการวงรทีีมีจดุโฟกสัอยูที่ (1,−1) และจดุยอดรว่มคือ (−1, 2) และ (−1,−4)

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีรูปสเีหลยีมทีมีจดุยอดอยูที่ จดุยอดและจดุยอดรว่มของรูปวงรทีีมีสมการ
เป็น 16x2 + 25y2 − 32x− 150y − 159 = 0



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั .

. จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนี

. x2

25
+

y2

4
= 1

. (x− 1)2

16
+ y2 = 1

. (x+ 1)2

4
+

(y − 2)2

9
= 1

. (x+ 2)2 +
y2

4
= 1

. 25x2 + 16y2 = 400

. 49x2 + 625y2 = 30625

. 25x2 + 9y2 + 50x− 36y − 164 = 0

. 6x2 + 5y2 + 12x− 20y − 4 = 0

. จากรูป

F1 F2(h, k)

a

bc
A

B

เรยีกความยาว AB วา่ ลาตัสเลกตัม (Latus Rectum :LR) จงแสดงวา่

LR =
2b2

a

. จงหาสมการวงรทีีมีเงือนไขตอ่ไปนี
. มีจดุศนูยก์ลางอยูที่จดุกาํเนิด มีจดุคงทีจดุหนงึคือ (3, 0) และผลบวกคงทีเทา่กบั
. มีจดุโฟกสัคือ (1, 0) และ (5, 0) โดยมีจดุยอดรว่มจดุหนงึคือ (3, 2)

. วงรทีีใหญ่ทีสดุทีบรรจลุงในสีเหลียมพืนผา้ ABCD ไดพ้อดี เมือ A(−1,−1), B(−1, 5),
C(3, 5) และ D(3,−1)

. จงหาสมการวงกลมทีบรรจลุงในวงรี 6x2 + 5y2 + 12x− 20y = 4 ไดพ้อ

. จงหาสมการวงรีทีผา่นจดุ (5, 1
5
) และมีศนูยก์ลางอยู่ที (1, 2) โดยมีความยาวระหวา่งจดุยอด

ทงัสองเทา่กบั



. . ไฮเพอรโ์บลา

. ไฮเพอรโ์บลา
บทนิยาม . . ไฮเพอรโ์บลา (Hyperbola) คือเซตของจดุซงึผลตา่งของระยะทางจากจดุใด ๆ ใน
เซตนีไปยงัจดุคงทีสองจดุมีคา่คงทีเสมอ

ให้ H เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีหา่งจากจดุคงที F1 และ F2 ซงึจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus)
ของไฮเพอรโ์บลา ดว้ยระยะคงที K ′

H = {(x, y) | |d(A,F1)− d(A,F2)| = K ′}

F1 F2

A

ใหจ้ดุกงึกลางของจดุโฟกสัวงรคืีอ (h, k) เรยีกวา่จดุศนูยก์ลางไฮเพอรโ์บลา และจดุบนไฮเพอรโ์บลา
ทีใกลก้บัจดุศนูยก์ลางทีสดุเรยีกวา่ จุดยอด (vertex) กาํหนดให้

. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุโฟกสัหนงึ เทา่กบั c

. ระยะทางจากจดุศนูยก์ลางไปยงัจดุยอดหนงึ เทา่กบั a

. ใหค้วามยาว b สอดคลอ้งสมการ c2 = a2 + b2

เราสามารถพิสจูนไ์ดว้า่ K ′ = 2a โดยมีสมการวงรคืีอ
(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 หรอื (y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1

F1 F2(h, k)

a

bc

ขอ้สงัเกตเกียวกบัคา่ e สาํหรบัวงรี e < 1 และไฮเพอรโ์บลา e > 1



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง . . จงหาเขียนกราฟไฮเพอรโ์บลามตอ่ไปนี

. x2

9
− y2

16
= 1

X

Y

. y2

16
− x2

9
= 1

X

Y

. (x+ 1)2

9
− y2

4
= 1

X

Y

. x2 − y2 = 4

X

Y

ตัวอย่าง . . จงหาสมการไฮเพอร์โบลาทีมีจดุศนูยก์ลางอยู่ ทีจดุกาํเนิด มีจดุคงทีจดุหนงึคือ
(−3, 0) และผลบวกคงทีเทา่กบั



. . ไฮเพอรโ์บลา

ตัวอย่าง . . จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีมีจดุโฟกสัอยูที่ (2,−3) และจดุยอดคือ (2, 0) และ (2, 6)

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีรูปสีเหลียมทีมีจดุยอดอยู่ ทีจดุกาํเนิดและจดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลา
16x2 − 9y2 + 32x+ 36y + 124 = 0



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั .

. จงหาเขียนกราฟวงรตีอ่ไปนี

. x2

9
− y2

25
= 1

. (x+ 1)2

4
− y2 = 1

. (x+ 2)2

36
− (y − 2)2

9
= 1

. 4(x+ 1)2 − 10(y + 2)2 = 40

. 3y2 − x2 + 4x− 30y + 68 = 0

. 25x2 − 144y2 + 150x− 3375 = 0

. x2 − y2 − 2x+ 4y − 4 = 0

. 9x2 − 4y2 +−54x− 16y + 29 = 0

. จงหาสมการไฮเพอรโ์บลาทีสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
. ผลตา่งคงทีเทา่กบั มีจดุโฟกสัคือ (5, 1) และ (5,−9)

. มีจดุโฟกสัคือ (−9, 1) มีจดุศนูยก์ลางอยูที่ (−3, 1) และมีคา่ความเยืองศนูยก์ลางเทา่กบั
.

. มีจดุยอดคือ (−5, 2) และ (3, 2) และมีจดุคงทีจดุหนงึคือ (5, 2)

. ถา้ไฮเพอรโ์บลามีจดุศนูยก์ลางอยูที่จดุศนูยก์ลางของวงรี 4x2 + 9y2 − 8x− 36y + 4 = 0 จดุ
ยอดอยูที่จดุโฟกสัทงัสองของวงรี และผา่นจดุ (5, 5) จงหาจดุคงทีของไฮเพอรโ์บลานี

. โลกและดาวหาง A โคจรเขา้หากนัเป็นสมการไฮเพอร์โบลาซงึมีความยาวระหวา่งจดุยอด
เทา่กบั ปีแสง และความยาวระหวา่งจดุโฟกสัทงัสองเทา่กบั ปีแสง จงหาระยะทีโลกและ
ดาวหาง A ใกลก้นัมากทีสดุ

. ABC เป็นสามเหลียมดา้นเทา่ A เป็นจดุยอดจดุหนงึของไฮเพอรโ์บลา x2 − y2 = a2 จดุ B

และ C อยูบ่นไฮเพอรโ์บลาอีกซีกหนงึ จงหาพืนทีสามเหลียม ABC



. . พาราโบลา

. พาราโบลา
บทนิยาม . . พาราโบลา (Parabola) คือเซตของจดุซงึจดุทีอยูใ่นเซตจะหา่งจากจดุคงทีจดุหนงึ
เทา่กบัระยะทีหา่งจากเสน้ตรงคงทีเสน้หนงึ

ให้ P เป็นเซตของจดุ A(x, y) ทีหา่งจากจดุคงที F ซงึจะเรยีกวา่ จุดโฟกัส (focus) เทา่กบัอยู่
หา่งจากเสน้ตรง L ซงึเรยีกวา่ ไดเรกทริกซ์ (directrix)

P = {(x, y) | d(A,F ) = d(A;L)}

L

F

A

ใหจ้ดุกงึกลางระหวา่งจดุตดัแกนสมมาตรของพาราโบลากบัไดเรกทรกิซคื์อ (h, k) เรยีกวา่ จุดยอด
(vertex) ของพาราโบลา โดยระยะทางทีวดัจากจดุยอดไปยงัโฟกสั เทา่กบั c สามารถพิสจูน์ได้วา่
สมการพาราโบลาคือ

(x− h)2 = ±4c(y − k) หรอื (y − k)2 = ±4c(x− h)

c

c

L

F

(h, k)

c c

L

F(h, k)



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์

ตัวอย่าง . . จงหาเขียนกราฟพาราโบลาตอ่ไปนี
. x2 = 4y

X

Y

. y2 = 8(x− 1)

X

Y

. (x− 1)2 = −12(y + 1)

X

Y

. y2 − 4y + 8x− 4 = 0

X

Y

ตัวอย่าง . . จงหาสมการพาราโบลาทีมีจดุคงที (−3, 4) และเสน้ตรงคงที x = 1



. . พาราโบลา

ตัวอย่าง . . เสาไฟสองตน้สงู เมตรอยู่หา่งกนั เมตร สายไฟฟา้อยู่ระหวา่งเสาทงัสองตน้
หยอ่นลงมาเป็นรูปพาราโบลา สงูจากพืนดิน เมตร ณ บรเิวณกงึกลางเสาทงัสองตน้ จงหาวา่สาย
ไฟฟา้นีอยูส่งูจากพืนดินกีเมตร ณ จดุทีหา่งจากเสาเป็นระยะ เมตร



บทที . เรขาคณติวเิคราะห์
แบบฝึกหดั .

. จงวาดกราฟพาราโบลาตอ่ไปนี
. x2 = −8y

. y2 = 16x

. (x+ 1)2 = −12(y − 3)

. (y + 2)2 = 10x

. y = x2 − 2x+ 3

. y2 − 2y + 8x− 15 = 0

. 3x2 − 12x− 4y + 12 = 0

. y2 − 4y + 6x− 8 = 0

. จงหาสมการพาราโบลาทีสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
. มีจดุยอดคือ (1, 1) และความยาวระหวา่งจดุยอดกบัจดุโฟกสัเทา่กบั
. มี (2,−3) เป็นจดุคงที และมี y = 1 เป็นเสน้ตรงคงที
. มีไดเรกทรกิซผ์า่นจดุตดัวงกลม x2+ y2 = 12 และ x2+ y2− 8x+4 = 0 โดยมีจดุโฟกสั

อยูที่จดุ (−1, 4)

. มีจดุยอดคือ (0,−1) และผา่นจดุโฟกสัทงัสองของวงรี 3x2 + 4y2 − 16y + 4 = 0

. ผา่นจดุตดัของเสน้ตรง y = x กบัวงกลม x2 + y2 + 6x = 0 โดยมีแกน X เป็นแกน
สมมาตร

. ถา้วงกลม x2 + y2 − 2x − 4y − 20 = 0 มีจดุศนูยก์ลางทีอยู่ (h, k) และรศัมี r หนว่ย จงหา
สมการพาราโบลาทีมีจดุยอดอยูที่ (h, k) และไดเรกทรกิซคื์อ x = r

. จงหาสมการพาราโบลาทีมีจดุยอดอยูที่จดุโฟกสัของไฮเพอรโ์บลา 6x2 − 10y2 − 12x− 40y−
94 = 0 และมีแกน X เป็นไดเรกทรกิซ์

. พาราโบลารูปหนงึมีจดุโฟกสัอยู่ที (5,−1) จดุยอดอยู่บนเสน้ตรง 2y = x ไดเรกทรกิซข์นาน
กบัแกน X จงหาสมการไดเรกทรกิซ์

. จงหาระยะทางระหวา่งจดุศนูยก์ลางวงกลม x2 + y2 − 4x + 6y − 3 = 0 กบัจดุโฟกสัของ
พาราโบลา x2 = 8y

. พาราโบลา x2 − 10x − 32y − 39 = 0 มี F เป็นจดุโฟกสั สว่นของเสน้ตรง L1 ผา่นจดุ F มี
ปลายอยู่ทีพาราโบลา A(x1, y1) และ B(x2, y2) สว่นของเสน้ตรง L2 ผา่นจดุ F มีปลายอยู่ที
พาราโบลา C(x3, y3) และ D(x4, y4) จงหาผลบวกของความยาวของสว่นเสน้ตรงทงัสอง



บทที

แคลคูลัสเบอืงต้น

. ลิมติของฟังกชั์น
การใหค้วามหมายของคาํวา่ลมิิต เรมิตน้จากการพิจารณาฟังกช์นั

f(x) =


2− x2 เมือ x < 1

2 เมือ x = 1

2x− 1 เมือ x > 1

เมือสนใจคา่ฟังกช์นั f(x) เมือคา่ของ x ใกล้ 1 อาจพิจารณาคา่ x สาํหรบับางคา่ดงัตารางตอ่ไปนี

x f(x) x f(x)

0.5 1.75 1.5 2

0.8 1.36 1.4 1.8

0.9 1.19 1.1 1.2

0.99 1.0199 1.01 1.02

0.999 1.001999 1.001 1.002

0.9999 1.00019999 1.0001 1.0002

0.99999 1.0000199999 1.00001 1.00002

เมือพิจารณา f(x) จากตารางจะเห็นวา่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 1 ไม่วา่ใหค้า่ x เขา้ใกลล้กัษณะ x < 1

หรอื x > 1 ในกรณีเชน่นีจะกลา่ววา่ ลิมติของฟังกชั์น (limit of function) f(x) ขณะ x เข้าใกล้
1 มีคา่เทา่กบั 1 เขียนแทนดว้ย

lim
x→1

f(x) = 1

จะเห็นได้วา่การพิจารณาคา่ x เขา้ใกล้ 1 จะไม่พิจารณากรณี x = 1 และเมือแสดงฟังกช์นั
y = f(x) ดว้ยกราฟตอ่ไปนี



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

X

Y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

ทาํใหไ้ดข้อ้สงัเกตวา่ lim
x→1

f(x) ไมจ่าํเป็นตอ้งเทา่กบั f(1)

ทฤษฎบีท . . ให้ f, g เป็นฟังกช์นัจาก D ไป R เมือ D ⊆ R โดยที a เป็นจดุลมิิตของ D
ถา้ lim

x→a
f(x) = L และ lim

x→a
g(x) = M เมือ L,M ∈ R แลว้

. lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = L+M

. lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = LM

. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
=

L

M
เมือM ̸= 0

. lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x) = cL เมือ c เป็นคา่คงตวั
. lim

x→a
|f(x)| = | lim

x→a
f(x)| = |L|

. lim
x→a

(f(x))n =
(

lim
x→a

f(x)
)n

= Ln เมือ n ∈ N

. lim
x→a

n
√

f(x) = n

√
lim
x→a

f(x) =
n
√
L เมือ n ∈ N และ n

√
L ∈ R

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

x→1
(2x2 + 4)

. lim
x→0

x+ 1

x− 1

. lim
x→1

x
√
x+ 1

. lim
x→2

(|x| − x)



. . ลมิติของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
x→1

x2 − 1

x− 1

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

x→2

x2 + x− 6

x− 2

. lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h

. lim
x→−2

x4 − 16

x+ 2

. lim
x→−3

x3 + 27

x+ 3

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→−2

x4 − 13x2 + 36

x2 + 2x



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

x→1

x− 1√
x− 1

. lim
x→0

4−
√
16 + x

x

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

2x+ 1− 1



. . ลมิติของฟังกช์นั

พิจารณาฟังกช์นั f(x) =
√
x แสดงไดด้งักราฟ

X

Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

จะเห็นวา่ Dom(f) = [0,∞) และจดุ 0 เป็นจดุลิมิต จะไดว้า่ f(x) มีคา่เขา้ใกล้ 0 เมือคา่ x เขา้ใกล้
0 ในลกัษณะ x > 0 เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา แต่เมือ x เขา้ใกลค้า่ 0 ในลกัษณะ x < 0

เรยีกวา่ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย คา่ของฟังกช์นั f(x) จะไมมี่คา่ในจาํนวนจรงิ ทาํใหล้มิิตของ f(x)
มีเพียงคา่เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา เขียนแทนดว้ย

lim
x→0+

f(x) = 0

เรยีกวา่ ลมิิตขวาของ f(x) เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นขวา
ในทาํนองเดียวกนัลิมิตของ f(x) = √

−x ทีจดุ 0 จะมีคา่เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ยเทา่นนั
เรยีกคา่ลิมิตนีวา่ลิมิตซา้ยของ f(x) เมือ x เขา้ใกล้ 0 ทางดา้นซา้ย เรยีกลิมิตทงัสองแบบนีวา่ ลิมติ
ด้านเดยีว (One-sided limit)

. ลิมิตขวา (right-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลิมิตของ f(x) ขณะ x เขา้
ใกล้ a ทางดา้นขวาเทา่กบั L

lim
x→a+

f(x) = L

. ลิมิตซ้าย (left-handed limit) ของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a หรอืลมิิตของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้
a ทางดา้นซา้ยเทา่กบั L

lim
x→a−

f(x) = L

. สมมติวา่ลมิิตขวาและลมิิตซา้ยของ f(x) ขณะ x เขา้ใกล้ a มีคา่ แลว้

lim
x→a

f(x) = L ก็ตอ่เมือ lim
x→a+

f(x) = L = lim
x→a−

f(x)



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . พิจารณาคา่มิลติ lim

x→2
f(x) ของฟังกช์นั

f(x) =


√
6− x เมือ 0 < x < 2

4− x เมือ 2 < x < 5

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→1−

√
(x− 1)2

x− 1



. . ลมิติของฟังกช์นั

ตัวอย่าง . . จงหาอธิบายคา่ของลมิิต lim
x→1

1

x− 1

ตัวอย่าง . . จากทฤษฎีสมัพทัธภาพของไอนส์ไตนก์ลา่ววา่ มวลสารทีเคลือนทีm เปลียนแปลง
ตามความเรว็ v ทีมวลนนัเคลอืนที คือ

m =
m0√
1− v2

c2

โดยที m0 คือมวลสารทีหยดุนิง และ c คือความเรว็แสง จงอธิบายวา่เมือวตัถเุคลอืนทีดว้ยความเรว็
เคลอืนทีเขา้ใกลค้วามเรว็แสง แลว้มวลทีเปลียนแปลงไปอยา่งไร



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

x→0
(x− 1)

√
2 + x . lim

x→3

|x|+ x

x2 − 1
. lim

x→−2

3
√
x+ 1

x+ 1

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→1

x2 − x

x3 − x− 2

. lim
x→2

x2 − 2x

x2 − x− 2

. lim
x→−4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4

. lim
x→−1

2x2 + 3x+ 1

x2 − 2x− 3

. lim
x→1

x3 − 2x2 + 3x− 2

x− 1

. lim
t→1

t4 − 1

t3 − 1

. lim
x→1

x6 − 1

x10 − 1

. lim
x→−2

x+ 2

x3 + 8

. lim
x→2

2x2 − 8

x3 − 2x− 4

. lim
t→3

t2 − 9

2t2 + 7t+ 3

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→3

x3 − 27√
x− 2− 1

. lim
u→2

√
4u+ 1− 3

u− 2

. lim
x→2+

√
x− 2− 2√
x− 1

. lim
x→−4

√
x4 + 9x2 + 5x

x+ 4

. lim
x→1

x3 − 1√
x− 1

. lim
h→0

(−5 + h)2 − 25

h

. lim
x→0

√
3 +

√
4− x−

√
5

x

. lim
x→16

4−
√
x

16x− x2

. lim
x→−4

√
x2 + 9− 5

x+ 4

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนีในรูปตวัแปร x

. lim
h→0

1
x+h

− 1
x

h

. lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h

. lim
h→0

3(x+ h)2 − 3x2

h

. lim
h→1

(x+ h− 1)2 − x2

h− 1

. จงหาคา่ลมิิตของ lim
x→3

|x2 − 1| − 3x+ 1

|1− x| − 2

. ให้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหนุามโมนิกดีกรสีอง ถา้ lim
x→1

f(x)

x2 − x
= 5 จงหาคา่ของ f(4)



. . ลมิติของฟังกช์นั

. จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี ถา้ลมิิติมีคา่
. lim

x→3
(2x+ |x− 3|)

. lim
x→−6

2x+ 12

|x+ 6|

. lim
x→0.5+

2x− 1

|2x3 − x2|

. lim
x→−2

2− |x|
2 + |x|

. กาํหนดให้ f(x) =
x3 − 2x+ 5 เมือ |x| ≤ 2
x+ 7

x− 1
เมือ |x| > 2

จงตรวจสอบคา่ของ lim
x→2

f(x) และ lim
x→−2

f(x)

. จงหาคา่ของ lim
x→1+

|1 + x− x2|√
x+ 3− 2

. จงหาคา่ของ lim
x→0−

√
x3 + x2 + x

x2

. จงหาจาํนวนจรงิ k ซงึทาํให้ lim
x→−3

f(x) มีคา่ เมือ f(x) =

2x+ 5 เมือ x < −3

kx2 + 2 เมือ x ≥ −3

. จงหาจาํนวนจรงิ a และ b ซงึทาํให้ lim
x→0

√
ax+ b− 2

x
= 1

. จงหาจาํนวนจรงิ a ซงึ lim
x→a

(x3 − 4x2 + x+ 10) = 4



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

. ความต่อเนือง
ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึความตอ่เนืองของฟังกช์นัซงึมีความสาํคญัในการศกึษาวิชาแคลคลูสั จะ

เรมิตน้จากการพิจารณาลกัษณะของกราฟตอ่ไปนี

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f1

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f2

X

Y

−3−2−1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

f3

จากกราฟเห็นไดว้า่ฟังกช์นั f1 และ f2 ไมมี่ตอ่เนืองที x = 1 แต่ f3 ตอ่เนืองที x = 1

บทนิยาม . . ให้ f : D → R โดยที D ⊆ R และ a ∈ D แลว้ f ต่อเนือง (continuous) ทีจดุ a

ก็ตอ่เมือ
. lim

x→a
f(x) มีคา่ และ . lim

x→a
f(x) = f(a)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ f ตอ่เนืองทีจดุ x = a หรอืไม่

. f(x) =

3x2 − 2x+ 1 เมือ x ̸= 1

1 + x เมือ x = 1
; a = 1

. f(x) =

|x|+ 3 เมือ x ≤ −1

|x| − 1 เมือ x > −1
; a = −1



. . ความตอ่เนอืง
บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f) จะกลา่ววา่

ฟังกช์นั f ต่อเนืองบนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ I

ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นัพหนุาม (polynomial function) ตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ
ทฤษฎบีท . . ฟังกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองบนโดเมนของฟังกช์นันนั

. ฟังกช์นัตรรกยะ (rational function)

. ฟังกช์นักรณฑ์ (radical functions)

. ฟังกช์นัเลขชีกาํลงั (exponential functions)

. ฟังกช์นัลอการทิมึ (logarithmic functions)

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติ (trigonometric functions)

. ฟังกช์นัตรโีกณมิติผกผนั (inverse trigonometric functions)

ตัวอย่าง . . จงหาช่วงทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f(x) =
√

x+ 1

x− 1
ตอ่เนือง

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ k เป็นจาํนวนจรงิ โดยที

f(x) =

kx2 + 1 เมือ x > 2

3x− 1 เมือ x ≤ 2

เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ จงหา k



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. พิจารณาวา่ฟังกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองทีจดุ x = a หรอืไม่

. a = −2; f(x) =


1

x+ 2
เมือ x ̸= −2

1 เมือ x = −2

. a = 1; f(x) =

3x+ 1 เมือ x < −1

2− x3 เมือ x ≥ −1

. a = 3; f(x) =


2x2 − 5x− 3

x− 3
เมือ x ̸= 3

6 เมือ x = 3

. ฟังกช์นั f(x) =


√
x2 + x เมือ − 4 ≤ x < −1

|x|+ 1 เมือ − 1 < x < 1

1− x2

2x2 − 5x+ 3
เมือ 1 < x ≤ 4

ตอ่เนืองทีจดุ x = 1 และ x = −1 หรอืไม่
. จงขยายโดเมนเพือทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนีตอ่เนืองบนจาํนวนจรงิ

. f(x) =
x2 + x− 2

x− 1
. f(x) =

x3 − 8

x2 − 4

. จงหาคา่ a และ b ทีทาํใหฟั้งกช์นั f ตอ่เนืองบน (−∞,∞) เมือ

f(x) =


x2 − 4

x− 2
เมือ x < 2

ax2 − bx+ 3 เมือ 2 ≤ x < 3

2x− a+ b เมือ x ≥ 3

. จงหาช่วงทีใหญ่ทีสดุทีทาํให้ f ตอ่เนือง
. f(x) =

x

x2 + 5x+ 6

. f(x) =
sinx
x+ 1

. f(x) =

√
1 +

1

x

. f(x) = ℓn(1 + cosx)



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

. อนุพนัธแ์ละการประยุกต์
พิจารณาฟังกช์นัการเคลือนทีของวตัถุชนิดหนงึกบัเวลาทีมีสมการเป็น s(t) = 2t − 1

4
t2 เมตร

และเวลา t ในหนว่ยวินาที

t

s

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

เมือสนใจความเรว็เฉลยีของการเคลอืนทีของวตัถนีุสามารถหาไดจ้าก

ความเรว็เฉลยี =
ระยะทางทีเคลือนทีได้
เวลาทีใชใ้นการเคลอืนที

หรอือาจเขียนไดเ้ป็น
ความเรว็เฉลยีในชว่งเวลา t1 ถงึ t2 = s(t2)− s(t1)

t2 − t1

เชน่ ความเรว็ของการเคลอืนทีของวตัถนีุในช่วงเวลา วินาที ถงึ วินาที คือ

ความเรว็เฉลยีในช่วงเวลา 1 ถงึ 3 =
s(3)− s(1)

3− 1
= 1 เมตร/วินาที

โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วนิยาม อัตราการเปลียนแปลงเฉลีย (average rate of change) ของ
ฟังกช์นัอืน ๆ ดงับทนิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้

∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เรยีกวา่อัตราการเปลียนแปลงเฉลยี ของ y เทียบกบั x บนชว่ง [x1, x2]

ตัวอย่าง . . ให้ f(x) = x3 − x2 + x จงหาอตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลยีของ y เทียบกบั
x บนชว่ง [−1, 1]



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตอ่ไปเราสนใจ ความเร็ว ณ ตาํแหน่งต่าง ๆ ทเีกดิขนึจริง ของการเคลือนทีเรยีกวา่ความเร็ว
ชัวขณะ ตวัอยา่งเช่น ความเรว็ ขณะ t = 2 ของ s(t) = 2t− 1

4
t2

t

s

2

1

2

3

4

t

อาจพิจารณาจากความเรว็เฉลยีบนชว่ง [2, t] เมือ t ใกล้ ๆ 2 นนัคือ t− 2 = ∆t → 0 แลว้

ความเรว็ขณะ t = 2 คือ lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2

จะไดว้า่

lim
t→2

s(t)− s(2)

t− 2
= lim

t→2

2t− 1
4
t2 − 3

t− 2
= lim

t→2

−1
4
(t2 − 8t+ 12)

t− 2

= lim
t→2

−1
4
(t− 2)(t− 6)

t− 2
= lim

t→2
−1

4
(t− 6) = 1

ดงันนั ความเรว็ของการเคลอืนทีของวตัถนีุขณะ t = 2 เทา่กบั เมตร/วินาที
โดยอาศยัแนวคิดดงักลา่วสามารถขยายไปยงัฟังกช์นัอืน ๆ เรยีกวา่ อัตราการเปลียนแปลง

ขณะหนึง (instantaneous rate of change) ของฟังกช์นั f ดงับทนิยามตอ่ไปนี
บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นั แลว้ อัตราการเปลียนแปลงขณะหนึง ของฟังกช์นั f

ทีจดุ x0 นิยามโดย

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

ตัวอย่าง . . อตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึของฟังกช์นั f(x) = x2 + x ทีจดุ x = 1



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

บทนิยาม . . เส้นสัมผัส (tangent line) กบัเสน้โคง้ y = f(x) ทีจดุ P (a, f(a)) ผา่นจดุ P จะ
มีคา่ความชนัเทา่กบั

m = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
ถา้ลมิิตนีมีคา่

และสมการเสน้สมัผสัคือ y = m(x− a) + f(a)

X

Y

a

f(a)
y = f(x)

เสน้สมัผสัทีจดุ x = a

ตัวอย่าง . . จงหาสมการของเสน้สมัผสักบัเสน้โคง้ y =
2

x
ทีจดุ P (2, 1)

จากแนวคิดอตัราการเปลยีนแปลงขณะหนงึของฟังกช์นั y = f(x) พิจารณากราฟ

X

Y

∆x

∆y

x

f(x)

x+∆x

f(x+∆x)

y = f(x)

จากกราฟอตัราการเปลียนแปลงของของฟังกช์นั y = f(x) กบัการเปลียนแปลงคา่ของตวัแปร
อิสระของ x ในชว่ง x กบั x+∆x คือ

∆y

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ถา้ ∆x เขา้ใกล้ จะเรยีก ∆y

∆x
เรยีกวา่อนพุนัธข์องฟังกช์นั

โดยไลบนิ์ซไดใ้ชส้ญัลกัษณ์ dy

dx
เรยีกวา่ สญักรณไ์ลบนิ์ซ (Leibniz notation)

และลากรานจไ์ดใ้ชส้ญัลกัษณ์ f ′(x) เรยีกวา่ สญักรณล์ากรานจ์ (Lagrange notation)
บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ y = f(x) เรยีก

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

วา่อนุพนัธข์องฟังกชั์น (derivative of function) ของ f เทียบกบั x หรอืกลา่ววา่ f หาอนุพนัธไ์ด้
(differentiable) ที x เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

f ′(x) หรอื y′ หรอื Dxf(x) หรอื dy

dx
หรอื df

dx

ถา้ a ∈ Dom(f) แลว้อนพุนัธ์ f ทีจดุ x = a เขียนแทนดว้ย f ′(a) หรอื dy

dx

∣∣∣∣
x=a

นนัคือ

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)

∆x
ถา้ลมิิตมีคา่

ถา้ให้ h = ∆x จะไดว้า่อนพุนัธข์องฟังกช์นัของ f เทียบกบั x คือ

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

สาํหรบัอนพุนัธ์ f ทีจดุ x = a ถา้ให้ x = a+∆x จะได้∆x = x− a ดงันนั

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
หรอื f ′(a) = lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) =
1

x
ทีจดุ x = 2



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นั f(x) = x2 + 3x

ตัวอย่าง . . จงตราจสอบวา่ฟังกช์นั

f(x) =

x2 + 1 เมือ x < 1

2x เมือ x ≥ 1

หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 1 หรอืไม่



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธท์างขวา อนพุนัธท์างซา้ย และอนพุนัธที์จดุ x = 0 ของฟังกช์นั f เมือ
. f(x) = |x|

. f(x) = x|x|

ทฤษฎบีท . . ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ a แลว้ f จะตอ่เนืองทีจดุ a

ตัวอย่าง . . จงยกตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท . .



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

ตัวอย่าง . . กราฟของฟังกช์นั y = f(x) บนช่วง [−6, 6] ดงักราฟ

X

Y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

จงเติมคาํตอบในชอ่งวา่งใหส้มบรูณ์

จดุ คา่อนพุนัธท์างขวา คา่อนพุนัธท์างซา้ย คา่อนพุนัธ์
x = −6

x = −5

x = −3

x = −1

x = 0

x = 3

x = 4

x = 5

x = 6

บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นั และ I ⊆ Dom(f) จะกลา่ววา่ฟังกช์นั f

หาอนุพนัธไ์ด้บนช่วง I ถา้ f ตอ่เนืองทกุจดุ a ∈ I

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่

f(x) =

x2 + 1 เมือ x > 0

2x+ 1 เมือ x ≤ 0

หาอนพุนัธไ์ดบ้น (−∞,∞) หรอืไม่



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ทฤษฎบีท . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้

. d

dx
(c) = 0 เมือ c เป็นคา่คงที

. d

dx
(x) = 1

. d

dx
(xn) = nxn−1 เมือ n เป็นจาํนวนจรงิ

. d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x) เมือ c เป็นคา่คงที

. d

dx
[f(x)± g(x)] =

d

dx
f(x)± d

dx
g(x)

. d

dx
[f(x)g(x)] = f(x)

d

dx
g(x) + g(x)

d

dx
f(x)

. d

dx

[
f(x)

g(x)

]
=

g(x) d
dx
f(x)− f(x) d

dx
g(x)

[g(x)]2
เมือ g(x) ̸= 0

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = x3 + 3x2 − x+ 4

. y = 2
√
x− x+ π

. f(x) = 1

x
+

1

x2
+

1

x3

. y =
1√
x
− 3

√
x+

√
2

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = (x+ 1)(x2 − 1)

. y = (
√
x− 1)(x3 + 1)



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = x+ 1

x− 1

. y =
1

x2 + 1

ตัวอย่าง . . จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ y =

√
x

x+ 1
ทีจดุ (1, 1

2
)

ตัวอย่าง . . จงหาจดุบนเสน้โคง้ y =
x

x2 + 1
ทีมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ฟังกช์นัประกอบของ f และ g คือ f ◦ g โดยที f ◦ g(x) = f(g(x)) ในหวัขอ้นีจะศกึษาวา่ถา้
f แลว้ g หาอนพุนัธไ์ด้ แลว้ f ◦ g หาอนพุนัธไ์ดด้ว้ยและ

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

เรยีกวา่ กฎลูกโซ่ (Chain rule) ซงึถกูคน้พบโดยนกัคณิตศาสตร์เลอืงชือชาวสก็อตแลนด์นาม
วา่ เจมส์ เกร็กกอรี (James Gregory, - ) ในวิชานีจะไม่กลา่วถงึการพิสจูน์แต่จะนาํไป
ประยกุตใ์ชใ้นการหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัทีมีความซบัซอ้นมากยิงขนึ
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x3 + 1) = x3 + x− 1 จงหา f ′(2)

จากกฎลกูโซเ่มือกาํหนด y = f(u) และ u = g(x) แลว้
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ y = u2 + 3u− 1 และ u = x2 − x จงหา dy

dx
ขณะ x = 1



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

ทฤษฎบีท . . ให้ n เป็นจาํนวนตรรกยะ และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ด้ แลว้
d

dx
[g(x)]n = n[g(x)]n−1 · g′(x)

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = (x3 − 1)100

. h(x) = 1
3
√
x2 + x+ 1

. g(t) =
(

t− 2

2t+ 1

)9

. k(x) = (1− x)5(x3 + 2)4



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
บทนิยาม . . อนุพนัธอั์นดับสูง (Higher order derivatives)
ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์ได้ และ f ′ เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธ์ได้ แลว้ f ′′ จะเรยีก
วา่อนุพนัธอั์นดับสอง (second derivative) ของ f นิยามโดย

f ′′(x) = (f ′(x))′ หรอื d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
ให้ n ∈ N และ f (0) = f อนุพนัธอั์นดับ n ของ f เขียนแทนดว้ย f (n) นิยามโดย

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ f(x) = x3 − 8x2 + 9x+ 3 จงหา f ′′(x) และ f ′′(2)

ตัวอย่าง . . สมการการเคลือนทีของวตัถชิุนหนงึ s = 2t3 − 5t2 + 3t + 4 เมือ s มีหน่วยเป็น
เซนติเมตร และ t มีหน่วยเป็นวินาที จงหาสมการความเรง่ และความเรง่ทีขณะ 2 วินาที



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

อนุพนัธข์องฟังกชั์นอนื ๆ

. d

dx
ex = ex

. d

dx
ax = axℓna

. d

dx
ℓn|x| = 1

x

. d

dx
loga|x| =

1

xℓna
. d

dx
sinx = cosx

. d

dx
cosx = −sinx

. d

dx
tanx = sec2x

. d

dx
secx = secxtanx

. d

dx
cotx = −csc2x

. d

dx
cscx = −cscxcotx

. d

dx
arcsinx =

1√
1− x2

. d

dx
arccosx = − 1√

1− x2

. d

dx
arctanx =

1

1 + x2

. d

dx
arccotx = − 1

1 + x2

. d

dx
arcsecx =

1

|x|
√
x2 − 1

. d

dx
arccscx = − 1

|x|
√
x2 − 1

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = xex + e−x

. f(x) = xℓnx+ sin2x

. f(x) = sin2x

. f(x) = (cosx)arctanx



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . วตัถชิุนหนงึผกูติดกบัสปรงิมีสมการการเคลอืนทีคือ
x(t) = 5sin(2πt) เมตร

จงหาความเรว็และความเรง่ของการเคลอืนทีของวตัถชิุนนี ขณะเวลา วินาที

ตัวอย่าง . . สมการการเคลอืนทีของวตัถชุนิดหนงึคือ
x(t) = cos(2000πt+ 10) เมตร

จงหาความเรว็และความเรง่ของการเคลอืนทีของวตัถชิุนนี ขณะเวลา วินาที



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

คา่สดุขีดหมายถงึคา่สงูสดุหรอืตาํสดุของฟังกช์นั ซงึใช้การตรวจสอบจากอนพุนัธ์โดยการ
แปลความหมายทางเรขาคณิต และนนัหมายถงึการนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้ปัญหาคา่สงูสดุตาํ
สดุทีมกัพบในโลกจรงิได้
บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นับนช่วง I แลว้จะกลา่ววา่

. f เป็นฟังกชั์นเพมิ (increasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมือ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) < f(x2)

. f เป็นฟังกชั์นลด (decreasing function) บนชว่ง I ก็ตอ่เมือ

สาํหรบั x1 และ x2 ใน I ถา้ x1 < x2 แลว้ f(x1) > f(x2)

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง (a, b) จะไดว้า่
. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัเพิมบนช่วง [a, b]
. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัลดบนช่วง [a, b]
. ถา้ f ′(x) = 0 ทกุ x ∈ (a, b) แลว้ f เป็นฟังกช์นัคงตวับนช่วง [a, b]

ตัวอย่าง . . จงหาชว่งทีทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนี เป็นฟังกช์นัเพิม และเป็นฟังกช์นัลด
. f(x) = x2 − 2x+ 3

. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 2



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่

. f(c) เป็นค่าสูงสุด (maximum value) หรอืค่าสูงสุดสัมบรูณ์ (absolute maximum value)
บน S ก็ตอ่เมือ f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

. f(c) เป็นค่าตาํสุด (minimum value) หรอืค่าตาํสุดสัมบรูณ์ (absolute minimum value)
บน S ก็ตอ่เมือ f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

. f(c) เป็นค่าสุดขีด (extreme value) บน S ก็ตอ่เมือ f(c) เป็นคา่สงูสดุหรอืคา่ตาํสดุของ f
บน S

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x2 + 1 บนชว่งทีกาํหนดโดยใชก้ราฟทีกาํหนด
ให้

. [0, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

. [−1, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

. [−2, 2]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

. [1,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

. (−∞, 1]

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

. (−∞,∞)

X

Y

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

บทนิยาม . . ให้ f : D → R เป็นฟังกช์นัและ S ⊆ D และ c ∈ S แลว้จะกลา่ววา่
. f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ (relative maximum value) บน S ก็ตอ่เมือ มี δ > 0 ซงึ

f(c) ≥ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

. f(c) เป็นค่าตาํสุดสัมพทัธ์ (relative minimum value) บน S ก็ตอ่เมือ มี δ > 0 ซงึ
f(c) ≤ f(x) ทกุ ๆ x ∈ S ∩ (c− δ, c+ δ)

. f(c) เป็นค่าสุดขีดสัมพทัธ์ (relative extreme value) บน S ก็ตอ่เมือ
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธห์รอืคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f บน S

รูปที . : ตวัอยา่งกราฟทีเกิดคา่สงูสดุและตาํสดุสมัพทัธบ์นช่วง [a, b]

X

Y

a b

จากแนวคิดของแฟร์มาต์ทีพบวา่จดุทีเกิดคา่สงูสดุหรอืตาํสดุตอ้งทีมีเสน้สมัผสัของเสน้โคง้
ขนานกบัแกน X หรอืความชนัเป็น ตอ่มาไดข้ยายไปยงักรณีทีความชนัคา่ไมไ่ด้
ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้

ถา้ f มีคา่สดุขีดสมัพทัธที์จดุ c แลว้ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่
บทนิยาม . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้จะเรยีก

c วา่จุดวกิฤต (critical point) ของฟังกช์นั f ก็ตอ่เมือ f ′(c) = 0 หรอื f ′(c) ไมมี่คา่



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาจดุวิกฤตของฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = x3 − 12x+ 7

. f(x) = 3
√
x− 1

. f(x) = 1

x3

. f(x) = xex



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

โดยทฤษฎีบท . . สรุปได้วา่การจะหาคา่สดุขีดสมัพทัธ์ยอ่มตอ้งหาจดุวิฤตเป็นอนัดบัแรก
จากนาํจดุวิกฤตมาตรวจสอบวา่จดุนนัใหค้า่สงูสดุสมัพทัธห์รอืตาํสดุสมัพทัธ์ ทาํไดโ้ดย วิธี คือการ
ทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัหนงึ และ การทดสอบโดยอนพุนัธอ์นัดบัสอง
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับหนึง (First derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง S และ c ∈ S เป็นจดุวิกฤตของ f แลว้ มี δ > 0 ซงึ

. ถา้ f ′(x) > 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) < 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. ถา้ f ′(x) < 0 ทกุ x ∈ (c− δ, c) ∩ S และ f ′(x) > 0 ทกุๆ x ∈ (c, c+ δ) ∩ S แลว้
f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0

f ′(x) < 0f ′(x) > 0

c− δ c c+ δ

f ′(c) = 0
f ′(x) < 0f ′(x) > 0

อาจพิจารณาเครอืงหมายของ f ′ โดยแทน + เมือ f ′(x) > 0 และ − เมือ f ′(x) < 0 บนเสน้จาํนวน
จะไดว้า่ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธเ์มือสอดคลอ้ง

+

c

−

f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธ์ เมือสอดคลอ้ง
−

c

+

ถา้เครอืงหมายไม่สอดคลอ้งทงั กรณี สรุปได้วา่จดุวิกฤตนนัไมใ่ช่จดุทีให้คา่ตาํสดุสมัพทัธ์และ
สงูสดุสมัพทัธ์
ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = 3x4 + 4x3 − 12x2



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
. f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 5

ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยอนุพนัธอั์นดับสอง (Second derivative test)
ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) และ c ∈ (a, b) โดยที f ′(c) = 0 และ f ′′(c) หาคา่ได้
แลว้

. f ′′(c) < 0 แลว้ f(c) เป็นคา่สงูสดุสมัพทัธข์อง f

. f ′′(c) > 0 แลว้ f(c) เป็นคา่ตาํสดุสมัพทัธข์อง f
ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี

. f(x) = x3 − 3x+ 1

. f(x) = xex



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

ขันตอนการหาค่าสุดขดี
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนือง [a, b] และหาอนพุนัธไ์ดบ้นชว่ง (a, b) หาคา่สดุขีดไดด้งันี

. หาจดุวิกฤติ c ของ f

. หาคา่ f(c) ทงัหมด f(a) และ f(b)

. เปรยีบเทียบคา่ในขนัตอนที โดย
• คา่มากทีสดุ จะเป็นคา่สงูสดุของ f บน [a, b]

• คา่นอ้ยทีสดุ จะเป็นคา่ตาํสดุของ f บน [a, b]

ตัวอย่าง . . จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) = x3 − 12x+ 5 บนชว่ง [−3, 3]

ตัวอย่าง . . สมการการเคลอืนทีแบบ SHM ของวตัถชิุนหนงึคือ
x(t) = sin(10πt) เมตร

จงหาเวลาทีวตัถเุคลอืนทีไดไ้กลสดุ ในช่วงเวลาไมเ่กิน วินาที



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ปัญหาค่าสูงสุดและค่าตาํสุดของฟังกชั์น
การนาํอนพุนัธ์ไปใช้ในการแก้โจทยปั์ญหาเกียวกบัการหาคา่สงูสดุและคา่ตาํสดุ โดยทวัไปเรา

มกัจะจาํลองปัญหาดงักลา่วในรูปของฟังกช์นั เช่นให้
y = f(x) แทนฟังกช์นัของปัญหาดงักลา่ว

เราอาจจะตอ้งหาคา่สดุขีดของ y เมือ x เป็นคา่ ๆ หนงึ โดยใชก้ระบวนการหาดงัขนัตอนการหาคา่
สดุขีด ดงัจะแสดงตวัอยา่งตอ่ไปนี
ตัวอย่าง . . เมือนาํจาํนวนจรงิสองจาํนวนมารวมกนัไดเ้ทา่กบั 16 จงหาผลคณูทีมากทีสดุของ
สองจาํนวนนนั

ตัวอย่าง . . มีไมท้าํรวัยาว 800 เมตร นาํมาลอ้มรวับา้นเป็นรูปสีเหลียมพืนผา้ โดยใชบ้า้นเป็น
รวัดา้นหนงึ จงหาพืนทีมากสดุทีลอ้มรวันีได้



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

การหาลิมิตอยู่ในรูปแบบยงัไม่กาํหนดสาํหรบัฟังกช์นัตรรกยะ หรอืฟังกช์นัทีสามารถเปลียน
รูป หรอืใชบ้างทฤษฎีบทมาช่วยในการหาคา่ลิมิต แต่ฟังกช์นัทีซบัซอ้นยิงขนึอาจใชว้ิธีดงักลา่วไม่ได้
เชน่

lim
x→1

ℓnx+ x− 1√
x− 1

ในหวัขอ้นีจะกลา่วถงึหลักเกณฑล์อปีตาล (l 'Hospital's rule) ซงึถกูเขียนไวใ้นหนงัสือชือAnalyse
des Infiniment Pertits ในปี โดยนกัคณิตศาสตรช์าวฝรงัเศสนามวา่ มาควิส เดอ โลปิตาล
(Marquis de l’Hospital, - ) แตผู่ค้นพบกฏนีคือ จอหน์ แบรน์ลูลี (John Bernoulli, -

) นกัคณิตศาสตรช์าวสวิส
ทฤษฎบีท . . หลักเกณฑล์อปีตาล

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้น S = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ) สาํหรบับางคา่ δ > 0

g(x) ̸= 0 และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x ∈ S

ถา้ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 หรอื lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x > N สาํหรบับางคา่ N > 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x > N

ถา้ lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

. ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดส้าํหรบัทกุ ๆ x < N สาํหรบับางคา่ N < 0

และ g′(x) ̸= 0 ทกุ ๆ x < N

ถา้ lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0 หรอื lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = ∞ แลว้

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)

โดยหลกัเกณฑล์อปีตาลจะใชก้บัรูปแบบยงัไม่กาํหนด 0

0
และ ∞

∞
เทา่นนั แตเ่ราอาจประยกุตใ์ช้

หลกัเกณฑล์อปีตาลกบัรูปแบบยงัไมก่าํหนดอืน ๆ ดงัตอ่ไปนี
∞−∞ 0 · ∞ 1∞ ∞0 00

แตจ่ะไมพิ่สจูนห์ลกัเกณฑล์อปีตาลในวิชานี ผูส้นใจอาจศกึษาไดจ้ากแคลคลูสัขนัสงู



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ

. lim
x→0

tan6x
x

. lim
x→π

2
+

cosx
1− sinx

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ
. lim

x→0+
(cotx− cscx)

. lim
x→1−

(
1

x− 1
− 1

ℓnx
)
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ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0+

(
1

x
− 1

tanx
)

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0+

xℓnx

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตของ lim
x→0+

xx



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. ให้ y = f(x) จงหาอตัราการอตัราการเปลยีนแปลงเฉลียของ y เทียบกบั x

. f(x) = 3x− x2 บนชว่ง [−2, 2]

. f(x) = cosx บนชว่ง [0, π]

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี โดยใชบ้ทนิยาม
. f(x) =

√
x . f(x) = 1− 3x2

. จงตราจสอบวา่ f(x) =

x2 − 1 เมือ x > 0

2x− 1 เมือ x ≤ 0
หาอนพุนัธไ์ดที้จดุ x = 0 หรอืไม่

. ให้ f ′(x) = |2x2 − 4|+ |x2 + x− 1| จงหา f ′(1)

. ให้ a และ b เป็นคา่คงตวั ถา้ฟังกช์นั f(x) =

x2 เมือ x ≤ 1

x3 − ax+ b เมือ x > 1

หาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ จงหาคา่ของ a และ b

. จงหาสมการเสน้สมัผสัเสน้โคง้ของฟังกช์นั y = f(x) ทีจดุ x = a

. f(x) = x3 ; a = 2

. f(x) = sinx ; a = π

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = x10 + x7 − x

. f(x) = x−2 − x−1 − 1

. f(x) =

√
x√

x+ 1

. f(x) =
1

x3 + x− 1

. f(x) = x5 + 2x+ π2

. y =
x2 + x√
x+ 1

. ให้ f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) จงหา f ′(0)

. ให้ f(x) = (x− 1)(x+ 3)

(x− 2)(x+ 1)
จงหา f ′(0)

. จงหาจดุบนเสน้โคง้ y = x4 − 6x2 + 4 ทีมีเสน้สมัผสัขนานกบัแกน X

. จงหาอนพุนัธข์อง f ทกุ ๆ จดุทีหาอนพุนัธไ์ด้

. f(x) =

x3 + 3 เมือ x < 1

3x+ 1 เมือ x ≥ 1
. f(x) =

x3 + 1 เมือ x < 1

3x+ 1 เมือ x ≥ 1
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. พิจารณาวา่ฟังกช์นั g หาอนพุนัธไ์ดที้จดุใดบา้ง พรอ้มทงัรา่งกราฟ g และ g′

g(x) =


2x เมือ x ≤ 0

2x− x2 เมือ 0 < x < 2

2− x เมือ x ≥ 2

. กาํหนดให้
f(x) =

x2 เมือ x ≤ 2

mx+ b เมือ x > 2

จงหาคา่ของ m และ b ถา้ f เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นจาํนวนจรงิ
. จงหา dy

dx
เมือ

. y = u3 − 2u และ u =
√
x

. y = (u+ 1)2 และ u = x+
1

x

. y =
√
u2 + 3 และ u = x− 2x2

. y =
u+ 1

u− 1
และ u =

1

2x

. จงหา dy

dt
เมือ

. y = u− u2, u = x− x3 และ x =
√
t+ 1

. y = 5 + 3u−2, u =
√
x และ x = t2

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = (x2 + 1)

√
x2 − 1

. F (x) = (4x− x2)99

. f(x) = (x+
√
x)5

. f(x) = (1 + x4)
2
3

. f(x) = (2x− 3)4(x2 + x)3

. f(s) =

√
s2 + 1

s2 + 3

. ให้ F (x) = f ◦ g(x) เมือ f(−2) = 8, f ′(−2) = 4, f ′(5) = 3, g(5) = −2 และ g′(5) = 6

จงหา F ′(5)

. ถา้ h(x) =
√

4 + 3f(x) เมือ f(1) = 7 และ f ′(1) = 4 จงหา h′(1)

. ให้ r(x) = f(g(h(x))) เมือ h(1) = 2, g(2) = 3, h′(1) = 4, g′(2) = 5 และ f ′(3) = 6

จงหา r′(1)

. ให้ y = f

(√
x− 1√

x

)
เมือ f ′(0) = 2 จงหา dy

dx
ที x = 1

. ให้ y = f(1 +
√
u), u = 2− x2 เมือ f ′(2) = −3 จงหา dy

dx
ที x = 1

. ให้ y = x3 + 3x2 + 3x จงหา dx

dy
ในรูป y

. จงหาอนพุนัธอ์นัดบัสองและอนัดบัสาม ของฟังกช์นัตอ่ไปนี



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
. f(x) = x5 + 6x3 + x2 + 3

. f(x) = x10 + x7 − x

. f(x) =
√
x+ 3

√
x

. f(x) = (x− 1)(x+ 1)

. f(x) =
1

x+ 1

. f(x) =
1√
x− 1

. f(x) =
1

x2 + 1

. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี
. f(x) = cotxsec2x
. f(x) = sin2x+ xcosx
. f(x) = extanex
. f(x) = e−cotx2

. f(x) =
√
e−x2 + cosx

. f(x) = 2secxcot(xex)

. f(x) =
sin(2ex)

1 + tan(x−1)
+ etanx

. f(x) = xee
x
+ sin2x+ sinx2cos(ex)

. f(x) = sin(sec√x)

. f(x) = etanx + sin5x

. f(x) =
√
x− arccosx2

. f(x) = x3arcsin(ex + x)

. f(x) = arctan
(

x

x+ 1

)
. f(x) = arccsc3x
. f(x) = cos(arctanx)sin2x
. f(x) = arccot3xarctan4x

. จงหาช่วงทีทาํใหฟั้งกช์นัตอ่ไปนี เป็นฟังกช์นัเพิม และเป็นฟังกช์นัลด พรอ้มหาจดุวิกฤติ
. f(x) = x3 − 6x2 + 9x

. f(x) =
x

x+ 1

. f(x) = (x− 1)
2
3

. f(x) = (6− x)x
1
5

. จงหาคา่สดุขีดบนช่วงทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี
. f(x) = 2x− x2 ; [0, 1]
. f(x) =

x

x+ 3
; [−1, 5]

. จงหาคา่สดุขีดสมัพทัธข์องฟังกช์นัทีกาํหนดใหต้อ่ไปนี
. f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x

. f(x) = 2x4 − 4x2 + 6

. f(x) =
x− 2

x+ 2

. f(x) = (1− x2)(1− x)

. f(x) = x
2
3 + 2x− 1

3

. f(x) =
|x|

1 + |x|

. จงหาคา่สดุขีดของฟังกช์นั f(x) =
x2 + 100

x2 − 25
บนชว่ง [−1, 3]

. จงหาความสงูและรศัมีของฐานของรูปทรงกระบอกกลมตรงทีมีปรมิาตรมากทีสดุ ทีบรรจุใน
กรวยกลมซงึมีรศัมีของฐานยาว นิว และสงู นิว โดยทีฐานของทรงกระบอกอยู่บนฐาน
ของกรวย



. . อนพุนัธ์และการประยกุต์

. กระป๋องรูปทรงกระบอกกลมตรงมีปรมิาตร ลกูบาศก์เซนติเมตร มีฝาปิดหวัทา้ย ฝาปิด
ทาํจากแผน่โลหะบางรูปสีเหลียมจตุรสั และผิวดา้นขา้งทาํจากรูปสีเหลียมผืนผา้ จงหารศัมี
และความสงูของกระป๋องทีทาํใหใ้ชป้รมิาณโลหะนอ้ยทีสดุ

. จงหาจดุบนพาราโบลา y = x2 ทีอยูใ่กลจ้ดุ (3, 0) มากทีสดุ

. จงหาดา้นของรูปสีเหลียมพืนผา้ทีมีพืนทีมากทีสดุทีบรรจุลงไปในสามเหลียมมมุฉากทีมีดา้น
ประชิดมมุฉากทงัสองดา้นคือ a และ b

. โรงเรยีนแหง่หนงึนาํนกัเรยีนไปทศันศกึษา โรงเรยีนเก็บเงินนกัเรยีนคนละ บาท ถา้มีนกัเรยีน
ไมเ่กิน คน แตถ่า้นกัเรยีนไปเกิน คนจะเก็บลดลง สตางคค์ณูดว้ยจาํนวนคนทีเกิน
จากจาํนวน คน นกัเรยีนควรไปทศันศกึษากีคนจงึจะทาํใหโ้รงเรยีนเก็นเงินไดม้ากสดุ

. จงหาสว่นสงูของกรวยกลมตรงทีมีปรมิาตรมากทีสดุ และสามารถบรรจุในทรงกลมรศัมี r

หน่วย
. จงหาลมิิตตอ่ไปนี

. lim
x→0+

sinx√
x

. lim
x→0

cos2x− 1

x

. lim
x→π

2

cosx
x− π

2

. lim
x→0

ex − cos2x
xsinx

. lim
x→0

x− sinx
x− tanx

. lim
x→0

x− arctanx
x+ sinx

. lim
x→0+

cot3x
cot2x

. lim
x→0

ex − x− 1

x2

. lim
x→∞

xℓnx
x+ ℓnx

. lim
x→∞

2e2x + ℓnx
e2x + x2

. lim
x→0

4− 3ex − e−3x

4x2

. lim
x→1

ℓnx
x− 1

. lim
x→π

4

sec2x− 2tanx
1 + cos4x

. lim
x→0+

(tanx)ℓn(sinx)

. lim
x→1+

(
1

ℓnx +
x

x− 1

)
. lim

x→π
2
−
(tan5x− tanx)

. lim
x→0

(
2x

x
− cscx

)

. lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x2

x+ 1

)
. lim

x→0
(1 + x)

1
x

. lim
x→0

(ex + 2x)
1
x

. lim
x→1−

(
√
2− x2 − 1)x−1

. lim
x→1

(1− x)ℓnx

. lim
x→0+

(1 + 3x)
1
2x

. lim
x→0

(x+ e
x
2 )

2
x

. lim
x→0−

(cosx− sinx) 1
x

. lim
x→0+

(x+ sinx)tanx
. lim

x→0+
(cosx)cotx



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

. ปริพนัธแ์ละการประยุกต์
บทนิยาม . . เรยีกฟังกช์นั f วา่หาปฏิยานพุนัธไ์ดบ้นชว่ง I ถา้มีฟังกช์นั F ซงึ

F ′(x) = f(x) ทกุ x ∈ I

เรยีก F วา่เป็นปฏยิานุพนัธ์ (antiderivative) ของฟังกช์นั f บนชว่ง I

ในบางครงัเราจะละการบอกชว่ง I ในบทนิยาม . . แต่เขา้ใจตรงกนัวา่ F เป็นปฏิยานุพนัธ์
บนชว่งทีฟังกช์นั F หาอนพุนัธไ์ด้
ตัวอย่าง . . จงหาปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี อยา่งนอ้ย ฟังกช์นั

. f(x) = 3x2

. f(x) = cosx

ทฤษฎบีท . . ถา้ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I แลว้มีคา่คงตวั C ซงึ
G(x) = F (x) + C ทกุ x ∈ I

เรยีก F (x) + C วา่ปฏยิานุพนัธท์วัไป (general antiderivative) ของ f บนชว่ง I
บทพิสูจน์. สมมติวา่ F และ G เป็นปฏิยานพุนัธข์องของฟังกช์นั f บนช่วง I ให้ x ∈ I

จะไดว้า่ F ′(x) = f(x) และ G′(x) = f(x) แลว้
(G− F )′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0 ทกุ x ∈ I

ดงันนั (G− F )(x) = C เมือ C เป็นคา่คงตวั สรุปไดว้า่ G(x) = F (x) + C

บทนิยาม . . ให้ F เป็นปฏิยานพุนัธข์องฟังกช์นั f จะเรยีกปฏิยานพุนัธท์วัไปของ f วา่ ปริพนัธ์
ไม่จาํกัดเขต (indefinite integral) ของ f เขียนแทนดว้ย

∫
f(x) dx จะไดว้า่

∫
f(x) dx = F (x) + C

เรยีก
∫

วา่เครอืงหมายปรพินัธ์ (integral sign)

เรยีก f(x) วา่ตวัถกูปรพินัธ์ (integrand)
เรยีก x วา่ตวัแปรของปรพินัธ์ (variable of integral)
เรยีก C วา่คา่คงตวัของปรพินัธ์ (constant of integral)



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

ทฤษฎบีท . . ให้ f และ g เป็นฟังกช์นัทีหาปฏิยานพุนัธไ์ด้ และ k เป็นคา่คงตวัแลว้

.
∫

f ′(x) dx = f(x) + C

.
∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

.
∫

f(x) + g(x) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

.
∫

f(x)− g(x) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx

จากความรูเ้รอืงอนพุนัธข์องฟังกช์นัจะไดว้า่∫
1 dx = x+ C∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C เมือ n ̸= −1∫

1

x
dx = ℓn|x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx =

ax

ℓna + C∫
sinx dx = −cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
secxtanx dx = secx+ C∫
sec2x dx = tanx+ C∫
cscxcotx dx = −cscx+ C∫
csc2x dx = −cotx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C = −arccosx+ C∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C = −arccotx+ C∫

1

|x|
√
x2 − 1

dx = arcsecx+ C = −arccscx+ C



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต
∫

3x2 + x− 1 dx

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี
.
∫ √

x(x− 1) dx

.
∫

(x− 1)2

x2
dx



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธ์
∫

2 + x2

1 + x2
dx

ตัวอย่าง . . อนภุาคหนงึเคลอืนทีตามแนวแกน X ดว้ยความเรง่ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น
√
t+ sint− 5 ฟตุ/วินาที2

เมือ t = 0 อนภุาคอยู่หา่งจากจดุกาํเนิดไปทางซา้ย ฟตุ และอนภุาคเคลือนทีดว้ยความเรว็
ฟตุ/วินาที จงหาสมการการเคลือนที



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
ทฤษฎบีท . . การหาปริพนัธโ์ดยการแทนค่า (Integration by substitution)
ให้ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดแ้ละมีเรจนเ์ป็นชว่ง I และ f เป็นฟังกช์นัทีหาปฏิยานพุนัธ์
ไดบ้น I แลว้ ∫ [

f(u(x))
du(x)

dx

]
dx =

∫
f(u) du

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี
. ∫ (2x+ 1)10 dx

. ∫ x
√
x2 + 1 dx

ตัวอย่าง . . จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขต ∫
x2
√
x− 2 dx



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

บทนิยาม . . เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} วา่ผลแบ่งกัน (partition) ของชว่ง [a, b] ซงึจดุ
ใน P แบง่ช่วง [a, b] ออกเป็น n ชว่งคือ

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นนัคือ [a, b] = [x0, x1]∪ [x1, x2]∪ [x2, x3]∪ ...∪ [xn−1, xn] เมือ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กนั [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้

mk เป็นคา่ของ f ทีนอ้ยทีสดุในชว่ง [xk−1, xk]

Mk เป็นคา่ของ f ทีมากทีสดุในชว่ง [xk−1, xk]

และให้

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk และ U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

จะเรยีก L(P, f) วา่ผลบวกล่าง (lower sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

และเรยีก U(P, f) วา่ผลบวกบน (upper sum) ของ f บนชว่ง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

อาจแสดงผลบวกลา่งและผลบวกบนไดด้งัรูปตอ่ไปนี

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

L(P, f) =
n∑

k=1

mk∆xk



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

X

Y
y = f(x)

a = x0 x1 x2 x3 xk−1 xk xn−1 xn = b

... ...

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk∆xk

ถา้ให้ A เป็นพืนทีปิดลอ้มดว้ยกราฟ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b] สรุปไดว้า่
L(P, f) ≤ A ≤ U(P, f)

บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn} เป็น
ผลแบง่กนั [a, b] สาํหรบั k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถา้ x∗

k ∈ [xk−1, xk] หรอื
mk ≤ f(x∗

k) ≤ Mk แลว้

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

เรยีก S∗(P, f) วา่ผลบวกรีมันน์ (Riemann sum) ของ f บนช่วง [a, b] เทียบกบัผลแบง่กนั P

จากการบทนิยามผลบวกรมีนันจ์ะไดว้า่
L(P, f) ≤ S∗(P, f) ≤ U(P, f)

ทฤษฎบีท . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนชว่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}

เป็นผลแบง่กนั [a, b] ถา้ lim
n→∞

∥P∥ = 0 โดยที
∥P∥ = max{|xi − xi−1| : i = 1, 2, 3, ..., n}

แลว้ lim
n→∞

L(P, f), lim
n→∞

S∗(P, f) และ lim
n→∞

U(P, f) มีคา่ และ
lim

n→∞
L(P, f) = lim

n→∞
S∗(P, f) = lim

n→∞
U(P, f) = A

เมือ A เป็นพืนทีระหวา่งเสน้โคง้ y = f(x) กบัแกน X บนช่วง [a, b]
บทนิยาม . . ให้ y = f(x) เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และ P เป็นผลแบง่กนั [a, b] ถา้

lim
n→∞

S∗(P, f) = L

จะกลา่ววา่ f หาปริพนัธ์ได้ (integrable) บน [a, b] และเรยีกคา่ลิมิต L วา่ ปริพนัธ์จาํกัดเขต
(definite integral) ของ f บน [a, b] และเขียนแทนดว้ย∫ b

a

f(x) dx = L

เรยีก a และ b วา่ลิมิตล่าง (lower limit) และลิมติบน (upper limit) ตามลาํดบั



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ f และ g หาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [a, b] และ k เป็นคา่คงที แลว้

.
∫ c

c

f(x) dx = 0 เมือ c ∈ [a, b]

.
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

.
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx

.
∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

.
∫ b

a

f(x)− g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

.
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx เมือ c ∈ [a, b]

. ถา้ f(x) ≥ 0 สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

. ถา้ f(x) ≤ g(x) สาํหรบั x ∈ [a, b] แลว้
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

.
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx

ตัวอย่าง . . ให้ f เป็นฟังกช์นัทีหาปรพินัธไ์ดบ้นชว่ง [0, 5] โดยที∫ 3

0

f(x) dx = 3,
∫ 5

1

f(x) dx = 8 และ
∫ 5

0

f(x) dx = 10

จงหา

.
∫ 3

3

f(x) dx

.
∫ 1

5

f(x) dx

.
∫ 5

3

f(x) dx

.
∫ 3

5

f(x) dx

.
∫ 1

3

f(x) dx

.
∫ 1

0

f(x) dx



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 3

−1

4 dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 3

0

(4− 2x) dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 2

0

√
4− x2 dx โดยใชพื้นทีใตก้ราฟ



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

พิจารณาฟังกช์นั f ตอ่เนืองบนช่วง [a, b] และ f(x) ≥ 0 ทกุๆ x ∈ [a, b] พืนทีใตก้ราฟของ f บน
[a, x] แสดงไดด้งัรูป

รูปที . : พืนทีใตก้ราฟของ f บน [a, x]

X

Y
y = f(x)

a x b

∫ x

a

f(t) dt

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทหลักมูลบททหีนึงของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] กาํหนดให้

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt เมือ x ∈ [a, b]

แลว้จะไดว้า่ F เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดบ้นช่วง [a, b] และ

F ′(x) =
d

dx

∫ x

c

f(t) dt = f(x) ทกุ ๆ x ∈ [a, b]

ตวัอยา่งเชน่
. d

dx

∫ x

1

√
1 + t2 dt =

. d

ds

∫ s

−2

sin(t2) dt =

ทฤษฎบีท . . ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ c ∈ [a, b] แลว้
d

dx

∫ u

c

f(t) dt = f(u) · du
dx

เมือ u = u(x) เป็นฟังกช์นัทีหาอนพุนัธไ์ดที้ x และมีเรนจเ์ป็นสบัเซตของ [a, b]

ตัวอย่าง . . จงหา d

dx

∫ x2+1

1

tcost dt



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทหลักมูลบททสีองของแคลคูลัส
ให้ f เป็นฟังกช์นัตอ่เนืองบน [a, b] และ F เป็นปฏิยานพุนัธข์อง f บนชว่ง [a, b] แลว้∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
∫ 1

0

x2 + 1 dx

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
.
∫ 1

0

ex − x+ 1 dx

.
∫ 4

1

(
√
x− 1)2

x
dx



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของ
.
∫ 3

−1

x2 + 1

x3 + 3x
dx

.
∫ 5

1

x
√
x− 1 dx



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงหาฟังกช์นั f ทีมีปฏิยานพุนัธเ์ป็น F ตอ่ไปนี
. F (x) = 5

. F (x) = (2x+ 1)10

. F (x) = 3
√
x3 + x2 − 1

. F (x) =
x− 1

2x+ 3

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

x4(
√
x+ 2) dx

.
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

.
∫
(x+ 1)3 dx

.
∫

x− 1

x+
√
x
dx

.
∫
cosx(secx+ 3tanx) dx

.
∫
secx(tanx− 2cosx) dx

.
∫

1− cos2x
cos2x dx

.
∫

1 + cosx
sin2x dx

. จงหาสมการเสน้โคง้ทีผา่นจดุ (−1, 2) โดยทีความชนัทีจดุ (x, y) ใดๆเป็น x3 − x2

x5

. วตัถหุนงึเคลอืนทีดว้ยความเรง่ตามแนวแกน X ขณะเวลา t ใด ๆ เป็น

6t+ cost เมตร/วินาที2

เมือ t = 0 วตัถอุยูห่า่งจากจดุกาํเนิดไปทางขวา เมตร และเคลือนทีดว้ยความเรว็ เมตร/
วินาที จงหาสมการการเคลือนทีของวตัถนีุ

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัโดยการกาํหนดตวัแปรตอ่ไปนี
.
∫

x2
√
1− x dx ให้ u = 1− x

.
∫

1√
x(
√
x+ 1)3

dx ให้ u =
√
x+ 1

.
∫

1− sinx
(x+ cosx)2 dx ให้ u = x+ cosx

.
∫

ℓn(x)
x

dx ให้ u = ℓnx

. กาํหนดให้
∫ 5

1

f(x) dx = 5,
∫ 5

3

f(x) dx = 8 และ
∫ 10

1

f(x) dx = 15 จงหาคา่ของ

.
∫ 3

1

f(x) dx

.
∫ 1

5

f(x) dx

.
∫ 10

5

f(x) dx

.
∫ 10

3

f(x) dx

.
∫ 3

5

f(x) dx

.
∫ 5

5

f(x) dx



. . ปรพินัธ์และการประยกุต์

. จงหาปรพินัธไ์มจ่าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫

x4(
√
x+ 2) dx

.
∫

3
√
x2(x− 2)2 dx

.
∫
(1 +

1

t
)2 dt

.
∫

x+ 1
3
√
x+ 1

dx

. ∫ x2

1 + x2
dx

.
∫

1− cos2x
cos2x dx

.
∫

3
√
3x+ 1 dx

.
∫
(x+ 1)2

√
1− x dx

.
∫
(x2 − 2x+ 1)10 dx

.
∫ √

1 +
√
1 + x dx

.
∫

x
√
3x2 + 2 dx

. ∫
1

x
√
x−1

dx

. ∫
1

x
√
x2−1

dx

.
∫

1

xℓnx4
dx

.
∫ sine−x

excose−x
dx

.
∫
secx(tanx− 2cosx) dx

.
∫
sin2xcos2x dx

.
∫ sinx

(1− cosx)2 dx

.
∫
sin3xcos3x dx

.
∫ sin4x
cos6x dx

. จงหาปรพินัธจ์าํกดัเขตโดยใชพื้นทีใตก้ราฟ

.
∫ 4

−3

(2x+ 8) dx

.
∫ 2

1

|3x− 2| dx

.
∫ 3

−2

|x+ 1|+ |x| dx

.
∫ 2

−2

x+ |x| dx

.
∫ 3

−3

√
9− x2 dx

.
∫ 1

0

√
2− x2 dx

.
∫ 3

0

3 +
√
4− x2 dx

.
∫ 3

0

4 +
√
9− x2 dx

.
∫ √

2
2

0

√
1− x2 dx

. กาํหนดให้ F (x) =

∫ x

1

1√
t2 + 3

dt จงหา
. F (1) . F ′(1) . F ′′(1)

. จงหา F ′(x) เมือกาํหนดให้

. F (x) =

∫ x

1

1√
t2 − 1

dt

. F (x) =

∫ 3

x

cost2 dt

. F (x) =

∫ 1+x

1−x

etarctant dt

. F (x) =

∫ cosx
√
x

tℓn(tant) dt



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

. กาํหนดให้
∫ 2

1

f(x) dx = 1 จงหาคา่ตอ่ไปนี

.
∫ 1

0.5

f(2t) dt .
∫ 4

1

f(
√
t)√
t

dt

. จงหาคา่ปรพินัธจ์าํกดัเขตตอ่ไปนี

.
∫ 2

1

(
1

x3
+

1

x2
+ x

)
dx

.
∫ 3

1

√
x

(
3− x+

1√
x3

)
dx

.
∫ 1

0

|3− 4x| dx

.
∫ π

2

π
6

(
x+

2

sin2x
)

dx

.
∫ 1

−2

|x2 + 3x+ 2| dx

.
∫ 3π

4

0

|cosx| dx

.
∫ 4

−1

||x− 2| − 1| dx

.
∫ 2

−1

√
2 + |x| dx

.
∫ 4

1

√
x(x− 1)2 dx

.
∫ 2

0

|1− x| dx

.
∫ 1

0

t√
4− 3t

dt

.
∫ π

2

0

(1 + sinx)2 dx

.
∫ 1

−1

1

(1 + |x|)3
dx

.
∫ 8

1

1

( 3
√
t+ 1)4

dt

.
∫ 1

0

y√
(1 + y2)3

dy

.
∫ 3π

4

π
2

sin3xcos5x dx

.
∫ π

2

0

cos4x
1 + sinx dx

.
∫ π

2

0

cos3z√
7− 2sin3z dz



. . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

. สมการเชิงอนุพนัธเ์บอืงต้น
สมการทีแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง ฟังกช์นักบัอนพุนัธข์องฟังกช์นันนั เรยีกวา่สมการเชิงอนุพนัธ์
(differential equation) ตวัอยา่งเช่น

. สมการการเคลือนที (Equation of motion)

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ kx = f(t)

. สมการการเติบโตของจาํนวนประชากร (Population growth equation)
dP

dt
= kP

. สมการคลืนในหนงึมิติ (One-dimensional wave equation)
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

บทนิยาม . . สมการเชิงอนพุนัธ์ของฟังกช์นัตวัแปรเดียวเรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธ์สามัญ
(Ordinary Differential Equation : ODE ) ถา้สมการเชิงอนพุนัธข์องฟังกช์นัมากกวา่หนงึตวัแปร
เรยีกวา่ สมการเชิงอนุพนัธย์่อย (Partial Differential Equation : PDE )

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่สมการเชิงอนพุนัธต์อ่ไปนีเป็น ODE หรอื PDE
สมการเชิงอนพุนัธ์ ODE PDE
d2y

dx2
+ 3x

dy

dx
= ex

d3x

dt3
− 2

(
dx

dt

)2

=
d2x

dt2

∂2u

∂t2
− λ

∂2u

∂x2
= 2sinx

บทนิยาม . . อันดับ (order) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คืออนัดบัสงูสดุของอนพุนัธ์ทีปรากฎใน
สมการนนั ดกีรี (degree) ของสมการเชิงอนพุนัธ์ คือกาํลงัสงูสดุของอนพุนัธอ์นัดบัสงูสดุทีปรากฎ
ทีปรากฎในสมการนนั เมือจดัทกุ ๆ กาํลงัเป็นจาํนวนเตม็บวก
บทนิยาม . . เรยีกสมการเชิงอนพุนัธว์า่ สมการเชิงเส้น (linear equation) ถา้

. ทกุ ๆ ตวัแปรตามและอนพุนัธข์องตวัแปรตามมีเลขชีกาํลงัเป็น

. ไมมี่พจนใ์นรูปผลคณูของตวัแปรตาม และ/หรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ

. ไมมี่พจนใ์นรูปฟังกช์นัอดิสยัของตวัแปรตามหรอื อนพุนัธข์องตวัแปรตามปรากฏในสมการ



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้

และเรยีกสมการเชิงอนพุนัธที์ไมเ่ป็นสมการเชิงเสน้วา่ สมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation)

สมการเชิงอนพุนัธอ์นัดบัหนงึดีกรหีนงึจะเขียนไดเ้ป็น
dy

dx
= f(x, y) หรอื M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

บทนิยาม . . เราจะเรยีกฟังกช์นัซงึไม่เป็นฟังกช์นัของอนพุนัธ์ และสอดคลอ้งสมการเชิงอนพุนัธ์
วา่ ผลเฉลย (solution) ของสมการ
ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธอ์าจจะอยูใ่นรูปของฟังกช์นัทีนิยามแบบแจม่ชดั (explicite function)
หรอืฟังกช์นัทีนิยามโดยปรยิาย (implicite function) ก็ได้ เราเรยีกผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
ทีมีคา่คงตวัไมเ่จาะจงวา่ผลเฉลยทวัไป (general solution) และผลเฉลยทีกาํหนดคา่คงตวัแน่นอน
วา่ ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution)
ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ y = Ae−3x +Bex ผลเฉลยทวัไปของสมการ y′′ + 2y′ = 3y

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ x = cosωt+ sinωt เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ
d2x

dt2
= −ω2x



. . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . วตัถหุนงึมีการเคลอืนทีแบบซิมเปิลฮารโ์มนิก ( SHM) โดยกฎของฮกุ (Hooke's law)
คือ F = −kx เมือ F คือแรงทีกระทาํกบัวตัถุ x คือระยะทางทีวตัถเุคลอืนทีจากตาํแหน่งสมดลุ และ
k คา่คงตวัสปรงิ

. โดยใชก้ฎของนิวตนัทีวา่ F = ma จงแสดงวา่
d2x

dt2
= −ω2x เมือ ω =

√
k
m

. จงแสดงวา่ x = C1cosωt+ C2sinωt เป็นผลเฉลยทวัไปของสมการ d2x

dt2
= −ω2x

. ใชเ้อกลกัษณต์รโีกณมิติแสดงวา่
x(t) = Acos(ωt− ϕ)

เมือ ϕ คือเฟสเรมิตน้



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
ตัวอย่าง . . อตัราการสลายตวัของนิวเคลียสธาตกุมัมนัตรงัสีแปรผนัตามนิวเคลียสของธาตกุมัมนัตรงัสี
ทีอยูข่ณะนนั แสดงดงัสมการ

dN

dt
= −λN

เมือ N คือจาํนวนนิวเคลียส และ λ คือคา่คงทีการสลายตวั
จงหาผลเฉลยของสมการนี



. . สมการเชงิอนพุนัธ์เบอืงตน้

ตัวอย่าง . . ในการเพาะแบคทีเรยี ถา้ให้ตอนเรมิตน้มีจาํนวนแบคทีเรยีอยู่จาํนวนหนงึ เมือ
เวลาผา่นไป ชวัโมงพบวา่จาํนวนแบคทีเรยีเพิมขนึเป็น . เทา่ของจาํนวนเรมิตน้ ถา้อตัราการ
เพิมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวนแบคทีเรยีในขณะนนั จงหาเวลาทีทาํใหแ้บคทีเรยีเพิม
จาํนวนขนึเป็น เทา่ของจาํนวนเรมิตน้

ตัวอย่าง . . ถา้ถา้อตัราการเพิมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนนั ในเวลา
ปีพบวา่มีประชากรเพิมเป็น เทา่ อยากทราบวา่ตอ้งใชเ้วลาอีกกีปีประชากรจงึจะเพิมขนึเป็น

เทา่



บทที . แคลคูลสัเบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จงแสดงวา่ฟังกช์นัทีกาํหนดใหเ้ป็นผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์
. y = cx+

√
1− c2 เป็นผลเฉลยทวัไปของ xy′ +

√
1− (y′)2 = y

. (x− c)2 + y2 = a2 เป็นผลเฉลยทวัไปของ y2
(
dy

dx

)2

+ y2 = a2

. y2 − x = 0 เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y = 2x
dy

dx

. y = 4 +
4

x
เป็นผลเฉลยเฉพาะของ x

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
= 0

. y = sinxcosx− cosx เป็นผลเฉลยเฉพาะของ y′ + (tanx)y = cos2x
. ถา้อตัราการสลายตวัของสารกมัมนัตรงัสีแปรผนัตามปรมิาณของสารนนัในขณะนนั และการ
ตรวจสอบการสลายตวัของแรเ่รเดียม พบวา่ในชว่งเวลา ปี เรเดียมหายไป . % จงหา
. จาํนวนรอ้ยละทีเรเดียมหายไปในเวลา ปี
. จงหาเวลาเมือปรมิาณเรเดียมลดลงเหลือครงึหนงึของปรมิาณเดิม (ครงึชีวิต)

. ในการเพาะแบคทีเรยีครงัหนงึ พบวา่อตัราการเพิมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวน
แบคทีเรยีในขณะนนั
. เมือเวลาผา่นไป ชวัโมง ถา้พบวา่มีจาํนวนแบคทีเรยีเป็น เทา่ของจาํนวนเรมิตน้ จง

หาจาํนวนแบคทีเรยีเมือเวลาผา่นไป ชวัโมง
. ใน ชวัโมง ถา้มีจาํนวนแบคทีเรยีอยู่ , ตวั และ ชวัโมงมีจาํนวนเป็น , ตวั

จงหาจาํนวนแบคทีเรยีในตอนเรมิตน้
. ถา้อตัราการเพิมของจาํนวนแบคทีเรยีแปรผนัตามจาํนวนแบคทีเรยีในขณะนนั และพบวา่เมือ
เวลาผา่นไป ชวัโมง มีแบคทีเรยีเพิมเป็น เทา่ อยากทราบวา่ เมือเวลาผา่นไป ชวัโมง
จาํนวนแบคทีเรยีเพิมเป็นกีเทา่ของจาํนวนเรมิตน้

. ถา้ประชากรของเมือง ๆ หนงึเมือ ปีทีแลว้มี ลา้นคน และเมือ ปีทีแลว้มี ลา้นคน
ถา้ถา้อตัราการเพิมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนนั จงหาวา่ปัจจบุนัมี
ประชากรในเมืองนีเทา่ใด

. ถา้ถา้อตัราการเพิมของประชากรแปรผนัตามจาํนวนประชากรในขณะนนั ในเวลา ปีพบ
วา่มีประชากรเพิมเป็น เทา่ อยากทราบวา่ตอ้งใช้เวลาอีกกีปีประชากรจงึจะเพิมขนึเป็น
เทา่



บทที
ลาํดับและอนุกรม

. ลาํดับ
บทนิยาม . . ลาํดับ (Sequence) ของจาํนวนจริง คือฟังกช์นัทีโดเมนเป็นN และคา่เป็นจาํนวนจรงิ

ให้ a : N → R เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ นิยมเขียน a(n) แทนดว้ย an ดงันนั
a = {(1, a1), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}

เนืองจาก an ตอ้งคูก่บั n เสมอ ในคูอ่นัดบั (n, an) ดงันนัจะเขียนลาํดบั a ดว้ยสญัลกัษณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} หรอื a1, a2, a3, ..., an, ... หรอื {an}

ตัวอย่าง . . จงเติมคาํตอบในช่องวา่งใหส้มบรูณ์
{a1, a2, a3, ..., an, ...} a1, a2, a3, ..., an, ... {an}

1, 2, 3, ..., n, ...

{1, 3, 5, 7, ...}

{(−1)n}

ตัวอย่าง . . จงหา an ของลาํดบัตอ่ไปนี
. ลาํดับเลขคณิต (Arithmatic Sequence) ให้ an+1 = an + d สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

. ลาํดับเรขาคณิต (Geometric Sequence) ให้ an+1 = ran สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . พีอารม์ยืมเงินนอ้งเอม บาท และตกลงกนัวา่จะจา่ยเงินคืนใหน้อ้งทกุวนั โดย
วนัแรกจา่ยคืน บาท วนัทีสองจา่ยคืน บาท และวนัตอ่ ๆ ไปจา่ยคืนเพิมขนึจากวนัก่อนหนา้
วนัละ บาท ทกุวนั จงหาจาํนวนวนัทีพีอารม์จะจา่ยเงินคืนนอ้งเอมครบพอดี โดยนอ้งเอมไม่คิด
ดอกเบียพีอารม์

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ {bn} เป็นลาํดบัซงึสอดคลอ้งเงือนไข
b1 = −3 และ bn+1 =

1 + bn
1− bn

สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

จงหาคา่ของ b2565



. . ลาํดบั

ทฤษฎบีท . . ให้ r, t ∈ R เป็นเป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
. lim

n→∞

1

nt
= 0 เมือ t > 0

. lim
n→∞

rn = 0 เมือ |r| < 1

ตัวอย่าง . . จงหาลมิิตตอ่ไปนี
. lim

n→∞
3−n · 2n

. lim
n→∞

n−3

. lim
n→∞

n√
n

. lim
n→∞

2n

ทฤษฎบีท . . ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ L,M, k ∈ R

โดยที lim
n→∞

an = L และ lim
n→∞

bn = M จะไดว้า่

. lim
n→∞

k = k เมือ k เป็นคา่คงตวั

. lim
n→∞

kan = k lim
n→∞

an = kL เมือ k เป็นคา่คงตวั
. lim

n→∞
[an + bn] = lim

n→∞
an + lim

n→∞
bn = L+M

. lim
n→∞

[an − bn] = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = L−M

. lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = LM

. lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

L

M
เมือM ̸= 0

. lim
n→∞

(an)
m =

(
lim

n→∞
an

)m
= Lm เมือ m ∈ N

. lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim

n→∞
an =

m
√
L เมือ m ∈ N และ m

√
L ∈ R



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิตตอ่ไปนี
. lim

n→∞

n2 + n+ 3

1− 3n+ 2n2

. lim
n→∞

3n + 2n+1

3n−1 − 3 · 2n

ทฤษฎบีท . . ทฤษฎบีทการบบี (The Squeeze Theorem)
ให้ {an}, {bn} และ {cn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ ถา้ n0 ∈ N เมือ L ∈ R ซงึ

an ≤ bn ≤ cn ทกุจาํนวนนบั n ≥ n0

และ lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L แลว้ lim
n→∞

bn = L

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ลมิิต lim
n→∞

sinn
n



. . ลาํดบั

บทนิยาม . . ให้{an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {an} เป็นลาํดับลู่เข้า (convergent)
ก็ตอ่เมือ มีจาํนวนจรงิ L ซงึ lim

n→∞
an = L นอกจากนนั {an} เป็น ลาํดับลู่ออก (divergent)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
{
(n+ 1)3

n4 + 1

}

.
{√

n2 + n− n
}



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั .

. จงหากรณฑที์สองของพจนที์ ของลาํดบั , , , ,....

. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัซงึสอดคลอ้งเงือนไข
1

an
+

1

an+1

สาํหรบัทกุจาํนวนนบั n

ถา้ a1 + a2 + a3 + · · ·+ a100 = 250 จงหาคา่ของ |a2565 − 2.5|

. จงหาลมิิตตอ่ไปนี

. lim
n→∞

√
4n2 + 1 + n

3
√
n3 + 3

. lim
n→∞

(2n+ 1)5(1− n)2

n4(2n− 1)3

. lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

. lim
n→∞

(√
n2 + 1− n+ 1

)
. lim

n→∞

(−1)n

n
√
n

. lim
n→∞

5− 3n√
n+ 5

. lim
n→∞

(en + n2)

en + n

. lim
n→∞

n2sin
(
1

n

)
. lim

n→∞

sin(n)− 2n2

n2 + 1

. lim
n→∞

ℓn(3n2 + 1)

ℓn(n+ 1)

. จงพิจารณาวา่ลาํดบัตอ่ไปนีเป็นลาํดบัลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
{
ℓnn
n2

}
.
{
nsin (nπ

2

)
n+ 1

}

.
{
(3n+ 1)2√

n4 + 4

}

.
{√

9n + n

2n + 3n

}
.
{

n

ℓn(en + 1)

}
.
{
3n + 2

2n + 1

}

.
{
n+ (−1)n

2n+ 1

}
.
{

n

n(−1)n + 2

}
.
{

ℓnn
ℓn(n+ 1)

}

. จงหา พจนแ์รกของลาํดบั {an} ทีนิยามตอ่ไปนี พรอ้มทงัตรวจสอบวา่เป็นลาํดบัลู่เขา้หรอื
ลาํดบัลูอ่อก
. a1 = 1, an+1 = 5an − 3 เมือ n = 1, 2, 3, ...

. a1 = 6, an+1 =
an
n

เมือ n = 1, 2, 3, ...

. a1 = 2, an+1 =
an

1 + an
เมือ n = 1, 2, 3, ...

. จงหาลมิิตของลาํดบั
{√

2,
√
2
√
2,

√
2
√

2
√
2, ...

}



. . ผลบวกยอ่ย

. ผลบวกย่อย
บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak

เรยีก Sn วา่ ผลบวกย่อย (partial sum) ของ n พจนแ์รกของ {an}
ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกยอ่ย พจนแ์รกของลาํดบั 1, 3, 5, 7, ...

ทฤษฎบีท . . ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบั เมือ m ∈ N และ c เป็นคา่คงที จะไดว้า่

.
n∑

k=1

c = cn

.
n∑

k=1

cak = c

n∑
k=1

ak

.
n∑

k=1

(ak ± bk) =
n∑

k=1

ak ±
n∑

k=1

bk

.
n∑

k=1

ak =
m∑
k=1

ak +
n∑

k=m+1

ak เมือ 1 < m < n

ตัวอย่าง . . ถา้
8∑

k=1

ak = 10 และ
8∑

k=1

bk = 15 จงหาคา่ของ

.
8∑

k=1

2ak

.
8∑

k=1

(ak + bk)

.
8∑

k=1

(ak + 2)

.
5∑

k=1

(3 + ak) +
8∑

k=6

ak



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . อนุกรมเทเลสโคปิค (Telescoping Series)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ จะไดว้า่

n∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an

ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกตอ่ไปนี

.
100∑
n=1

1

k(k + 1)

.
80∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1



. . ผลบวกยอ่ย

ทฤษฎบีท . . สูตรของเกาส์ (Gauss' Formula)
n∑

k=1

k = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

ทฤษฎบีท . . จะไดว้า่

.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกตอ่ไปนี

.
10∑
n=1

(3k + 1)

.
10∑
n=1

(2k2 + k − 1)

.
10∑
n=1

k(k − 1)2



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . ถา้
5∑

k=1

(k2 + ck − c) = 265 จงหาคา่ c

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ผลบวกยอ่ยของลาํดบัเลขคณิต {a1 + (n− 1)d} คือ
Sn =

n

2
[2a1 + (n− 1)d]

ตัวอย่าง . . ถา้นิชาวางแผนไว้วา่จะฝากเงินกบัธนาคารทกุ ๆ เดือน เรมิเดือนแรก บาท
เดือนทีสอง บาท โดยนิชาฝากเพิมขนึ บาทจากเดือนทีผา่นมา ถา้นิชาไม่ถอนเงินออกมา
จากบญัชีนี จงหาวา่นิชาตอ้งฝากเงินกีเดือนจงึจะมีเงินตน้อยา่งนอ้ย , บาท



. . ผลบวกยอ่ย

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ผลบวกยอ่ยของลาํดบัเรขาคณิต {a1rn−1} คือ

Sn =
a1(r

n − 1)

r − 1
เมือ r ̸= 1

ตัวอย่าง . . จงหาผลบวกของ

.
10∑
n=1

(n+ 2n) .
10∑
n=1

n2n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั .

. จงหาคา่ตอ่ไปนี

.
15∑
i=1

(i+ 1) .
15∑
i=1

(i+ 1)2 .
15∑
i=1

(2i+ 1)(2i− 1)

. จงหาผลบวก พจนแ์รกของลาํดบั 1, 5, 9, 13, ...

. หนงัสือเลม่หนงึมี หนา้ หนา้แรกมีคาํผิด คาํ เวน้ไป หนา้ หนา้ทีสามมีคาํผิด คาํ เวน้
ไป หนา้ หนา้ทีเจ็ดมีคาํผิดอีก คาํ เวน้ไป หนา้ เป็นเชน่นีไปเรอืย ๆ จาํนวนหนา้ทีไมมี่คาํ
ผิดเพิมขนึทีละ หนา้ จาํนวนคาํผิดในหนงัสือเลม่นีมีกีคาํ

. ให้ {an} เป็นลาํดบัเลขคณิตซงึ
a1 + a3 + a5 + · · ·+ a49 = a2 + a4 + a6 + · · ·+ a50 = 1275

และ a100 = 200 จงหาคา่ของ a51 + a52 + a53 + · · ·+ a100

. จงหาผลบวกของ

.
20∑
n=1

(3n− 1)

.
10∑
k=1

(3 + 3k)

.
10∑
n=1

n3n+1

.
20∑
p=1

(1 + p2)p

.
10∑
k=1

(1 + 2k)2

.
10∑
n=1

n22n

.
100∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)

.
100∑
k=1

1

k(k + 2)

.
100∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนเตม็ โดยที

ak + ak+1 + ak+1 = 2576− k เมือ k = 1, 2, 3, ...

ถา้ a1 = 12, a2 = 2556 และ a3 = 7 จงหาคา่ของ a2565
. ถา้ลาํดบัเลขคณิตชดุหนงึมีผลบวก พจนแ์รกเทา่กบั และผลบวกอีก พจนถ์ดัไป
เทา่กบั แลว้ผลบวก พจนแ์รกของลาํดบันีเทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยที

an+1 = n2 − an สาํหรบั n = 1, 2, 3, ...

คา่ของ a1 ทีทาํให้ a101 = 5100 เทา่กบัเทา่ใด



. . อนกุรมอนนัต์

. อนุกรมอนันต์
บทนิยาม . . ให้ Sn เป็นผลบวกยอ่ย ของลาํดบั {an} จะเรยีกลาํดบั {Sn} วา่ อนุกรมอนันต์
(infinite series) หรอื อนุกรม (series) ซงึจะเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + · · ·

บทนิยาม . . ถา้ {Sn} เป็นลาํดบัลู่เขา้ ซงึ lim
n→∞

Sn = S เมือ S ∈ R จะกลา่ววา่
∞∑
n=1

an เป็น

อนุกรมลู่เข้า และเรยีก S วา่ ผลบวกของอนุกรม ซงึเขียนแทนดว้ย
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn = S

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมของจาํนวนจรงิ และ m ∈ N จะไดว้า่

.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ก็ตอ่เมือ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมออก ก็ตอ่เมือ
∞∑

n=m

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรม
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

ℓn
(

n

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

1
√
n+

√
n+ 1



. . อนกุรมอนนัต์

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้จะไดว้า่ lim
n→∞

an = 0

การทดสอบอนุกรมลู่ออก (Divergent Test)
โดยใชก้ฎแยง้สลบัทีของทฤษฎีบทนีจะไดว้า่

ถา้ lim
n→∞

an ̸= 0 แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่อนกุรม
∞∑
n=1

n2 + 1

n2 − 1
ลูอ่อก

ทฤษฎบีท . . อนกุรมเรขาคณิต
∞∑
n=1

arn−1

เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมือ |r| < 1 โดยมีผลบวกของอนกุรมเป็น a

1− r

และเป็นอนกุรมลูอ่อกเมือ |r| ≥ 1

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

2−n .
∞∑
n=1

3n

5n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ โดยที α, β ∈ R เป็นคา่คงตวั จะไดว้า่
∞∑
n=1

(αan + βbn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

และ
∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn

ทฤษฎบีท . . ให้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก จะไดว้า่
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

3n + 2n+1

4n

.
∞∑
n=1

(
1

2n
+

n

n+ 1

)



. . อนกุรมอนนัต์

ตัวอย่าง . .
∞∑
n=1

((
−2

3

)n

+
1

n(n+ 1)

)
เป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
แบบฝึกหดั .

. จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก ถา้ลูเ่ขา้จงหาผลบวกของอนกุรมนนั

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)

.
∞∑
n=1

√
n4 + n− 1

3n2 + 1

.
∞∑
n=2

1

n2 − 1

.
∞∑
n=1

ℓn
(
1 +

1

n

)

.
∞∑
n=1

(
4

3n
+

(
−3

5

)n)

.
∞∑
n=1

32n

3n + 5n

.
∞∑
n=1

32n − 4n

10n

.
∞∑
n=1

5−n + 1

2n

.
∞∑
n=1

(
1

n2 + 4n+ 3
+ 4−n

)

.
∞∑
n=1

1

4n2 − 1

.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n

.
∞∑
n=1

(
n− n2

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

1√
n+ 2 +

√
n

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

.
∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

.
∞∑
n=1

n√
n2 + 1

.
∞∑
n=2

1

n3 − n

.
∞∑
n=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

. จงยกตวัอยา่งอนกุรม
∞∑
n=1

an และ
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก ทีทาํให้

.
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูอ่อก .
∞∑
n=1

(an + bn) เป็นอนกุรมลูเ่ขา้



. . การทดสอบอนกุรม

. การทดสอบอนุกรม

บทนิยาม . . อนุกรมพี (p-Series) คืออนกุรมทีเขียนในรูป
∞∑
n=1

1

np
เมือ p ∈ R เป็นคา่คงตวั

ทฤษฎบีท . . อนกุรมพีจะเป็นอนกุรมลูเ่ขา้ เมือ p > 1 และเป็นอนกุรมลูอ่อก เมือ p ≤ 1

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n
√
n

.
∞∑
n=1

n√
n

.
∞∑
n=1

(
2n +

1

n3

)

.
∞∑
n=1

(
n−2 + (−2)n

)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้การเปรียบเทยีบ (The Comparision Test)
ให้ {an} และ {bn} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ สมมติวา่มี n0 ∈ N ทีทาํให้

0 ≤ an ≤ bn สาํหรบั n ≥ n0

จะไดว้า่
. ถา้

∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก แลว้
∞∑
n=1

bn เป็นอนกุรมลูอ่อก

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

1

n2 + 1

.
∞∑
n=1

1

n2n

.
∞∑
n=1

(sinn
n

)2



. . การทดสอบอนกุรม

บทนิยาม . . ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ an > 0 ทกุ n ∈ N อนกุรมในรูป
∞∑
n=1

(−1)nan หรอื
∞∑
n=1

(−1)n+1an

เรยีกวา่ อนุกรมสลับ (alternating series)

ทฤษฎบีท . . อนกุรมสลบั
∞∑
n=1

(−1)nan เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ ถา้สอดคลอ้ง เงือนไขตอ่ไปนี

. lim
n→∞

an = 0

. มี n0 ∈ N ซงึ an+1 < an ทกุ n ≥ n0

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(−1)n

n

.
∞∑
n=1

(−1)nn

n+ 1



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

ทฤษฎบีท . . ถา้
∞∑
n=1

|an| เป็นอนกุรมลูเ่ขา้ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

ตัวอย่าง . . จงตวัอยา่งคา้นบทกลบัของทฤษฎีบท . .

ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

cos(n2)

2n

.
∞∑
n=1

(−1)n

n3



. . การทดสอบอนกุรม

ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน (The Ratio Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ โดยที an ̸= 0 ทกุ ๆ n ∈ N และ

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L

เมือ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื∞ จะไดว้า่
. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

2n

n!

.
∞∑
n=1

(−1)nn3

2n



บทที . ลาํดบัและอนกุรม
ทฤษฎบีท . . การทดสอบโดยใช้การถอดกรณฑ์ (The Root Test)
ให้ {an} เป็นลาํดบัของจาํนวนจรงิ และ

lim
n→∞

n
√
|an| = L

เมือ L เป็นจาํนวนจรงิ หรอื∞ จะไดว้า่
. ถา้ L < 1 แลว้

∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูเ่ขา้

. ถา้ L > 1 และ L = ∞ แลว้
∞∑
n=1

an เป็นอนกุรมลูอ่อก

. ถา้ L = 1 สรุปไมไ่ด้
ตัวอย่าง . . จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

(
2

3

)n2

.
∞∑
n=1

(
2n+ 3

3n+ 2

)n



. . การทดสอบอนกุรม

แบบฝึกหดั .
. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=2

n2

√
n5

.
∞∑
n=2

√
n

3
√
n

.
∞∑
n=1

(
e−n +

1

n 3
√
n

)

.
∞∑
n=2

(
ℓnn
n

+
1

n4

)

. จงทดสอบวา่อนกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้หรอืลูอ่อก

.
∞∑
n=1

n2 + 1

(3n− 1)4

.
∞∑
n=1

(cosn
n+ 1

)2

.
∞∑
n=1

3n

n3n + 5

.
∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

.
∞∑
n=1

1

(n+ 1)5

.
∞∑
n=1

1√
n3 + 1

.
∞∑
n=1

ℓnn
2n

.
∞∑
n=1

4−n3

.
∞∑
n=1

(−1)n

n!

.
∞∑
n=1

(−1)n√
n

.
∞∑
n=1

n

ℓn(n+ 2)

.
∞∑
n=1

(−1)n

2ℓnn

.
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 − n+ 1

.
∞∑
n=1

(−1)n√
n2 + 1

.
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n + 3n

.
∞∑
n=1

arctann
4n3 − 1

.
∞∑
n=1

(−1)nsin
(π
n

)
.

∞∑
n=1

(−1)narctann

.
∞∑
n=1

ℓn(n+ 1)

en

.
∞∑
n=1

(−1)n

n!

.
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

.
∞∑
n=1

2n

4n + n+ 1

.
∞∑
n=1

cosn
nn

.
∞∑
n=1

1

n5n

.
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2

.
∞∑
n=1

(
n

ℓn(n+ 1)

)n

.
∞∑
n=1

nℓn(n+ 1)

3n

.
∞∑
n=1

2n

ℓn(n+ 1)



บทที . ลาํดบัและอนกุรม

.
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n3

.
∞∑
n=1

(−3)n

(2n+ 1)!

.
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

.
∞∑
n=1

(−2)n

nn

.
∞∑
n=1

(
− 2n

n+ 1

)−5n

.
∞∑
n=1

n100100n

n!

. จงหาคา่ p ทีทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

(−1)n−1

np

.
∞∑
n=1

(−1)n

pn

.
∞∑
n=1

(−1)n

n+ p

.
∞∑
n=2

(−1)n−1 (ℓnn)p
n

. จงหาจาํนวนจรงิ x ทีทาํใหอ้นกุรมตอ่ไปนีเป็นอนกุรมลูเ่ขา้

.
∞∑
n=1

(−1)n

xn
.

∞∑
n=1

xn

n!



บทที
เมทริกซ์

. ระบบสมการเชิงเส้น
สมการเสน้ตรงในระนาบ XY อยูใ่นรูป

ax+ by = c

เมือ a, b และ c เป็นจาํนวนจรงิคงทีโดยที a และ b ไมเ่ป็นศนูยพ์รอ้มกนัเรยีกสมการนีวา่ สมการเชิง
เส้น (linear equation) ในตวัแปร xและ y ขยายแนวคิดไดด้งับทนิยาม
บทนิยาม . . สมการเชิงเส้นใน n ตวัแปร x1, x2, ., , , xn จะเขียนไดใ้นรูป

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

เมือ a1, a2, ..., an และ b เป็นจาํนวนจรงิคงที เรยีกตวัแปรในสมการนีวา่ตัวแปรไม่ทราบค่า (unknowns)
เรยีก x1 = s1, x2 = s2, ..., xn = sn เขียนแทนดว้ย (s1, s2, ..., sn) วา่ ผลเฉลย (solution) ของ
สมการนี ถา้

a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn = b

โดยเรยีกผลเฉลยทงัหมดวา่ เซตผลเฉลย (solution set)
บทนิยาม . . เซตของสมการเชิงเสน้ใน n ตวัแปร x1, x2, ., , , xn เรยีกวา่ ระบบสมการเชิงเส้น
(linear system) และเรยีก (s1, s2, ..., sn) วา่ ผลเฉลย ของระบบสมการเชิงเสน้นี ถา้ (s1, s2, ..., sn)
เป็นผลเฉลยของทกุ ๆ สมการเชิงเสน้ในเซตนี โดยเรยีกผลเฉลยทงัหมดวา่ เซตผลเฉลย

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ตอ่ไปนี

.
 x + y = 3

2x − y = 3



บทที . เมทรกิซ์

.
 x + y = 3

2x + 2y = 6

.
 x + y = 3

2x + 2y = 1

ผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้เป็นไปได้ แบบคือ
. ไมมี่ผลเฉลย . มีผลเฉลยเพียงชดุเดียว . มีผลเฉลยอนนัตช์ดุ

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ S = {(x, y, z) : x = 1, y = t, z = 2 + t} เป็นเซตผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสน้  x − y + z = 3

2x + y − z = 0



. . ระบบสมการเชงิเสน้

สมการเชิงเสน้ r สมการ ในตวัแปรไมท่ราบคา่ k ตวั
a11x1 + a12x2 + ...+ a1kxk = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2kxk = b2
...

ar1x1 + ar2x2 + ...+ arkxk = br

เขียนในรูป เมตรกิซแ์ตง่เติม (augmented matrix) ไดเ้ป็น
a11 a12 · · · a1k b1

a21 a22 · · · a2k b2... ... ... ...
ar1 ar2 · · · ark br

 .

ในการผลเฉลยของระบบสมการ เราจะใช้ การดาํเนินการแถวขันมูลฐาน (elementary row
operation) ลดรูปเมทรกิซแ์ตง่เติมซงึการดาํเนินการแถวขนัมลูฐานแบบใดแบบหนงึไดด้งันี

. การสับเปลียน (Interchange) สบัเปลยีนแถวที p และแถวที q เขียนแทนดว้ย Rpq

. การปรับมาตรา (Scaling) คณูแถวที q ดว้ยคา่คงที c ̸= 0 เขียนแทนดว้ย cRq

. การแทนที (Replacement) เปลยีนแถวที p โดยนาํ c ไปคณูแถวที q (ไม่ใช้แถวทีตอ้งการ
เปลียน) แลว้นาํไปบวกแถวที p เขียนแทนดว้ย Rp + cRq

เรยีกการดาํเนินการแถวขนัมลูฐาน สนั ๆ วา่ การดาํเนินการแถว เมติกซ์ B เกิดจากการดาํเนินการ
แถวของเมติกซ์ A จะเขียนแทนดว้ย A ∼ B เรยีกวา่ B สมมลูแถวกบั A
ทฤษฎบีท . . ถา้ระบบสมการเชิงเสน้มีเมทรกิซแ์ตง่เติมซงึสมมลูกนั แลว้ระบบสมการเชิงเสน้
จะมีเซตผลเฉลยเดียวกนั
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนี

.
[

1 0 2

0 1 3

]
.
[

1 1 2

0 1 −1

]



บทที . เมทรกิซ์

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนี

.
 1 2 0 1

0 1 2 −2

0 0 1 3

 .


1 2 3 4 1

0 1 2 3 3

0 0 1 2 2

0 0 0 1 0



ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว x + y = 3

2x − y = 3



. . ระบบสมการเชงิเสน้

ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว
x + y − z = 3

2x + y − 3z = 2

y − 5z = 6



บทที . เมทรกิซ์
ตัวอย่าง . . จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินการแถว

x + y − z = 2

x − y + 2z = 1

2x − z = 1



. . ระบบสมการเชงิเสน้

แบบฝึกหดั .
. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้ทีมีเมทรกิซแ์ตง่เติมตอ่ไปนี

.
 1 0 0 −3

0 1 0 1

0 0 1 3

 .
 1 2 0 3 3 0

0 0 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0

 .


1 2 0 0 4 2

0 0 1 0 2 6

0 0 0 1 4 0

0 0 0 0 0 0


. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้โดยใชก้ารดาํเนินแถว

.


x+ y + 2z = 8

−x− 2y + 3z = 1

3x− 7y + 4z = 10

.


x1 + x2 + x3 = 0

−2x1 + 5x2 + 2x3 = 1

8x1 + x2 + 4x3 = −1

.


−2b+ 3c = 1

3a+ 6b− 3c = −2

6a+ 6b+ 3c = 5

.


2x− 3y = −2

2x+ y = 1

3x+ 2y = 1

.


3x1 + 2x2 − x3 = −15

5x1 + 3x2 + 2x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 11

−6x1 − 4x2 + 2x3 = 30

.



10y − 4z + w = 1

x+ 4y − z + w = 2

3x+ 2y + z + 2w = 5

−2x− 8y + 2z − 2w = −4

x− 6y + 3z = 1

.


2s− 3t+ 4u− w = 0

7s+ t− 8u+ 9w = 0

2s+ 8t+ u− w = 0

.
2x1 + x2 + x3 + x4 = 0

3x1 − x2 + x3 − x4 = 0

. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้

.


4x− 8y = 12

3x− 6y = 9

−2x+ 4y = −6

.


x1 + 2x2 − x3 = −3

2x1 + 3x2 + 2x3 = 0

x1 + x2 − 5x3 = 4

.
a− 2b+ c = 10

3a+ 5b− 2c = −5

.


v + 3w − 2x = 0

2u+ v − 4w + 3x = 0

2u+ 3v + 2w − x = 0

−4u− 3v + 5w − 4x = 0

. จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน้
3x+ 2y = a

2x− 3y = b
เมือ a และ b เป็นคา่คงที



บทที . เมทรกิซ์

. เมทริกซแ์ละการดาํเนินการ
เมทริกซ์ (Matrix) คือกลุม่ของจาํนวนซงึนาํมาจดัเรยีงในรูปสีเหลียมผืนผา้ในเครอืงหมาย [ ] หรอื
( ) โดยแนวนอนเรยีกวา่ แถว (row) แนวตงัเรยีกวา่ หลัก (column) ตวัอยา่งเช่น[

−1 3 0 2

1 0 1 0

]

รูปแบบทวัไปของm × n เมทริกซ์ (m × n matrix) เขียนไดเ้ป็น
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn


นิยมใชอ้กัษรภาษาองักฤษตวัพิมพใ์หญ่แทนเมทรกิซ์ เช่น m× n เมทรกิซ์A เขียนแทนดว้ย

[aij]m×n หรอื [aij]

เรยีก aij วา่ สมาชิก (element หรือ entry) ของเมทรกิซที์อยูแ่ถวที i หลกัที j และในกรณีทีจาํนวน
แถวเทา่กบัจาํนวนหลกั เรยีกวา่ เมทริกซจ์ตุรัส (square matrix)

การเทา่กนัของสองเมทรกิซ์หมายถงึเมทรกิซ์ทีมีขนาดเดียวกนัและทกุตาํแหนง่ในเมทรกิซ์ทงั
สองเทา่กนั และเมทริกซศู์นย์ (zero matrix) หมายถงึทกุตาํแหน่งมีคา่เป็นศนูยเ์ขียนแทนดว้ย 0

ตัวอย่าง . . จงหา x และ y ทีทาํให้ A = B เมือ

A =

[
1 x+ 1

3 2

]
และ B =

[
1 y + 2

1− y 2

]



. . เมทรกิซ์และการดาํเนนิการ

บทนิยาม . . ให้A = [aij]m×n และB = [bij]m×n เป็นเมทรกิซ์ และ c เป็นจาํนวนจรงิ แลว้นิยาม
. A+B = [aij + bij] . A−B = [aij − bij] . cA = [caij]

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้

A =

[
1 −4 4 1

0 3 −2 10

]
, B =

[
1 6 3 5

3 2 −1 2

]
และ C =

[
5 0 9 5

7 2 0 −3

]
จงหา
. A+B

. B − C

. C − (A−B)

. (2A+B)− 2C

ทฤษฎบีท . . ให้m× n เมทรกิซ์A และ B โดยที 0 = [0]m×n จะไดว้า่
. A+B = B + A

. (A+B) + C = A+ (B + C)

. A+ 0 = A = 0 + A

. A+ (−A) = 0 = (−A) + A



บทที . เมทรกิซ์
บทนิยาม . . ให้ A = [aij]m×r และ B = [bij]r×n เป็นเมทรกิซ์ แลว้

AB =



a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r... ... ...
ai1 ai2 · · · air... ... ...
am1 am2 · · · amr




b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n... ... ... ...
br1 br2 · · · brj · · · brn

 = [cij]m×n

โดยที cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ airbrj

ถา้A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั แลว้ผลคณูเมทรกิซ์AA,AAA,AAAA, ... เขียนแทนดว้ยA2, A3, A4, ...

ตามลาํดบั
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้

A =

[
1 2 3

0 1 2

]
, B =

2 3

1 1

1 0

 และ C =

0 6 −1

5 1 2

0 1 0


จงหา

. AB

. BA

. AC

. BC



. . เมทรกิซ์และการดาํเนนิการ

ทฤษฎบีท . . ให้ A,B และ C เป็นเมทรกิซ์ โดยที a, b เป็นจาํนวนจรงิ
สมมติการบวกและคณูเมทรกิซต์อ่ไปนีหาคา่ได้ จะไดว้า่

. A+B = B + A

. A+ (B + C) = (A+B) + C

. A(BC) = (AB)C

. A(B + C) = AB + AC

. (B + C)A = BA+ CA

. A(B − C) = AB − AC และ (B − C)A = BA− CA

. a(B + C) = aB + aC และ a(B − C) = aB − aC

. (a+ b)C = aC + bC และ (a− b)C = aC − bC

. (ab)C = a(bC) = b(aC) และ a(BC) = B(aC) = (aB)C

บทนิยาม . . ให้ A = [aij]m×n เป็นเมทรกิซ์ แลว้ ทรานสโพส (traspose) ของ A เขียนแทน
ดว้ย AT คือ n×m เมทรกิซซ์งึ

AT = [aji]n×m

ตัวอย่าง . . จงหาทรานสโพสของเมทรกิซต์อ่ไปนี

A =

[
1 5 6

2 2 7

]
, B =

[
3 9

5 8

]
, C =

[
1 3 −2

]
และ D =

12
3



ทฤษฎบีท . . ให้ A และ B เป็นเมทรกิซ์ โดยที a เป็นจาํนวนจรงิ
สมมติการบวกและคณูเมทรกิซต์อ่ไปนีหาคา่ได้ จะไดว้า่

. (A+B)T = AT +BT และ (A−B)T = AT −BT

. (AB)T = BTAT

. (AT )T = A

. (aA)T = a(AT )



บทที . เมทรกิซ์
แบบฝึกหดั .

. จงหา a, b, c และ d ทีสอดคลอ้งเงือนไข[
a− b b+ c

3d+ c 2a− 4d

]
=

[
8 1

7 6

]

. กาํหนดให้

A =

 3 0

−1 2

1 1

, B =

[
4 1

0 −2

]
, C =

[
1

3

]
, D =

 1 5 2

−1 0 1

1 2 4

 และ
E =

 6 1 0

−1 1 2

4 1 4


จงหาผลลพัธเ์มทรกิซต์อ่ไปนี (ถา้หาคา่ได)้
. D + E

. D − E

. 3A

. −6D

. 2B − C

. 4E − 2D

. 3(D + 2E)

. −(A− 2A)

. (D + E)T

. 2ATD

. (2DT − 5E)T

. (CT )B

. AB

. DA

. DE

. EDET

. (AC)T

. ATD

. DD + EE

. (EA+DA)B

. (AB)TB + A

. จงเขียนเมทรกิซ์A = [aij]4×4 ตอ่ไปนีเมือกาํหนดเงือนไขของสมาชิกดงันี

. aij =

1 ถา้ i = j

0 ถา้ i ̸= j

. aij =

1 ถา้ i ≥ j

0 ถา้ i < j

. aij =

2i−j ถา้ i ≥ j

1 ถา้ i < j

. aij =

1 ถา้ |i− j| > 1

−1 ถา้ |i− j| ≥ 1

. aij = 0 ถา้ i ̸= j

. aij = 0 ถา้ i < j

. aij = 0 ถา้ i > j

. aij = i+ j

. aij = ij

. aij = ij



. . เมทรกิซ์ผกผนั

. เมทริกซผ์กผัน
บทนิยาม . . เมทริกซ์เอกลักษณ์ (identity matrix) เขียนแทนดว้ย I คือเมทรกิซ์จตุรสัทีมี
สมาชิกในแนวทแยงเป็น สมาชิกนอกนนัเป็น ทกุตวั

อาจเขียน In สาํหรบั n× n เมทรกิซ์ เช่น

I2 =

[
1 0

0 1

]
, I3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , I4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


ตัวอย่าง . . สาํหรบัเมทรกิซ์A = [aij]2×3 ใด ๆ จงหา I2A และ AI3

บทนิยาม . . ให้ A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั ถา้มีเมทรกิซ์B ซงึ
AB = I = BA

เรยีก A วา่เป็น เมทริกซผ์กผันได้ (invertible matrix) และ B เรยีกวา่ ตัวผกผัน (inverse)
หรอืเมทรกิซผ์กผนัของ A เขียน B แทนดว้ย A−1

ถา้ไมมี่เมทรกิซ์B ทีสอดคลอ้งเงือนไขดงัหลา่ว เรยีก A วา่ เมทริกซเ์อกฐาน (singular matrix)
ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ B เป็นเมทรกิซผ์กผนัของ A

A =

[
3 5

1 2

]
และ B =

[
2 −5

−1 3

]



บทที . เมทรกิซ์

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ซงึผกผนัได้ จะไดว้า่มีเมทรกิซ์B ซงึ
[A | I] ∼ [I | B]

นนัคือ B = A−1

ตัวอย่าง . . จงหาเมทรกิซผ์กผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนี

. A =

[
1 1

0 1

]

. A =

[
1 4

2 7

]

. A =

[
3 5

1 2

]

. A =

[
−1 1

1 −1

]



. . เมทรกิซ์ผกผนั

ตัวอย่าง . . จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =

1 2 3

2 5 3

1 0 8





บทที . เมทรกิซ์

ตัวอย่าง . . จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 2 1





. . เมทรกิซ์ผกผนั

ตัวอย่าง . . จงหาเมทรกิซผ์กผนั (ถา้มี) ของ A =

 1 6 4

2 4 −1

−1 2 5





บทที . เมทรกิซ์

ทฤษฎบีท . . ให้ A และ B เป็น n× n เมทรกิซซ์งึผกผนัได้ แลว้
(AB)−1 = B−1A−1

ทฤษฎบีท . . ให้ A เป็น n× n เมทรกิซซ์งึผกผนัได้ และ n เป็นจาํนวนเตม็ แลว้
. (A−1)−1 = A

. (An)−1 = (A−1)n

. (AT )−1 = (A−1)T

. (kA)−1 = 1
k
A−1 เมือ k ∈ R ซงึ k ̸= 0

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ A =

[
1 2

1 3

]

. A2

. (AT )−1

. A−3

. (2A)−4



. . เมทรกิซ์ผกผนั

ระบบสมการเชิงเสน้ m สมการ ใน n ตวัแปรไมท่ราบคา่
a11x1 + a12x2 + ...+ a12xn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

เขียนเป็นสมการในรูปเมทรกิซไ์ดด้งันี
a11 a12 ... a12

a21 a22 ... a2n... ... ...
am1 am2 ... amn



x1

x2...
xn

 =


b1

b2...
bm


แทนทีเมทรกิซใ์นสมการดงักลา่วดว้ย A, x และ b ตามลาํดบั จะไดว้า่

Ax = b

เรยีก A วา่ เมทรกิซส์มัประสทิธิ (cofficient matrix) ของระบบสมการ โดยมีเมทรกิซแ์ตง่เติมคือ

[A | b ] =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2... ... ... ...
am1 am2 · · · amn bm


ทฤษฎบีท . . ถา้ระบบสมการเชิงเสน้ Ax = b มีคาํตอบเดียวแลว้

x = A−1b

ตัวอย่าง . . จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้ 3x1 + 2x2 = 5

7x1 + 5x2 = 3



บทที . เมทรกิซ์
ตัวอย่าง . . จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้

x1 + 2x2 + 3x3 = 5

2x1 + 5x2 + 3x3 = 3

x1 + 8x3 = 11



. . เมทรกิซ์ผกผนั

แบบฝึกหดั .

. ให้ A =

[
a b

c d

]
เป็นเมทรกิซผ์กผนัได้ จงแสดงวา่

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]

. ใชผ้ลของขอ้ หาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนี

. A =

[
3 1

5 2

]
. B =

[
2 1

3 2

]
. C =

[
−2 9

−1 5

]
. D =

[
3 0

0 2

]

. ใชเ้มรกิซใ์นจอ้ คาํนวนหาเมทรกิซต์อ่ไปนี
. (2A)−1

. (A+B)−1

. A−1 +B−1

. (ABC)−1

. A−1B−1C−1

. C−1B−1A−1

. D−1DT

. D−1BD

. จงเงือนไขทีกาํหนดให้ จงหาเมทรกิซ์A

. A−1 =

[
3 −1

3 5

]

. (2A)−1 =

[
−3 7

1 2

] . (5AT )−1 =

[
−3 −1

5 2

]

. (I + 2A)−1 =

[
−1 0

2 1

]

. กาํหนดให้ A =

[
2 0

4 1

]
. จงหา A2, A−3 และ A2 − 2A+ I.

. จงหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนี

.
[ cosθ sinθ
−sinθ cosθ

]
.
[

1
2
(ex + e−x) 1

2
(ex − e−x)

1
2
(ex − e−x) 1

2
(ex + e−x)

]

. จงแสดงวา่ ถา้เมทรกิซจ์ตรุสั A ทีสอดคลอ้ง A2 − 2A+ I = 0 แลว้ A−1 = 2I − A

. จงหาตวัผกผนั (ถา้มี) ของเมทรกิซต์อ่ไปนี

.
2 −1 0

4 5 −3

1 −4 7



.
1 2 3

0 1 4

5 6 0



.
 7 2 1

0 3 −1

−3 4 −2



.
1 0 2

1 2 5

1 5 0



.
 0 1 7

1 3 3

−2 −5 1



.


1 0 −2 0

2 1 0 0

3 0 1 0

0 6 0 1





บทที . เมทรกิซ์

. ถา้ k ̸= 0 จงหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนี
1 0 0 0

k 1 0 0

0 k 1 0

0 0 k 1

 และ


k 0 0 0

1 k 0 0

0 1 k 0

0 0 1 k


. จงแสดงวา่ 

0 a 0 0 0

b 0 c 0 0

0 d 0 e 0

0 0 f 0 g

0 0 0 h 0


เป็นเมทรกิซผ์กผนัไมไ่ด้ ไมว่า่ตวัแปรตา่ง ๆ จะมีคา่เป็นจาํนวนใดก็ตาม

. จงหาคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน้

.
4x1 − 3x2 = 5

3x1 − 2x2 = 7

.
x1 − 2x2 = 1

3x1 + 2x2 = −3

.


x1 + 3x2 + x3 = 4

2x1 + 2x2 + x3 = −1

2x1 + 3x2 + x3 = 3

.


5x1 + 3x2 + 2x3 = 4

3x1 + 3x2 + 2x3 = 2

x2 + x3 = 5

.


x+ y + z = 4

x+ y − 4z = 10

−4x+ y + z = 0

.


x1 + 2x2 + 3x3 = a

2x1 + 5x2 + 5x3 = b

3x1 + 5x2 + 8x3 = c

.


−x2 − 2x3 − 3x4 = 0

x1 + x2 + 4x3 + 4x4 = 7

x1 + 3x2 + 7x3 + 9x4 = 4

−x1 − 2x2 − 4x3 − 6x4 = 6

. กาํหนดให้

A =

2 1 2

2 2 −2

3 1 1

 และ x =

x1

x2

x3


. จงแสดงวา่สมการAx = x เขียนในรูป (A−I)x = 0 ใชผ้ลลพัธนี์หาคาํตอบของสมการ

Ax = x

. หาคาํตอบของสมการ Ax = 4x



. . ดเีทอรม์แินนท์

. ดเีทอรม์แินนท์
ดเีทอรม์แินนท์ (determinance) ของ 2× 2 เมทรกิซ์

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

เขียนแทนดว้ย det(A) หรอื |A| นิยามคา่เป็นจาํนวนจรงิโดย
det(A) = a11a22 − a12a21

ดีเทอรมิ์แนนทข์อง 3× 3 เมทรกิซ์

B =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



det(B) = a11a22a33 − a12a21a33 + a13a21a32 − a11a23a32 + a12a23a31 − a13a22a31

หมายเหตุ กรณีเมทรกิซจ์ตรุสั n× n เมือ n > 3 ตอ้งใชก้ารดาํเนินการแถวหรอืโคแฟคเตอร์

ตัวอย่าง . . จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนี

.
[
1 2

3 4

]

.
1 0 1

0 1 0

0 1 1



.
1 2 3

5 −1 0

0 1 5





บทที . เมทรกิซ์
ทฤษฎบีท . . สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ใด ๆ

. ถา้แถวใดแถวหนงึ หรอืหลกัใดหลกัหนงึมีสมาชิกเป็น ทงัหมด จะไดว้า่ det(A) = 0

. ถา้แถวสอง หรอืสองหลกั เป็นอตัราสว่นกนัและกนั จะไดว้า่ det(A) = 0

. ถา้สมาชิกใต้แนวทแยงหลกั (diagonal) หรอืเหนือแนวทแยงหลกั มีสมาชิกเป็น ทงัหมด
det(A) เทา่กบัผลคณูของสมาชิกในแนวทแยงหลกั

. det(AT ) = det(A)
ตัวอย่าง . . จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนี

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 7 −1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3

−1 0 5

5 0 2

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 5 1

2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

0 1 2

2 3 6

∣∣∣∣∣∣∣

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 x −1 2

0 1 −3 1

1 2 6 −5

0 −3 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 0 −1

1 −8 3 2

2 0 1 0

0 −4 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ตัวอย่าง . . จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนี

.
∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3

0 7 −1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 3 0

5 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 3 0

0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 5

0 3 −7 0

0 0 2 6

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



. . ดเีทอรม์แินนท์

สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A โดยมี B ∼ A ซงึ
. ถา้ B เป็นเมทรกซที์เกิดจาก การสบัเปลยีนแถวที p และแถวที q ของ A แลว้

det(B) = −det(A)

. ถา้ B เป็นเมทรกซที์เกิดจาก การคณูแถวที q ดว้ยคา่คงที k ของ A แลว้
det(B) = kdet(A)

. ถา้ B เป็นเมทรกซที์เกิดจาก การเปลียนแถวที p โดยนาํ c ไปคณูแถวที q แลว้นาํไปบวกแถว
ที p ของ A แลว้

det(B) = det(A)
หมายเหตุ เปลยีนจากกาํดาํเนินแถว เป็นดาํเนินการหลกั ก็จะไดผ้ลลพัธเ์ช่นเดียวกนั

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ det(A) = 5 เมือ A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 จงดีเทอรมิ์แนนซข์องเมทรกิซ์
ตอ่ไปนี

.
a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33



.
 a11 a12 a13

a21 a22 a23

2a31 2a32 2a33



.
 a11 a12 a13

a21 − 3a11 a22 − 3a12 a23 − 3a13

a31 a32 a33



.
a12 a11 a23

a22 a21 a13

a32 a31 a33



.
 a11 a12 a13

4a31 4a32 4a33

a21 a22 a23



.
 −2a21 −2a22 −2a23

3a11 + a31 3a12 + a32 3a13 + a33

a31 a32 a33





บทที . เมทรกิซ์
การหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซจ์ตรุสั A โดยใชก้ารดาํเนินแถว (หลกั) อาจเขียนไดด้งัตวัอยา่ง

ความสัมพนัธ์ การดาํเนินการแถว
∣∣∣∣∣∣∣
ka11 ka12 ka13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ คณูแถวที ดว้ย k

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ สบัเปลยีนแถวที กบัแถวที

∣∣∣∣∣∣∣
a11 + ka21 a12 + ka22 a13 + ka23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ คณูแถวที ดว้ย k แลว้นาํไปบวกแถวที

ตัวอย่าง . . จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนี โดยใชก้ารดาํเนินการแถว

. A =

0 1 5

3 −6 9

2 6 1



. B =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 3

2 7 0 6

0 6 3 0

7 3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



. . ดเีทอรม์แินนท์

ทฤษฎบีท . . ให้ A และ B เป็น n× n เมทรกิซ์ เมือ k เป็นจาํนวนจรงิ
. det(kA) = kndet(A)
. det(AB) = det(A)det(B)

. det(A−1) =
1

det(A) เมือ det(A) ̸= 0

. det(Am) = [det(A)]m

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้

A =

[
1 2

3 5

]
B =

[
−2 2

6 −1

]
C =

[
11 4

5 1

]
จงหา
. det(AB)

. det(3B)

. det(2A−1)

. det(2AB−1)

. det(−3ABTC)

. det(2C(A−1B2)T )

. det(A2B3C−2)

. det(A+ AT )



บทที . เมทรกิซ์
บทนิยาม . . ให้ A เป็นเมทรกิซจ์ตรุสั

. ไมเนอร์ (minor) ของ aij เขียนแทนดว้ยMij คือดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซที์เกิดจากการตดั
แถวที i และหลกัที j ของ A

. โคแฟคเตอร์ (cofactor) ของ aij เขียนแทนดว้ย Cij นิยามโดย
Cij = (−1)i+jMij

ตัวอย่าง . . จงหาไมเนอรแ์ละโคแฟคเตอรท์งัหมดของ

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0





. . ดเีทอรม์แินนท์

ทฤษฎบีท . . การกระจายโคแฟคเตอร์ (Cofactor expansion)
ให้ A = [aij]n×n เป็นเมทรกิซ์

. การกระจายโคแฟคเตอรห์ลกัที j : det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj

. การกระจายโคแฟคเตอรแ์ถวที i: det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin

สาํหรบั 1 ≤ i ≤ n และ 1 ≤ j ≤ n

ตัวอย่าง . . จงหา det(A) ของตวัอยา่ง . . โดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0



ตัวอย่าง . . จงหาดีเทอรมิ์แนนทโ์ดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

.
1 3 5

0 2 2

0 3 −1



.


3 5 1 5

0 0 −1 1

2 4 0 5

−1 0 9 0



.


3 0 0 0

1 2 −1 1

2 4 0 5

3 4 5 3



.


3 5 −2 6

1 2 −1 1

2 4 1 5

3 7 5 3





บทที . เมทรกิซ์

บทนิยาม . . ให้ A = [aij]n×n เป็นเมทรกิซ์ โดยที Cij เป็นโคแฟคเตอรข์อง aij แลว้

cof(A) =


C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n... ... ...
Cn1 Cn2 · · · Cnn


เรยีกวา่ เมทริกซโ์คแฟคเตอร์ (matrix of cofactor) ของ A และ เมทริกซผู์กผัน (adjoint) ของ
A เขียนแทนดว้ย adj(A) นิยามโดย

adj(A) = [cof(A)]T

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัเมทรกิซจ์ตรุสั A ซงึผกผนัได้ แลว้

A−1 =
1

det(A)adj(A)

ตัวอย่าง . . จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของ A ในตวัอยา่ง . .

A =

1 2 1

2 1 1

1 2 0



ตัวอย่าง . . จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของ

A =

1 3 4

2 4 2

6 3 −1





. . ดเีทอรม์แินนท์

ทฤษฎบีท . . กฎของคารเ์มอร์ (Cramer's Rule)
ระบบสมการเชิงเสน้ n สมการใน n ตวัแปรไมท่ราบคา่

Ax = b

ซงึ det(A) ̸= 0 แลว้จะมีคาํตอบเดียวคือ

x1 =
det(A1)

det(A) , x2 =
det(A2)

det(A) , ..., xn =
det(An)

det(A)

เมือ Aj คือเมทรกิซที์แทนทีดว้ยหลกัที j ของ A ดว้ยหลกัในเมทรกิซ์ b
ตัวอย่าง . . จงใชก้ฎของคารเ์มอรห์าคาํตอบของระบบสมการ


x1 + x3 = 4

x1 + x2 − x3 = −2

2x1 − x2 + x3 = 5



บทที . เมทรกิซ์
แบบฝึกหดั .

. จงหาดีเทอรมิ์แนนทต์อ่ไปนี

.
∣∣∣∣∣2 −3

4 7

∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣10 8

−1 5

∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 4 1

2 5 5

3 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
1 4 7

2 5 8

3 6 9

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣
1 7 −1

0 8 5

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 7

0 5 0

3 0 9

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
3 4 7

a −2 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 5

1 a 2

1 2a 10

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣
2550 2551 2552

2553 2554 2555

2556 2557 2558

∣∣∣∣∣∣∣
. จงหา λ ทีทาํให้ det(A) = 0

.
∣∣∣∣∣λ− 2 1

−5 λ+ 4

∣∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∣∣
λ− 4 0 0

0 λ 2

0 3 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣
. จงหา x ทีสอดคลอ้งเงือนไข

∣∣∣∣∣x −1

3 1− x

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −3

2 x −6

1 3 x− 5

∣∣∣∣∣∣∣
. จงแสดงวา่ดีเทอรมิ์แนนท์

∣∣∣∣∣∣∣
sinθ cosθ 0

−cosθ sinθ 0

sinθ − cosθ sinθ + cosθ 1

∣∣∣∣∣∣∣ ไมข่นึกบั θ

. กาํหนดให้

A =

 a b c

d d f

x1 y1 z1

 , B =

 a b c

d d f

x2 y2 zz

 and C =

 a b c

d d f

x1 + x2 y1 + y2 z1 + z2

 .

จงแสดงวา่ det(C) = det(A) + det(B)

. จงหาดีเทอรมิ์แนนทข์องเมทรกิซต์อ่ไปนี

.
2 −12 1

0 5 −9

0 0 2



.
3 0 0

4 −5 0

6 1 3



.
2 −1 3

7 5 −9

4 −2 6



.


2 −1 −4 0

−1 5 2 0

−1 −2 2 1

2 −2 −4 0



.
1 0 0

0 1 0

5 0 1



.
4 0 0

0 1 0

0 0 1





. . ดเีทอรม์แินนท์

.


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0



.


1 0 0 0

0 1 0 0

−7 0 1 0

0 0 0 1



.
 3 6 −9

0 0 2

−5 2 1



.
0 3 1

1 1 2

3 2 4



.
 1 −3 0

−2 4 1

5 −2 −2



.
 3 −6 9

−2 7 −2

0 1 5



.


1 −2 3 1

5 −9 6 3

−1 2 −6 2

2 8 6 1



.


2 1 3 1

1 0 1 1

0 2 1 0

0 1 2 3



.


0 1 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 1 0 1



.


1 0 3 0 2

0 1 0 3 0

2 0 1 0 1

1 −2 0 1 −1

1 0 0 1 −1



. กาํหนดให้
∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = −3 จงหา

.
∣∣∣∣∣∣∣
2a 2b 2c

d e f

−g −h −i

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣
d e f

g h i

a b c

∣∣∣∣∣∣∣

.
∣∣∣∣∣∣∣
a+ g b+ h c+ i

g h i

3d 3e 3f

∣∣∣∣∣∣∣
.
∣∣∣∣∣∣∣

4a 4b 4c

d e f

5g − d 5h− e 5i− f

∣∣∣∣∣∣∣
. จงหาไมเนอรแ์ละโคแฟคเตอรท์งัหมดของ A =

1 −2 3

6 7 1

5 3 4



. กาํหนดให้ A =


4 −1 1 6

0 0 −3 3

4 1 0 9

4 1 2 3

 จงหา
. M13 และ C13 . M24 และ C24 . M32 และ C32 . M41 และ C41

. จงหาดีเทอรมิ์แนนทโ์ดยวิธีการกระจายโคแฟคเตอร์

. A =

−3 0 7

2 5 1

−1 0 5



. A =

3 3 1

1 0 −4

1 −3 5



. A =

1 k k2

1 k k2

1 k k2



. A =

k + 1 k − 1 7

2 k − 3 4

5 k + 1 k





บทที . เมทรกิซ์

. A =


3 3 0 5

2 2 0 −2

4 1 −3 0

2 10 3 2

 . A =


4 0 0 1 0

3 3 3 −1 0

1 2 4 2 3

9 4 6 2 3

2 2 4 2 3


. จงใชเ้มทรกิซผ์กูผนัหาตวัผกผนัของเมทรกิซต์อ่ไปนี

. A =

 2 5 5

−1 −1 0

2 4 3



. A =

 2 0 3

0 3 2

−2 0 4



. A =

2 −3 5

0 1 −3

1 0 2



. A =

 2 0 1

2 1 4

−5 3 1


. จงใชก้ฎของคารเ์มอรห์าคาํตอบของระบบสมการ

.
x1 + x3 = 1

x1 + 2x2 = 2

.


4x1 + 5x2 = 2

11x1 + x2 + 2x3 = 3

x1 + 5x2 + 2x3 = 1

.


x− 4y + z = 6

4x− y + 2z = −1

2x+ 2y − 3z = −20

.


x− 3y + z = 4

2x− y = −2

4x− 3z = 0

.


3x1 + x2 − x3 = 4

−x1 + 7x2 − 2x3 = 1

2x1 + 6x2 − x3 = 5

.


−x1 − 4x2 + 2x3 + x4 = −32

2x1 − x2 + 7x3 + 9x4 = 14

−x1 + x2 + 3x3 + x4 = 11

x1 − 2x2 + x3 − 4x4 = −4

. จงใชก้ฎของคารเ์มอรใ์นการหา z
4x+ y + z + w = 6

3x+ 7y − z + w = 1

7x+ 3y − 5z + 8w = −3

x+ y + z + 2w = 3



บทที
เวกเตอร์

. เวกเตอรบ์นระนาบ
การบอกตาํแหน่งของจดุใน ปริภมูิสามมติิ (three-dimensional space) ทาํไดจ้ากการอา้งอิงเสน้
ตรงสามเสน้คือ แกน X แกน Y และแกน Z ซงึตดัการทีจดุ O เรยีกวา่ จุดกาํเนิด (origin) และเรยีก

ระนาบทีผา่น แกน X และแกน Y วา่ ระนาบ XY (XY-plane)
ระนาบทีผา่น แกน X และแกน Z วา่ ระนาบ XZ (XZ-plane)
ระนาบทีผา่น แกน Y และแกน Z วา่ ระนาบ YZ (YZ-plane)

X

Y

Z

ระนาบ XY

X

Y

Z

ระนาบ XZ

X

Y

Z

ระนาบ YZ
ระนาบพิกดัฉากทงัสามจะแบง่ปรภิมิูสามมิติออกเป็น สว่นเรยีกวา่ อัฐภาค (Octance)

X

Y

Z



บทที . เวกเตอร์

การบอกตาํแหน่งของจดุ P ในปรภิมิูสามมิติ มีแกนพิกดัเป็นทีอา้งอิงบอกไดโ้ดยใชจ้าํนวนจรงิ
(x, y, z) เรยีกวา่พิกดัฉากของจดุ P และใช้ R3 แทนเซตของจดุ (x, y, z) ในปรภิมิูสามมิติ

X
Y

Z

P (x, y, z)

(x, 0, 0)

(x, 0, z)

(0, 0, z)

(x, y, 0)

(0, y, 0)

(0, y, z)

ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟในปรภิมิูสามมิติแสดงจดุดงัตอ่ไปนี
. P (1,−2, 2)

X

Y

Z

. Q(1, 2, 2)

X

Y

Z



. . เวกเตอรบ์นระนาบ

เวกเตอร์ (vector) คือปรมิาณทีมีทงัขนาดและทิศทาง โดยทวัไปใช้สว่นของเสน้ตรงเชือมโยง
กนัระหวา่งจดุสองจดุและมีลกูศรกาํกบัแทนเวกเตอร์ และความยาวของเสน้ตรงแทนขนาดของเวก
เตอร์ ใชส้ญัญาลกัษณ์ −→

PQ แทนเวกเตอรที์มีจดุเรมิตน้ทีจดุ P สนิสดุทีจดุ Q มีทิศทางจาก P ไป
Q และใช้ ∥−→PQ∥ แทนความยาวหรอืขนาด (length/magnitude/norm) ของ −→

PQ และเวกเตอรท์งั
สองจะเทา่กนัก็ตอ่เมือทงัสองมีขนาดเทา่กนัและทิศทางเดียวกนั

X

Y

Z

P

Q

O

A

บทนิยาม . . กาํหนดให้ P (x1, y1, z1) และ Q(x2, y2, z2)

แลว้ a⃗ เป็นเวกเตอรต์าํแหน่ง (position vector) ของ −→PQ คือ
a⃗ = ⟨x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1⟩

ถา้ a1 = x2−x1, a2 = y2−y1 และ a3 = z2−z1 ดงันนั a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ เรยีก a1, a2 และ a3 วา่ส่วน
ประกอบ (component) ของ a⃗ ตามแกน X แกน Y และ แกน Z ตามลาํดบั

X
Y

Z

O
A

a1 a2

a3

a⃗

จากรูปโดยใชค้วามสมัพนัธข์องสามเหลยีมมมุฉากจะไดว้า่

∥a⃗∥ =
√
a21 + a22 + a23

บทนิยาม . . เวกเตอรที์มีตวัประกอบทกุตวัเป็นศนูยเ์รยีกวา่ เวกเตอรศู์นย์ (zero vector) เขียน
แทนดว้ย 0⃗ = ⟨0, 0, 0⟩

ข้อตกลง เมือ P เป็นจดุใน R3 และ O เป็นจดุกาํเนิด เราจะเขียนเวกเตอร์−→OP แทนดว้ย P⃗



บทที . เวกเตอร์

บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ ≠ 0⃗ เป็นเวกเตอรที์ทาํมมุ α, β, γ กบัแกน X แกน Y และแกน
Z ดา้นบวกตามลาํดบัโดยที α, β, γ ∈ [0, π] เรยีก α, β, γ วา่มุมแสดงทศิทาง (direction angles)
ของ a⃗ และ cosα, cosβ, cosγ วา่โคไซนแ์สดงทศิทาง (direction cosines) ของ a⃗

X
Y

Z

O

a1 a2

a3

a⃗

α

β

γ

จากรูปจะไดว้า่ cosα =
a1
∥a⃗∥

cosβ =
a2
∥a⃗∥

cosγ =
a3
∥a⃗∥

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรต์าํแหน่งของ −→PQ ขนาดและโคไซนแ์สดงทิศทางของเวกเตอรน์นั
. P (1, 2,−3) และ Q(−1, 0− 4) . P (4,−1, 2) และ Q(5,−2, 3)

ตัวอย่าง . . จงหามมุแสดงทิศทางของแรง F⃗ = ⟨−1, 1,
√
2⟩



. . เวกเตอรบ์นระนาบ

บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ k ∈ R

. a⃗ = b⃗ ก็ตอ่เมือ a1 = b1, a2 = b2 และ a3 = b3

. a⃗+ b⃗ = ⟨a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3⟩

. ka⃗ = ⟨ka1, ka2, ka3⟩

. a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)

ตัวอย่าง . . ให้ F⃗1 = ⟨1,−2, 5⟩ และ F⃗2 = ⟨−1,−4, 7⟩ จงหาเวกเตอรต์อ่ไปนี
. F⃗1 + F⃗2

. 2F⃗1 + 3F⃗2

. 3F⃗2 − 2F⃗1

ตัวอย่าง . . ถา้แรง F⃗ = ⟨2,−4, 4⟩ กระทาํกบัวตัถุมวล กิโลกรมั เกิดเวกเตอรค์วามเรง่ a⃗ จง
หาเวกเตอรค์วามเรง่พรอ้มทงัขนาดความเรง่



บทที . เวกเตอร์

ตัวอย่าง . . กาํหนดใหแ้รง F⃗1, F⃗2 และ F⃗3 ทีมีขนาด , และ นิวตนัตามลาํดบั กระทาํกบั
วตัถชิุนหนงึมีทิศทางดงัภาพ

F⃗1

F⃗2

F⃗3

60◦30◦

. จงเขียนแตล่ะแรงในรูปเวกเตอรต์าํแหน่ง

. จงหาแรงลพัธ์



. . เวกเตอรบ์นระนาบ

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ c, k ∈ R แลว้
. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

. (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

. a⃗+ 0⃗ = a⃗

. a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

. (ck)⃗a = c(ka⃗) = k(c⃗a)

. c(⃗a+ b⃗) = c⃗a+ c⃗b

. (c+ k)⃗a = c⃗a+ ka⃗

. 1a⃗ = a⃗

. 0a⃗ = 0⃗

บทนิยาม . . เราเรยีกเวกเตอรที์มีขนาดหนงึหน่วยวา่ เวกเตอรห์นึงหน่วย (unit vector)
ให้ a⃗ เป็นเวกเตอรที์ไมใ่ชเ่วกเตอรศ์นูยใ์น R3 และจะไดว้า่

a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นงึหน่วยทีมีทศิเดยีวกบั a⃗

− a⃗

∥a⃗∥
เป็นเวกเตอรห์นงึหน่วยทีมีทศิตรงข้ามกบั a⃗

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรห์นงึหนว่ยของเวกเตอรต์อ่ไปนี
. ⟨1,−2, 2⟩ . ⟨1, 1,√2⟩

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอร์ หน่วยทีมีทิศตรงกนัขา้มกบัแรง F⃗ = ⟨6,−3, 2⟩

เวกเตอรห์นงึหนว่ยตามแนวแกน X แกน Y และ แกน Z คือ i⃗, j⃗ และ k⃗ ตามลาํดบั
i⃗ = ⟨1, 0, 0⟩ j⃗ = ⟨0, 1, 0⟩ k⃗ = ⟨0, 0, 1⟩

ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ แลว้จะไดว้า่
a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ = a1⟨1, 0, 0⟩+ a2⟨0, 1, 0⟩+ a3⟨0, 0, 1⟩ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗



บทที . เวกเตอร์
แบบฝึกหดั .

. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 0⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 2⟩, c⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ d⃗ = ⟨−2, 1, 5⟩ จงหา
. a⃗− 3⃗b

. 2a⃗− c⃗

. d⃗− b⃗+ a⃗

. (⃗a− 2⃗b) + 3c⃗

. ∥c⃗+ 2d⃗∥

. ∥2a⃗+ b⃗∥

. โคไซนแ์สดงทิศทางของ a⃗

. โคไซนแ์สดงทิศทางของ b⃗+ c⃗

. เวกเตอรห์นงึหน่วยของ 2c⃗− d⃗

. เวกเตอร์ หนว่ยทีมีทิศเดียวกบั 2a⃗+ d⃗

. ถา้แรง F⃗ = ⟨2,−6, 3⟩ กระทาํกบัวตัถุมวล . กิโลกรมั เกิดเวกเตอรค์วามเรง่ a⃗ จงหาเวก
เตอรค์วามเรง่พรอ้มทงัขนาดความเรง่

. กาํหนดใหแ้รง F⃗1, F⃗2 และ F⃗3 ทีมีขนาด , และ นิวตนัตามลาํดบั กระทาํกบัวตัถชิุนหนงึ
มีทิศทางดงัภาพ

F⃗1

F⃗3

F⃗2

60◦30◦

. จงเขียนแตล่ะแรงในรูปเวกเตอรต์าํแหนง่

. จงหาแรงลพัธ์



. . ผลคูณเชงิสเกลาร์

. ผลคูณเชิงสเกลาร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงสเกลาร์ (scalar product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗ · b⃗ นิยามโดย

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

ตัวอย่าง . . จงหาผลคณูเชิงสเกลารข์องเวกเตอร์ a⃗ และ b⃗

. a⃗ = ⟨3,−1, 5⟩ และ b⃗ = ⟨1, 6,−3⟩

. a⃗ = ⟨2, 1⟩ และ b⃗ = ⟨4, 6⟩

. a⃗ = ⟨a, 1,−a⟩ และ b⃗ = ⟨a, a, a+ 1⟩

. a⃗ = ⟨2sinx, cosx⟩ และ b⃗ = ⟨sinx, 2cosx⟩



บทที . เวกเตอร์
ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ และ k ∈ R แลว้

. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗

. k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b)

. a⃗ · a⃗ = ∥a⃗∥2

ตัวอย่าง . . ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรบ์นระนาบ จงแสดงวา่
. a⃗ · a⃗ = 0 ก็ตอ่เมือ a⃗ = 0⃗

. ∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2

. ∥a⃗− b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 − 2a⃗ · b⃗+ ∥⃗b∥2



. . ผลคูณเชงิสเกลาร์

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ แลว้
a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥cosθ

เมือ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ เมือ 0 ≤ θ ≤ π ดงัรูป

a⃗

b⃗

θ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ตงัฉากกัน (orthogonal) ก็ตอ่เมือ a⃗ · b⃗ = 0 หรอื θ =
π

2



บทที . เวกเตอร์

ตัวอย่าง . . งาน W ทีเกิดขนึเมือมีแรง F⃗ กระทาํกบัวตัถทุาํใหเ้กิดการกระจดั s⃗ จะไดว้า่
W = F⃗ · s⃗

จงหางานทีเกิดขนึเมือออกแรงขนาด นิวตวัทาํมมุกบัแกน X องศา ทาํใหเ้กิดการกระจดัใน
แนวแกน X เมตร

ตัวอย่าง . . ให้ A(1, 2, 0), B(0, 4, 2) และ C(3, 2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลยีม ABC

จงหามมุ BÂC

ตัวอย่าง . . ให้ a⃗ = ⟨3, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨1,−1, 1⟩ และ c⃗ = ⟨3, 4,−2⟩
จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตงัฉากกนั



. . ผลคูณเชงิสเกลาร์

ตัวอย่าง . . กาํหนดแรง F⃗1 และ F⃗2 ดงัแผน

F⃗1

F⃗2

θ

จงหาขนาดขแรงแรงลพัธ์ หรอื ∥F⃗1 + F⃗2∥ และทิศทาง (ตอบในรูปมมุ)



บทที . เวกเตอร์

บทนิยาม . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗, b⃗ ̸= 0⃗ และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ ลากเสน้ตรงจาก A ไปตงัฉาก
กบั −−→

OB ทีจดุ C ดงัรูป

B

A

θ

O C

a⃗

b⃗
B

A

θ

OC

a⃗

b⃗

เรยีก −→
OC วา่ ภาพฉายเวกเตอร์ (vector projection) ของ a⃗ บน b⃗ เขียนแทนดว้ย Proj⃗ba⃗

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ แลว้จะไดว้า่ Proj⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
∥⃗b∥2

b⃗

ตัวอย่าง . . จงหาภาพฉายเวกเตอรข์อง a⃗ บน b⃗

. a⃗ = ⟨1, 2, 3⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2,−2⟩

. a⃗ = ⟨3, 1⟩ และ b⃗ = ⟨1,−2⟩



. . ผลคูณเชงิสเกลาร์

แบบฝึกหดั .
. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 1,−1⟩, b⃗ = ⟨1, 0, 3⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 2, 5⟩ จงหา

. b⃗ · c⃗

. c⃗ · 2⃗b+ 2a⃗ · b⃗

. (c⃗+ b⃗) · (⃗b− a⃗)

. มมุระหวา่ง a⃗ กบั c⃗

. มมุระหวา่ง a⃗+ b⃗ กบั a⃗− b⃗

. ภาพฉายเวกเตอรข์อง b⃗ บน c⃗

. ภาพฉายเวกเตอรข์อง a⃗ บน b⃗

. จงตรวจสอบวา่เวกเตอรค์ูใ่ดตอ่ไปนีตงัฉากกนับา้ง

a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨1,−2, 3⟩, c⃗ = ⟨−3, 3, 1⟩ และ d⃗ = ⟨−1, 1, 7⟩

. ให้ A(1, 2), B(3, 1) และ C(2,−2) เป็นจดุยอดของสามเหลยีม ABC จงหามมุ AB̂C

. เมือออกแรง F⃗1 และ F⃗2 ทาํมมุกนั องศา และมีขนาด และ นิวตนัตามลาํดบั จงหา
ขนาดและทิศทางของแรงลพัธที์เกิดกบัวตัถชิุนนี

. จงอธิบายงานทีเกิดขนึเมือแบกสงิของเดินไปตามแนวราบ



บทที . เวกเตอร์

. ผลคูณเชิงเวกเตอร์
บทนิยาม . . ให้ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩ และ b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩
ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (vector product/cross product) ของ a⃗ และ b⃗ เขียนแทนดว้ย a⃗× b⃗ คือ

a⃗× b⃗ = ⟨a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1⟩

หรอื
a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = i⃗

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
เมือ |M | แทนดีเทอรมิ์แนนทข์องเมตรกิซ์M

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2,−1⟩, b⃗ = ⟨0, 2, 1⟩ และ c⃗ = ⟨−3, 1,−1⟩ จงหา
. a⃗× b⃗

. b⃗× c⃗



. . ผลคูณเชงิเวกเตอร์

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ k ∈ R แลว้
. a⃗× b⃗ = −(⃗b× a⃗)

. a⃗× (⃗b+ c⃗) = (⃗a× b⃗) + (⃗a× c⃗)

. k(⃗a× b⃗) = (ka⃗)× b⃗ = a⃗× (k⃗b)

. a⃗ · (⃗a× b⃗) = 0 = b⃗ · (⃗a× b⃗)

ตัวอย่าง . . จงหาเวกเตอรที์ตงัฉากกบั a⃗ = ⟨1,−3, 4⟩ และ b⃗ = ⟨2, 2, 1⟩

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ ̸= 0⃗ และ b⃗ ̸= 0⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 และ θ เป็นมมุระหวา่ง a⃗ และ b⃗ แลว้
∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥sinθ

ข้อสังเกต a⃗ และ b⃗ ขนานกัน (paralell) ก็ตอ่เมือ a⃗× b⃗ = 0⃗ หรอื θ = 0 หรอื π

ทฤษฎบีท . . ให้ a⃗ และ b⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 แลว้พืนทีสีเหลยีมด้านขนาน (parallelogram)
ทีมีดา้นประชิดเป็น a⃗ และ b⃗ มีคา่เทา่กบั ∥a⃗× b⃗∥

a⃗

b⃗

ตัวอย่าง . . จงหาพืนทีของสามเหลียมทีมีจดุยอดเป็น A(2, 1, 1), B(−1, 3, 1) และ C(0, 2,−3)



บทที . เวกเตอร์

ตัวอย่าง . . แรง F⃗ ทีเกิดกบัประจุ q ในสนามแม่เหลก็ B⃗ จนทาํใหเ้กิดความเรว็ v⃗ สมัพนัธ์กนั
ดงันี

F⃗ = qv⃗ × B⃗

จงหาแรงทีเกิดขนึกบักระจุ ไมโครคลูอมป์เคลอืนทีดว้ยความเรว็ เมตรตอ่วินาที ในทิศตงัฉาก
กบัสนามแมเ่หลก็ทีขนาด . เทสลา

บทนิยาม . . ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอร์ใน R3 แลว้ผลคูณเชิงสเกลาร์ของสามเวกเตอร์
(scalar triple products) ของ a⃗, b⃗ และ c⃗ คือ a⃗ · b⃗× c⃗ หรอื a⃗ · (⃗b× c⃗) นนัคือ

a⃗ · b⃗× c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
เมือ a⃗ = ⟨a1, a2, a3⟩, b⃗ = ⟨b1, b2, b3⟩ และ c⃗ = ⟨c1, c2, c3⟩

โดยสมบตัิของดีเทอรมิ์แนนทจ์ะไดว้า่ a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨0, 1, 2⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 0, 1⟩ จงหา
. a⃗ · b⃗× c⃗ . c⃗× b⃗ · c⃗



. . ผลคูณเชงิเวกเตอร์

ทฤษฎบีท . . ปรมิาตรของรูปทรงสีเหลียมหน้าขนาน (parallepiped) ซงึมีดา้นประชิดเป็น
a⃗, b⃗ และ c⃗ เทา่กบั |⃗a · b⃗× c⃗|

b⃗× c⃗

c⃗

b⃗

a⃗

A

h

θ

จากรูป V = Ah = ∥⃗b× c⃗∥∥a⃗∥|cosθ| = |⃗a · b⃗× c⃗|

ตัวอย่าง . . จงหาปรมิาตรของรูปทรงสเีหลยีมหนา้ขนานซงึมีดา้นประชิดเป็น ⟨1, 1,−1⟩, ⟨2, 1, 0⟩
และ ⟨0, 1, 3⟩

ตัวอย่าง . . จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 4,−7⟩, ⟨2,−1, 4⟩ และ ⟨0,−9, 18⟩
อยูบ่นระนาบเดยีวกัน (coplanar)



บทที . เวกเตอร์
แบบฝึกหดั .

. กาํหนดให้ a⃗ = ⟨1, 2, 1⟩, b⃗ = ⟨2, 3, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 3, 2⟩ จงหา
. a⃗× b⃗

. a⃗× c⃗

. (⃗a× c⃗)× b⃗

. (⃗a× b⃗)× (c⃗× a⃗)

. a⃗ · (⃗b× c⃗)

. ∥c⃗× d⃗∥

. ∥2a⃗× b⃗∥

. ∥a⃗× 3c⃗∥+ |⃗a · c⃗|

. จงหาพืนทีสามเหลียมทีมีจดุยอดเป็น (−3, 1, 2), (−5, 1, 0) และ (4,−2, 1)

. กาํหนดให้ A(1, 1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 0, 0) และ D(2, 1,−1) จงแสดงวา่รูปสีเหลียม ABCD

เป็นสีเหลียมดา้นขนาน และหาพืนทีของรูปสีเหลียมนี
. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีเหลียมหนา้ขนานซงึมีดา้นประชิดเป็น a⃗ = ⟨2, 1,−3⟩,
b⃗ = ⟨4,−1, 0⟩ และ c⃗ = ⟨−1, 4,−1⟩

. จงยกตวัอยา่งเวกเตอร์ a⃗, b⃗ และ c⃗ ทีทาํให้ a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗

. จงใชผ้ลคณูเชิงสเกลารข์องสามเวกเตอรแ์สดงวา่ ⟨1, 5,−2⟩, ⟨3,−1, 0⟩ และ ⟨5, 9,−4⟩
อยูบ่นระนาบเดียวกนั

. ให้ a⃗, b⃗ และ c⃗ เป็นเวกเตอรใ์น R3 จงแสดงวา่
. ∥a⃗× b⃗∥2 = ∥a⃗∥2∥⃗b∥2 − (⃗a · b⃗)

. ถา้ a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗ แลว้ a⃗× b⃗ = b⃗× c⃗ = c⃗× a⃗

. (⃗a− b⃗)× (⃗a+ b⃗) = 2(⃗a× b⃗)

. a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗

. a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) = 0⃗

. ทอรก์ τ⃗ คือความพยายามของแรง F⃗ ทีจะหมนุวถัตรุอบแกนหมนุดว้ยระยะหา่งจากจดุหมนุ
r⃗ สมัพนัธก์นัดงันี

τ⃗ = r⃗ × F⃗

จงหาทอรก์ทีเกิดขนึเมือออกแรง นิวตนัหา่งจากจดุหมนุ เซนติเมตร โดยแรงทาํมมุกบั
แนวเสน้แกนหมนุ องศา



. . ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์

. ฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
บทนิยาม . . กาํหนดให้ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิบนช่วง I แลว้
F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ (vector value function) จาก I ไป R2

F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกชั์นค่าเวกเตอร์ จาก I ไป R3

ตัวอย่าง . . ให้ F⃗ (t) = ⟨t, t2⟩, 0 ≤ t ≤ 2 และ G⃗(t) = ⟨sint, cost, t⟩, 0 ≤ t ≤ π จงหา
. F⃗ (1) . G⃗

(π
3

)

บทนิยาม . . ให้ F⃗ และ G⃗ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอร์ และ u เป็นฟังกช์นัจาก I ไป R และ t ∈ I

แลว้
. (F⃗ + G⃗)(t) = F⃗ (t) + G⃗(t)

. (uG⃗)(t) = u(t)F⃗ (t)

. (F⃗ · G⃗)(t) = F⃗ (t) · G⃗(t)

. (F⃗ × G⃗)(t) = F⃗ (t)× G⃗(t)

ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เมือ t ∈ I และ x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีมี
อนพุนัธบ์นชว่ง I จะไดว้า่ F⃗ มีอนพุนัธที์ t และ

F⃗ ′(t) = ⟨x′(t), y′(t), z′(t)⟩

ตัวอย่าง . . จงหาอนพุนัธข์อง F⃗ (t) =
⟨
t2 + t− 3, cos2t, 2et⟩

ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ F⃗ = ⟨1, t, sint⟩ และ G⃗ = ⟨t2, t, 1⟩ จงหา
. (F⃗ · G⃗)′(t) . F⃗ ′(t) · G⃗(t) + F⃗ (t) · G⃗′(t)



บทที . เวกเตอร์
บทนิยาม . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩ เป็นฟังกช์นัคา่เวกเตอรบ์นโดเมน D ⊂ R ถา้
x, y, z เป็นฟังกช์นัคา่จรงิทีอินทิเกรตไดบ้นช่วง [a, b] แลว้ F⃗ เป็นฟังกช์นัทีอนิทเิกรตได้ (integrable)
บนชว่ง [a, b] ⊂ D และ ∫ b

a

F⃗ (t)dt =

⟨∫ b

a

x(t)dt,

∫ b

a

y(t)dt,

∫ b

a

z(t)dt

⟩
ตัวอย่าง . . กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨cost, sint, 1⟩ และ C⃗ = ⟨1, 2, 1⟩ จงหา

.
∫ π

0

F⃗ (t)dt .
∫ 2

1

C⃗ · F⃗ (t)dt

ตัวอย่าง . . จงหา
∫ 2π

0

∥⟨cost, sint, 1⟩∥dt



. . ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์

กราฟแสดงการเคลือนทขีองฟังกชั์นค่าเวกเตอร์
กราฟของการเคลอืนที r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมือ a ≤ x ≤ b คือ

กราฟความสมัพนัธ์ {(x(t), y(t)) : r⃗(t) = ⟨x(t), y(t)⟩ เมือ a ≤ x ≤ b}

r⃗(t) = ⟨t, t2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 4

X

Y
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15

16
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r⃗(t) = ⟨3sint, 3cost⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2π

X

Y
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−4
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−1

0

1
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3

4

t = 0

t = π
2

t = π

t = 3π
2

ตัวอย่าง . . จงเขียนกราฟแสดงการเคลอืนทีตอ่ไปนี เมือ 0 ≤ t ≤ 4

. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1⟩

X

Y

. r⃗(t) = ⟨t, t+ 1, 3 + 2t⟩

X

Y

Z



บทที . เวกเตอร์

ให้ r⃗(t) = x(t)⃗i+ y(t)⃗j (หรอื r⃗(t) = x(t)⃗i+ y(t)⃗j + z(t)k⃗ ใน มิติ) เป็นฟังกช์นัการเคลือนที
หรอืเวกเตอรต์าํแหนง่

เวกเตอรค์วามเร็ว v⃗(t) = r⃗′(t) = x′(t)⃗i+ y′(t)⃗j = vx(t)⃗i+ vy(t)⃗j

อัตราความเร็ว v(t) = ∥v⃗(t)∥ =
√

v2x + v2y

เวกเตอรค์วามเร่ง a⃗(t) = v⃗′(t) = r⃗′′(t) = x′′(t)⃗i+ y′′(t)⃗j = ax(t)⃗i+ ay(t)⃗j

อัตราความเร่ง a(t) = ∥a⃗(t)∥ =
√

a2x + a2y

ตัวอย่าง . . ให้ r⃗(t) = i⃗+ 2t⃗j + 3t2k⃗ เมือ 0 ≤ t ≤ 2 เป็นสมการการเคลือนทีของวตัถุ
จงหาตาํแหนง่ของการเคลอืนที เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่และอตัราเรง่ เมือเวลา
t = 1

ตัวอย่าง . . เรอืลาํนีเคลอืนทีในระนาบ XY โดยมีฟังกช์นัตาํแหน่งทีเวลาใด ๆ ในระบบพิกดั
ฉากเป็น x(t) = 3t2 − 2t + 1 และ y(t) = −t2 + 2t − 3 จงหาเวกเตอรต์าํแหน่ง และความเรว็ของ
เรอืลาํนีทีเวลา วินาที



. . ฟังกช์นัคา่เวกเตอร์

ตัวอย่าง . . รถคนัหนงึเคลอืนทีในระนาบ XY ดว้ยความเรง่ a⃗(t) = 2⃗i m/s2 ถา้รถคนันีเรมิ
เคลอืนเมือเวลา วินาที มีความเรว็เรมิตน้ v⃗0 = 10⃗i− 5⃗j m/s

. ความเรว็ทีเวลาใด ๆ จากสมการ v⃗ = v⃗0 + a⃗t

. ความเรว็และอตัราเรว็ทีเวลา วินาที

. เวกเตอรต์าํแหน่งทีเวลาใด ๆ



บทที . เวกเตอร์
แบบฝึกหดั .

. กาํหนดให้ F⃗ (t) = ⟨1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t⟩ และ G⃗(t) = ⟨cost, sint, t⟩ จงหา
. F⃗ ′(t) + G⃗′(t)

. (F⃗ · G⃗)′(t)

. (F⃗ ′ × G⃗′)(t)

. (F⃗ · G⃗′)(t)

. จงหาคา่ตอ่ไปนี

.
∫ 3

1

⟨
t, 2t+ 1, t2

⟩
dt .

∫ π

0

⟨sint, cost, t+ 1⟩ dt

. จงเขียนกราฟแสดงการการเคลือนทีของฟังกช์นัเวกเตอรต์อ่ไปนี
. r⃗(t) = ⟨t,

√
t2 − 1⟩ เมือ 1 ≤ t ≤ 3

. r⃗(t) =

⟨
t+

1

t
, t− 1

t

⟩
เมือ 1 ≤ t ≤ 4

. r⃗(t) = ⟨1 + t, 2 + t⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 5

. r⃗(t) = ⟨1, t, t2⟩ เมือ 0 ≤ t ≤ 2

. จงหา ตาํแหน่งของการเคลือนที เวกเตอรค์วามเรว็ อตัราเรว็ เวกเตอรค์วามเรง่ อตัราเรง่ เมือ
กาํหนดสมการการเคลอืนทีดงันี ขณะเวลาทีกาํหนดให้
. r⃗(t) = t⃗i+ (t2 + 1)⃗j เมือ t = 2

. r⃗(t) = (t+ 1
t
)⃗i+ (t− 1

t
)⃗j เมือ t = 1

. r⃗(t) = (t2 − 2t)⃗i+ (t+ 1)⃗j − 3tk⃗ เมือ t = 1

. r⃗(t) = sin3t⃗i+ cos2t⃗j เมือ t = π
4

. r⃗(t) = sin2t⃗j + etcost⃗j + tk⃗ เมือ t = 0

. ถา้การเดินทางของอนภุาคตวัหนงึเป็น r⃗(t) = x(t)⃗i + y(t)⃗j โดยมี x(t) = at2 + bt + c และ
y(t) = dt+ e เมือ a, b, c, d, e เป็นคา่คงที จงหาการกระจดัของอนภุาคนีทีเวลา วินาที

. เรอืมีฟังกช์นัความเรว็เป็น v⃗(t) = at2⃗i+ bt⃗j โดยกาํหนดให้ a = 10 m/s2 และ b = −5 m/s2

จงหา
. ความเรว็ทีเวลา วินาที และ วินาที
. ความเรง่ทีเวลา . วินาที
. ความเรง่เฉลยีระหวา่งชว่งเวลา ถงึ วินาที



บทที
สถติเิบอืงต้น

. ความรู้เบอืงต้นเกยีวกับสถติิ
คาํวา่สถติิตรงกบัคาํในภาษาองักฤษStatistics ซงึเป็นคาํทีแปลมาจากศพัท์ Statistik ในภาษา

เยอรมนั ซงึคิดคน้ขนึโดย Got fried Ache wall (ค.ศ. - ) เป็นคาํทีมีรากศพัทเ์ดียวกบัคาํ
วา่ “State” ซงึแปลวา่ “รฐั” มีความหมายถงึขอ้มลูหรอืขา่วสาร ซงึเป็นประโยชนต์อ่การบรหิารงาน
ของรฐัในดา้นตา่ง ๆ แต่ในปัจจบุนัมีนกัวิชาการใหค้วามหมายของคาํวา่สถิติไวห้ลายความหมาย
เชน่

. สถิติหมายถงึตวัเลขทีแสดงขอ้เท็จจรงิเกียวกบัเรอืงใดเรอืงหนงึ เชน่

• สถิติทีแสดงปรมิาณนาํฝนในกรุงเทพมหานครในเดือนมกราคม พ.ศ.
• สถิติอบุตัิเหตทีุเกิดในประเทศไทย พ.ศ.
• สถิตินกัเรยีนทีมาสายของโรงเรยีนแหง่หนงึในปีการศกึษา

. สถิติหมายถงึคา่ตวัเลขทีคาํนวณไดจ้ากขอ้มลูกลุม่ตวัอยา่ง คา่ทีคาํนวณไดอ้อกมานนัเรยีก
วา่ คา่สถิติ เชน่ คา่เฉลียเลขคณิต คา่มธัยฐาน คา่ฐานนิยม และคา่สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
เป็นตน้

. สถิติหมายถงึศาสตร์ทีวา่ดว้ยการเก็บรวมรวมขอ้มลู การนาํเสนอขอ้มลู และการวิเคราะห์
ขอ้มลู

ข้อมูล (Data) คือ สงิทีแสดงถงึลกัษณะของขอ้เท็จจรงิเกียวกบับคุคล สงิของหรอืเหตกุารณ์
ในรูปแบบของตวัเลข ภาพ ตวัอกัษร และสญัลกัษณต์า่ง ๆ ซงึอาจเป็นตวัเลขหรอืไม่ก็ได้ และตอ้ง
จาํนวนมากพอทีจะแสดงลกัษณะของเรอืงนนัได้ เชน่ อายุ นาํหนกั ความสงู รายได้ เพศ ระดบัการ
ศกึษา อาชีพ เป็นตน้ ขอ้มลูทีเก็บรวบรวมมาไดเ้รยีกวา่ ข้อมูลดบิ (raw data) จากนนัจะนาํขอ้มลู
ไปวิเคราะหแ์ละประมวลผลตอ่ไป ซงึจะเรยีกวา่ สารสนเทศ (Information) ดงันนัสารสนเทศหมาย
ถงึ ขอ้มลูไดผ้า่นการเปลยีนแปลงหรอืมีการประมวลผลหรอืวิเคราะหส์รุปผลดว้ยวิธีการตา่ง ๆ
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ขอ้มลูดิบ สารสนเทศ

- คะแนนนกัเรยีนในหอ้ง - นกัเรยีนสว่นใหญ่ในหอ้งนีมีคะแนนสงูกวา่เกณฑ์
- รายไดข้องครูในพืนที กทม. - ครูในพืนที กทม. มีรายไดเ้ฉลยี , ตอ่เดือน
- จาํนวนพายทีุผดัผา่นประเทศไทย - โดยเฉลียแลว้พายจุะผดัผา่นประเทศไทยปีละ ครงั
- จาํนวนคนทีกดไลคเ์ฟสบคุ - คนทีกดไลคเ์พจแมทโคตรสว่นใหญ่มีอายชุว่ง - ปี

ขอ้มลูทีนาํมาวิเคราะหป์ระกอบดว้ยขอ้มลูหลายประเภท อาจพิจารณาตามลกัษณะตา่ง ๆ ดงันี

แบง่ตามลักษณะของข้อมูล

. ข้อมูลเชิงปริมาณ (Quantitative data) คือขอ้มลูทีวดัคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย จงึแสดงเป็น
ตวัเลข เชน่ รายได้ นาํหนกั สว่นสงู คะแนนสอบ อายุ เป็นตน้ แบง่ออกเป็น แบบคือ
. ข้อมูลแบบไม่ต่อเนือง (Discrete data) หมายถงึขอ้มลูทีมีคา่เป็นจาํนวนเตม็หรอื

จาํนวนนบั
. ข้อมูลแบบต่อเนือง (Continunous data) หมายถงึขอ้มลูทีมีคา่ได้ทกุคา่ในชว่งที

กาํหนดทีมีความหมาย

ขอ้มลูแบบไมต่อ่เนือง ขอ้มลูแบบตอ่เนือง
- จาํนวนใขไ่ก่ในตะกรา้ - นาํหนกัของไขไ่ก่ ฟอง
- จาํนวนเดก็ในหอ้งเรยีน - สว่นสงูของนกัเรยีน
- จาํนวนพายทีุผดัผา่นในฤดกูาลหนงึ - ความเรว็ลม
- จาํนวนคนทีกดไลคเ์ฟสบคุ - อณุหภมิูของนาํ

. ข้อมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative data) หรอืขอ้มลูจาํแนกประเภท (Categorical data) หรอื
บางครงัเรยีกวา่ขอ้มลูเชิงกลุม่เป็นขอ้มลูทีไม่สามารถระบุคา่ได้วา่มากหรอืนอ้ย มกัจะเป็น
ขอ้ความ เชน่ ระดบัการศกึษา การนบัถือศาสนา เพศ เป็นตน้

แบง่ตามแหล่งทมีาของข้อมูล

. ข้อมูลปฐมภมูิ (Primary data) คือขอ้มลูทีเก็บรวบรวมดว้ยตวัเองหรอืจากแหลง่ทีใหข้อ้มลู
โดยตรง เชน่ การทดลอง การสอบถาม การทาํสาํมะโน การสมัภาษณ์ เป็นตน้ ขอ้มลูปฐมภมิู
จะเป็นขอ้มลูทีมีรายละเอียดตรงตามทีผูใ้ชต้อ้งการ อาจเสียเวลาและคา่ใชจ้า่ยมาก และเป็น
ขอ้มลูยงัไมท่าํการวิเคราะห์

. ข้อมูลทุตยิภมูิ (Secondary data) คือขอ้มลูทีรวบรวมได้จากแหลง่อืนทีมีผู้รวบรวมไว้ให้
เช่น รายงานตา่ง ๆ ของหน่วยราชการหรอืเอกชน เป็นตน้ ผูใ้ชข้อ้มลูเพียงนาํขอ้มลูมาใชเ้ทา่นนั
จงึประหยดัทงัเวลาและคา่ใชจ้า่ย ดงันนัขอ้มลูทตยุภมิูคือขอ้มลูทีทาํการวิเคราะหเ์บืองตน้มา
แลว้ การนาํขอ้มลูชนิดนีมาใชอ้าจมีรายละเอียดไม่เพียงพอ หรอืไม่ตรงตามตอ้งการ ดงันนัผู้
ใชอ้าจไมท่ราบถงึขอ้ผิดพลาดของขอ้มลู จงึควรระมดัระวงัในการใช้
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ขอ้มลูปฐมภมิู ขอ้มลูทตุิยภมิู

- คะแนนทีไดจ้ากการสอบถามเพือน ๆ ในหอ้ง - คะแนนทีไดจ้ากการบนัทกึของครูผูส้อน
- อณุหภมิูของสารตา่ง ๆ ทีไดจ้ากทดลอง - คา่ความชืนในอากาศทีไดจ้ากเวป็ไซค์
- จาํนวนนกัเรยีนทีมาสายในแตล่ะวนั ของกรมอตุนิุยมวิทยา
จากการสงัเกตหนา้โรงเรยีน - นาํหนกัของผูส้งูวยัใน กทม. ทีไดจ้ากสาํนกั

สถิติแหง่ชาติ

หากตอ้งการทราบขอ้มลูทางสถิติบางอยา่ง เชน่ รายได้ของคนไทย สงิแรกทีตอ้งทาํคือการ
สาํรวจหรอืเก็บขอ้มลูของรายไดข้องคนไทย จะเรยีกคนไทยทกุคนวา่ ประชากร (Population) ของ
การสาํรวจในครงันี ถา้สนใจนาํหนกัของนกัเรยีนในกรุงเทพมหานคร ประชากรคือ นกัเรยีนทกุคนใน
กรุงเทพมหานคร ดงันนัประชากรในทางสถิติจงึมีความหมายกวา้งกวา่ความคาํวา่ประชากรโดย
ทวัไป ดงัจะนิยามดงันี
บทนิยาม . . ประชากร คือเซตของคา่สงัเกตทงัหมดในการทดลอง หรอืในการสาํรวจทางสถิติ

จาํนวนของคา่สงัเกตทงัหมดของประชากร คือตวัเลขทีบอกขนาดของประชากร เชน่สาํรวจคะแนน
สอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนชนั ม. ของโรงเรยีนแหง่หนงึทีมีจาํนวนทงัหมด คน จะได้
วา่ขนาดของประชากรในการสาํรวจครงันีคือ ประชากรอาจแบง่ตามขนาดได้ ชนิดคือ

. ประชากรทมีีจาํนวนแน่นอน (Finite population) เช่น จาํนวนรถโดยสารประจาํทางในกรุง
เกพมหานคร จาํนวนนกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภฏั
สวนสนุนัทา เป็นตน้

. ประชากรทมีีจาํนวนอนันต์ (Infinite population) เชน่ จาํนวนขา้วทีเก็บเกียวไดใ้นปีหนงึ ๆ
และจาํนวนครงัทีทอดลกูเตา๋จนไดแ้ตม้ เป็นตน้

จะห็นวา่การเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุหน่วยในประชากรทีมีขนาดใหญ่ อาจเกิดความยุง่ยาก ใช้
เวลามากและคา่ใชจ้า่ยสงู ผูว้ิจยัอาจเก็บขอ้มลูบางสว่นของประชากร ซงึจะเรยีกวา่ตัวอย่าง (Sample)
เชน่ ตอ้งการหาอายเุฉลยีของประชากรไทย ประชากรคือคนไทยทกุคน ตวัอยา่งคือคนไทยบางสว่น
ทีถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง หรอืนิยามไดด้งันี
บทนิยาม . . ตัวอย่าง คือเซตยอ่ยของประชากรทีไมใ่ช่เซตวา่ง

การเก็บรวบรวมขอ้มลูเพือนาํมาวิเคราะห์ อาจประกอบดว้ยขอ้มลูปฐมภมิู และขอ้มลูทตุิยภมิู
โดยขอ้มลูทีไดอ้าจเป็นขอ้มลูเชิงปรมิาณ และเชิงคณุภาพ ในกรณีการใช้ขอ้มลูปฐมภมิูหนว่ยงาน
จะเป็นผูเ้ก็บขอ้มลู ซงึมีวิธีเก็บรวบรวม วิธีดงันี

. การเก็บรวบรวมขอ้มลูจากทะเบียนหรอืการบนัทกึ
คือการจดบนัทกึหรอืงานทะเบียนของหน่วยงาน หรอืองคก์รตา่ง ๆ เชน่ การบนัทกึจาํนวน
นกัเรยีนทีมาเรยีนในแตล่ะวนั ของโรงเรยีนแหง่หนงึ การบนัทกึขอ้มลูผูม้ารกัษาในโรงพยาบาล
แหง่หนงึ เชน่ อายุ เพศ และหมู่เลือด เป็นตน้ หา้งสรรพสนิคา้จาํบนัทกึยอดขายของสนิคา้
แตล่ะแผนกทกุวนั
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. การเก็บรวมรวมขอ้มลูโดยการสาํรวจ
ทาํได้ แบบคือ
. การทาํสาํมะโน (Census) คือขอ้มลูทีเก็บรวบรวมขอ้มลูทกุ ๆ หน่วยของประชากร
. การสาํรวจด้วยตัวอย่าง (Sample survey) คือการเก็บขอ้มลูบางหน่วยทีเลือกมาเป็น

ตวัแทนจากทกุ ๆ หน่วยของประชากร
. การเก็บรวบรวมขอ้มลูโดยการทดลอง
ในบางครงัเรอืงทีเราสนใจไม่สามารถทาํการสาํรวจได้ แต่ตอ้งเก็บขอ้มลูโดยทาํการทดลอง
เช่น เปรยีบเทียบการสอนวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงจาํนวนเตม็ รูปแบบ หรอืศกึษาผลสมัฤทธิ
ของวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงพืนทีผิวและปรมิาตรของนกัเรยีนชนั ม. โรงเรยีนแหง่หนงึโดยใช้
สือประสมรว่มกบัโปรแกรม GeoGebra

การเก็บรวบรวมขอ้มลูทาํไดห้ลายแบบ เช่น
. การสมัภาษณ์ (Interview)
การสง่พนกังานไปสมัภาษณห์น่วยตา่ง ๆ ในประชากรหรอืตวัอยา่ง พนกังานจะเป็นผูจ้ดบนัทกึ
คาํตอบในแบบสอบถาม

. การสง่ไปรณีย์ (Mail)
การสง่แบบสอบถามทางไปรษณียไ์ปใหผู้ต้อบแบบสอบถามทีถกูเลือก เมือผูต้อบแบบสอบถาม
แลว้ใหส้ง่คืนมาทางไปรษณีย์

. การทอดแบบ
การนาํแบบสอบถามไปใหผู้ต้อบ แลว้นดัมารบัแบบสอบถามคืน

. โทรศพัท์
พนกังานใชโ้ทรศพัทไ์ปสอบถามผูต้อบ หรอืผูที้ถกูเลือกเป็นตวัอยา่ง

. การชงั ตวง วดั หรอืนบั
การศกึษาขอ้มลูบางเรอืงทีตอ้งการตวัเลขทีแน่นอน เชน่นาํหนกัของเดก็แรกเกิด ขนาดขแง
แปลงเพราะปลกู จงึตอ้ง ชงั ตวง วดั หรอืนบั จงึจะไดข้อ้มลูทีถกูตอ้ง

. การสงัเกต
การเก็บรวบรวมขอ้มลูทีพนกังานสนามตอ้งไปสงัเกตการณใ์นปฏิกิรยิาตา่ง ๆ สว่นใหญ่วิธีนี
จะใชเ้มือไม่สามารถใชว้ิธีอืนได้ เชน่การสงัเกตความพอใจในรสชาติของกาแฟยีหอ้หนงึ การ
สงัเกตความพงึพอใจตอ่การจดัการเรยีนการสอนของวิชาหนงึ เป็นตน้
หลงัจากการเก็บรวบรวมขอ้มลู จะตอ้งทาํการวิเคราะหข์อ้มลูเพือนาํไปสรุปผล การวิเคราะห์

ขอ้มลูอาจแบง่ออกเป็น ชนิดคือ การวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้ และการวิเคราะหข์อ้มลูขนัสงู

. การวิเคราะหข์อ้มลูเบืองตน้หรอืเรยีกวา่ สถติิเชิงพรรณา (Descriptive Statistics) เป็นการ
วิเคราะห์ขนัตน้ทีมุง่วิเคราะห์เพือหาลกัษณะกวา้ง ๆ ของขอ้มลูชดุนนั ซงึขอ้สรุปและผลที
ไดจ้ะพรรณนาลกัษณะหรอืแจกแจงขอ้มลูตามทีไดร้วบรวมมาเทา่นนั มกันาํเสนอในรูปของ
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ตาราง แผนภาพ แผนภมิู รอ้ยละ เปอรเ์ซน็ไทล์ การแจกแจงความถี การหาคา่เฉลีย เป็นตน้
จะกลา่วในบทที

. การวิเคราะหข์อ้มลูขนัสงูหรอืเรยีกวา่สถติเิชิงอนุมาน (Inferential Statistics) เป็นการวิเคราะห์
ขอ้มลูทีเก็บรวบรวมไดจ้ากตวัอยา่งเพืออา้งอิงไปถงึขอ้มลูทงัหมดหรอืประชากร การวิเคราะห์
ในขนันีไดแ้ก่ การประมาณคา่ การทดสอบสมมติฐาน การวิเคราะหค์วามแปรปรวน เป็นตน้
จะกลา่วในบทที -

การนาํเสนอขอ้มลูสถิติแบง่ออกเป็น แบบ
. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยปราศจากแบบแผน (Informal Presentation)

• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความ
• การนาํเสนอขอ้มลูสถิติเป็นบทความกงึตาราง

. การนาํเสนอขอ้มลูสถิติโดยมีแบบแผน (Formal Presentation)
• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยตาราง (Tabular Presentation)
• การเสนอขอ้มลูสถิติดว้ยกราฟและรูป (Graphic Presentation)

ในการเก็บรวบรวมคะแนนหรอืขอ้มลูตา่ง ๆ ทีได้จากการวดั เพือให้มีการจดัระเบียบเตรยีม
ขอ้มลูจดัใหเ้ป็นหมวดหมู่ โดยการทาํใหแ้ปลความหรอืนาํไปใชไ้ดง้า่ย เชน่ การเรยีงขอ้มลูจากมาก
ไปหานอ้ยหรอืนอ้ยไปหามาก การทาํตารางแจกแจงความถี การเขียนแผนภาพตน้ใบ เป็นตน้

ฮสิโทแกรม (Histogram) คือกราฟทีแสดงถงึการกระจายของขอ้มลู มีลกัษณะเป็นรูป
สเีหลยีมมมุฉากวางเรยีงติดตอ่กนับนแกนนอนโดยมีแกนนอนแทนคา่ของตวัแปร ความกวา้งของ
รูปสเีหลยีมมมุฉากแทนความกวา้งของอนัตรภาคชนั ความสงูของรูปสีเหลียมมมุฉากจะแสดงความถี

รูปหลายเหลียมความถี (Frequency Polygon) คือรูปกราฟหลายเหลียมทีเกิดจากการโยงจดุ
กงึกลางของยอดแทง่ของสีเหลียมของฮิสโทแกรมดว้ยเสน้ตรง หรอืแผนภมิูเสน้ทีแสดงความถีของ
คะแนนแตล่ะชนั โดยเพิมฮิสโทแกรมอีก ชนัคือชนัตาํสดุและชนัสงูสดุมีคา่ความถีเทา่กบั
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึแสดงตารางแจกแจงความถีดงันี
คะแนน ความถี (คน) ขอบเขตจาํกดัลา่ง−ขอบเขตจาํกดับน คา่กงึกลาง
6− 10 4 5.5− 10.5 8

11− 15 5 10.5− 15.5 13

16− 20 10 15.5− 20.5 18

21− 25 8 20.5− 25.5 23

26− 30 3 25.5− 30.5 28

จงสรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลยีมความถีของขอ้มลูชดุนี
วธีิทาํ สรา้งฮิสโทแกรมและรูปหลายเหลียมความถี ไดด้งันี
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูเวลา (นาที) ทีใช้ในการเดินทางมาโรงเรยีนกบัจาํนวนนกัเรยีนแสดงดว้ยรูป
หลายเหลยีมความถีดงันี
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. จงหาจาํนวนชนัและความกวา้งของอนัตรภาคชนั

. จงหาจาํนวนนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่นี

. นกัเรยีนทีใชเ้วลาเดินทางมาโรงเรยีนนอ้ยกวา่ นาทีมีกีเปอรเ์ซน็ต์
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บางครงัเมือสรา้ง รูปหลายเหลียมความถีแลว้สามารถปรบัเสน้โคง้ความถีให้เรยีบได้เรยีกวา่
เส้นโค้งความถี (Frequency curve) ซงึจะแสดงถงึลกัษณะขอ้มลู เสน้โคง้ความถีอาจอยู่ในรูป
แบบตา่ง ๆ ดงันี เชน่
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รูปที . : รูปแบบตา่ง ๆ ของเสน้โคง้ความถี

เบท้างซา้ย
(Left-Skewed)

สมมาตร
(Symmetric)

เบท้างขวา
(Right-Skewed)

รูปตวั J
(J-Shaped)

รูปตวั J กลบัขา้ง
(Reverse J-Shaped )

รูปตวั U
(U-Shaped)

ยนิูฟอรม์
(Uniform)

ทวิฐานนิยม
(Bimodal)

พหฐุานนิยม
(Multimodal)
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ความถสีะสม (Cumulative frequency) คือผลรวมความถีของอนัตรภาคชนันนักบัความถีของ
ทกุ ๆ อนัตรภาคชนัทีอยู่ตาํกวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่งหนงึ มกัใช้ Fi แทนความถีสะสมของ
ชนัที i ความถสัีมพทัธ์ (Relative frequency) คือความถีของอนัตรภาคชนันนัหารดว้ยผลรวมของ
ความถีทงัหมด ความถสีะสมสัมพทัธ์ (Cumulative relative frequency) คือผลรวมความถีสะสม
ของอนัตรภาคชนันนักบัความถีสะสมของทกุ ๆ อนัตรภาคชนัทีอยู่ตาํกวา่หรอืสงูกวา่อยา่งใดอยา่ง
หนงึ หรอือาจบอกในรูปรอ้ยละหรอืเปอรเ์ซน็ตเ์มือคณูดว้ย
ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึแสดงตารางแจกแจงความถีดงันี

คะแนน ความถี (คน)
6− 10 3

11− 15 5

16− 20 15

21− 25 10

26− 30 7

จากตารางแจกแจงความถีจงหาความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์ และรอ้ยละความถีสะสมสมัพทัธ์
คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม ความถีสะสมสมัพทัธ์ รอ้ยละความถีสะสมสมัพทัธ์
6− 10 4

11− 15 5

16− 20 10

21− 25 8

26− 30 3

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึมีบางสว่นถกูนาํเสนอในตารางตอ่ไปนี

อนัตรภาคชนั ความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์
2− 6

7− 11 11 0.2

12− 16 14

17− 21 6 0.3

จงเติมตารางใหส้มบรูณ์
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เส้นโค้งความถีสะสม (Cumulative frequency curve) หรือเส้นโค้งโอจฟี (Ogive curve)
เป็นโคง้ทีแสดงความถีสะสมของขอ้มลูตงัแตค่า่ตาํสดุถงึคา่สงูสดุ หลกัการเขียนเสน้โคง้ของความถี
สะสมทาํไดด้งันี

. ใหแ้กนนอนเป็นคะแนน และแกนตงัเป็นความถีสะสม

. หาตาํแหน่งของจดุ (ขอบเขตจาํกดับน, ความถีสะสม) ของอนัตรภาคชนัแตล่ะชนัทีไมใ่ช่ชนั
แรก โดยชนัแรกใหใ้ชจ้ดุ (ขอบเขตจาํกดัลา่งชนัแรก, )

. ลากเสน้เชือมแตล่ะจดุทีติดกนั แลว้ปรบัโคง้ใหเ้รยีบ
ตัวอย่าง . . จงสรา้งเสน้โคง้ความถีสะสมของขอ้มลูจากตารางแจกแจงความถีนี

นาํหนกั (กิโลกรมั) ความถี (คน) ความถีสะสม ขอบลา่ง−ขอบบน
11− 20 4

21− 30 6

31− 40 10

41− 50 20

51− 60 10

61− 70 6

71− 80 4

นาํหนกั
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูอายขุองชมุชนแหง่หนงึ แสดงดว้ยเส้นโค้งโอจพีดงันี

อายุ (ปี)

จาํนวนคนสะสม (คน)
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จงหาชว่งอายุทีมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีสงูสดุ) และจงประมาณอายุของคนลาํดบัที เมือ
เรยีงอายจุากนอ้ยไปมาก

ในการจดัขอ้มลูทีมีอยู่ใหเ้ป็นกลุม่ ๆ เพือความสะดวกในการนาํไปวิเคราะหข์อ้มลูอาจทาํได้
โดยใชต้ารางแจกแจงความถีและใชก้ราฟ เชน่ การสรา้งฮิสโทแกรม จะเห็นวา่วิธีดงักลา่วอาจทาํให้
ไมส่ามารถบอกไดว้า่ขอ้มลูทีมีอยูมี่คา่ใดบา้ง เนืองจากไดจ้ดัแบง่ขอ้มลูทีมีอยูเ่ป็นช่วง ๆ

การจดัขอ้มลูเป็นกลุม่มีอีกวิธีหนงึคือการสรา้งแผนภาพเพือแจกแจงความถีและวิเคราะหข์อ้มลู
เบืองตน้ไปพรอ้มกนัคือ แผนภาพต้น-ใบ (stem and leaf diagram) ซงึทาํไดด้งัตวัอยา่งตอ่ไปนี

ตัวอย่าง . . นาํหนกัของนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน 20 คน ดงันี
34 35 36 38 39 39 40 40 41 42

42 43 44 45 46 50 51 51 52 54
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ตัวอย่าง . . คะแนนของวิชาคณิตศาสตรแ์ละฟิสกิสข์องนกัเรยีนในโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน 20

คน ดงันี
วิชาคณิตศาสตร์

12 15 16 22 23 24 26 30 31 33

33 35 35 39 40 41 42 44 44 45

วิชาฟิสกิส์
10 11 15 19 20 21 21 23 25 27

29 32 35 35 36 37 38 40 45 49

แผนภาพจุด (Dot Plot) เป็นรูปแบบหนงึของการนาํเสนอขอ้มลูเชิงปรมิาณทีทาํไดไ้ม่ยาก
โดยจะเขียนจดุแทนขอ้มลูแตล่ะตวัไว้เหนือเสน้ในแนวนอนทีมีสเกลให้ตรงกบัตาํแหนง่ทีแสดงคา่
ของขอ้มลูนนั แผนภาพจดุชว่ยให้เห็นภาพรวมของขอ้มลูได้รวดเรว็กวา่การพิจารณาจากขอ้มลู
โดยตรงโดยเฉพาะอยา่งยิงเมือสนใจจะพิจารณาลกัษณะของขอ้มลูวา่มีการกระจายมากนอ้ยเพียง
ใด
ตัวอย่าง . . จงสรา้งภาพจดุของคะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ทีมีคะแนนดงัตอ่ไปนี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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แบบฝึกหดั .

. ความหมายของคาํวา่สถิติทีเหมาะสมทีสดุสาํหรบัคณุคือความหมายใด เพราะเหตใุด

. จงยกตวัอยา่งประโยชนข์องสถิติในงานดา้นตา่ง ๆ มาอยา่งนอ้ย ดา้น พรอ้มเหตผุลประกอบ

. จงยกตวัอยา่งขอ้มลูแบบตอ่เนือง ตวัอยา่ง

. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของขอ้มลูปฐมภมิูและขอ้มลูทตุิยภมิู

. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทีจาํเป็นตอ้งใช้ การทาํสาํมะโน มาอยา่งนอ้ย ตวัอยา่ง

. จงบอกขอ้ดี และขอ้เสีย ของการสาํมะโน และการสาํรวจดว้ยตวัอยา่ง

. จงยกตวัอยา่งการเก็บขอ้มลูทียงัไมไ่ดก้ลา่วถงึในบทนี

. จงบอกขอ้แตกตา่งระหวา่งสถิติเชิงพรรณา และสถิติเชิงอนมุาน

. จงเติมตารางใหส้มบรูณ์

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม รอ้ยละความถีสมัพทัธ์ จดุกงึกลางชนั
11− 20 20

21− 30 120

31− 40 25

41− 50 80

50 55.5

61− 70 390

71− 80 10

. ขอ้มลูคะแนนสอบวิชาสถิติ ของนกัเรยีน คน ดงันี

72 83 82 92 70 91 71 33 42 51 55 75

38 40 75 49 53 41 86 89 51 57 66 92

38 96 85 93 60 75 55 48 85 85 54 56

. จงสรา้งตารางแจกแจงความถี ความถีสะสม ความถีสมัพทัธ์ และความถีสะสมสมัพทัธ์
ทีมีอนัตรภาคชนัเป็น 30− 39, 40− 49, 50− 59, 60− 69, 70− 79, 80− 89, 90− 99

. จงหารอ้ยละของจาํนวนนกัเรยีนทีไดค้ะแนนระหวา่ง 70− 79 คะแนน

. จงหาจาํนวนนกัเรยีนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน

. จงหารอ้ยละของนกัเรยีนทีไดค้ะแนนนอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั คะแนน

. ขอ้มลูคะแนนเก็บวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึ แสดงดว้ยเสน้โคง้โอจีพดงันี
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คะแนน

จาํนวนคนสะสม (คน)
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. จงหาชว่งคะแนนทีมีจาํนวนคนสงูสดุ (ความถีสงูสดุ)

. จงประมาณคะแนนของคนลาํดบัที เมือเรยีงคะแนนจากมากไปนอ้ย

. นกัเรยีนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน ประมาณกีเปอรเ์ซน็ต์

. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนี
44 52 46 59 104 101 46 55 43 60

66 48 54 56 100 109 74 84 49 70

44 59 88 84 40 79 71 104 49 101

. ราคาปิด (บาท) ของหุน้ BTS ของ บรษัิท บีทีเอส กรุป๊ โฮลดิงส์ จาํกดั (มหาชน) ยอ้นหลงั
วนั นบัจากวนัที เมษายน (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

จงสรา้งแผนภาพตน้-ใบ โดยใชท้ศนิยม ตาํแหน่งเป็นตน้ และทศนิยมหลกัที เป็นใบ เชน่
. | แทนราคาปิด . บาท

. แผนภาพตน้-ใบทีกาํหนดใหแ้สดงคา่ทีนกัเรยีน คนประมาณความสงูของเสาธงของโรงเรยีน
โดยที | แทนความสงู . เมตร

. มีนกัเรยีนทงัหมดกีคนทีประมาณความสงูเสาธงมากกวา่ เมตร

. ถา้เสาธงสงู เมตร มีนกัเรยีนรอ้ยละเทา่ใดทีประมาณผิดพลาดเกิน ±20 เซนติเมตร
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. จงเขียนแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูตอ่ไปนี

ขอ้มลูชดุ A
61 63 74 84 95 67 71 77 88 92

62 98 68 65 81 74 77 69 96 60

ขอ้มลูชดุ B
62 63 70 98 74 64 62 65 82 84

90 60 63 72 73 75 69 67 85 97

. จากการสาํรวจวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งเรยีนหนงึ ปรากฎดงันี

ลาํดบัที วนัเกิด
อาทิตย์
จนัทร์
อาทิตย์
องัคาร
พธุ

ลาํดบัที วนัเกิด
เสาร์
ศกุร ์
อาทิตย์
พฤหสับดี
พฤหสับดี

ลาํดบัที วนัเกิด
ศกุร ์
จนัทร์
อาทิตย์
ศกุร ์
พฤหสับดี

จงสรา้งภาพจดุแสดงวนัเกิดของนกัเรยีนในหอ้งนี
. จากการสาํรวจภมิูลาํเนาของผูป่้วยโควิด- แสดงเป็นแผนภาพจดุดงันี
โดย • แทนจาํนวน คน

ภาคเหนือ ภาคอีสาน ภาคกลาง ภาคใต้ ภาคตะวนัออก

. จาํนวนผูป่้วยทีสาํรวจในครงันีมีจาํนวนกีคน

. จาํนวนผูป่้วยทีมาจากภาคกลางสงูกวา่ภาคเหนือคิดเป็นกีเปอรเ์ซน็ต์

. ถา้ผูป่้วยในการสาํรวจครงันีมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ % ของผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในภาค
กลาง แลว้ผูป่้วยมีภมิูลาํเนาในกรุงเทพฯ คิดเป็นกีเปอรเ์ซน็ตข์องการสาํรวจครงันี



บทที . สถติเิบอืงตน้

. ค่ากลางของข้อมูล
การวดัแนว้โนม้สู่ศนูยก์ลาง เป็นการคาํนวณคา่กลางของขอ้มลูซงึ คือคา่ทีใช้เป็นตวัแทนของ

ขอ้มลู บอกถงึลกัษณะของขอ้มลู ทาํใหผู้ใ้ชส้ามารถทราบถงึการแจกแจงขอ้มลูวา่เป็นอยา่งไร เพือ
ความสะดวกในการสรุปเกียวกบัขอ้มลูนนั ๆ ซงึจะช่วยทาํใหเ้กิดการวิเคราะหข์อ้มลูถกูตอ้งขนึ

การหาคา่กลางของขอ้มลูมีหลายวิธี แตล่ะวิธีมีขอ้ดีและขอ้เสีย และมีความเหมาะสมในการนาํ
ไปใชไ้ม่เหมือนกนั ขนึอยู่กบัลกัษณะขอ้มลูและวตัถปุระสงคข์องผูใ้ชข้อ้มลูนนั คา่กลางทีสาํคญัมี 3

ชนิดดงันี คา่เฉลยี (Mean) มธัยฐาน (Median) และ ฐานนิยม (Mode)

. ค่าเฉลยี (Mean)
ค่าเฉลยี คือคา่ทีไดจ้ากการเฉลยีขอ้มลูทงัหมดซงึคาํนวณไดห้ลายแบบ แบง่ออกเป็น ชนิดหลกั ๆ
ซงึแตล่ะคา่เหมาะกบัขอ้มลูแตช่นิดแตกตา่งกนั

. คา่เฉลยีเลขคณิต (Arithematic mean)

. คา่เฉลยีเรขาคณิต (Geometric mean)

. คา่เฉลยีฮารโ์มนิก (Hamonic mean)
บทนิยาม . . ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึประกอบดว้ยขอ้มลูทงัหมด

X1, X2, X3, ..., XN

คา่เฉลยีเลขคณิตของประชากร เขียนแทนดว้ย µ หาไดจ้าก

µ =
X1 +X2 +X3 + · · ·+XN

N
=

N∑
i=1

Xi

N
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ µ =

∑
Xi

N

เมือ N แทนขนาดของประชากร และเมือเลือกตวัอยา่งขนาด n จากประชากร ไดข้อ้มลูดงันี
x1, x2, x3, ..., xn

คา่เฉลยีเลขคณิตของตวัอยา่ง เขียนแทนดว้ย X̄ หาไดจ้าก

X̄ =
x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn

n
=

n∑
i=1

xi

n
เขียนไดย้อ่ ๆ คือ X̄ =

∑
xi

n

คา่เฉลยีเลขคณิตเหมาะทีจะนาํมาใช้เป็นคา่กลางของขอ้มลูเมือขอ้มลูนนัๆ ไมมี่คา่ใดคา่หนงึ
ซงึสงูหรอืตาํกวา่คา่อืน ๆ ทีเหลืออยา่งผิดปกติ คา่เฉลยีเลขคณิตเป็นคา่เฉลียทีนิยมใชม้ากทีสดุใน
กลุม่คา่เฉลยีทงัหมด บางครงัอาจเรยีกสนั ๆ วา่ คา่เฉลยี



. . คา่กลางของขอ้มูล

ตัวอย่าง . . ราคาปิด (บาท) ของหุน้ AOT ของ บรษัิท ทา่อากาศยานไทย จาํกดั (มหาชน) ยอ้น
หลงั วนั นบัจากวนัที มีนาคม (ขอ้มลูจากตลาดหลกัทรพัยแ์หง่ประเทศไทย) ดงันี

. . . . . . . . . .

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของประชากร

. จงหาคา่เฉลียเลขคณิตของตวัอยา่ง เมือสุม่มา วนั ประกอบดว้ย . , . , . ,
.

ตัวอย่าง . . ในการสอบวิชาสถิติของเดก็หอ้งหนงึ คา่เฉลยีเลขคณิตของเดก็หอ้งนีเทา่กบั 53

คะแนน แต่จากการตรวจสอบพบวา่ขอ้มลูนกัเรยีนสองคนยงัไม่ได้ตรวจ เมือตรวจเสรจ็ปรากฎวา่
คา่เฉลียเลขคณิตของเดก็หอ้งนีเป็น 55 คะแนน และผลรวมของคะแนนสอบเพิมขนึอีก 180 คะแนน
จาํนวนนกัเรยีนหอ้งนีเทา่กบัเทา่ใด



บทที . สถติเิบอืงตน้

บทนิยาม . . ค่าเฉลยีเลขคณิตสาํหรับข้อมูลทจีัดกลุ่ม
ขอ้มลูเชิงปรมิาณชดุหนงึมีขนาดประชากร N มีการแจงแจงความถี k ชนั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของ
ประชากรเมือทราบคา่ขอ้มลูทกุคา่ของประชากร

µ =

k∑
i=1

fiXi

k∑
i=1

fi

=

∑
fiXi∑
fi

Xi คือคา่กงึกลางของชนัที i

fi คือความถีของชนัที i

N คือขนาดของประชากร หรอื N =
∑

fi

กรณีทีทราบขอ้มลูบางหนว่ย n คือขนาดตวัอยา่งซงึ n =
∑

fi จะไดว้า่

X̄ =

∑
fixi∑
fi

ตัวอย่าง . . นกัเรยีนกลุม่หนงึจาํนวน 10 คนมีอายดุงันี , , , , , , , , , ปี
. จงหาอายเุฉลยีของนกัเรยีนกลุม่นีโดยใชข้อ้มลูดิบ

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของอายขุองนกัเรยีนกลุม่นีโดยใชต้ารางแจกแจงความถีทีกาํหนดให้

อายุ (ปี) ความถี (fi) คา่กงึกลางชนั (xi) fixi

7− 9

10− 12

13− 15

16− 18

รวม



. . คา่กลางของขอ้มูล

ทฤษฎบีท . . ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ µ แลว้
n∑

i=1

(xi − µ) = 0

จากขอ้มลู 2, 3, 3, 5, 7 คา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ =
2 + 3 + 3 + 5 + 7

5
= 4 จะไดว้า่

คะแนน (xi) (xi − 2)2 (xi − 3)2 (xi − µ)2 (xi − 5)2 (xi − 6)2

2

3

3

5

7

รวม

กาํหนดให้ y =
5∑

i=1

(xi − x)2 เมือ x = 2, 3, 4, 5, 6 นาํไปเขียนกราฟแลว้ลากเสน้ไประหวา่งจดุปรบั

โคง้ใหเ้รยีบ ไดด้งันี

X

Y

1 2 3 4 5 6 7
0

5

10

15

20

25

30

35

40

จะเห็นไดว้า่กราฟทีไดเ้ป็นพาราโบลาหงายทีมีจดุยอดอยู่ที x = µ ซงึจะแสดงการพิสจูนไ์ดจ้าก
ทฤษฎีบทตอ่ไปนี
ทฤษฎบีท . . ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ µ แลว้

n∑
i=1

(xi − µ)2 มีคา่นอ้ยทีสดุ
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ทฤษฎบีท . . สมบัตเิชิงเส้น (Linear property)
ใหข้อ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn และขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn โดยที

yi = a+ bxi เมือ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นคา่คงตวั แลว้
µY = a+ b µX

เมือ µX และ µY เป็นคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุ X คือ , , , , สมัพนัธก์บัชดุ Y คือ yi = 1 + 2xi จงหา

. คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยเปลยีนทกุคา่

. คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y โดยใชส้มบตัิเชิงเสน้

ตัวอย่าง . . ในการสาํรวจนาํหนกัของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที ของโรงเรยีนแหง่หนงึซงึมี
3 หอ้ง มีจาํนวนนกัเรยีน , และ ตามลาํดบั ปรากฎวา่มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั กิโลกรมั
แต่พบวา่เครอืงชงันาํหนกัไดต้วัเลขสงูเกินจรงิคนละ 1 กิโลกรมั ดงันนัคา่เฉลียทีถกูตอ้งของนาํหนกั
ของนกัเรยีนชนัมธัยมศกึษาปีที นีเทา่กบักีกิโลกรมั



. . คา่กลางของขอ้มูล

ทฤษฎบีท . . ใหข้อ้มลูทงัหมด m ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กบั N1, N2, ..., Nm และคา่เฉลีย
เลขคณิต X̄1, X̄2, ..., X̄m ตามลาํดบัแลว้ ค่าเฉลียเลขคณิตรวม (combined arithematic
mean) ของขอ้มมลูทงัหมดเขียนแทนดว้ย X̄com คือ

X̄com =
N1X̄1 +N2X̄2 + · · ·+NmX̄m

N1 +N2 + · · ·+Nm

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจรายไดข้องอาชีพตา่ง ๆ หารายไดเ้ฉลยีตอ่เดือนของบคุคลากรใน
อาชีพตา่ง ๆ ดงันี

อาชีพ จาํนวนตวัอยา่ง (คน) รายไดต้อ่เดือน (บาท)
คา้ขายออนไลน์ ,
ครูอตัราจา้ง ,
พนกังานธรุกิจเอกชน ,
ผูป้ฏิบตัิงานในโรงงาน ,
นกัคณิตศาสตรป์ระกนัภยั ,

จงหารายไดเ้ฉลยีตอ่คนตอ่เดือน
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คา่เฉลียเลขคณิตทีผา่นมาคาํนวณจากคา่สงัเกตทีมีนาํหนกัเทา่กนัทกุคา่ แต่ในหวัขอ้นี เรา
จะกาํหนดคา่เฉลยีเลขคณิตโดยทีแตล่ะคา่สงัเกตไม่จาํเป็นตอ้งมีนาํหนกัเทา่กนั เราเรยีกคา่เฉลีย
ประเภทนีวา่ ค่าเฉลยีเลขคณิตแบบถ่วงนาํหนัก (weighted arithematic mean)

บทนิยาม . . ให้w1, w2, ..., wn เป็นนาํหนกัของ x1, x2, ..., xn ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิต
แบบถ่วงนาํหนกัคาํนวณไดจ้าก

X̄w =
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn

w1 + w2 + · · ·+ wn

ตัวอย่าง . . ถา้อาจารย์ผู้สอนวิชาสถิติให้นาํหนกัคะแนนสอบกลางภาครวมกบัปลายภาค
เป็น เทา่ของคะแนนสอบยอ่ยแตล่ะครงั ถา้นกัศกึษาคนหนงึมีคะแนนสอบกลางภาค คะแนน
คะแนนสอบปลายภาค คะแนน และสอบยอ่ย ครงั คะแนน , , และ ตามลาํดบั จงหา
คะแนนเฉลยีของนกัศกึษาคนนี

ตัวอย่าง . . ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัยใ์นชนัมธัยมศกึษาปีที เป็นดงันี
รหสัวิชา ค ค ค ค
จาํนวนหน่วยกิต . .
เกรด . .

จงหาเกรดเฉลยีวิชาคณิตศาสตรข์องนายการนัย์



. . คา่กลางของขอ้มูล

สาํหรบัขอ้มลูทีมีคา่สงัเกตเป็นคา่บวกทกุคา่และมีคา่แตกตา่งกนัมาก ๆ การใช้คา่กลางของ
ขอ้มลูเป็นคา่เฉลยีเลขคณิตจงึไม่เหมาะสม ขอ้มลูลกัษณะแบบนีเราจะใชค้า่กลางของขอ้มลูทีเรยีก
วา่ ค่าเฉลยีเรขาคณิต (Geometric mean)
บทนิยาม . . ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมือ xi > 0 ทกุ ๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลยีเรขาคณิต เขียนแทนดว้ย GM นิยามโดย
GM = n

√
x1 · x2 · ... · xn หรอื ℓog GM =

1

n

n∑
i=1

ℓogxi

ตัวอย่าง . . จากขอ้มลูแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและคา่เฉลยีเรขาคณิต
. 1, 2, 2, 4 . 1, 3, 243

ค่าเฉลียฮาร์โมนิก (Hamonic mean) เป็นคา่กลางขอขอ้มลูทีเหมาะสมสาํหรบัขอ้มลูเฉพาะ
อยา่ง เช่นระยะทางตอ่เวลา จาํนวนหน่วยตอ่เวลา เป็นตน้ กลา่วคือขอ้มลูลกัษณะเป็นอตัราสว่น
บทนิยาม . . ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn เมือ xi > 0 ทกุๆ i = 1, 2, ..., n

ค่าเฉลยีฮารโ์มนิก เขียนแทนดว้ย HM นิยามโดย

HM =
n

1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

หรอื HM =

(
1

n

n∑
i=1

1

xi

)−1

ตัวอย่าง . . อตัราเรว็ของรถเดก็เลน่จาํนวน คนั คือ , , และ เมตรตอ่วินาที จงหาคา่
เฉลยีของอตัราเรว็ของรถเดก็เลน่

ตัวอย่าง . . ในการทาํงานอยา่งเดียวกนัใชเ้วลาทาํงานนีเสรจ็ ชิน ของเดก็ คน ใชเ้วลาตา่ง
กนัดงันี

เดก็คนที เวลาทีใชท้าํงาน (วนั)

จงหาคา่เฉลยีของการทาํงานของเดก็ทงั คน
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. มัธยฐาน (Median)

บทนิยาม . . มัธยฐาน (Median) ของขอ้มลูชดุหนงึคือ คา่ของขอ้มลูทีอยู่ตาํแหน่งตรงกลาง
เมือเรยีงขอ้มลูจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย เขียนแทนดว้ย Med

ใหข้อ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn ซงึ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn แลว้

Med =
xn+1

2
เมือ n เป็นจาํนวนคี

1
2

[
xn

2
+ xn

2
+1

] เมือ n เป็นจาํนวนคู่

นนัคือขอ้มลูขนาด n เมือเรยีงจากนอ้ยไปมากหรอืมากไปนอ้ย Med จะมีคา่เทา่กบัขอ้มลูทีอยู่
ตาํแหนง่ของ n+ 1

2
ซงึเรยีกวา่ตาํแหน่งของมธัยฐาน

ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี
. , , , ,

. , , , , , , ,

ตัวอย่าง . . จากแผนภาพตน้-ใบ ของขอ้มลูชดุหนงึเป็นดงันี
2 1 7 9 9

3 0 1 2 2 5 7

4 2 3 4 5

6 0 3

จงหามธัยฐานของขอ้มลูชดุนี



. . คา่กลางของขอ้มูล

สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ไวแ้ลว้ทีมีจาํนวนขอ้มลู N จาํนวน จะเป็นขอ้มลูทีเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไป
มาก ดงันนัชนัทีมีมธัยฐานอยู่คือชนัแรกทีมีความถีสะสมมากกวา่ N

2
ซงึคาํนวณไดโ้ดยการเทียบ

บญัญตัิไตรยางค์ ซงึพิจารณาจาก
. ตาํแหน่งของมธัยฐานเทา่กบั N

2

. ตาํแหน่งสดุทา้ยของชนันนัจะมีคา่เทา่กบัขอบเขตจาํกดับนของชนันนัเสมอ

. ในแตล่ะชนัจะตอ้งแบง่ช่องของคา่ขอ้มลูออกเทา่ ๆ กนัเทา่กบัจาํนวนความถีของชนันนั

ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน) ความถีสะสม
1− 5

6− 10

11− 15

16− 20



บทที . สถติเิบอืงตน้

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีขนาด N เมือเรยีงขอ้มลู
จากนอ้ยไปมาก (ชนัทีมาทีหลงัมีคา่มากกวา่ชนัก่อนหนา้) จะไดว้า่

Med = L+
I

fM

(
N

2
−
∑

fL

)

L คือขอบเขตจาํกดัลา่งของชนัมธัยฐาน

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนัมธัยฐาน

fM คือความถีของชนัมธัยฐาน
∑

fL คือความถีสะสมก่อนถงึชนัมธัยฐาน

ตัวอย่าง . . จงหามธัยฐานของขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน ความถี (คน)
11− 14

15− 18

19− 22

23− 26



. . คา่กลางของขอ้มูล

. ฐานนิยม (Mode)
บทนิยาม . . ฐานนิยม (Mode) คือคา่ของขอ้มลูทีเกิดขนึบอ่ยทีสดุหรอืมีความถีสงูสดุ

ฐานนิยมมกัใชเ้ป็นคา่กลางของขอ้มลูเชิงคณุภาพ เขียนแทนฐานนิยมดว้ย Mod

ตัวอย่าง . . จงหาฐานนิยมของขอ้มลูตอ่ไปนี
. 3, 2, 5, 6, 6

. 7, 9, 5, 7, 2, 3, 9

. 1, 3, 10, 8, 6, 9

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุทีหนงึ จาํนวนมีคา่มธัยฐานเทา่กบั ฐานนิยมเทา่กบั และพิสยั
เทา่กบั จะมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบัขอ้ใด

ตัวอย่าง . . อายุของเดก็ คน มีพิสยัเทา่กบั และคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั . โดยมีอายุ
ตาํสดุในกลุม่นีเทา่กบั ปี ถา้ทราบวา่อายุของเดก็ทงั เป็นจาํนวนเตม็ จงหาฐานนิยมของเดก็
กลุม่นี



บทที . สถติเิบอืงตน้

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูทีจดักลุม่ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีขนาด N ฐานนิยมจะเป็น
คา่ทีอยูใ่นชนัทีมีความถีสงูทีสดุ จะไดว้า่

Mod = L+ I

(
d1

d1 + d2

)

L คือขอบลา่งของชนัฐานนิยม

I คือความกวา้งของอนัตรภาคของชนัฐานนิยม

d1 คือผลตา่งของความถีชนัฐานนิยมกบัชนัก่อนชนัฐานนิยม

d2 คือผลตา่งของความถีชนัฐานนิยมกบัชนัหลงัชนัฐานนิยม

พิจารณาฮิสโทแกรมชนัทีมีความถีสงูสดุ ดงัรูป

A B

M F K

D
E

G H J

d1

d1 − y
d2

d1 − d2

z

y

I − x

x

L

I

Mod



. . คา่กลางของขอ้มูล

ตัวอย่าง . . จงหาฐานนิยมของคะแนนสอบยอ่ยวิชาสถิติ ซงึขอ้มลูแสดงดงัตารางแจกแจง
ความถีตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
10− 14 10

11− 19 12

20− 24 15

25− 29 13

30− 34 10



บทที . สถติเิบอืงตน้
แบบฝึกหดั .

. จากการเลือกตวัอยา่งนกัเรยีนชนั ม. มาจาํนวน คน เพือคาํนวนคะแนนเฉลยีของวิชา
คณิตศาสตรใ์นการสอบ ONET ประจาํปีการศกึษา เพือเป็นตวัแทนนกัเรยีนชนั ม. ทงั
ประเทศไดค้ะแนนดงัตอ่ไปนี , , , , , , , , , , , , , , ,
, , , , จงหาคา่เฉลยีของคะแนนของตวัอยา่งดงักลา่ว

. คะแนนสอบ ONET วิชาวิทยาศาสตร์ ของนกัเรยีนหอ้งหนงึ แสดงดงัแผนภาพตน้-ใบ ดงันี

จงหาเฉลียเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม ของคะแนนสอบครงันี

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x50 ซงึ
50∑
i=1

(xi − 99) = 250 จงหาคา่เฉลยีของ

ขอ้มลูชดุนี

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี , , , , , , , , , ,...,

. สว่นสงูของพีนอ้ง คน มีพิสยัเทา่กบั เซนติเมตร มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั เซนติเมตร
จงหาสว่นสงูของพีและนอ้ง

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., x10 ซงึ
10∑
i=1

xi = 30 และ
10∑
i=1

(xi − 4)2 = 18 จง

หาคา่ของ
10∑
i=1

(xi − µ)2

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ ซงึ
n∑

i=1

(xi − A)2 = K จงพิสจูนว์า่

n∑
i=1

(xi − µ)2 = K − n(µ− A)2

. จากขอ้มลูทีกาํหนด จงหา x และ y

กลุม่ขอ้มลู ชดุที ชดุที ชดุที รวมทงั ชดุ
คา่เฉลยีเลขคณิต x

จาํนวนขอ้มลู y



. . คา่กลางของขอ้มูล

. ในการสอบวิชาภาษาไทยของนกัเรยีน คน มีคา่เฉลยีเลขคณิตเป็น คะแนน ตอ่มาปราก
ฎวา่กรอกผิดไปสองคนโดยกรอก 10 และ แต่ทีถกูตอ้งคือ และ ตามลาํดบั แลว้คา่
เฉลียเลขคณิตทีถกูตอ้งเทา่กบัเทา่ใด

. คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัของพนกังานบรษัิทแหง่หนงึเทา่กบั . กิโลกรมั บรษัิทนีมี
พนกังานชาย คนและพนกังานหญิง คน ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัพนกังานหญิง
เทา่กบั กิโลกรมั แลว้นาํหนกัเฉลยีของพนกังานชายทงัหมดรวมกนัเทา่กบัเทา่ใด

. เจา้ของคอกหมเูลียงหมไูว้ ตวั เมือนาํไปขายปรากฎขอ้มลูดงันี

นาํหนกั (กิโลกรมั)
จาํนวนหมู (ตวั)

นาํหนกัเฉลยีของหมใูนคอกนีตวัละกีกิโลกรมั

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ย x1, x2, x3, ..., xN ซงึ
N∑
i=1

x2
i = A และ

N∑
i=1

(xi + 1)2 = B

จงหาคา่เฉลยีของขอ้มลูชดุนีในรูป N,A และ B

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตและมธัยฐานของขอ้มลูชดุนี x1, x2, x3, ..., x1000 เมือ

xn =

n เมือ n เป็นจาํนวนคี
2n เมือ n เป็นจาํนวนคู่

. ในการแขง่ขนักีฬามหาวิทยาลยัโลกครงัที ซงึประเทศไทยเป็นเจา้ภาพ มีการสง่รายชือ
นกักีฬาจากประเทศไทย คน มีอายเุฉลยี ปี ถา้มีการถอนตวันกักีฬาไทยออก คน ซงึ
มีอายุ , , และ ปี และมีการเพิมนกักีฬาไทยอีก คน ซงึมีอายุเฉลีย ปี แลว้
อายเุฉลยีของนกักีฬาจากประเทศไทยจะเทา่กบัเทา่ใด

. จงหาคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลู , , , , , , , โดยใชท้ฤษฎีบท ?? เมือ
A = 50

. ใหข้อ้มลูทงัหมดm ชดุแตล่ะชดุมีขนาดเทา่กนั และคา่เฉลยีเลขคณิต X̄1, X̄2, ..., X̄m ตาม
ลาํดบั จงแสดงวา่คา่เฉลยีเลขคณิตรวมของขอ้มมลูทงัหมดเทา่กบั

X̄com =

m∑
i=1

X̄i

m

. กาํหนดขอ้มลูชดุหนงึ 10, 3, x, 6, 6 ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีมีคา่เทา่กบั
มธัยฐาน จงหาคา่ x



บทที . สถติเิบอืงตน้

. ในการสาํรวจนาํหนกัตวั ของนกัเรยีนในชนัเรยีนทีมีนกัเรยีน เป็นดงันี

นาํหนกั (กิโลกรมั) ความถีสะสม (คน)
30− 49

50− 69

70− 89

คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัตวัของนกัเรยีนชนัเรยีนนีเทา่กบักีกิโลกรมั
. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีน มีการแจกแจงความถีดงันี

ชว่งคะแนน จาํนวนนกัเรยีน (คน)
1− 20

21− 40

41− 60

61− 80

81− 100

คา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบนีเทา่กบัเทา่ใด
. จากตารางแจกแจงความถีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั . อนัตรภาคชนัทีมีความถีสะสม P มี
ความถีเทา่กบัเทา่ใด

คะแนน ความถีสะสม
100− 104

95− 99

90− 94

85− 89

80− 84 P
75− 79

. ตารางตอ่ไปนีเป็นขอ้มลูเกียวกบัอายขุองพนกังานจาํนวน คน

อายไุมเ่กิน (ปี) จาํนวน (คน)

ถา้อายตุาํสดุของพนกังานคือ ปี แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด



. . คา่กลางของขอ้มูล

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนเรยีงจากนอ้ยไปมากไดเ้ป็น x1, x2, x3, ..., x99 ถา้คา่เฉลยีเลขคณิต
ของขอ้มลูชดุนีมีคา่เทา่กบัมธัฐาน จงแสดงวา่

49∑
i=1

|x50 − xi| =
99∑

i=51

|x50 − xi|

. อายขุองเดก็กลุม่หนงึ มีการแจกแจงดงันี

อายุ (ปี) จาํนวนเดก็ (คน)
1− 3

4− 6 a

7− 9

10− 12

ถา้มธัยฐานของอายเุดก็คือ ปี แลว้ a มีคา่เทา่กบัเทา่ใด
. เมือสรา้งตารางแจกแจงความถีของคะแนนนกัเรยีนจาํนวน คนโดยใชค้วามกวา้งของแตล่ะ
อนัตรภาคชนัเป็น แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนทงัหมดอยูใ่นช่วงคะแนน 50−59 ถา้
นกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนนตาํกวา่ . คะแนน มีอยู่จาํนวน คน และนกัเรยีนไดค้ะแนนตาํ
กวา่ . มีอยูจ่าํนวน คน แลว้มธัยฐานของคะแนนสอบครงันีเทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีมธัยฐานคือ Med จงพิสจูนว์า่
n∑

i=1

|xi −Med| มีคา่นอ้ยทีสดุ

. ขอ้มลูชดุ X คือ , , , , , , , , ถา้ขอ้มลูชดุ Y คือ yi =
3xi − 1

4
แลว้

คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุ Y คือขอ้ใด
. ความสมัพนัธร์ะหวา่งกาํไร (y) และราคาทนุ (x) ของสนิคา้ในรา้นแหง่หนงึเป็นไปตามสมการ
y = 2x−30 ถา้ราคาทนุสนิคา้ 5 ชนิดคือ , , , และ บาท แลว้คา่เฉลยีเลขคณิต
ของกาํไรในการขายสนิคา้ ชนิดนี เทา่กบัเทา่ใด

. ชายคนหนงึตกัปลาทีเลียงไวใ้นกระชงัเพือสง่ขายจาํนวน ตวั ซงึมีนาํหนกัโดยเฉลียตวัละ
กรมั ในจาํนวนนีเป็นปลาจากกระชงัทีหนงึ ตวั และจากกระชงัทีสอง ตวั ถา้ปลา

ในกระชงัทีหนงึมีนาํหนกัเฉลยีตอ่ตวัมากกวา่ในกระชงัทีสอง กรมั แลว้เขาตกัปลาจากกระ
ชงัทีสองมากีกิโลกรมั

. อายุเฉลียของคนกลุม่หนงึเทา่กบั ปี ถา้อายุเฉลยีของผู้หญิงในกลุม่นีเทา่กบั ปี และ
อายุเฉลยีของผูช้ายกลุม่นีเทา่กบั ปี อตัราสว่นระหวา่งจาํนวนผู้หญิงตอ่จาํนวนผูช้ายใน
กลุม่นีเทา่กบัเทา่ใด

. นกัเรยีนกลุม่หนงึเป็นนกัเรยีนชาย m คน เป็นนกัเรยีนหญิง n คน หาคา่เฉลยีเลขคณิตของ
นกัเรยีนทงัหมดได้x ปี ถา้นกัเรยีนชายมีอายเุฉลยี y ปี แลว้นกัเรยีนหญิงจะมีคา่เฉลยีเลขคณิต
ของอายเุทา่กบัเทา่ใด

. จงหาคา่เฉลยีเรขาคณิตของขอ้มลู , , , , ..., เรยีงกนัเป็นลาํดบัเรขาคณิต
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. จงหามธัยฐานของขอ้มลู , , , , ..., เรยีงเป็นลาํดบัเลขคณิต
. โรงงานแหง่หนงึมีพนกังานจาํนวน คน และตารางแจกแจงความถีสะสมของอายพุนกังาน
เป็นดงันี

อายุ (ปี) ความถีสะสม
11− 20

21− 30

31− 40

41− 50

51− 60

ถา้ผูจ้ดัการมีอายุ . ปี แลว้พนกังานทีมีอายุระหวา่งมธัยฐานของพนกังานและอายุของผู้
จดัการมีจาํนวนประมาณเทา่ใด

. จากสมบตัิเชิงเสน้ (ทฤษฎีบท . . ) เป็นจรงิสาํหรบัคา่เฉลีย คณุคิดวา่จะเป็นจรงิสาํหรบั
มธัยฐาน และฐานนิยม หรอืไมเ่พราะเหตใุด จงยกตวัอยา่งและใหเ้หตผุลประกอบคาํตอบ

. ครอบครวัหนงึมีบตุร คน บตุร คนมีนาํหนกัเทา่กนัและมีนาํหนกันอ้ยกวา่บตุรอีก คน ถา้
นาํหนกัของบตุรทงั คนมีคา่ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยั เทา่กบั , . และ กิโลกรมั
ตามลาํดบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของนาํหนกัของบตุรทงั คน มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก , , , , a, b, , , , ถา้ฐานนิยม
และมธัยฐานคะแนนชดุนีเป็น และ ตามลาํดบั แลว้ขอ้มลูชดุตอ่ไปนีคือ

11, 22, 33, 34, a+ 5, b+ 6, 67, 68, 99, 130

จงหาคา่เฉลยีเลขคณิต
. ขอ้มลูชดุหนงึ จาํนวน คา่เฉลยีเลขคณิตเป็น . มธัยฐานเป็น ฐานนิยมเป็น และ
คา่เฉลยีเรขาคณิตเป็น จะไดพิ้สยัของขอ้มลูเป็นเทา่ใด

. เงินเดือนของพนกังาน คนของบรษัิทแหง่หนงึมีการแจกแจงความถีดงันี
เงินดือน (บาท) จาํนวนพนกังาน (คน)
10, 000− 19, 999

20, 000− 29, 999

30, 000− 49, 999

50, 000− 59, 999

จงหาคา่มธัฐานและฐานนิยมของขอ้มลูชดุนี

. ขอ้มลู x1, x2, x3, ..., xn มีคา่เฉลยีเลขคณิตคือ X̄ ถา้
n∑

i=1

(xi − A) = B เมือ A,B เป็น

คา่คงที จงแสดงวา่ X̄ =
B

n
+ A



. . คา่กลางของขอ้มูล

. คา่เฉลียเลขคณิตของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึเป็น 43 คะแนน ถา้
คิดคา่เฉลียคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงจะไดเ้ป็น 45 และ 40 คะแนนตาม
ลาํดบั จงหาอตัราสว่นระหวา่งจาํนวนนกัเรยีนชายและจาํนวนนกัเรยีนหญิง

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนคือ , , , , a, b ถา้คา่เฉลียเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั
และมธัยฐานเทา่กบั แลว้ |a− b| มีคา่เทา่ใด

. สรา้งตารางแจกแจงความถีของคะแนนการสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึ โดยใหค้วามกวา้งแตล่ะ
อนัตรภาคชนัเป็น แลว้ปรากฎวา่มธัยฐานของคะแนนสอบเทา่กบั คะแนนซงึอยู่ในชว่ง
50− 59 ถา้นกัเรยีนทีสอบไดค้ะแนนตาํกวา่ . คะแนนอยู่จาํนวน คน และมีนกัเรยีนได้
คะแนนตาํหวา่ . คะแนนอยูจ่าํนวน คน จงหาวา่นกัเรยีนกลุม่นีมีจาํนวนกีคน

. กาํหนดตารางแจกแจงความถีแสดงอายขุองคนในหมูบ่า้นแหง่หนงึดงันี

อายุ (ปี) 0− 9 10− 19 20− 29 30− 39 40− 49 50− 59

จาํนวน (คน) 5 10 A 20 10 10

ถา้อายเุฉลยีของคนในหมูบ่า้นนีเทา่กบั . ปี แลว้จาํนวนคนในหมูบ่า้นนีเทา่กบัเทา่ใด
. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบดว้ยจาํนวน , , , , , , x ให้ S เป็นเซตของ x ทีเป็นไปได้
ทงัหมดซงึทาํใหค้า่เฉลียเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยมของขอ้มลูชดุนีแตกตา่งกนัทงัหมด
และในบรรดาคา่เฉลยีเลขคณิต มธัยฐาน และฐานนิยม เหลา่นีนาํมาเรยีงใหม่จากนอ้ยไปหา
มากแลว้เป็นลาํดบัเลขคณิต จงหาผลบวกของสมาชิกทงัหมดในเซต S

. ในการวิจยัในชนัเรยีนเรอืงศกึษาผลสมัฤทธิทางการเรยีนวิชาคณิตศาสตรเ์รอืงพีทาโกรสัโดย
ใช้โปรแกรม Geogebra ผู้วิจยัให้นกัเรยีนทาํแบบทดสอบก่อนเรยีนและหลงัเรยีน (คะแนน
เตม็ คะแนน) ใหผ้ลดงันี

คนที
คะแนนก่อนเรยีน
คะแนนหลงัเรยีน

. จงหาคา่เฉลยีของคะแนนก่อนสอบ และหลงัสอบ

. จงหาคา่เฉลยีของคะแนนผลตา่งระหวา่งก่อนสอบและหลงัสอบ

. จงบอกความสมัพนัธ์ของคะแนนเฉลียก่อนสอบ คะแนนเฉลียชหลงัสอบ และคะแนน
เฉลยีผลตา่ง
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. การวัดการกระจายของข้อมูล
สาํหรบัขอ้มลูเชิงปรมิาณเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เราจะทราบไดว้า่คา่ใดมีคา่มากเพียง

ใดซงึระบุดว้ยตาํแหน่ง แต่ในหวัขอ้นีเราสนใจการแบง่ขอ้มลูออกสว่น ๆ เทา่กนั ๆ กนั ทีนิยมใชก้นั
คือการแบง่ขอ้มลูออกเป็น , และ สว่น ทีเรยีกวา่ ควอไทล์ เดไซล์ และ เปอร์เซน็ต์ไทล์
ประโยชน์ของการแบง่ขอ้มลูเพืออา้งอิงขอ้มลูทีสนใจกบัขอ้มลูทงัหมด เชน่ นาย ก มีคะแนนสอบ
คณิตศาสตรเ์ทา่กบัเปอรเ์ซน็ตไ์ทลที์ หมายถงึนาย ก ไดค้ะแนนสงูสดุของกลุม่ % คะแนนตาํ
สดุ หรอืมีนกัเรยีนทีเขาสอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่นาย ก อยู่ %
บทนิยาม . . ควอไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการแบง่
ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก นิยมหาควอไทล์ ตาํแหน่ง คือ Q1

(first quartile หรอื lower quartile), Q2 (second quartile หรอื median) และ Q3 (third quartile
หรอื upper quartile)
ข้อสังเกต จะเห็นวา่ Q2 เทา่กบัคา่มธัยฐานของขอ้มลู
ตัวอย่าง . . จงหาควอไทลท์งั ตาํแหน่งของขอ้มลู , , , , , ,

บทนิยาม . . เดไซล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหน่งของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการแบง่ขอ้มลู
ออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเดไซล์ ตาํแหน่ง คือ D1,
D2, D3, ..., D9

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ D5 = Q2 = Med และ Dr หมายถงึมีจาํนวนทีนอ้ยกวา่ Dr อยู่ r × 10% หรอื
มากกวา่อยู่ (100− 10r)%

บทนิยาม . . เปอร์เซน็ไทล์ คือคา่ของขอ้มลูในตาํแหนง่ของขอ้มลูแตล่ะสว่นทีเกิดจากการ
แบง่ขอ้มลูออกเป็น สว่นเทา่ ๆ กนัเมือเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมาก เรานิยมหาเปอร์เซน็ไทล์

ตาํแหน่ง คือ P1, P2, P3, ..., P99

ข้อสังเกต จะเห็นวา่ P50 = D5 = Q2 = Med และ P25 = Q1, P75 = Q3 โดยที Pr หมายถงึมี
จาํนวนทีนอ้ยกวา่ Pr อยู่ r% หรอืมากกวา่อยู่ (100− r)%
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บทนิยาม . . พสัิยควอไทล์ (Inter Quartile Range) ของขอ้มลูชดุหนงึ เขียนแทนดว้ย IQR
หมายถงึ Q3 −Q1

แผนภาพกล่อง (Box plot) คือแผนภาพทีแสดงคา่สาํคญั คา่คือ
XMin, Q1, Q2, Q3 และ Xmax

แสดงไดด้งัแผนภาพนี
IQR

XMin Q1 Q2 Q3 Xmax

จากการกาํหนดคา่ดงักลา่วคือการแบง่ขอ้มลูทงัหมดออกเป็น 4 สว่นเทา่ ๆ กนัสว่นละ % โดย
มีเงือนไข

. XMin เป็นคา่ตาํสดุยงัไมต่าํผิดปกติ ถา้มีคา่ไมน่อ้ยกวา่ Q1 − 1.5IQR

. Xmax เป็นคา่สงูสดุยงัไมส่งูผิดปกติ ถา้มีคา่ไมเ่กินกวา่ Q3 + 1.5IQR
และเรยีกวา่ IQR วา่ความกวา้งของกลอ่ง
ตัวอย่าง . . จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู , , , , , ,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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ในกรณีทีมี x เป็นขอ้มลูหนงึในกลุม่ ถา้
x < Q1 − 1.5IQR หรอื x > Q3 + 1.5IQR

เรยีก x วา่ ค่าผิดปกติ (Outlier) หรอืกลา่ววา่ x มีคา่ตาํผิดปกตหิรอืสูงผิดปกติ ตามลาํดบั ในการ
สรา้งแผนภาพกลอ่งใหเ้ขียนแทนดว้ย ∗ ถา้ x มีคา่ตาํผิดปกติใหใ้ชค้า่ตาํสดุตวัแรกทีไมผิ่ดปกติ และ
ถา้ x มีคา่สงูผิดปกติใหใ้ชค้า่สงูสดุตวัสดุทา้ยทีไมผิ่ดปกติ
ตัวอย่าง . . จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของขอ้มลู , , , , , , , , , ,

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๒ ของนกัศกึษาจาํนวน คน แสดงแผนภาพกลอ่ง
ไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗

. จงหาคะแนนตาํสดุและสงูสดุของการสอบยอ่ยครงันี

. จงหาพิสยัควอไทล์

. ถา้นาย ก อยู่ในกลุม่นี และมีคนไดค้ะแนนมากกวา่นาย ก อยู่ประมาณ % แลว้นาย ก มี
คะแนนเทา่ใด
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ตัวอย่าง . . ในสถานการณ์โรคระบาดโควิด- โรงพยาบาลแหง่หนงึ จงึสาํรวจเวลา (ชวัโมง)
ของผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลในแตล่ะวนัเพือปรบัปรุงการใหบ้รกิาร แสดงไดด้งันี

วนั

เวลา (ชวัโมง)

จนัทร์ องัคาร พธุ พฤหสับดี ศกุร ์ เสาร์ อาทิตย์
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

∗

∗
∗

∗

∗

∗

. ในสปัดาหนี์ผูม้าใชบ้รกิารโรงพยาบาลทีใชเ้วลานานสดุวนัใดบา้ง และเป็นเวลากีชวัโมง

. ถา้นาย ก และนาย ข ไปใชบ้รกิารโรงพยาบาลแหง่นีวนัองัคารและวนัอาทิตยต์ามลาํดบั ทงัคู่
ใชเ้วลาตรงกบัควอไทลที์ ของแตล่ะวนั ถามวา่ใครใชเ้วลาในโรงพยาบาลมากกวา่กนัและ
มากกวา่เทา่ใด

. จงหาคา่ผิดปกติทงัหมดของการบรกิารครงันี
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แผนภาพกลอ่งนนัอาจทาํใหบ้อกถงึลกัษณะการกระจายของขอ้มลูหรอืการแจกแจงของขอ้มลู
ซงึมี ชนิดหลกั ๆ คือ

. การแจกแจงปกติหรอืการแจกแจงสมมาตร (Normal or Symmetric distribution)

. การแจกแจงเบท้างขวา (Right-skewed distribution)

. การแจกแจงเบท้างซา้ย (Left-skewed distribution)
ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่งแสดงไดด้งันี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องการแจกแจงกบัแผนภาพกลอ่ง

การแจกแจงเบท้างซา้ย

การแจกแจงเบท้างขวา

การแจกแจงปกติ

จากรูปที . แผนภาพกลอ่งทีมีลกัษณะสมมาตรจะมีการแจกแจงปกติ แผนภาพกลอ่งทีมี
จาํนวนขอ้มลูสว่นใหญ่มีคา่นอ้ยจะมีการแจกแจงเบท้างขวา และแผนภาพกลอ่งทีมีจาํนวนขอ้มลู
สว่นใหญ่มีคา่มากจะมีการแจกแจงเบท้างซา้ย และแผนภาพกลอ่งอาจจะสมัพนัธก์บัเสน้โคง้ความถี
แสดงไดด้งัรูป ตอ่ไปนี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีกบัแผนภาพกลอ่ง

Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา

เสน้โคง้ความถีทงั รูปแบบนีจะสมัพนัธ์กบัคา่กลาง คา่คือ คา่เฉลียเลขคณิต คา่มธัยฐาน
และคา่ฐานนิยม แสดงดงัรูปตอ่ไปนี

รูปที . : ความสมัพนัธข์องเสน้โคง้ความถีกบัคา่กลางของขอ้มลู

X̄ ModMed X̄ = Med = Mod MedMod X̄

การแจกแจงเบท้างซา้ย การแจกแจงปกติ การแจกแจงเบท้างขวา
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การนาํเสนอขอ้มลูดว้ยแผนภาพกลอ่งก็อาจทาํใหท้ราบเพียงลกัษณะการกระจายเทา่นนัแต่ยงั
ไมมี่คา่บง่ชีวา่กระจายมากหรอืนอ้ย ตอ่ไปนีจะกลา่วคา่ในการวดัการกระจายของขอ้มลูทงัแบบ
ไม่ เปรยีบกบักลุม่ อืน และเปรยีบเทียบกบักลุม่ อืน ซงึมี แบบคือ การวดัการกระจายสมับรูณ์
(Absolute Variation) และ การวดัการกระจายสมัพทัธ์ (Relative Variation)

. การวัดกระจายสัมบรูณ์
การวดัการกระจายสมับรูณ์ คือการวดัการกระจายของขอ้มลูเพียงชดุเดียวเพือดูวา่ขอ้มลูชดุนี
แตล่ะคา่มีความแตกตา่งกนัมากหรอืนอ้ยเพียงใด การวดัการกระจายแบบสมับรูณ์ไม่สามารถนาํ
ไปเปรยีบเทียบกบัขอ้มลูชดุอืนได้ การวดัการกระจายสมับรูณที์นิยมใชมี้ วิธี คือ

. พิสยั (Range)

. สว่นเบียงเบนควอไทล ์ (Quartile Deviation)

. สว่นเบียงเบนเฉลีย (Mean Deviation)

. สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation)
พสัิยคือคา่สงูสดุลบคา่ตาํสดุใช้ในการวดัการกระจายของขอ้มลูได้ไม่ละเอียดนกั นิยมใช้เมือ

ตอ้งการความรวดเรว็เทา่นนั ขอ้เสียของพิสยัของขอ้มลูแตล่ะชดุ คือมีการใช้เฉพาะคะแนนสงูสดุ
และคะแนนตาํสดุเทา่นนั บางครงัทาํให้เกิดการเขา้ใจถงึลกัษณะของขอ้มลูผิดไปได้ แต่ ก็ใช่วา่
พิสยัจะไมมี่ขอ้ดีเสียเลย ถา้พิสยัมีคา่นอ้ยก็อาจคาดไดว้า่ขอ้มลูสว่นใหญ่ก็ไม่หา่งกนัมากนกั เชน่
คะแนนสอบยอ่ยวิชาคณิตศาสตรซ์งึมีคะแนนเตม็ คะแนน ถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั คะแนน แสดง
วา่คะแนนของนกัเรยีนตา่งกนัไม่เกิน คะแนน ยิงไปกวา่นนัถา้พิสยัมีคา่เทา่กบั ก็จะหมายความ
วา่นกัเรยีนทกุคนไดค้ะแนนเทา่กนันนัเอง

ถา้ขอ้มลูใดใชค้า่กลางเป็นมธัยฐานเป็นตวัแทนขอ้มลู มกัจะนิยมใชส้ว่นเบียงเบนควอไทลเ์ป็นการ
วดัการกระจายของขอ้มลู โดยที ส่วนเบยีงเบนควอไทล์ คือครงึหนงึของพิสยัควอไทล์ เขียนแทน
ดว้ย Q.D. นนัคือ

Q.D. =
IQR
2

=
Q3 −Q1

2

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบยอ่ยวิชาแคลคลูสั ๑ ของนกัเรยีนกลุม่หนงึ ประกอบดว้ย , , , ,

จงหาพิสยัและสว่นเบียงเบนควอไทล์ พรอ้มเลือกคา่การวดัทีคิดวา่เหมาะสมโดยใหเ้หตผุลประกอบ
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พิสยัและสว่นเบียงควอไทลน์นัเป็นการวดัทีใช้ขอ้มลูบางสว่นเทา่นนัอาจทาํใหเ้กิดความเขา้ใจ
ลกัษณะของขอ้มลูทีผิดพลาดไปได้ จงึมีการวดัโดยใชท้กุขอ้มลูเขา้มาเกียวขอ้งซงึอาศยัหลกัารทีวา่
ถา้ขอ้มลูชดุนนัเหมาะกบัคา่กลางทีเป็นคา่เฉลยีเลขคณิต แลว้จะวดัผลตา่งของทกุขอ้มลูแลว้หาคา่
เฉลยีเหลา่นนัเรยีกวา่ สว่นเบียงเบนเฉลีย และเป็นทีนิยมอยา่งมากคือหารากทีสองของคา่เฉลยีของ
ผลตา่งกาํลงัสองจะเรยีกวา่ สว่นเบียงเบนมาตรฐาน ดงัจะกลา่วตอ่ไปนี
บทนิยาม . . กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ..., xn โดยทีประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X̄ ตามลาํดบั

. ส่วนเบยีงเบนเฉลีย เขียนแทนดว้ย M.D. คือคา่นิยามโดย

สาํหรบัตวัอยา่ง: M.D. =

n∑
i=1

|xi − X̄|

n
สาํหรบัประชากร: M.D. =

N∑
i=1

|Xi − µ|

N

. ส่วนเบยีงเบนมาตรฐาน
สาํหรบัตวัอยา่ง ให้ S แทนสวนเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

S =

√√√√√√
n∑

i=1

(xi − X̄)2

n− 1

สาํหรบัประชากร ให้ σ แทนสวนเบียงเบนมาตรฐาน คาํนวณไดจ้าก

σ =

√√√√√√
N∑
i=1

(Xi − µ)2

N

กาํลงัสองของสว่นเบียงเบนมาตรฐานเรยีกวา่ ความแปรปรวน (Variance) สาํหรบัตวัอยา่ง
ความแปรปรวนคือ S2 สาํหรบัประชากรความแปรปรวนคือ σ2

ตัวอย่าง . . จากการสอบถามเวลา (นาที) ในการเดินทางมายงัโรงเรยีนของนกัเรยีน คน

จงหาสว่นเบียงเบนเฉลยีและสว่นเบียงเบนมาตรฐาน เมือ
. ขอ้มลูเป็นประชากร
. ขอ้มลูเป็นตวัอยา่ง
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ทฤษฎบีท . . กาํหนดให้ประชากรขนาด N คือ X1, X2, X3, ..., XN และสุม่ตวัอยา่งขนาด n

จากประชากรดงักลา่วมาได้เป็น x1, x2, x3, ...xn โดยทีประชากรและตวัอยา่งมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั µ และ X̄ ตามลาํดบั จะไดว้า่

สาํหรบัตวัอยา่ง S2 =

n∑
i=1

x2
i − n(X̄)2

n− 1
และ สาํหรบัประชากร σ2 =

N∑
i=1

X2
i

N
− µ2

ตัวอย่าง . . ถา้ความยาวรศัมีวงกลม 10 วงมีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั 3 และมีความแปรปรวน
เทา่กบั 5 แลว้ผลรวมของพืนทีวงกลมทงั 10 วงนีมีคา่เทา่กบัเทา่ใด ถา้ขอ้มลูดงักลา่วเป็นประชากร
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สาํหรบัขอ้มลูจดักลุม่ ในรูปตารางแจกแจงความถีทีมีจาํนวน k ชนั แตล่ะชนัมีความถี fi และXi

เป็นจดุกงึกลางของชนัที i เมือ i = 1, 2, ..., k จะไดว้า่
สาํหรบัตวัอยา่ง สาํหรบัประชากร

M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi − X̄|

n
M.D. =

k∑
i=1

fi|Xi − µ|

N

S =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi − X̄)2

n− 1
σ =

√√√√√√
k∑

i=1

fi(Xi − µ)2

N

ตัวอย่าง . . จงหาสว่นเบียงเบนเฉลีย สว่นเบียงเบนมาตรฐานและความแปรปรวน ของคะแนน
สอบกลางภาคของวิชาภาษาองัถฤษ ซงึแสดงดงัตารางตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
11− 15

16− 20

21− 25

26− 30

31− 35

คะแนน ความถี (fi) Xi fiXi |Xi − µ| fi|Xi − µ| (Xi − µ)2 fi(Xi − µ)2

11− 15 5

16− 20 4

21− 25 10

26− 30 4

31− 35 5

รวม
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ทฤษฎบีท . . ขอ้มลูชดุ X คือ x1, x2, , ..., xn และขอ้มลูชดุ Y คือ y1, y2, , ..., yn ถา้

yi = axi + b เมือ i = 1, 2, ..., n และ a, b เป็นจาํนวนจรงิ
. สาํหรบัขอ้มลูแบบตวัอยา่ง
ให้ SX และ SY เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

SY = |a|SX หรอื S2
Y = a2S2

X

. สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ให้ σX และ σY เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุ X และ Y ตามลาํดบั จะไดว้า่

σY = |a|σX หรอื σ2
Y = a2σ2

X

ตัวอย่าง . . ในการทาํธรุกิจเลก็ ๆ อยา่งหนงึในแตล่ะวนั ความสมัพนัธข์องตน้ทนุ X (บาท) และ
กาํไร Y (บาท) เป็นแบบเชิงเสน้คือ

y = 1.25x− 500

ถา้สุม่ตวัอยา่งการลงทนุมา วนั เป็นเงินลงทนุดงันี , , , , บาท จงหาความ
แปรปรวนของกาํไรในการลงทนุครงันี
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน คือ x1, x2, x3, ..., x10 ซงึขอ้มลูชดุนีมีสว่นเบียงเบน
มาตรฐานเทา่กบั . ถา้ขอ้มลูชดุทีสองคือ

3x1 + 174, 3x2 + 174, 3x3 + 174, ..., 3x10 + 174

แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐานของขอ้มลูชดุทีสองนีจะเทา่กบัเทา่ใด

ทฤษฎบีท . . สาํหรบัขอ้มลูแบบประชากร
ขอ้มลูชดุที 1 มีจาํนวน N1 มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ1 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2

1

ขอ้มลูชดุที 2 มีจาํนวน N2 มีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั µ2 มีความแปรปรวนเทา่กบั σ2
2

ความแปรปรวนรวมของขอ้มลูทงัสองชดุ เขียนแทนดว้ย σ2
com

. ถา้ µ1 = µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

. ถา้ µ1 ̸= µ2 แลว้ σ2
com =

N1σ
2
1 +N2σ

2
2

N1 +N2

+N1N2

(
µ2 − µ1

N1 +N2

)2
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ตัวอย่าง . . ขอ้มลูสรุปของระดบัคะแนน (ประชากร) ของนกัเรยีน หอ้ง แสดงไดด้งันี
หอ้ง จาํนวนนกัเรยีน ระดบัคะแนนเฉลยี สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ก 20 2.96 0.75

ข 30 3.25 0.50

ค 25 3.25 0.30

. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ข และ ค

. จงหาความแปรปรวนรวมของหอ้ง ก และ ข
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. การวัดกระจายสัมพทัธ์
การวัดการกระจายสัมพทัธ์ คือการหาคา่เพือเปรยีบเทียบการกระจายระหวา่งขอ้มลูมากกวา่
หนงึชดุ โดยใช้อตัราสว่นหรอืเปอรเ์ซน็ต์ การเปรยีบเทียบการกระจายของขอ้มลูระหวา่งชดุทีนิยม
ใชมี้ ชนิดคือ

. สัมประสิทธิของพสัิย (Coefficient of Range)

C.R =
Xmax −XMin
Xmax +XMin

. สัมประสิทธิของส่วนเบยีงเบนควอไทล ์ (Coefficient of Quartile Deviation)

C.Q.D. =
Q3 −Q1

Q3 +Q1

. สัมประสิทธิของส่วนเบยีงเบนเฉลีย (Coefficient of Mean Deviation)

C.M.D. สาํหรบัตวัอยา่ง =
M.D.

X̄
และ C.M.D. สาํหรบัประชากร =

M.D.

µ

. สัมประสิทธิของการแปรผัน (Coefficient of Varian)

C.V. สาํหรบัตวัอยา่ง =
S

X̄
และ C.V. สาํหรบัประชากร =

σ

µ

ตัวอย่าง . . จากการสาํรวจสุม่ตวัอยา่ง ระยะรอคอย (waiting period) หนว่ยเป็นวนั ของ
ประกนัโควิด- จาํนวน บรษัิท เป็นดงันี , , , , จงหาสมัประสทิธิทงั ชนิด



. . การวดัการกระจายของขอ้มูล

ตัวอย่าง . . ขอ้มลูเกียวกบันาํหนกัของเดก็แรกเกิดของโรงพยาบาลตา่งๆดงันี

โรงพยาบาล จาํนวนนกัเรยีน นาํหนกัเฉลยี (กรมั) สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (กรมั)
A ,
B ,
C ,
D ,
E ,

จงตอบคาํถามตอ่ไปนี
. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนาํหนกัเดก็แรกเกิดนอ้ยทีสดุ

. โรงพยาบาลใดมีการกระจายของนาํหนกัเดก็แรกเกิดมากทีสดุ

ตัวอย่าง . . ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์พบวา่ คะแนนสอบของนกัเรยีนมีการแจกแจงปกติ
สว่นเบียงเบนควอไทลเ์ทา่กบั สมัประประสิทธิควอไทลเ์ทา่กบั . คะแนนเฉลียของการสอบครงั
นีเทา่กบัเทา่ใด
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แบบฝึกหดั .

. จงสรา้งแผนภาพกลอ่งของคะแนนสอบวิชาสงัคม หอ้ง (เขียนในแผนภาพเดียวกนั)
หอ้ง ก : 11, 12, 12, 14, 15, 16, 20

หอ้ง ข : 11, 12, 13, 15, 15, 15, 16, 17, 18, 20, 20

. ในการสาํรวจจาํนวนชวัโมงของนกัเรยีนทีเรยีนเสรมิแบบออนไลน์ จาํนวน ตวัอยา่ง แสดง
แผนภาพกลอ่งไดด้งันี

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∗
∗

∗

. จงหาวลาทีใชเ้รยีนนอ้ยสดุและมากสดุในการสาํรวจครงันี

. จงหาพิสยัควอไทล์

. จงหาคา่ผิดปกติของแผนภาพกลอ่ง

. จาํนวนชวัโมงสงูสดุของ % ตาํสดุของทีเรยีนออนไลนเ์ทา่กบัเทา่ใด

. จงหาพิสยัและสว่นเบียงเบนควอไทลข์องขอ้มลูตอ่ไปนี

คะแนน จาํนวนคน
1 5

2 8

4 10

6 8

10 4

. จากการสาํรวจนาํหนกัของนกัเรยีนกลุม่หนงึจาํนวน คน มี คน นาํหนกัเทา่กนัและหนกั
นอ้ยกวา่อีก คนทีเหลือ ถา้ฐานนิยม มธัยฐาน และพิสยัของนกัเรยีน คนนีคือ , และ
กิโลกรมั ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของนาํหนกันกัเรยีน คนเทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดตารางแสดงเงินคา่อาหารกลางวนัทีนกัเรยีนหอ้งหนงึไดร้บัจากผูป้กครองดงันี

คา่อาหารกลางวนั (บาท) จาํนวนนกัเรยีน (คน)
50− 54

55− 59

60− 64

65− 69

70− 74

คา่เฉลยีเลขคณิต คา่มธัยฐาน และสว่นเบียงเบนควอไทลต์ามลาํดบั มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึประกอบไปดว้ย x1, x2, , ..., xN จงพิสจูนว์า่
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σ = 0 ก็ตอ่เมือ x1 = x2 = ... = xN

เมือ σ เป็นสว่นเบียงมาตรฐานของขอ้มลูชดุนี
. นกัเรยีนชนั ม. ของโรงเรยีนแหง่หนงึจาํนวน หอ้ง มีความแปรปรวนของคะแนนสอบทงั
สองนนัหอ้งเทา่กบั นกัเรยีนหอ้ง ก. มีจาํนวน คน คาํนวณสว่นเบียงเบนมาตรฐานของ
คะแนนสอบไดเ้ทา่กบั คะแนน นกัเรยีนหอ้ง ข. จะมีจาํนวนเทา่กบัเทา่ใดถา้สว่นเบียงเบน
มาตรฐานของคะแนนสอบหอ้งนีเทา่กบั คะแนน โดยทงัสองหอ้งมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กนั

. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนงึซงึประกอบดว้ย x1, x2, .., x10 มีคา่เฉลียเลขคณิต x̄ และขอ้มลูชดุ
ทีสองประกอบไปดว้ย y1, y2, .., y20 มีคา่เฉลยีเลขคณิต ȳ โดยที

10∑
i=1

(xi − x̄)2 = 160,
20∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 110 และ x̄ = ȳ

ถา้นาํขอ้มลูทงัสองชดุมารวมเป็นชดุเดียวกนั แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน (ประชากร) ของ
ขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

. จงหาสว่นเบียงเบนเฉลีย สว่นเบียงเบนมาตรฐาน และความแปรปรวน ของขอ้มลูตอ่ไปนี
ขอ้มลูตวัอยา่ง : , , , , , ,
ขอ้มลูประชากร : , , , , , ,

. จงหาพิสยั สว่นเบียงเบนควอไทล์สว่นเบียงเบนเฉลีย และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน ของประชากร

คะแนน ความถี
11− 20 4

21− 30 10

31− 40 11

41− 50 5

51− 60 9

61− 70 6

. ขอ้มลูชดุหนงึเรยีงจากนอ้ยไปหามากดงันี a, 3, 5, 7, b ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 2

√
10 แลว้คา่ของ 2a+ b มีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี 11 จาํนวนดงันี
15 10 12 15 16 x 16 19 13 17 15

ถา้คา่เฉลียเลขคณิตของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั แลว้กาํลงัสองของสว่นเบียงเบนมาตรฐานของ
ขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. มีขอ้มลู จาํนวนซงึเรยีงจากนอ้ยไปมากคือ x1, x2, , x3, x4, x5 โดยมี x1 = 7 คา่เฉลีย
เลขคณิตเทา่กบั µ และความแปรปรวนเทา่กบั ถา้กาํหนดตารางแสดงคา่ xi − µ ดงันี
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i xi − µ

1 7− x̄

2 −3

3 −1

4 3

5 6

แลว้คา่ของ µ เทา่กบัเทา่ใด
. พิจารณาถกูผิดของขอ้ความตอ่ไปนี พรอ้มใหเ้หตผุล

. ในการสอบของนกัเรยีน คนพบวา่คา่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบเทา่กบั คะแนน
คา่มธัยฐานเทา่กบั และพิสยัเทา่กบั คะแนน คะแนนของนกัเรยีนทีไดค้ะแนนตาํ
สดุเทา่กบั 70 คะแนน

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4, x5 และขอ้มลูชดุทีสองมี จาํนวนคือ x1, x2, x3, x4

โดยทีคา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูทงัสองชดุเทา่กนั ถา้ a และ b เป็นสว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ของขอ้มลูชดุทีหนงึและสองตามลาํดบั แลว้ b

a
=

√
5

2

. ขอ้มลูชดุหนงึมีคา่สงัเกต (x) และรอ้ยละของความถีสะสมสมัพทัธ์ แสดงดงัตารางตอ่ไปนี

คา่สงัเกต (x) รอ้ยละของความถีสะสมสมัพทัธ์
1 20

2 40

a 70

6 90

10 100

เมือ a เป็นจาํนวนจรงิ ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั แลว้ความแปรปรวนของ
ขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. โรงเรยีนอนบุาลแหง่หนงึมีนกัเรยีน คน โดยการแจกแจงอายขุองนกัเรยีนเป็นดงัตาราง

อายุ (ปี) 3.5 4 4.5 5 5.5 6

จาํนวนนกัเรยีน (คน) a 15 10 20 b 5

ถา้คา่เฉลยีเลขคณิตของอายุนกัเรยีนมีคา่ . ปี แลว้สว่นเบียงเบนเลียของอายนุกัเรยีนมีคา่
เทา่กบัเทา่ใด

. คะแนนสอบของวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรยีนจาํนวน คน มีคา่เฉลียเลขคณิตและสว่น
เบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั และ คะแนน ตามลาํดบั ถา้นาํคะแนนของนายสายชลและ
นางสาวฟา้ซงึสอบได้ และ คะแนน ตามลาํดบั มารวมดว้ย แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
จะเทา่กบัเทา่ใด
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. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน และมีมธัยฐานเทา่กบัฐานนิยมซงึเทา่กบั คา่เฉลียเลขคณิต
เทา่กบั ควอไทล์ที เทา่กบั และพิสยัเทา่กบั แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี
เทา่กบัเทา่ใด

. มีนกัเรยีน คน รว่มกนับรจิาคเงิน ไดเ้งินรวม บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทา่กบั
ถา้มีนกัเรยีนอีก คนมารว่มบรจิาคเป็นเงิน บาท ความแปรปรวนจะเพิมขนึหรอืลด

ลงเทา่กบัเทา่ใด
. ตารางตอ่ไปนีเป็นคะแนนสอบของวิชาหนงึของนกัเรยีน คน

คะแนน จาํนวนนกัเรยีน (fi)

10− 14 4

15− 19 6

20− 24 a

25− 29 8

30− 34 4

35− 39 6

โดยมีคะแนนเฉลยี (µ) เทา่กบั . ถา้สว่นเบียงเบนควอไทล์เทา่กบั b และสว่นเบียงเบน
เฉลียเทา่กบั c จงหา a+ b+ c

. ถา้ขอ้มลูชดุหนงึซงึประกอบดว้ย x1, x2, .., xn มีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และสว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั เมือบวกขอ้มลูแตล่ะจาํนวนดว้ย ขอ้มลูชดุใหมจ่ะมีคา่เฉลยีเลขคณิต
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบัเทา่ใด

. ถา้ขอ้มลูชดุหนงึมีสมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนเฉลียเทา่กบั . สว่นเบียงเบนเฉลียเทา่กบั
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 10 แลว้สมัประสทิธิความแปรผนัมีคา่เทา่กบัเทา่ใด

. เมือสองปีก่อน นกัเรยีนหอ้งหนงึมี คน แบง่ออกไดเ้ป็นสองกลุม่ กลุม่ทีหนงึมี คน ทกุคน
มีอายุ ปี กลุม่ทีสองมี คน มีอายเุฉลยี . ปี ถา้ความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนกลุม่ที
สอง เทา่กบั แลว้ ปัจจบุนัความแปรปรวนของอายนุกัเรยีนหอ้งนี เทา่กบัเทา่ใด

. กาํหนดให้ x1, x2, x3, ..., xn เป็นขอ้มลูชดุหนงึ ซงึมีคา่เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และสว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั 2 y1, y2, y3, ..., yn เป็นขอ้มลูชดุทีสอง โดยที yi = axi + b เมือ i =

1, 2, 3, ..., n และ a, b ∈ R และ a > 0 ถา้นาํขอ้มลูทงัสองชดุมารวมกนั x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn

พบวา่คา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั และความแปรปรวนเทา่กบั 21 แลว้ a2 + b2 เทา่กบัเทา่ใด
. นาํขอ้มลู จาํนวนทีแตกตา่งกนัมารวมกนัเทา่กบั ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่มธัยฐานและสมัประสทิธิ
ของพิสยัเทา่กบั และ . ตามลาํดบั แลว้ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนีเทา่กบัเทา่ใด

. ครอบครวัหนงึมีสมาชิก คน มีอายเุฉลยี ปี สว่นเบียงเบนมาตรฐานของอายเุทา่กบั ปี
อีก ปีตอ่มามีญาติสองคนมาขออยู่อาศยัดว้ย โดยทีญาติทงัสองคนมีอายุเทา่กนัเทา่กบัคา่
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เฉลียของคนทงัคน คนในครอบครวันีพอดี สมัประสทิธิการแปรผนัของอายขุองคนทงั คน
นีเทา่กบัเทา่ใด

. ถา้คะแนนสอบคะแนนวิชาสถิติและวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนกลุม่หนงึมีดงันี

นกัเรยีนคนที 1 2 3 4 5

คะแนนสอบวิชาสถิติ 8 5 4 2 1

คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ 9 6 5 3 2

แลว้อตัราสว่นสมัประสทิธิความแปรผนัระหวา่งของคะแนนสอบวิชาสถิติและคณิตศาสตรเ์ทา่กบั
เทา่ใด

. กาํหนดขอ้มลู ชดุดงันี ชดุทีหนงึคือ , , , , ชดุทีสองคือ x1, x2, x3, x4, x5 ถา้สว่น
สมัประสทิธิความแปรผนัของขอ้มลูชดุทีหนงึเป็น เทา่ของขอ้มลูชดุทีสอง และความแปรผนั
ของขอ้มลูชดุทีสองเทา่กบั แลว้คา่เฉลยีเลขคณิตของขอ้มลูชดุทีสองเทา่กบัเทา่ใด

. คา่เฉลียเลขคณิตของคะแนนสอบของนกัเรยีนกลุม่หนงึเทา่กบั คะแนน ความแปรปรวน
(ประชากร) เทา่กบั ถา้มีนกัเรยีนมาเพิมอีก คน ซงึสอบได้ คะแนน ทาํใหค้า่เฉลยี
เปลียนไปเป็น คะแนน ความแปรปรวนของขอ้มลูชดุใหมเ่ทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูชดุหนงึมี จาํนวน มีฐานนิยม มธัยฐาน และคา่เฉลยีเลขคณิตเทา่กบั , และ
ตามลาํดบั ถา้พิสยัของขอ้มลูชดุนีเทา่กบั จงหาความแปรปรวนของขอ้มลูชดุนี

. ขอ้มลู คนมีคา่แตกตา่งกนัดงันี 9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยที 2 < a < 12 ถา้ขอ้มลูชดุนีมีคา่
เฉลียเลขคณิตเป็นสองเทา่ของสว่นเบียงเบนควอไทล์ จงหาคา่ของ a ทงัหมดทีเป็นไปได้

. พิจารณาขอ้มลูชดุหนงึซงึเรยีงลาํดบัจากนอ้ยไปมากดงัตอ่ไปนี 8, a, 12, 17, 22, b, 26 ถา้คา่
เฉลียเลขคณิตเทา่กบั และควอไทลที เทา่กบั แลว้สมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนเฉลีย
และสมัประสทิธิของสว่นเบียงเบนควอไทลต์ามลาํดบั เทา่กบัเทา่ใด

. ในการสอบชิงทนุการศกึษาทีมีผูเ้ขา้สอบ , คน ซงึในจาํนวนนีเป็นนกัเรยีนชายอยู่
คน ปรากฎวา่ไดค้า่เฉลยีเลขคณิตของคะแนนสอบนกัเรยีนชายและหญิงเทา่กนัคือ คะแนน
แตส่ว่นเบียงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบของนกัเรยีนชายและนกัเรยีนหญิงเทา่กบั . และ
คะแนนตามลาํดบั จงหาสมัประสทิธิความแปรผนัของคะแนนสอบนกัเรยีนทงัหมด
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. การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที
บทนิยาม . . ตัวแปรสุ่ม (random variable) คือฟังกช์นัทีมีคา่เป็นจาํนวนจรงิ ซงึกาํหนดโดย
แตล่ะสมาชิกในปรภิมิูตวัอยา่ง

เรามกันิยมใชต้วัแปร X, Y, Z แทนตวัแปรสุม่ และ x, y, z แทนคา่ของตวัแปรสุม่
ตัวแปรสุ่มต่อเนือง (continuous random variable) ซงึหมายถงึจาํนวนคา่ของตวัแปรสุม่มีเป็น
จาํนวนนบัไม่ได้ ปรภิมิูตวัอยา่งทีมีจดุตวัอยา่งเป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืองเรยีกวา่ ปริภมูิตัวอย่างต่อ
เนือง (continuous sample space)

บทนิยาม . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ไม่ตอ่เนืองทีมีคา่เป็น x1, x2, ..., xn, ... ดว้ยความนา่จะเป็น
f(x1), f(x2), ..., f(xn), .... ตามลาํดบั ถา้เหตกุารณ์ A เป็นเซตยอ่ยของ {x1, x2, ..., xn, ...} จะได้
วา่ความนา่จะเป็นของเหตกุารณ์ A คือ

P (A) =
∑
x

f(x) ทกุคา่ x ของเหตกุารณ์ A

บทนิยาม . . ให้X เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืองใด ๆ กาํหนดให้
f(x) = P (X = x)

โดยที f(x) ≥ 0 และ∑
x

f(x) = 1 ทกุคา่ x ของ X
เรยีก f วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น (probability mass function) เขียนยอ่ p.m.f หรอืการแจกแจง
ความน่าจะเป็น (probability distribution) ของตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนือง X
บทนิยาม . . เรยีก f วา่เป็น ฟังกชั์นความหนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density
function) เขียนยอ่วา่ p.d.f หรอืเรยีกสนั ๆ วา่ ฟังกชั์นความน่าจะเป็น ของตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X
ก็ตอ่เมือ

. f(x) ≥ 0 ทกุ ๆ x ∈ R

.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

. P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x) dx

สาํหรบัตวัแปรสุม่ตอ่เนือง X จะกาํหนดใหมี้เป็นจาํนวนจรงิทกุคา่ หรอืกลา่วไดว้า่มีคา่ใน R หรอื
ในชว่ง (−∞,∞) และจะเห็นวา่

P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X < b)

P (X = c) = P (c ≤ X ≤ c) =

∫ c

c

f(x) dx = 0



บทที . สถติเิบอืงตน้
การแจกแจงปกติ (normal distribution)หรอืเรยีกอีกอยา่งวา่การแจกแจงแบบเกาส์ (Gaussian

distribution) คือการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุม่ทีสว่นมากจะมีคา่ใกลเ้คียงคา่เฉลียของ
ตวัแปรเหลา่นนั จะมีคา่ของตวัแปรทีมากกวา่หรอืนอ้ยกวา่คา่เฉลียอยา่งมากเป็นสว่นนอ้ย ตวัแปร
สุม่ทีได้จากการแจกแจงนีเรยีกวา่ ตัวแปรสุ่มปกติ (normal random variable) เขียนแทนดว้ย
N(µ, σ2) ถา้ให้คา่เฉลยีและสว่นเบียงเบนมาตรฐานของตวัแปรสุม่ปกติคือ µ และ σ ตามลาํดบั
ฟังกช์นัการแจกแจงของตวัแปรสุม่ X ∼ N(µ, σ2) เขียนแทนดว้ย n(x;µ, σ2) และ

n(x;µ, σ2) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2 เมือ x ∈ R

µ

ให้X ∼ N(µ, σ2) และให้ Z =
X − µ

σ
จะไดว้า่ Z เป็นตวัแปรสุม่ปกติ นนัคือ Z ∼ N(0, 1)

เรยีกการแจกแจง n(z; 0, 1) วา่ การแจกแจงปกตมิาตรฐาน (standard normal distribution)
ดงันนัตวัแปรสุม่ X สมัพนัธก์บั Z ตวัอยา่งเชน่

P (x1 < X < x2) = P

(
x1 − µ

σ
<

X − µ

σ
<

x2 − µ

σ

)
= P (z1 < Z < z2)

= P (Z < z2)− P (Z < z1)

ดงันนัเราอาจคาํนวนคา่ความน่าจะเป็นของการแจกแจงปกติ อาศยัการคาํนวณจากการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน Z ซงึทาํไดโ้ดยการเปิดคา่จากตาราง Z ซงึบอกคา่พืนทีทีหมายถงึ P (Z < z) เช่น

ตารางที . : ตวัอยา่งตาราง z

z

. . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .



. . การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที

ตัวอย่าง . . จงใชต้าราง Z หาความน่าจะเป็นตอ่ไปนีพรอ้มวาดกราฟ
. P (Z < 1)

. P (Z > 1.1)

. P (1.12 < Z ≤ 1.25)

. P (Z < −1)

. P (Z > −1.1)

. P (−1 ≤ Z ≤ 1.15)

. P (|Z| < 1.1)

. P (|Z| ≥ 1.12)



บทที . สถติเิบอืงตน้

ตัวอย่าง . . จงใชแ้อปพลเิคชนัหา z ทีสอดคลอ้งเงือนไขตอ่ไปนี
. P (Z < z) = 0.99

. P (Z > z) = 0.3514

. P (|Z| < z) = 0.95

. P (|Z| > z) = 0.10

ตัวอย่าง . . ให้ X เป็นตวัแปรสุม่ปกติ โดยที µ = 10 และ σ = 2 จงหาความน่าจะเป็นตอ่ไปนี
. P (X < 12) . P (12 < X < 12.3)



. . การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที

ตัวอย่าง . . ถา้ X ∼ N(µ = 50, σ2 = 100)

. จงหาความน่าจะเป็นที X มีคา่ระหวา่ง และ

. จงหา a ทีทาํให้ P (X < a) = 0.95

ตัวอย่าง . . แบตเตอรีชนิดหนงึมีอายุการใชง้านเฉลีย ปี และสว่นเบียงเบนมาตรฐาน . ปี
สมมติวา่อายกุารใชง้านของแบตเตอรชีนิดนีมีการแจกแจงปกติ จงหาความน่าจะเป็นทีแบตเตอรจีะ
มีอายนุอ้ยกวา่ ปี



บทที . สถติเิบอืงตน้

ตัวอย่าง . . อายุของหลอดไฟชนิดหนงึมีการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลีย ชวัโมง และสว่น
เบียงเบนมาตรฐาน ชวัโมง จงหาความน่าจะเป็นทีหลอดไฟชนิดนีจะมีอายุการใช้งานระหวา่ง

และ ชวัโมง

ตัวอย่าง . . คะแนนเฉลียของวิชาวิทยาศาสตร์ ONET ระดบัประถมศกึษาปีที ของโรงเรยีน
แหง่หนงึเทา่กบั คะแนน และมีสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน สมมติวา่คะแนนมี
การแจกแจงปกติ ถา้นกัเรยีนทีเขา้สอบมีจาํนวน คน มีนกัเรยีนประมาณกีคนทีสอบไดค้ะแนน
มากกวา่ คะแนน



. . การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที

ตัวอย่าง . . คะแนนสอบของวิชาแคลคลูสัทีมีการแจกแจงปกติ มีคะแนนเฉลียเทา่กบั คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั คะแนน ถา้ผูส้อนจะใหเ้กรด A แก่นกัศกึษาทีสอบไดค้ะแนน
สงูสดุ % ของหอ้ง อยากทราบวา่นกัศกึษาจะตอ้งไดค้ะแนนอยา่งนอ้ยเทา่ใดจงึจะไดเ้กรด A

ตัวอย่าง . . ผลผลติของขา้วโพดทีดินทงัหมด ไร่ มีการแจกแจงปกติ คา่เฉลยีเลขคณิต
. ถงัตอ่ไร่ จากการสาํรวจพบวา่มีอยู่ ไร่ ทีใหผ้ลผลติไมม่ากกวา่ . ถงัตอ่ไร่ จงหาสว่น

เบียงเบนมาตรฐานของขา้วโพดเหลา่นี



บทที . สถติเิบอืงตน้

การแจกแจงที
การแจกแจงของตวัแปรสุม่ที เขียนแทนดว้ย t(ν) มีองศาเสรเีป็น ν นิยามฟังกช์นัความน่าจะเป็นคือ

h(t) =
Γ
(
ν+1
2

)
Γ
(
ν
2

)√
πν

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2 เมือ t ∈ R

เมือ Γ คือฟังกชั์นแกมมา (gamma function) นิยามโดย Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt เมือ x > 0

เรยีกวา่ การแจกแจงสติวเดนทท์ี (Student's t-distribution) เรยีกยอ่ ๆ วา่ การแจกแจงที ตาม
ชือผู้คิดคน้คือ วิลเลียม กอสเสต (William Sealey Gosset, - ) โดยใช้ชือในการตีพิมพ์
วา่ Student เนืองจากขณะนนัเขาทาํงานในโรงงานตม้กลนัของพวกไอรชิ ซงึหา้มเจา้หนา้ทีโรงงาน
พิมพเ์ผยแพรผ่ลงานวิจยั

รูปที . : กราฟการแจกแจงที เมือ ν = 2, 5, 10

จะไดว้า่คา่เฉลยี µ = 0 และคา่ความแปรปรวน σ2 =
ν

ν − 2
เมือ ν ≥ 3

จะเห็นไดว้า่การแจกแจงทีคลา้ยกบัการแจกแจงปกติ โดยเมือ n มีคา่มากพอการแจกแจงทีจะ
เป็นการแจกแจงปกติ พิจารณาจากกราฟจะเห็นวา่เป็นแบบสมมาตร ถา้ a > 0 จะไดว้า่

−a a

P (T > a) = P (T < −a)

P (|T | < a) = 1− 2P (T > a) = 1− 2P (T < −a)

P (|T | > a) = 2P (T > a)

จากฟังกช์นัความน่าจะเป็นของทีมีความยุง่ยากในการหาความน่าเป็น เราอาจหาคา่โดยวิธีอืน
เชน่ ใชต้ารางที และ ใชแ้อปพลเิคชนั เป็นตน้



. . การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที

การใช้ตารางที
ตางรางทีจะแสดงพืนทีดา้นขวามือ นนัคือ P (T > a) ซงึมกัเขียนแทนดว้ย

tα,ν หรอื tα เป็นคา่ทีทาํให้ P (T > tα) = α

ตารางที . : ตวัอยา่งตารางที
α

ν . . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .

ตัวอย่าง . . จากตาราง . จงหาคา่ตอ่ไปนี
. t0.05,4

. t0.99,2

. P (T > t0.01,3)

. P (T < t0.95,5)

. P (T > 1.533) เมือ ν = 4

. P (|T | < 4.541) เมือ ν = 3

. a ซงึ P (|T | < a) = 0.90 เมือ ν = 5

. a ซงึ P (|T | > a) = 0.05 เมือ ν = 4



บทที . สถติเิบอืงตน้
การใช้แอปพลิเคชัน
สาํหรบั X ∼ t(ν) ขอยกตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ทาํได้ ลกัษณะคือ
การหาพืนทีใตก้ราฟเมือกาํหนดคา่ tα และหาคา่ tα เมือกาํหนดพืนทีใตก้ราฟมาให้
เชน่ถา้ X ∼ t(15) จงหาคา่ P (X > 1) และ a เมือ P (X < a) = 0.72

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Probability Distribution ในการแจกแจงที

จะไดว้า่ P (X > 1) = และ a =

อาจเลือกใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ทาํไดโ้ดยกด ≡ จากนนั
View→ Probability Calculator→ Distribution→ Student

รูปที . : ตวัอยา่งการใชแ้อปพลเิคชนั Geogebra Classic ในการแจกแจงที
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ตัวอย่าง . . ให้ t(ν) เป็นการแจกแจงทีทีมีองศาเสรี ν จงใชแ้อปพลเิคชนัหาคา่ตอ่ไปนี

. P (T < 3.15) เมือ ν = 7

. P (T > 2) เมือ ν = 10

. P (T < −2.5) เมือ ν = 9

. P (|T | < 3) เมือ ν = 15

. จงหา a ซงึ P (T < a) = 0.75 เมือ ν = 11

. จงหา a ซงึ P (|T | < a) = 0.75 เมือ ν = 11



บทที . สถติเิบอืงตน้

ในการสุม่ตวัอยา่งขนาด n จากประชากรทีมีการแจกแจงปกติ n(x;µ, σ2) ดว้ยคา่เฉลยี µ

เมือไม่ทราบความแปรปรวน σ2 เราจะประมาณคา่ความแปรปรวนตวัอยา่ง S2 จะได้
T =

X − µ

S
มีการแจกแจงแบบที ทีองศาเสรี n− 1

ตัวอย่าง . . ถา้ทราบนาํหนกัของลาํไยกระป๋องยีหอ้หนงึมีการแจกแจงแบบปกติทีมีนาํหนกั
เฉลยี กรมั ถา้สุม่ลาํไยกระป๋องยีหอ้นีมา กระป๋อง แลว้ชงันาํหนกัแตล่ะกระป๋อง คาํนวณหา
คา่สว่นเบียงเบนมาตรฐานของลาํไยกระป๋องตวัอยา่ง กรมั ถา้เลือกลาํไยกระป๋องมา กระป๋อง
จากกลุม่ตวัอยา่ง กระป๋องขา้งตน้ จงหาความน่าจะเป็นทีลาํไยกระป๋องนนัจะมีนาํหนกัมากกวา่

กรมั
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แบบฝึกหดั .
. จงใชต้าราง Z หรอืแอปพลเิคชนัหาความน่าจะเป็นตอ่ไปนีพรอ้มวาดกราฟ

. P (Z < −1)

. P (Z > 2)

. P (−1.3 < Z ≤ 2.3)

. P (Z < −1.15)

. P (−1 < Z < 3)

. P (Z > −1.1)

. P (|Z| > 1.16)

. P (|Z| < 2.5)

. P (1 < |Z| < 2)

. P (|Z − 1| < 1.5)

. จาก N(µ = 40, σ2 = 36) จงหา
. P (X < 32)

. P (X > 27)

. a ซงึ P (X > a) = 0.1539

. a ซงึ P (X < a) = 0.2578

. จงหาคา่ตอ่ไปนี โดยใชต้ารางแจกแจงที
. t0.95,9

. t0.05,12

. จงหา a ทีทาํให้ P (|T | < a) = 0.95 ถา้องศาเสรเีทา่กบั
. ให้ t(ν) เป็นการแจกแจงทีทีมีองศาเสรี ν จงใชแ้อปพลเิคชนัหาคา่ตอ่ไปนี

. P (T < 4) เมือ ν = 8

. P (T > 5) เมือ ν = 9

. P (T < −1.5) เมือ ν = 10

. P (|T | < 2) เมือ ν = 13

. P (|T | > 3) เมือ ν = 14

. จงหา a ซงึ P (T < a) = 0.85 เมือ ν = 19

. จงหา a ซงึ P (|T | < a) = 0.85 เมือ ν = 19

. จงหา a ซงึ P (|T | > a) = 0.05 เมือ ν = 21

. ในการแจกแจงที จงหาคา่ k ทีทาํให้ P (|T | < k) = 0.9 ทีองศาเสรี

. คะแนนสอบของนกัเรยีนจาํนวน 1000 คน มีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลยีเลขคณิต 150 คะแนน
และสว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั 20 คะแนน
. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนมากกวา่
. จาํนวนคนทีไดค้ะแนนอยูร่ะหวา่ง และ



บทที . สถติเิบอืงตน้

. คนทีไดค้ะแนน คะแนน อยูเ่ปอรเ์ซนตที์เทา่ใด

. มีคนทีไดค้ะแนนมากกวา่ คะแนน อยูกี่คน

. คนทีคะแนนตาํสดุของ % สงูสดุ

. ถา้อายุการใชง้านของเครอืงซกัผา้ยีหอ้ A มีการแจกแจงแบบปกติดว้ยคา่เฉลยี . ปี และ
สว่นเบียงเบนมาตรฐานเป็น . ปี ถา้เครอืงซกัผา้ยีหอ้ A รบัประกนัไว้ ปี จงหาโอกาสที
เครอืงซกัผา้ยีหอ้ A จะเสียในชว่งเวลาทีรบัประกนั

. ถา้เชือกนัวา่อตัราผลตอบแทนของการลงทนุมีการแจกแจงปกติซงึมีคา่เฉลีย % คา่สว่น
เบียงเบนมาตรฐาน % จงหาความน่าจะเป็นทีอตัราผลตอบแทนจะ
. มากกวา่ % หรอืนอ้ยกวา่ %
. อยา่งนอ้ย %
. มากกวา่ . %

. เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในวงแหวนมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลียเลขคณิต . นิว สว่นเบียง
เบนมาตรฐานเทา่กบั . นิว

. จงหาสดัสว่นของวงแหวนทีมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในมากกวา่ . นิว

. จงหาความน่าจะเป็นวงแหวนเหลา่นีมีเสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในอยู่ระหวา่ง . และ
. นิว

. เสน้ผา่นศนูยก์ลางสว่นในทีมีวงแหวนอยู่ % ตาํกวา่คา่ใด

. ถา้คะแนนสอบวิชาสถิติมีการแจกแจงปกติ คา่เฉลยีเลขคณิต สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
เทา่กบั .
. ถา้นกัศกึษาสอบได้ F คิดเป็น % จากทงัหมด คะแนนตาํสดุของนกัศกึษาทีไม่ได้ F

เทา่กบัเทา่ใด
. คะแนนสงูสดุสาํหรบัเกรด B ถา้นกัศกึษาทีสอบไดค้ะแนนรวม % ไดเ้กรด A

. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนหอ้งหนงึมีการแจกแจงปกติ นาย ก และ นาย ข เป็น
นกัเรยีนในหอ้งนี ถา้มีนกัเรยีนในหอ้งนีรอ้ยละ 9.48 สอบไดค้ะแนนมากกวา่คะแนนสอบของ
นาย ก มีนกัเรยีนรอ้ยละ 10.64 สอบได้คะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ข และนาย ข
สอบไดค้ะแนนนอ้ยกวา่คะแนนสอบของนาย ก อยู่ 51 คะแนน แลว้สว่นเบียงเบนมาตรฐาน
ของคะแนนครงันีเทา่กบัเทา่ใด

. บรษัิทผลติหลอดไฟตอ้งการรบัประกนัคณุภาพผลติภณัฑข์องบรษัิท โดยจะเปลยีนหลอดไฟ
ใหมถ่า้หลอดเดิมชาํรุดบรษัิทจะรบัประกนัไมเ่กิน . % ของจาํนวนทีผลติ หลอดไฟมีอายกุาร
ใชง้านเฉลยี ชวัโมง มีสมัประสทิธิของความแปรผนัเทา่กบั . ถา้คาดวา่ตามปกติคน
จะใชห้ลอดไฟวนัละ ชวัโมง บรษัิทนีควรกาํหนดเวลาประกนัมากทีสดุกีวนั



. . การแจกแจงปกตแิละการแจกแจงที

. กาํหนดใหข้อ้มลูชดุหนงึมีการแจกแจงปกติ ถา้หยิบขอ้มลู x และ y จากขอ้มลูชดุนีมาพิจารณา
พบวา่ . % ของขอ้มลูมีคา่มากกวา่ x และ x มากกวา่ y อยู่ % ของสว่นเบียงเบน
มาตรฐาน แลว้จาํนวนขอ้มลู (คิดเป็นเปอรเ์ซน็ต)์ ทีมีคา่นอ้ยกวา่ y เทา่กบัเทา่ใด

. นาํหนกัและสว่นสงูของนกัเรยีนหอ้งหนงึตา่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีนาํหนกัเฉลยี 40 กิโลกรมั
สว่นเบียงเบนมาตรฐาน 2 กิโลกรมั สว่นสงูเฉลีย 150 เซนติเมตร สว่นเบียงเบนมาตรฐาน 4

เซนติเมตร ถา้มีนกัเรยีน a เปอรเ์ซน็ตที์สงูไมต่าํกวา่ 125 เซนติเมตร และไมเ่กิน 155 เซนติเมตร
คือกลุม่นกัเรยีนทีมีนาํหนกัไมต่าํกวา่ 36 กิโลกรมัและไมเ่กิน b กิโลกรมั จงหาคา่ของ a และ b

. ในการสอบวิชาแคลคลูสัครงัหนงึให้คะแนนไว้เป็นจาํนวนเตม็ คะแนนเหลา่นีมีการแจกแจง
ปกติโดยประมาณ คา่เฉลียเลขคณิต สว่นเบียงเบนมาตรฐาน นกัศกึษา คน สอบได้
คะแนนตงัแต่ ถงึ ไดเ้กรด B จงหาจาํนวนนกัศกึษาทีเขา้สอบวิชานี

. ไอคิวของผู้สมคัรเขา้เรยีนของมหาวิทยาลยัแหง่หนงึมีการแจกแจงปกติ มีคา่เฉลียเลขคณิต
สว่นเบียงเบนมาตรฐานเทา่กบั ถา้มหาวิทยาลยัทีตอ้งการผูมี้ไอคิวอยา่งตาํทีสดุ

จะมีผูส้มคัรจาํนวนเทา่ใดทีไมไ่ดเ้ขา้ไปเนืองจากเหตนีุและไมพิ่จารณาคณุสมบตัิอืน
. ถา้ทราบวา่นาํหนกัของคนไทยทีอายุ ปี มีการแจกแจงปกติทีมีคา่เฉลีย กิโลกรมั ถา้
สุม่ตวัอยา่งคนไทยทีมีอายุ ปีมา คน แลว้ชงันาํหนกัและคาํนวณคา่สว่นเบียงเบน
มาตรฐานได้ . กิโลกรมั ถา้สม่คนไทยมา คนจากกลุม่นี จงหาความน่าจะเป็นทีคนที
สุม่ไดจ้ะมีนาํหนกัมากกวา่ กิโลกรมั
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. สมการถดถอย

ในทางสถิติตวัแปรทีเกิดจากการทดลองหรอืสาํรวจ อาจไดจ้ากการวดัมากกวา่หนงึชนิด เช่น สว่น
สงู อายุ นาํหนกั เป็นตน้ เมือพบวา่ตวัแปรทีไดจ้ากทดลองหรอืสาํรวจมี ตวัขนึไปจงึเกิดความสนใจ
วา่ ตวัแปรเหลา่นนัมีความสมัพนัธ์กนัหรอืไม่ ถา้สมัพนัธ์กนัจะอยู่ในรูปใด การศกึษานีเราเรยีกวา่
การวเิคราะหก์ารถดถอย (Regression Analysis) ในบทนีเราจะกลา่วเฉพาะตวัแปร ตวัแปรที
เกียวกบั การถดถอยเชิงเส้นเชิงเดยีว (Simple linear regression)

ในการสรา้งความสมัพนัธ์ของตวัแปรทีทราบคา่เรยีกวา่ตวัแปรอิสระ (Indepedent variation)
หรอืเรยีกวา่ตวัพยากรณ์ (Predictor) นิยมใชส้ญัลกัษณ์ X ซงึสามารถนาํมาพยากรณค์า่ของตวัแปร
อีกตวัหนงึได้ เรยีกวา่ ตวัแปรตาม (Depedent variation) ใชส้ญัลกัษณ์ Y ในการสรา้งความสมัพนัธ์
ของตวัแปรเหลา่นนั ขนัแรกคือการรวบรวมขอ้มลูทีตอ้งการพิจารณา เช่น

ขอ้มลูชดุ X ประกอบดว้ย x1, x2, ..., xn และ ขอ้มลูชดุ Y ประกอบดว้ย y1, y2, ..., yn

ขนัตอ่ไปนาํจดุ (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) ไปเขียนกราฟจะไดก้ารกระจายของของจดุบนกราฟ
เรยีกวา่ แผนภาพกระจาย (Scatter diagram) จากแผนภาพการกระจายจะมองเห็น แนว้โนม้ (Trend)
ซงึอาจจะเสน้ตรงหรอืเสน้โคง้แบบตา่ง ๆ ถา้เป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธ์เชิงเสน้ (Linear
relationship) ถา้ไมเ่ป็นเสน้ตรงเรยีกวา่ ความสมัพนัธไ์มเ่ชิงเสน้ (Non-linear relationship)

สาํหรบัความสมัพนัธที์ไมเ่ชิงเสน้เราจะหาสมการเพือประมาณเสน้โคง้ทีเหมาะสมกบัขอ้มลูทีกาํหนด
ให้ โดยทวัไปเรยีกวา่ การปรบัเสน้โคง้ (Curve fitting)

การพยากรณต์วัเลขในอนาคตทีอา่นคา่จากแนวโนม้ทีไดจ้ากขอ้มลูในอดีตจะเป็นประโยชนใ์น
ดา้นตา่ง ๆ แมว้า่คา่จะผิดพลาดไปจากคา่จรงิทีควรจะเป็น ก็ยงัดีกวา่เราไมท่ราบอะไรเลย
สมการของการถดถอยเชิงเส้นของประชากรเป็น

ỹ = α + βx

เมือ α และ β เป็นพารามิเตอรเ์รยีกวา่ สัมประสิทธิการถดถอย (regression coefficients)
ใหส้มการการถดถอยของตวัอยา่งเป็น

ŷ = a+ bx



. . สมการถดถอย

เมือ a และ b เป็นคา่ประมาณของ α และ β ตามลาํดบั และ ŷ เป็นคา่ประมาณของ ỹ
ใหข้อ้มลูอยูใ่นรูป (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) สาํหรบัประชากรจะไดว้า่

Yi = α + βxi + Ei

เมือตวัแปรสุม่ Ei คือความผิดพลาดทีมีคา่เฉลยีเป็นศนูย์ แตล่ะคู่ (xi, yi) จะสอดคลอ้งสมการ
yi = α + βxi + εi

ในทาํนองเดียวกนัสมการถดถอยเชิงเสน้ทีประมาณจากตวัอยา่งเป็น ŷ = a + bx จะไดว้า่แตล่ะคู่
สอดคลอ้งสมการ

yi = a+ bxi + ei

เรยีก ei วา่ ส่วนเหลือ (residual)

X

Y

ei

εi

ŷ = a+ bx

µY |x = α+ βx

(xi, yi)

จากนีเราจะประมาณคา่สมัประสทิธิของการถดถอยดว้ย วธีิกาํลังสองน้อยสุด (Least Squares
Method) จะไดเ้สน้ถดถอยของขอ้มลูทีดีเพราะวิธีนี เป็นการเฉลียคา่ความคลาดเคลือนของขอ้มลู
ใหมี้คา่เหลือนอ้ยทีสดุ จะไดว้า่

ei = yi − ŷi เมือ i = 1, 2, ..., n

X

Y

ŷ = a+ bx

e1

(x1, y1)

e2

(x2, y2)

e3

(x3, y3)

e4

(x4, y4)

en

(xn, yn)
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ผลบวกกาํลังสองของความคลาดเคลือน (Sum of squares of error) เขียนแทนดว้ย SSE
คือ

SSE =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

วิธีกาํลงัสองนอ้ยสดุคือสนใจ SEE มีคา่นอ้ยทีสดุ หรอืตอ้งการผลบวกกาํลงัสองของความคลาด
เคลอืนทีมีคา่นอ้ยทีสดุ

คา่สงัเกตของขอ้มลูในรูปคูอ่นัดบั (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) มีความสมัพนัธเ์ชิงเสน้
ŷ = a+ bx

ให้ ŷi = a+ bxi ผลบวกกาํลงัสองของความคลาดเคลอืนคือ
SSE =

n∑
i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑
i=1

(yi − a− bxi)
2

ตอ่ไปเราจะหาคา่นอ้ยสดุโดยใชท้ฤษฎีในแคลคลูสั โดยพิจารณา ฟังกช์นั SSE(a, b) แลว้
∂(SSE)
∂a

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−1) = 0

∂(SSE)
∂b

= 2
n∑

i=1

(yi − a− bxi)(−xi) = 0

จดัรูปสมการจะได้
n∑

i=1

yi = an+ b
n∑

i=1

xi ( . )
n∑

i=1

xiyi = a
n∑

i=1

xi + b
n∑

i=1

x2
i ( . )

ดงันนั (a, b) ทีสอดคลอ้งสมการ ( . ) และ ( . ) จะใหค้า่ SSE ทีนอ้ยทีสดุ
เรยีกสมการ ( . ) และ ( . ) วา่ สมการปกติ (Normal equation) ของสมการ ŷ = a+ bx และ

b เป็นความชนัของสมการนี เรยีกวา่ สมัประสทิธิการถดถอย
จากสมการ ( . ) และ ( . ) เราจะได้

b =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

xi

)2

− n
n∑

i=1

x2
i

=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2
และ a =

n∑
i=1

yi − b
n∑

i=1

xi

n

จะเห็นวา่ a = ȳ − bx̄ นนัแสดงวา่จดุ (x̄, ȳ) อยูบ่นเสน้ถดถอย ŷ = a+ bx

ในทาํนองเดียวกนัการหาสมัประสทิธิของเสน้ถดถอย x̂ = c+ dy จะไดว้า่

d =

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
− n

n∑
i=1

xiyi(
n∑

i=1

yi

)2

− n

n∑
i=1

y2i

และ c = x̄− dȳ



. . สมการถดถอย

ตัวอย่าง . . กาํหนดขอ้มลูของตวัอยา่งดงัตาราง
x 1 2 3 4 5

y 1 3 2 4 5

จงหาสมการของเสน้ถดถอยตอ่ไปนี พรอ้มเขียนกราฟประกอบ
. เสน้ถดถอยของ y เทียบกบั x . เสน้ถดถอยของ x เทียบกบั y

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

X

Y

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6
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ตัวอย่าง . . ความสมัพนัธร์ะหวา่งความสงูของตน้ถวัชนิดหนงึกบัเวลาเป็นดงันี
เวลา (วนั) 1 2 3 4 5

ความสงูของตน้ถวั (เซนติเมตร) 1 1.3 1.5 1.7 2.5

ถา้ความสมัพนัธ์ระหวา่งเวลากบัความสงูของตน้ถวัแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่วนัที 7 ตน้ถวัชนิดนี
จะมีความสงูกีเซนติเมตร

ตัวอย่าง . . หุน้นอ้งใหม่ชือยอ่ MATH ทาํการเขา้ขายในตลาดหลกัทพัยแ์หง่ประเทศไทย (SET)
มีความสมัพนัธร์ะหวา่งวนักบัราคาปิด ดงันี

วนัทีซือขาย (นบัจากวนัแรกทีเขา้ตลาด) 1 2 3 4 5

ราคาปิด (บาท) 1.00 1.05 1.12 1.08 1.15

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งวนัทีซือขายกบัราคาปิดเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายในวนัที 10 นบัจากหุน้
MATH เขา้ตลาด จะมีราคาปิดประมาณกีบาท

ตัวอย่าง . . ถา้ระยะเวลากบัรายไดข้องบรษัิทหนงึในรอบ 5 ปี มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง ดงั
ขอ้มลู

พ.ศ. 2553 2554 2555 2556 2557

รายได้ (รอ้ยลา้นบาท) 1 1.5 2 3 4.5

จงคาดคะเนวา่ในปี 2560 บรษัิทจะมีรายไดเ้ทา่ใด
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ตัวอย่าง . . ในการหาความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัระหวา่งคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ (X) และ
วิชาฟิสกิส์ (Y ) ของนกัเรยีน 100 คนของโรงเรยีนแหง่หนงึ ไดพ้จนต์า่ง ๆ ทีใชใ้นการคาํนวณคา่คงตวั
สมการถดถอย ŷ = a+ bx ดงันี

100∑
i=1

xi =
100∑
i=1

yi = 1000,
100∑
i=1

xiyi = 2000 และ
100∑
i=1

x2
i = 4000

ถา้คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรข์องนายสมชายเทา่กบั 15 คะแนน แลว้คะแนนสอบวิชาฟิสกิส์ (โดย
ประมาณ) ของนายสมชายเทา่กบัเทา่ใด
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แบบฝึกหดั .

. จากขอ้มลูการปลกูถวัเขียวของนายถวัแระทงัหมด 5 กระถาง ในแตล่ะกระถางใส่เมลด็ถวั
เขียวลงไปจาํนวนตา่งๆกนั หลงัจากนนั 7 วนัก็นบัจาํนวนถวัเขียวทีงอก ปรากฎดงันี

กระถางที จาํนวนถวัเขียวทีใสล่งไป (เมลด็) จาํนวนถวัเขียวทีงอกเมือนบัในวนัที 7 (เมลด็)
1 2 1

2 4 2

3 6 5

4 8 6

5 10 8

. จงวาดแผนภาพการกระจาย และระบุความสมัพนัธ์ระหวา่งจาํนวนถวัเขียวทีใส่ลงไป
และทีจาํนวนทีงอก

. จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธข์า้งตน้

. จงทาํนายจาํนวนถวัเขียวทีจะงอก เมือปลกูจาํนวน 9 เมลด็ และจาํนวน 20 เมลด็

. การทดลองวดัความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลา t (วินาที) กบัระยะทาง s (เมตร) ของวตัถทีุเคลือนที
เป็นดงันี

t 1 2 3 4

s 2 8 18 32

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัระยะทางเป็นแบบเชิงเสน้ จงทาํนายวา่ระยะทางทีวตัถเุคลอืนที
ไดข้ณะ t = 1.5 วินาที เทา่กบักีเมตร

. ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบัและรายจ่ายของครอบครวัในหมูบ่า้นแหง่เป็นดงันี

รายรบั (หน่วยหมืนบาท) 1.2 1.8 2.5 4.5 6

รายจา่ย (หน่วยหมืนบาท) 1 1 2.2 3.4 4.4

ถา้ความสมัพนัธร์ะหวา่งรายรบักบัรายจา่ยเป็นแบบเชิงเสน้ แลว้ครอบครวัทีมีรายรบั 50, 000

บาท จะมีรายจา่ยเทา่ใดกีบาท
. กาํหนดใหข้อ้มลูดงัตารางตอ่ไปนี

x 1 2 3 3

y 1 3 4 6

จงหาสมการถดถอยเชิงเสน้ของ Y เทียบ x



. . สมการถดถอย

. ขอ้มลูสว่นสงู (เซนติเมตร) และนาํหนกั (กิโลกรมั) ของนกัเรยีนหญิง 4 คนดงันี

นกัเรยีนหญิง คนที 1 คนที 2 คนที 3 คนที 4

สว่นสงู (เซนติเมตร) 150 152 154 156

นาํหนกั (กิโลกรมั) 45 45 48 50

ถา้สว่นสงูและนาํหนกัของนกัเรยีนมีความสมัพนัธคื์อ ŷ = a + 0.9x เมือ x เป็นความสงูและ
y เป็นนาํหนกั แลว้นกัเรยีนทีมีสว่นสงู 155 เซนติเมตร จะมีนาํหนกักีกิโลกรมั

. ถา้ความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัระหวา่งตวัแปร x และ y มีกราฟเป็นเสน้ตรง โดยที
8∑

i=1

xi = 32,
8∑

i=1

yi = 16,
8∑

i=1

xiyi = 65
8∑

i=1

x2
i = 140 และ

8∑
i=1

y2i = 34

ถา้ x = 8 คะแนน แลว้จะประมาณคา่ y ไดเ้ทา่ใด
. จากสถิติการขายบา้นของบรษัิทแหง่หนงึ จาํนวนบา้นทีขายได้มีความสมัพนัธ์กบัเวลาใน
ลกัษณะเสน้ตรง

พ.ศ. 2551 2552 2553 2554 2555 2556

จาํนวนบา้นทีขายได้ (รอ้ยหลงั) 5 8 12 15 20 25

จงหาวา่จาํนวนบา้นทีขายไดใ้นปี พ.ศ. 2558
. ในการหาความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัระหวา่งปรมิาณสารปนเปือนชนิดที 1 (X) และปรมิาณ
สารปนเปือนชนิดที 2 (Y ) จากตวัอยา่งสารอาหารจาํนวน 100 ตวัอยา่ง พบวา่ความแปรปรวน
ของปรมิาณสารชนิดที 1 เทา่กบั 1.75 คา่เฉลยีเลขคณิตของปรมิาณสารชนิดที 2 เทา่กบั 0.5

100∑
i=1

xiyi = 100, และ
100∑
i=1

x2
i = 200

ถา้สมการถดถอยคือ ŷ = a+ bx แลว้ เมือพบสารปนเปือนชนิดที 1 อยู่ 4 หน่วย จะพบสารปน
เปือนชนิดที 2 (โดยประมาณ) เทา่กบัเทา่ใด

. พิจารณาขอ้มลู x และ y ดงันี

x −3 −1 0 1 3

y 0 a a+ 3 a+ 4 a+ 6

เมือ a เป็นคา่คงที โดย x และ y มีความสมัพนัธเ์ป็นกราฟเสน้ตรง โดยมีความชนัเทา่กบั 1.55

ถา้ x = 4 จะประมาณคา่ y
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. ถา้สมการทีใช้แทนความสมัพนัธ์เชิงฟังกช์นัทีใช้สาํหรบัการประมาณหอ้งพกัทีมีแขกมาพกั
จรงิ (y) จากจาํนวนหอ้งพกัทีมีการจองลว่งหนา้ (x) คือ

ŷ = a+ 0.75x

โดยที x̄ = 40 และ ȳ = 60 ถา้ x = 60 แลว้จาํนวนหอ้งพกัทีมีแขกมาพกัจรงิโดยประมาณ
เทา่กบัเทา่ใด

. ขอ้มลูระหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX มีความสมัพนัธแ์บบเสน้ตรง ดงัขอ้มลู

พ.ศ. 2550 2551 2552 2553 2554

ราคาปิด (บาท) 2.25 2.50 2.75 3.00 3.50

จงหาสมการถดถอยของความสมัพนัธร์ะหวา่งเวลากบัราคาปิดของหุน้ LUX
. มลูคา่อตุสาหกรรมสงิทอ้ทีประเทศไทยสง่ออกไปขายยงัตา่งประเทศระหวา่ง พ.ศ. 2520 −

2524 เป็นดงันี
พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524

มลูคา่ (ลา้นบาท) 1 3 4 5 9

ความสมัพนัธ์ของการสง่ออกกบัเวลาเป็นแบบเสน้ตรง จงคาดการณ์วา่มลูคา่การสง่ออกกี
ลา้นบาทในปี พ.ศ. 2527

. จาํนวนประชากรในจงัหวดัหนงึ ตงัแต่ พ.ศ. 2550 ถงึ พ.ศ. 2554 มีดงันี
พ.ศ. 2550 2551 2552 2553 2554

จาํนวนประชากร (แสนคน) 1.2 2.6 a 5.4 6.3

ถา้จาํนวนประชากรสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นักบัเวลา (พ.ศ.) เป็นเสน้ตรง และทาํนายวา่ในปี พ.ศ.
2557 จะมีประชากร 1, 028, 000 คน แลว้ใน พ.ศ. 2552 จะมีประชากรกีคน
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