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บทที

บทนํา (Introduction)

ในสมยัแรกๆมนุษุย์สนใจสงิทีอยูร่อบตวัพยายามและพยายามทีเเข้าใจธรรมชาติหรือปรากฎการณ์ตา่งๆทีเกิดขนึ จงึมกัจะ
ตงัคําถามและพยายามหาคําตอบหรือคําอธิบายสงิเหลา่นนั

นกัคณิตศาสตร์ก็เป็นคนหนงึทีพยายามจะอธิบายสงิทีเกิดขนึวา่เกิดจากอะไรเพือให้เข้าใจมนัให้เชดัเจนยิงขนึ แต่การ
อธิบายดงักลา่วล้วนเป็นนามธรรม (abstrac)
" นกัคณิตศาสตร์ต้องการความชดัเจน ดงันนัเพือกําหนดการมีจริงของสงิตา่งๆในคณิตศาสตร์ เราจงึเริมด้วยการกําหนด

คําทีใช้แทนสงิเหลา่นนัโดยใช้คํานีเป็น คาํอนิยาม (undefined trem) ([ ], หน้า ก) "
แล้วถ่ายทอดความคิดทีบง่บอกลกัษณะและการมีจริงนนัออกมาเป็นข้อความทีรัดกมุ เราเรียกข้อความเหลา่นนัวา่ สัจพจน์

. สัจพจน์ (Axiom)
สัจพจน์ (axiom/postulate) คือข้อความทีถกูยอมรับวา่จริงโดยไม่ต้องพิสจูน์ ซงึเป็นสงิพืนฐานทีนกัคณิตศาสตร์นําไปใช้
ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทตา่งๆ ถ้าสจัพจน์ใดมีความใกล้เคียงกบัแนวคิดทีเป็นธรรมชาติของมษุย์มากเทา่ใด ก็จะทําให้ได้เรา
ยอมรับการมีจริงของสงิทีกําหนดโดยสจัพจน์ดงักลา่ว

. สัจพจน์เปอาโน (Peano's postulates) คือสงิทีกําหนดการมีจริงของจํานวนธรรมชาติ (natural number)

(P ) มีจํานวนธรรมชาติทีเรียกวา่ 0 เพียงจํานวนเดียวเทา่นนั
(Zero is a natural number.)

(P ) จํานวนธรรมชาติทกุจํานวนต้องมี ตัวตามหลัง (successor) ทีเป็นจํานวนธรรมชาติเพียงตวัเดียวเทา่นนั
(Every natural number has a successor in the natural numbers.)

(P ) 0 ไมเ่ป็นตวัตามหลงัของจํานวนธรรมชาติใด
(Zero is not the successor of any natural number.)

(P ) ถ้าจํานวนธรรมชาติสองจํานวนมีตวัตามหลงัตวัเดียวกนั แล้วจํานวนธรรมชาติทงัสองยอ่มเป็นจํานวนเดียวกนั
(If the successor of two natural numbers is the same, then the two original numbers are the same.)

(P ) ถ้าเซตหนงึมีสมาชิกเป็น 0 และตวัตามหลงัทกุตวัของจํานวนธรรมชาติ แล้วเซตนนัยอ่มเทา่กบั เซตของ
จํานวนธรรมชาติ
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(If a set contains zero and the successor of every number is in the set, then the set contains the
natural numbers.)

0 −→ 1 −→ 2 −→ 3 −→ ...

. สัจพจน์ยูคลิด (Euclid's postulates) คือสงิทีกําหนดการมีจริงของเรขาคณิต (geometry)

(E ) สามารถลากเส้นตรงจากจดุหนงึไปยงัอีกจดุหนงึ
(A straight line can be drawn from any point to any point.)

(E ) สามารถตอ่สว่นเส้นตรงออกไปได้ไมมี่ทีสนิสดุ
(A finite straight line can be produced continuously in a straight line.)

(E ) สามารถสร้างวงกลมได้เมือกําหนดจดุศนูย์กลาง และระยะทางเป็นรัศมี
(A circle may be described with any point as center and any distance as radius.)

(E ) มมุฉากทกุมมุเทา่กนั
(All right angles are equal to one another.)

(E ) ถ้าเส้นตรงเส้นหนงึตดัเส้นตรงอีกสองเส้น ทําให้มมุภายในทีอยู่ข้างเดียวกนัของเส้นตดัรวมกนั น้อยกวา่
มมุฉาก ถ้าตอ่เส้นตรงทงัสองออกไปเรือยๆ เส้นตรงทงัสองจะตดักนัทางด้านทีมีมมุดงักลา่วรวมกนัน้อยกวา่
สองมมุฉาก
(If a transversal falls on two lines in such a way that the interior angle on one side of the transversal
are less than two right angles, then the lines meet on that side on which the angles are less than
two right angles.)

. สัจพจน์สนาม (Field axioms) คือสงิทีกําหนดการมีจริงขอระบบจํานวนจริงทีประกอบด้วยเซต การดําเนินการ
และอนัดบัของเซตนนั

(R ) ทกุจํานวนจริง x และ y x+ y และ x · y เป็นจํานวนจริง
(R ) ทกุจํานวนจริง x และ y x+ y = y + x และ x · y = y · x

(R ) ทกุจํานวนจริง x, y และ z (x+ y) + z = x+ (y + z) และ (x · y) · z = x · (y · z)

(R ) ทกุจํานวนจริง x x+ 0 = x = 0 + x

(R ) ทกุจํานวนจริง x x · 1 = x = 1 · x

(R ) ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง y x+ y = 0 = y + x

(R ) ทกุจํานวนจริง x ̸= 0 มีจํานวนจริง y x · y = 1 = y · x

(R ) ทกุจํานวนจริง x, y และ z x · (y + z) = x · y + x · z



. . ทฤษฎีบท (THEOREM)

. ทฤษฎีบท (Theorem)
ในหวัข้อนีเราจะอธิบายถงึคําตา่งๆทีสําคญัใช้ในคณิตศาสตร์ซงึจะเป็นพืนฐานความเข้าใจในการศกึษาคณิตศาสตร์ขนัสงู
ตอ่ไป

คาํอนิยาม (Undefined term) หมายถงึ คําหรือข้อความทีตกลงกนัวา่ไมต้่องให้คําจํากดัความ เพราะเข้าใจตรงกนัได้
เป็นสากล เชน่ จดุ เส้นตรง และระนาบ เป็นต้น หากมองในอีกแง่ก็คือมนัยากทีจะนิยามคําเหลา่นีให้ชดัจงึกําหนดให้เป็น
คําอนิยาม

นิยาม (Definition) หมายถงึ คําหรือข้อความทีมีการให้คําจํากดัความอยา่งชดัเจน ตวัอยา่งเชน่

บทนิยาม . . เราจะเรียกจํานวนเตม็ a ทีไมใ่ชศ่นูย์วา่หารจํานวนเตม็ b ลงตวั ถ้ามีจํานวนเตม็ k ซงึ b = ak

บทนิยาม . . จาํนวนเตม็คู่ (even number) คือจํานวนเตม็ทีหารด้วยสองลงตวั

บทนิยาม . . จาํนวนเตม็คี (odd number) คือจํานวนเตม็ทีไมใ่ชจํ่านวนเตม็คู่

ทฤษฎีบท (Theorem) หมายถงึ ข้อความทางคณิตศาสตร์ทีถกูพสูิจน์ (proof) วา่ เป็นจริงโดยการให้ เหตผุลทาง
คณิตศาสตร์อยา่งเคร่งครัด ซงึจะมีการใช้นิยาม สจัพจน์ ทฤษฎีบทอืน และการให้เหตผุลทางคณิตศาสตร์ มาใช้การพิสจูน์
ตวัอยา่งทฤษฎีบท เชน่ ทฤษฎีบทของพีธากอรัส ทฤษฎีบทหลกัมลูเลขคณิต เป็นต้น

บทตัง (Lemma) หมายถงึ ข้อความทีถกูพิสจูน์วา่เป็นจริง โดยมีวตัถปุระสงค์เพือนําไปใช้ในการพิสจูน์ทฤษฎีบท ปกติ
ในทฤษฎีบททีพิสจูน์โดยตรงแล้วยาวมาก มกัจะมีการพิสจูน์บทตงัก่อน แล้วดงึบทตงัมาใช้ในการพิสจูน์ทฤษฎีบท จงึทําให้
การพิสจูน์ในทฤษฎีบทสนัลงมาก

การพิสจูน์บทตงัยงัมีประโยชน์ในลกัษณะทีต้องมีการใช้บทตงัเดียวกนัไปพิสจูน์หลายทฤษฎีบท ซงึสามารถถกูนําเอา
ไปใช้ได้งา่ยขนึ อยา่งไรก็ตามบทตงับางอนัก็มีข้อยกเว้น คือเป็นบทตงัทีสมบรูณ์แบบในตวัเชน่เดียวทฤษฎีบท อาทิ Zorn’s
lemma และ Urysohn’s lemma

บทแทรก (Corollary) หมายถงึ ข้อความทีถกูพิสจูน์วา่เป็นจริง โดยการพิสจูน์จะอิงการพิสจูน์ของทฤษฎีบททีกลา่ว
มาก่อนเป็นหลกั จงึมกัทําให้การพิสจูน์บทแทรกมกัจะสนั บางครังจะบอกความสมัพนัธ์ถงึทฤษฎีบทชดัเจน
ตวัอยา่งเชน่

บทตัง . . ถ้า a เป็นจํานวนเตม็คู่ แล้ว a2 เป็นจํานวนเตม็คู่

บทตัง . . ถ้า a เป็นจํานวนเตม็คี แล้ว a2 เป็นจํานวนเตม็คี

ทฤษฎีบท . . a เป็นจํานวนเตม็คู่ ก็ตอ่เมือ a2 เป็นจํานวนเตม็คู่

บทแทรก . . a เป็นจํานวนเตม็คี ก็ตอ่เมือ a2 เป็นจํานวนเตม็คี



บทที . บทนํา (INTRODUCTION)

. ปฎทิรรศน์ (Paradox)
ปฎิทรรศน์หรือพาราด๊อกซ์ (paradox) คือความขดัแย้งบนความลงรอย หรือความขดัแย้งกนัแต่จริง หรือข้อความทีมี
ลกัษณะย้อนแย้งในตวัเอง หมายถงึ เหตกุารณ์ของประโยคทีเป็นจริงชดัเจนแต่สดุท้ายนําไปสู่ความขดัแย้งในตวัเอง หรือ
สถานการณ์ทีอยู่นอกความคิดทวัไป หรือปฏิทรรศน์ใช้กนัในความหมายของข้อความทีตรงกนัข้ามหรือขดัแย้งกบัความ
เชือ ทีคนทวัไปมี หรือยอมรับวา่เป็น “สามญัสํานกึ”

. พาราด๊อกซ์ช่างตัดผม (The barber paradox)
ในปี นกัคณิตศาสตร์ชาวองักฤษชือวา่ Bertrand Russull ได้นําเสนอตวัอยา่งทีวา่

All the men in a village either shave themselves or are shaved by a barber (himself a man from the
village). The baber claims to shave only the male villager who do not shave themselves. So who shaves

the baber?
ทกุคนในหมูบ้่านต้องตดัผมด้วยตวัเองหรือไมก็่ตดัผมโดยช่างตดัผม ชา่งตดัผมคนนนัก็เลยกลา่ววา่

"ข้าคือคนตดัผมของทกุคนในหมูบ้่านทีไมไ่ด้ตดัผมของตนเอง"

คําถามคือใครเป็นคนตดัผมชา่งตดัผม ?

• ถ้าเขาตดัผมของตนเอง แสดงวา่เขาเป็นคนทีไมไ่ด้ตดัผมของตนเอง
• ถ้าเขาไมไ่ด้ตดัผมของตนเอง แสดงวา่เขาถกูตนเองตดัผมให้

เป็นประโยคทีเเหมือนจะเป็นจริงแตข่ดัแย้งในตวัเอง และตงัชือพาราด๊อกซ์นีวา่พาราด๊อกซ์ของรัสเซลล์ (Russull's
paradox) เขียนในแงข่องเซตได้วา่

S = {X |X /∈ X}

ซงึเป็นการอธิบายพาราด๊อกทีเกิดขนึในสจัพจน์ข้อทีสองของแคนเตอร์ (The axiom of abstraction) ทีวา่

" เมือกําหนดคณุสมบตัิใดยอ่มมีเซตประกอบด้วยคณุสมบตัินนัๆเสมอ (A set is any collection of definite,
distinishable objects of our intuition or our intellect to conceived as a whole.) "

เซตๆหนงึนิยามโดยเซต็ทกุเซต็ทีไมไ่ด้มีตวัเองเป็นสมาชิก เราจะพบปัญหาคือเซ็ตนนัมีตนเองเป็นสมาชิกหรือไม่ ดงั
นนัเราไมส่ามารถนิยามเซตของเซตทีมีสมาชิกเป็นตวัเองได้นนัเอง



. . ปฎิทรรศน์ (PARADOX)

. พาราด๊อกซ์ของริชาร์ด (Richard's Paradox)
ในปี นกัคณิตศาสตร์ชาวฝรังเศสชือ จลูส์ ริชาร์ด (Jules Richard) ได้นําเสนอพาราด๊อกซ์ในด้านประโยคทาง
ตรรกศาสตร์ เช่น

นกัศกึษาผู้หนงึพดูขนึวา่ " นกัศกึษาทกุคนพดูโกหก "

ประโยคนีสรุปได้วา่นกัศกึษาคนนีพดูจริงหรือพดูโกหก ? เราเรียกพาราด๊อกซ์นีวา่ พาราด๊อกซ์ของริชาร์ด
(Richard's Paradox)

พาราดอ็กซ์ ยงัมีอีกหลายเรืองหลายรูปแบบ หลายสาขาวิชาเชน่

• ตรรกศาสตร์

– Free will and omniscience paradox ถ้ามีผู้หยงัรู้และรู้วา่จะเกิดอะไรอยู่ก่อนแล้ว (ผู้ กําหนดโชคชะตาคน)
ก็แสดงวา่ เราไมมี่เจตจํานงทีเป็นอิสระ

– Time Paradox หรือ Grandfather paradox กรณีทีมีการย้อนกลบัไปแก้ไขเหตกุารณ์ในอดีต ทีจะสง่ผลให้
เกิดเหตกุารณ์ในปัจจบุนั เชน่ การย้อนกลบัไปฆา่พอ่แม่ของตนเองก่อนทีตนจะเกิด ก็จะเกิดข้อขดัแย้งทาง
เวลาวา่ ตวัของเราเกิดมาได้อยา่งไร เมือพอ่แมถ่กูฆา่ไปแล้ว

• วิทยาศาสตร์

– Einstein Podolsky Rosen paradox ซงึเป็นการขดัแย้งกนัระหวา่ง ทฤษฎีสมัพทัธภาพ กบั ทฤษฎีควอนตมั
– ปฏิทรรศน์ฝาแฝด (twin paradox) ซงึเป็นผลลพัธ์อนัน่าฉงนทีสดุอนัหนงึในทฤษฎีสมัพทัธภาพของไอน์สไตน์

• เศรฐศาสตร์

– Leontief's paradox ปัญหาวา่ทําไม ประเทศทีอดุมด้วยปัจจยัทนุจงึมีการสง่ออกสนิค้าทีใช้แรงงานเป็นหลกั
– Giffen's paradox ปัญหาวา่ทําไมบางสนิค้า ยิงขนึราคา คนยิงซือ (เชน่ ขนมปัง ในยามสงคราม)
– Diamond-water paradox (paradox of value) ปัญหาวา่ ทําไมนําจงึถกูกวา่ เพชร ทงัๆทีคนต้องการนํา

มากกวา่

• ปรัชญา

– Zeno's paradox ในวิชาปรัชญา แปลไทยตามพจนานกุรมก็คือ ข้อสรุปทีฟังดแูล้วขดักนัของ Zeno เขาได้ยก
ตวัอยา่ง paradox ของเขาไว้ อนัทีมีชือเสียงทีสดุก็คือ อาคีลสิแขง่กบัเตา่
เตา่แขง่กบัอาคีลสิ โดยเตา่บอกให้อาคีลสิตอ่ให้สบิเมตร ซงึอาคีลสิก็ตกลง แตก่่อนจะเริมแขง่กนั เตา่ก็บอก
กบัอาคีลสิวา่ ถ้าอาคีลสิจะเดินทนัเตา่จะต้องเดินผา่นครึงทางให้ได้ซะก่อน อาคีลสิก็เห็นด้วยกบัทีเตา่บอก



บทที . บทนํา (INTRODUCTION)

แบบฝึกหดั .
จงอธิบายพาราด๊อกซ์ของแตล่ะเหตกุารณ์ตอ่ไปนี

. ยกัษ์กินคนจบัเหยือได้ และเลน่กบัเหยือวา่ถ้าเหยือสามารถทายใจของตนได้ เหยือจะถกูปลอ่ยไป เหยือผู้ หน้า
สงสารก็เลยทายวา่ "ทา่นคิดวา่ทา่นจะกินข้า" สรุปวา่เหยือถกูปลอ่ยหรือถกูกินกนัแน่ ?

. ชายคนหนงึสอบถามนาย A และ B นาย A พดูวา่ "นาย B พดูแต่เรืองโกหก" สว่นนาย B ก็พดูวา่ "นาย A พดูแต่
ความจริง" แล้วใครพดูความจริง ใครพดูโกหกกนัแน่ ?

. เผา่กินคน จบัเหยือได้และเสียงทายกบัเหยือวา่ให้เลา่เรืองมาเรืองหนงึ ถ้าหวัหน้าเผา่คิดวา่เรืองนนัเป็นเรืองจริง ให้
จบัไปต้ม แต่ถ้าเป็นเรืองโกหกให้จบัไปยา่ง เหยือจงึเลา่วา่ "เขาจะถกูจบัไปยา่ง" หวัหน้าเผา่คิดอยู่นานก็คิดไม่ออก
วา่จะต้มหรือ ยา่งดี จนในทีสดุก็เอาเหยือผู้ นนัไปขงัไว้รอวนัคิดเสร็จ และเหยือผู้ นนัก็ถกูขงัอยู่ตงัแต่วนันนัจนถงึ
ปัจจบุนั เกิดไรขนึกบัเหตกุารณ์นี

. (Crocodile Dilemma) จระเข้ขโมยลกูของชายผู้หนงึไป แตม่นัให้คําสญัญาวา่ มนัจะคืนลกูให้หากชายผู้นนัทายใจ
มนัได้ถกูต้องวา่มนัจะทําอะไร ชายผู้นนัเดาใจมนัวา่ "เขาจะไมไ่ด้ลกูกลบัคืนมา"

. เตา่แขง่กบัอาคีลสิ โดยเตา่บอกให้อาคีลิสตอ่ให้สบิเมตร ซงึอาคีลิสก็ตกลง แต่ก่อนจะเริมแขง่กนั เตา่ก็บอกกบัอา
คีลิสวา่ ถ้าอาคีลิสจะเดินทนัเตา่จะต้องเดินผา่นครึงทางให้ได้ซะก่อน อาคีลิสก็เห็นด้วยกบัทีเตา่บอก อาร์คีมีดีสจะ
ชนะเตา่ได้หรือไม่ ?



บทที

ตรรกศาสตร์ (Logic)

. ประพจน์ (Proposition)
ประพจน์ (Proposition)
บทนิยาม . . ประพจน์หรือข้อความ (Proposition/Statement) คือ ประโยคทีมีคา่ความจริง (truth value) เป็นจริง
(True) หรือเป็นเท็จ (False) อยา่งใดอยา่งหนงึเพียงอยา่งเดียว

เรามกัใช้อกัษร p, q, r, s, t แทนประพจน์

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ประโยคตอ่ไปนีเป็นประพจน์หรือไม่

. � พระอาทิตย์ขนึทางทิศตะวนัออก

. � แมนํ่าบางประกงไหลผา่น จ.ฉะเชิงเทรา

. � เขาเป็นคนองักฤษ

. � กรุณา เปิดหน้าตา่งให้ฉนัหน่อย

. � คณุมาทําอะไรทีนี ?

. � จงัหวดัเลยอยูภ่าคเหนือของประเทศไทย

. � คณุพระช่วย !

. � พีต้องพาฉนัไปดหูนงันะ

. � ผลบวกมมุภายในสามหลียมใดคือ 180◦

. � x เป็นจํานวนเฉพาะ

. � ถ้า x > 2 แล้ว x > 1

. � 2 ̸= 1

. � จํานวนเฉพาะทกุจํานวนเป็นจํานวนคี

. � 2x = x+ x

. � เซตวา่งคือเซตทีไมมี่สมาชิก

. � a+ b = b+ a

. � ผู้ชายคนนนัไปทําอะไรในห้องนํา

. � จํานวนเฉพาะทกุจํานวนเป็นจํานวนคี

. � จํานวนจริงเป็นจํานวนตรรกยะ

. � 24 = 42



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

บทนิยาม . . ประโยคเปิด (Open sentence) คือ ประโยคบอกเลา่หรือประโยคปฏิเสธทีมีตวัแปร (variable) และเมือ
แทนทีตวัแปรด้วยสมาชิกในเอกภพสมัพทัธ์ (universe) แล้วประโยคนนัจะเป็นประพจน์

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ประโยคตอ่ไปนีเป็นประพจน์หรือประโยคเปิดหรือไมเ่ป็นประพจน์

. � ลีกวนยเูป็นชาวสงิคโปร์

. � เธอเป็นคนตา่งชาติ

. � 1 + 1 = 2

. � x2 = −1

. � sin 30◦ = 0.5

. � 50% ของ 20 คือ 10

. � x · 0 = 0

. � ผู้ชายคนนนัเป็นคนเชียงใหม่

. � ผู้หญิงคนนนัเป็นคนตา่งด้าว

. � เขาไปทําจมกูมาใชป่ะ

ตัวเชือมประพจน์ (Connective)
บทนิยาม . . ให้ p, q เป็นประพจน์ แล้ว ข้อความร่วม (conjunction) ของ p และ q เขียนแทนด้วย

p ∧ q อา่นวา่ p และ q (p and q)

จะมีคา่ความจริงเป็นจริงได้เพียงกรณีเดียวเทา่นนัคือ p และ q มีคา่ความเป็นจริง

p q p ∧ q

T T T
T F F
F T F
F F F

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี

. � องักฤษเป็นประเทศในกลุม่ยโูร และ ไทยเป็นประเทศในอาเซียน

. � 2 เป็นจํานวนคู่ และ 3 เป็นจํานวนนบั

. � ควายมี 4 เขา และ นกขนุทองมี 2 ขา

. � 22 = 4 และ นกแก้วบินได้

. � 2 ̸= 3 และ 2 ̸= 2



. . ประพจน์ (PROPOSITION)

บทนิยาม . . ให้ p, q เป็นประพจน์ แล้ว ข้อความเลือก (disjuction) ของ p และ q เขียนแทนด้วย

p ∨ q อา่นวา่ p หรือ q (p or q)

จะมีคา่ความจริงเป็นเท็จได้เพียงกรณีเดียวเทา่นนัคือ p และ q มีคา่ความเป็นเท็จ

p q p ∨ q

T T T
T F T
F T T
F F F

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี

. � ประเทศไทยติดกบัประเทศลาว หรือ ญีปุ่ นเป็นประเทศในอาเซียน

. � 2 เป็นจํานวนคู่ หรือ 3 เป็นจํานวนนบั

. � 3 ≤ 3 หรือ ∅ ⊂ {1, 2}

. � 210 เมือเขียนเป็นจํานวนเตม็ไมมี่ศนูย์เลย หรือ 10 ≥ 9

บทนิยาม . . ให้ p, q เป็นประพจน์ แล้ว ข้อความแบบเงอืนไข (condition statement/implication) ของ p และ q

p → q อา่นวา่ ถ้า p แล้ว q (if p then q)

เรียก p วา่ เหตุ (hypothesis) และเรียก q วา่ ผล (conclusion) จะมีคา่ความจริงเป็นเท็จได้เพียงกรณีเดียวเทา่นนัคือ p มี
คา่ความเป็นจริง และ q มีคา่ความเป็นเท็จ และเรียก q → p วา่บทกลบั (converse) ของ p → q

p q p → q

T T T
T F F
F T T
F F T

เราอาจจะพบข้อความ p → q ในรูปแบบอืนๆ เชน่

• q ถ้า p (q if p)

• p ทําให้ได้ q (p implies q)

• p เป็นเงือนไขทีเพียงพอของ q (p is a sufficient condition for q)

• q เป็นเงือนไขทีจําเป็นของ p (q is a necessary condition for p)



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี

. � ถ้าองักฤษเป็นประเทศในเอเชีย แล้วไทยเป็นประเทศในยโุรป

. � ถ้า iPhone เป็นโทรศพัท์ แล้วนิวตนัเป็นคนองักฤษ

. � ถ้า 2 เป็นจํานวนคี แล้ว 1 เป็นจํานวนนบั

. � ถ้าควายมีเขา แล้วนกขนุทองไมมี่ขา

. � ถ้า 22 ̸= 4 แล้ว พระอาทิตย์ขนึทางทิศตะวนัตก

. � ถ้า 1 < 6 แล้ว 2 ̸= 2

. � ถ้า 1 + 3 + 5 = 9 แล้ว 2× 3 = 23

. � ถ้า 9 · 0 = 0 แล้ว เชียงใหมอ่ยูภ่าคเหนือของประเทศไทย

. � ถ้า 5 เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว 1
2
เป็นจํานวนจริง

. � ถ้า 3 เป็นจํานวนตรรกยะ แล้ว 3 เป็นจํานวนอตรรกยะ หรือ 2 เป็นจํานวนเฉพาะ

บทนิยาม . . ให้ p, q เป็นประพจน์ แล้ว ข้อความแบบผันกลับได้ (Bicondition statement) ของ p และ q

p ↔ q อา่นวา่ p กต่็อเมือ q ( p if and only if q, p iff q )

จะมีคา่ความจริงเป็นจริงเหมือนกบัข้อความ (p → q) ∧ (q → p)

p q (p → q) (q → p) (p → q) ∧ (q → p) p ↔ q

T T T T T T
T F F T F F
F T T F F F
F F T T T T

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี

. � เยอรมนัเป็นประเทศในกลุม่ยโูร ก็ตอ่เมือ พมา่อยูต่ิดประเทศไทย

. � 1 เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมือ 5 เป็นจํานวนนบั

. � สนุขัมีเขา ก็ตอ่เมือ 1 + 1 = 2

. � 2−2 = 1 ก็ตอ่เมือ 3 < 7

. � 1 ̸= 1 ก็ตอ่เมือ นกขมินบินไมไ่ด้



. . ประพจน์ (PROPOSITION)

บทนิยาม . . ให้ p เป็นประพจน์ แล้ว นิเสธของข้อความ(Negation of statement) ของ p เขียนแทนด้วย

∼ p อา่นวา่ นิเสธ p (not p)

จะมีคา่ความจริงตรงกนัข้ามกบั p

p ∼ p

T F
F T

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี

. องักฤษเป็นประเทศในทวีปเอเชีย

. ∅ เป็นเซตอนนัต์

. นกเขามี 2 ขา

. Nokia เป็นโทรศพัท์ทีได้รับความนิยม

ทฤษฎีบท . . ให้ p เป็นประพจน์ใดๆ แล้ว

. F ∧ p มีคา่ความจริงเป็น F

. T ∨ p มีคา่ความจริงเป็น T

. F → p มีคา่ความจริงเป็น T

. p → T มีคา่ความจริงเป็น T

ลําดบัความของตวัเชือมข้อความจากน้อยไปหามาก

. ∼ . ∧, ∨ . → . ↔

เชน่ถ้าเขียน ∼ p ∧ q ↔ r →∼ p จะหมายถงึ [(∼ p) ∧ q] ↔ [r → (∼ p)]

ตัวอย่าง . . จงเขียนประพจน์ตอ่ไปนีตามลําดบัความสําคญั

1) ∼ r → p ∧ q ↔ r

3) ∼ p∧ ∼ r → q∧ ∼ r

2) p∧ ∼ r ↔∼ p →∼ q

4) p∨ ∼ q ↔∼ r → q

ตารางค่าความจริง (Truth table)
นบัจํานวนประพจน์ยอ่ยๆทงัหมดในข้อความเพือหาจํานวนกรณีทงัหมด

จํานวนประพจน์ 1 2 3 4 5 6 7 ... n

จํานวนกรณี 2 4 8 16 32 64 128 ... 2n

แล้วเขียนกรณีทงัหมดโดยใช้หลกัการแผนภาพต้นไม้ (tree diagram) จนครบทกุประพจน์ยอ่ยในข้อความนนั

ตัวอย่าง . . จงสร้างตารางคา่ความจริงของประพจน์ (p → q) ∨ (p ↔ q)
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แบบฝึกหดั .

. พิจารณาประโยคตอ่ไปนีวา่เป็น (ก) ประพจน์ (ข) ประโยคเปิด หรือไมเ่ป็นทงัสองอยา่งนี
. ห้ามเดินลดัสนาม
. ปีนีเป็นปีระกา
. นา่นเป็นจงัหวดัในภาคใต้
. มีจํานวนนบัทีน้อยกวา่ 1

. 5 หาร 11 ลงตวั

. ใครเป็นคนนดัพวกเราทีสยามพารากอน

. รถไฟมีสองหวั

. ถ้า 1 > 1 แล้วประเทศไทยจะมี 100 จงัหวดั

. จงหาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี
. ถ้า 20 = 02 แล้ว 2 = 0

. ปมู้าไมมี่ขาก็ตอ่เมือลงิไมมี่หู

. นกเพนกินเนิดทีประเทศไทยและไก่เป็นสตัว์ปีก

. จํานวนนบัเป็นจํานวนเตม็หรือตรรกยะ

. ถ้า 2 ̸= 9 แล้ว นกขมินบินไมไ่ด้

. ถ้าช้างเป็นสตัว์ปีกแล้วช้างเป็นตกัแตน

. ถ้า 16 เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 59 เป็นจํานวนเฉพาะ

. กระตา่ยไมมี่ฟัน ก็ตอ่เมือ 1 > 2

. จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี
. นายกไมไ่ด้อยูใ่นห้องนี
. เลข 8 เป็นเลขมงคล

. หมีโคอาลา่เป็นสตัว์ดรุ้าย

. ช้างนําไมไ่ด้เป็นสตัว์นํา

. จงสร้างตารางคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี
. (p →∼ q) ∨ (q → p)

. ∼ p ∧ (p ↔ q) → (p ∨ q)

. p ∧ (∼ q → r) ↔ (r ∨ q)

. ∼ [∼ p ∧ (q →∼ r)] → (p∧ ∼ r)

. [p → (q ∨ r)] ↔ [(p → q) ∨ (p → r)]

. ∼ p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

. กําหนดให้ปประพจน์ p, q, r, s มีคา่ความจริงเป็น T, F, F, T ตามลําดบั จงหาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี
. p → (q ∨ ∼ (p ∧ r))

. ∼ [(p ↔∼ q) ∧ (q →∼ r)] →∼ s

. ∼ (r∧ ∼ s) ↔ (p∨ ∼ q)

. [(∼ p∨ (∼ p → (q∧r)∨s) → p)∧r] ↔ p

. ถ้าประพจน์ (∼ p∧ ∼ q) → (r∨ ∼ s) มีคา่ความจริงเป็นเท็จ จงหาคา่ความจริงของประพจน์ตอ่ไปนี
. p ∧ q ↔∼ r

. (q → p) → (∼ r ∨ t)

. ∼ [p ∨ (∼ r → p)] ↔ (q∧ ∼ t)

. [∼ (p → t) ∨ (r ∧ q)] →∼ (q ↔∼ t)
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. สมมูลของประพจน์ (Logical equivalence)
บทนิยาม . . ให้ P และ Q เป็นประพจน์ แล้ว

P สมมูล (equivalent) กบั Q เขียนแทนด้วย P ≡ Q ถ้า P และ Q มีคา่ความจริงตรงกนัทกุๆกรณี

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ประพจน์ p → q สมมลูกบั ∼ p ∨ q

p q ∼ p ∼ p ∨ q p → q

T T F T T
T F F F F
F T T T T
F F T T T

ดงันนั p → q ≡ ∼ p ∨ q

การตรวจสอบสมมูลโดยใช้ตาราง
ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีสมมลูกนัหรือไม่ โดยใช้ตารางคา่ความจริง

. p ∨ q และ ∼ p → q . ∼ (p ↔ q) และ ∼ p ↔∼ q

ทฤษฎีบท . . ให้ p, q และ r เป็นประพจน์ใดๆ

• กฎนิจพล (Idempotent law)
(E ) p ∧ p ≡ p

(E ) p ∨ q ≡ p

• กฎการสลบัที (Commutative law)
(E ) p ∧ q ≡ q ∧ p

(E ) p ∨ q ≡ q ∨ p

• กฎการจดักลุม่ (Associative law)
(E ) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

(E ) p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

• กฎการการะจาย (Distributive law)

(E ) p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(E ) p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

• กฎของเดอมอร์แกน (DeMorgan's law)

(E ) ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

(E ) ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

• กฎนิเสธซ้อน (Double negation law)

(E ) ∼ (∼ p) ≡ p
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ทฤษฎีบท . . ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ แล้ว
(E ) p → q ≡∼ p ∨ q

(E ) p → q ≡∼ q →∼ p กฎแย้งสลบัที (contrapositive law)
(E ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

(E ) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (∼ p →∼ q)

(E ) p ↔ q ≡ (∼ q →∼ p) ∧ (∼ p →∼ q) ≡∼ p ↔∼ q

(E ) p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

(E ) p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

(E ) (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

(E ) (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

ตัวอย่าง . . ให้ p, q เป็นประพจน์ใดๆ จงแสดงวา่ ∼ (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q) ≡∼ (p ∧ q)

บทพิสูจน์.
∼ (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q) ≡∼ [(p ∧ q) ∧ (p ∨ q)] โดย (E9)

≡∼ [((p ∧ q) ∧ p) ∨ ((p ∧ q) ∧ q)] โดย (E7)

≡∼ [((p ∧ p) ∧ q) ∨ (p ∧ (q ∧ q))] โดย (E5)

≡∼ [(p ∧ q) ∨ (p ∧ q)] โดย (E1)

≡∼ (p ∧ q) โดย (E2)

ตัวอย่าง . . ให้ p, q เป็นประพจน์ใดๆ จงตรวจสอบวา่ข้อความแตล่ะคูต่อ่ไปนีสมมลูกนัหรือไม่

. p → q และ ∼ p →∼ q

. ∼ (p →∼ q) และ p ∧ q

. (p → q) ∧ (q → r) และ p → r

. p → (q → r) และ q → (p → r)

นิเสธของประพจน์
ทฤษฎีบท . . ให้ p, q เป็นประพจน์ใดๆ แล้ว

. ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

. ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

. ∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q

. ∼ (p ↔ q) ≡∼ p ↔ q ≡ p ↔∼ q
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ตัวอย่าง . . ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ จงนิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี

. p ∧ (q ∨ r)

. ∼ (∼ p ∨ q) ∧ (q ∨ r)

. p → (q → r)

. p ↔ (q → r)

. p ↔ (q ∨ r)

. (p ∨ q) ↔ (p →∼ r)

ตัวอย่าง . . จงนิเสธของข้อความตอ่ไปนี

. เสือเป็นสีแดง และกางเกงเป็นสีดํา

. 2 > 5 หรือ 8 เป็นจํานวนคี

. ถ้าหนองบอนเป็นจงัหวดัแล้วเลยไมเ่ป็นอําเภอ

. ถ้าขอนแก่นเป็นเมืองหลวงของประเทศไทยแล้วเชียงใหมจ่ะอยูใ่นภาคใต้

. xy = 12 ก็ตอ่เมือ x = 3 และ y = 4

ตัวอย่าง . . จงนิเสธของข้อความตอ่ไปนี

. x = 0 และ y > 0 และ z < 0

. 2 เป็นจํานวนคู่ หรือ (3 เป็นจํานวนคี และ 4 ไมเ่ป็นจํานวนเฉพาะ)

. ถ้า (ถ้า cp = 1 แล้ว p > 0) แล้ว c > 0 หรือ p < 0

. xy ̸= 0 ก็ตอ่เมือ x ̸= 0 หรือ y ̸= 0

. ถ้า A ⊆ B และ A ⊆ C แล้ว A ⊆ B ∩ C และ A ⊆ B ∪ C
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แบบฝึกหดั .

. ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ จงตรวจสอบวา่สมลูของประพจน์ตอ่ไปนี โดยใช้ตารางคา่ความจริง

. q และ ∼ p ∨ (p ∧ q)

. ∼ p → q และ ∼ q → p

. (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

. p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

. (p ∨ q) ↔ r และ p ∨ (q ↔ r)

. p → (q → r) และ p ∧ q → r

. ให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีสมมลูกนั ถ้าสมมลูกนัจงแสดงโดยใช้ทฤษฎีบท ถ้าไม่
สมมลูจงยกตวัอยา่งค้าน

. p ∧ (p ∨ q) และ p ∨ (p ∧ q)

. ∼ (p →∼ q) และ p ∧ (p → q)

. p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

. p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

. p ↔∼ q และ ∼ p ↔ q

. p → (q ∨ r) และ ∼ (∼ r → q) →∼ p

. ∼ (p∧ ∼ q) และ ∼ q →∼ p

. ∼ p → q และ (∼ p → q) ∧ (q →∼ p)

. p → (q → r) และ (p → q) → r

. p → (q → r) และ r → (q → p)

. จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี

. ร้องเท้าเป็นเครืองแตง่กายชนิดหนงึ

. ถ้าแดงไปโรงเรียน แล้วดําจะไมทํ่าการบ้าน

. เร็นคงุสอบได้เกรด A ก็ตอ่เมือแมจ่ะพาไปดหูนงั

. 2 > 4 และ 3 = 5

. x+ 1 = 3 หรือ π เป็นจํานวนตรรกยะ

. ถ้า 2 เป็นจํานวนคี แล้ว 1 เป็นจํานวนเฉพาะ

. 5 เป็นจํานวนเตม็บวก ก็ตอ่เมือ e เป็นจํานวนอตรรกยะ

. ab = 0 ก็ตอ่เมือ a = 0 หรือ b = 0

. ถ้า xy > 0 แล้ว (x > 0 และ y > 0 ) หรือ (x < 0 และ y < 0 )
. ถ้า A ⊆ B และ B ⊆ C แล้ว A ⊆ C

. x+ y = 0 ก็ตอ่เมือ x = −y หรือ y = −x

. xy ≥ 1 และ xy > 0 ก็ตอ่เมือ x ≥ 1
y

หรือ y ≥ 1
x

. ถ้า 2 หาร x ลงตวั หรือ 3 หาร x ลงตวั แล้ว 6 หาร x ลงตวั
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. สัจนิรันดร์ (Tautology)
บทนิยาม . . ให้ P เป็นประพจน์ แล้ว

P เป็นสัจนิรันดร์ (Tautology) ก็ตอ่เมือ P มีคา่ความจริงเป็นจริงทกุๆกรณี

ถ้า P มีคา่ความจริงเป็นเท็จทกุๆกรณี เราจะเรียก P วา่ข้อความขัดแย้ง (Contradiction)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ประพจน์ p → (p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T T T
T F T T
F T T T
F F F T

ดงันนั p → (p ∨ q) เป็นสจันิรันดร์

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ประพจน์ p∧ ∼ p เป็นข้อความขดัแย้ง

p ∼ p p∧ ∼ q

T F F
F T F

ดงันนั p∧ ∼ p เป็นข้อความขดัแย้ง

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์หรือไม่ โดยใช้ตารางคา่ความจริง

. (p ∧ q) → p . (p ∨ q) → p

การตรวจสอบสัจนิรันดร์โดยใช้ทฤษฎีบท
ทฤษฎีบท . . ให้ p, q และ r เป็นประพจน์ใดๆ แล้วประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์

• กฎนิจพล (Idempotent law)

(T ) p ∧ p ↔ p

(T ) p ∨ q ↔ p

• กฎการสลบัที (Commutative law)

(T ) p ∧ q ↔ q ∧ p

(T ) p ∨ q ↔ q ∨ p

• กฎการจดักลุม่ (Associative law)

(T ) p ∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧ r

(T ) p ∨ (q ∨ r) ↔ (p ∨ q) ∨ r

• กฎการการะจาย (Distributive law)

(T ) p ∧ (q ∨ r) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(T ) p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)
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• กฎของเดอมอร์แกน (DeMorgan's law)

(T ) ∼ (p ∧ q) ↔∼ p∨ ∼ q

(T ) ∼ (p ∨ q) ↔∼ p∧ ∼ q

• กฎนิเสธซ้อน (Double negation law)

(T ) ∼ (∼ p) ↔ p

ทฤษฎีบท . . ให้ p, q, r เป็นประพจน์ แล้วประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์ และ c แทนข้อความขดัแย้ง

(T ) ∼ p ∨ p หรือ ∼ (∼ p ∧ p)

(T ) p → p

(T ) p → p ∨ q Addition

(T ) p ∧ q → p Simplification

(T ) p ∧ q → q

(T ) p ∧ (p → q) → q Modus ponens

(T ) ∼ q ∧ (p → q) →∼ p Modus tollens

(T ) (p → q) ∧ (q → r) → (p → r) Hypothetical syllogism

(T ) (p ∨ q)∧ ∼ p → q Disjunctive syllogism

(T ) (p ∨ q)∧ ∼ q → p

(T ) (∼ p → c) → p

ทฤษฎีบท . . ให้ P,Q เป็นประพจน์ ถ้า P ≡ Q แล้ว P → Q เป็นสจันิรันดร์

ถ้า P → Q เป็นสจันิรันดร์ เราจะเรียก Q วา่เป็น logical consequence ของ P

ทฤษฎีบท . . ให้ P,Q เป็นประพจน์ P ≡ Q ก็ตอ่เมือ P ↔ Q เป็นสจันิรันดร์

ทฤษฎีบท . . ให้ P,Q เป็นประพจน์ P ≡∼ Q ก็ตอ่เมือ P ↔ Q เป็นข้อความขดัแย้ง

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นสจันิรันดร์หรือไม่

. ∼ (p ∨ q) ↔ (p∧ ∼ q)

. [(p → r) ∧ (p → q)] ↔ (p → r ∨ q)

. (p∨ ∼ q) → (q → p)

. [p∨ ∼ (p ∧ q)∨ ∼ p] ↔ (p ∧ q)

. [p ∨ (q ∧ r)]∨ ∼ [p ∨ (q ∧ r)]

. [(p ∨ q) → r] ↔ [∼ r → (∼ p∧ ∼ q)]

. [p → (q → r)] ↔ [(p → q) → r]

. [p ↔ (q ↔ r)] ↔ [(p ↔ q) ↔ r]



. . สจันิรนัดร์ (TAUTOLOGY)

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ พิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นสจันิรันดร์ หรือข้อความแบบขดัแย้ง

. (p → q) ∨ p

. [(p → q) ∧ p] → q

. (∼ p ∧ p) → q

. (∼ p ↔ q) ↔ (∼ p ↔∼ q)

การตรวจสอบสัจนิรันดร์โดยใช้วธีิขัดแย้ง
วธีิการตรวจสอบ ให้ P,Q เป็นประพจน์

• สมมติให้ประพจน์ P → Q มีคา่ความจริงเป็นเท็จ

ถ้าสอดคล้องแสดงวา่ ไม่เป็นสัจนิรันดร์ ถ้าเกิดเกดิข้อขัดแย้ง แสดงวา่เป็นสัจนิรันดร์

• สมมติให้ประพจน์ P ∨Q มีคา่ความจริงเป็นเท็จ

ถ้าสอดคล้องแสดงวา่ ไม่เป็นสัจนิรันดร์ ถ้าเกิดเกดิข้อขัดแย้ง แสดงวา่เป็นสัจนิรันดร์

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นสจันิรันดร์หรือไม่

1) (p ∧ q) → (p ∨ q) 2) (p → q) ∨ (p ↔ q)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นสจันิรันดร์หรือไม่

1) ∼ (p ∨ q) → (∼ p∧ ∼ q)

3) [((p ∧ q) → r) ∧ (p → q)] ∨ (p → r)

2) (p∨ ∼ q) → (p → q)

4) [(p∨ ∼ (r ∧ s))∧ ∼ p] → (r ∧ s)
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แบบฝึกหดั .

. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์โดยใช้ตารางคา่ความจริง
. (p ∨ q)∨ ∼ (p ∧ q)

. (p →∼ q) → (p ∧ q)

. ∼ p → (p ∨ q)

. ∼ (p ∧ q) →∼ p∧ ∼ q

. (∼ p →∼ q) ∨ (p ↔ q)

. (∼ p → q) ↔∼ (p ∨ q)

. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์โดยใช้ทฤษฎีบท
. (p → q) ↔∼ (p ∧ q)

. (p ↔ q) ↔ (∼ p → q)

. ∼ (p →∼ q) ↔ (p ∧ q)

. (p ∨ q) ↔ (p ∧ q)

. (p →∼ q) ↔∼ (p ∧ q)

. [p → (q → r)] ↔ (p → r)

. (p ↔ q) ↔ [(p ∧ q) ∨ (∼ p∧ ∼ q)]

. [∼ p ∨ (r → s)] ↔ [(r ∨ s) → p]

. [p → (r → s)] ↔ [(∼ r ∧ s) → p]

. [(p ∧ q) → r] ↔ [∼ r → (∼ p∨ ∼ q)]

. จงตรวจสอบวา่ประพจน์ตอ่ไปนีเป็นสจันิรันดร์โดยใช้วิธีขดัแย้ง
. ∼ (p → q) →∼ q

. [p → (q → p)] → p

. ∼ p ∧ q → p

. (p ∧ q) → (p ∨ q)

. (p → q) ∧ (p → r) → (p → q ∨ r)

. (p → r) ∨ (q → r) → (p ∨ q → r)

. (p ∧ q)∨ ∼ (p ∨ q)

. ((p → q) → r) → (p → (q → r))

. ∼ (p → q) → (∼ p ↔ q)

. ∼ [p ∨ (∼ p ∧ q)] → (∼ p∧ ∼ q)

. (p → q) → (q → p)

. (p → r) → [(p → q) ∧ (q → r)]

. กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ใดๆ พิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นสจันิรันดร์ หรือข้อความแบบขดัแย้ง

. [(p → q) ∧ (q → r)] → (p → r)

. [(p → q)∧ ∼ p] → q

. [(p → q) ∧ p] → q

. [(p → q)∧ ∼ p] →∼ q



. . การอา้งเหตผุล (ARGUMENT)

. การอ้างเหตุผล (Argument)
บทนิยาม . . การอ้างเหตุผล (argument) คือการอ้างวา่ข้อความ p1, p2, p3, ..., pn ซงึจะเรียกวา่ เหตุ นนัสามารถ
สรุปข้อความ q ซงึจะเรียกวา่ผลสรุป เขียนแทนด้วย

p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q

การอ้างเหตผุลจะสมเหตุสมผล (valid) ก็ตอ่เมือ

p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q

เป็นสจันิรันดร์ นอกเหนือจากนีเป็นการอ้างเหตผุลทีไม่สมเหตุสมผล (invalid)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้ตารางคา่ความจริง

. เหตุ . p → q

. ∼ q

ผล ∼ p

p q (∼ q ∧ p → q) → ∼ p

T T F F T T F
T F T F F T F
F T F F T T T
F F T T T T T

การอ้างเหตผุลนีสมเหตสุมผล

. เหตุ . p → q

. ∼ p

ผล ∼ q

p q (∼ p ∧ p → q) → ∼ q

T T F F T T F
T F F F F T T
F T T T T F F
F F T T T T T

การอ้างเหตผุลนีไมส่มเหตสุมผล

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้ตารางคา่ความจริง

. เหตุ . p → q

. p ∨ q

ผล p

p q [(p ∨ q) ∧ (p → q)] → p

T T
T F
F T
F F

. เหตุ . p → q

. p ∧ q

ผล q

p q [(p ∧ q) ∧ (p → q)] → q

T T
T F
F T
F F
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การตรวจสอบด้วยวธีิขัดแย้ง
วธีิการตรวจสอบ ให้ p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q เป็นการอ้างเหตผุลอนัหนงึ

สมมติประพจน์ p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q มีคา่ความจริงเป็นเทจ็

ถ้าแผนภาพต้นไม้สอดคล้องแสดงวา่ ไม่สมเหตุสมผล ถ้าแผนภาพต้นไม้เกดิข้อขัดแย้ง แสดงวา่สมเหตุสมผล

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้วิธีขดัแย้ง

. เหตุ . p ∨ q

. ∼ q

ผล ∼ p

. เหตุ . p → q

. r →∼ q

. ∼ r

ผล p

. เหตุ .ถ้าสมศรีไปเทียวทะเลแล้วสมศรีไมส่บาย
.สมศรีไมส่บาย

ผล สมศรีไปเทียวทะเล

. เหตุ . r → q

. p ∨ q

. q

ผล ∼ r

การพสูิจน์ด้วยวธีิ Principle of demonstration
การอ้างเหตผุล p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q จะสมเหตสุมผล ถ้ามีลําดบัของข้อความ

s1, s2, s3, ..., sk ลําดบัสดุท้าย sk คือ q

โดยแตล่ะลําดบั si, i = 1, 2, .., k ในลําดบันนัต้องมีสมบตัิอยา่งน้อยหนงึใน ข้อตอ่ไปนี

(1) si เป็นเหตอุนัหนงึ

(2) si เป็นสจันิรันดร์

(3) si เป็น logical consequence ของข้อความมาก่อนลําดบันี

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล p → q, ∼ q ⊢ ∼ p สมเหตสุมผล

. ∼ q เป็นเหตอุนัหนงึ

. p → q เป็นเหตอุนัหนงึ

. ∼ q →∼ p โดยกฎแย้งสลบัทีของข้อ

. ∼ p จาก และ และ modus ponens (T )



. . การอา้งเหตผุล (ARGUMENT)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล p →∼ q, ∼ r ∨ q, r ⊢ ∼ p สมเหตสุมผล

. p →∼ q เป็นเหตอุนัหนงึ

. ∼ r ∨ q เป็นเหตอุนัหนงึ

. r เป็นเหตอุนัหนงึ

. r → q โดยสมมลูของข้อ

. q จาก และ และ modus ponens (T )

. q →∼ p โดยกฎแย้งสลบัทีของข้อ

. ∼ p จาก และ และ modus ponens (T )

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล ∼ p → q, ∼ q, p → r ⊢ r สมเหตสุมผล

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล ∼ p →∼ s, ∼ p ∨ q, s, t →∼ q ⊢ ∼ t สมเหตสุมผล

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล p →∼ q, ∼ r∧ ∼ s, r ∨ s ∨ q, p ∨ t ⊢ t สมเหตสุมผล

การพสูิจน์ทางอ้อม (Indirect proof)
กําหนดให้ c แทนข้อความขดัแย้ง การอ้างเหตผุล p1, p2, p3, ..., pn ⊢ q จะสมเหตสุมผล โดยการพิสจูน์วา่ข้อความ

∼ (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn → q) → c

มีคา่ความจริงเป็นจริง นนัก็คือ
(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pn∧ ∼ q) → c

มีคา่ความจริงเป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล p∨ ∼ q, q ⊢ p สมเหตสุมผล

. p∨ ∼ q เป็นเหตอุนัหนงึ

. q เป็นเหตอุนัหนงึ

. ∼ p เป็นเหตอุนัหนงึ (นิเสธของผลสรุปในการพิสจูน์ทางอ้อม)

. ∼ q จาก , และ disjunctive syllogism (T )

. q∧ ∼ q จาก และ (เกิดข้อขดัแย้ง c)

. p จาก - พิสจูน์โดยวิธีทางอ้อม

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่การอ้างเหตผุล r ∨ s, ∼ s, ∼ r ∨ t ⊢ t สมเหตสุมผล
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แบบฝึกหดั .

. จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้ตารงคา่ความจริง

. ∼ p ∨ q, ∼ p → q ⊢ q

. p∧ ∼ q, q →∼ r, r ∧ p ⊢ q → p

. ∼ p → q, q → p ⊢ ∼ q

. p → (p → r), ∼ q →∼ p, p ⊢ r

. จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไมโ่ดยใช้วิธีขดัแย้ง

. เหตุ . ∼ p

. ∼ (p ∧ q) → r

ผล r

. เหตุ . q → (r∨ ∼ s)

. s

. s → q

ผล r ∧ s

. เหตุ . ∼ t →∼ r

. ∼ s

. t → w

. r ∨ s

ผล w

. เหตุ . ถ้าฝนตกแล้วนําจะทว่ม
. นําทว่ม

ผล ฝนตก

. เหตุ . ∼ (p → q)

. ∼ q → r

ผล r ∧ p

. เหตุ . p → (∼ q ∨ r)

. q → p

. ∼ p

ผล r

. เหตุ . p → (q ∧ r)

. q →∼ r

. s → r

. q

ผล ∼ p

. เหตุ . ถ้าฝนตกแล้วนําจะทว่ม
. ฝนตก

ผล นําทว่ม

. จงพิสจูน์การอ้างเหตผุลตอ่ไปนีสมเหตสุมผลโดยใช้วิธี Principle of demonstration

. p, ∼ q∨ ∼ p, ∼ q → (r∨ ∼ s) ⊢ s → r

. s → t, p → (q → r), (s∧ ∼ t) ∨ p ⊢ r∨ ∼ q

. จงพิสจูน์การอ้างเหตผุลตอ่ไปนีสมเหตสุมผลโดยใช้วิธีการพิสจูน์ทางอ้อม (indirect proof)

. p →∼ q, ∼ q → r, p ⊢ r . p, ∼ q →∼ p, q → (r ∨ s) ⊢ ∼ r → s

. จงพิจารณาวา่การอ้างเหตผุลตอ่ไปนี สมเหตสุมผลหรือไม่

เหตุ . ถ้า 2 ̸= 3 หรือ 6 > 2 แล้ว 3 เป็นจํานวนเฉพาะ
. 2 = 3

. 6 ≤ 2

ผล 3 ไมเ่ป็นจํานวนเฉพาะ



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

. ตัวบ่งปริมาณ (Quantifier)
บทนิยาม . . ฟังก์ชันข้อความ (Proposition function) p(x) คือข้อความทีประกอบไปด้วยตวัแปร x
โดเมน (Domain) หรือเอกภพสมัพทัธ์ (Universe) ของฟังก์ชนัข้อความ p(x) คือเซตของขอบเขตของ x ทีเราสนใจ

ตัวอย่าง . . ให้ U = {1, 2, 3, 4} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) แทนข้อความ x > 2

p(x) ข้อความ x > 2 คา่ความจริง
p(1) 1 > 2 F
p(2) 2 > 2 F
p(3) 3 > 2 T
p(4) 4 > 2 T

ตัวอย่าง . . ให้ U = {−2,−1, 0, 1, 2} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) แทนข้อความ x2 > 0

p(x) ข้อความ x2 > 0 คา่ความจริง
p(−2)

p(−1)

p(0)

p(1)

p(2)

ตัวอย่าง . . ให้ U = {−4,−3,−2,−1} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) แทนข้อความ √
x2 = x

p(x) ข้อความ √
x2 = x คา่ความจริง

p(−4)

p(−3)

p(−2)

p(−1)

ตัวอย่าง . . ให้ U = {−2,−1, 0, 1, 2} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ p(x) แทนข้อความ
ถ้า x > 0 แล้ว √

x2 = x

p(x) ข้อความ ถ้า x > 0 แล้ว √
x2 = x คา่ความจริง

p(−2)

p(−1)

p(0)

p(1)

p(2)
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วิธีบง่ปริมาณ (Quantification) ของฟังก์ชนัข้อความมีได้ แบบ คือ

บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของฟังก์ชนัข้อความ p(x)

แบบที นําหน้าฟังก์ชนัข้อความด้วยวลีบง่ปริมาณ

ทกุ x ใน U / สําหรับแตล่ะ x ใน U / ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U

สําหรับแตล่ะ x ใน U ซงึมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนด้วย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรือ ∀x [ p(x) ] ในหนงัสือบางเลม่ใช้ ∀x ∈ U , p(x)

เรียก ∀ วา่ตัวบ่งปริมาณทงัหมด (universal quantifier)

แบบที นําหน้าฟังก์ชนัข้อความด้วยวลีบง่ปริมาณ

มี x ใน U ซงึ / บาง x ใน U มีสมบตัิวา่

มีบาง x ใน U ซงึมีสมบตัิ p(x) เขียนแทนด้วย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรือ ∃x [ p(x) ] ในหนงัสือบางเลม่ใช้ ∃x ∈ U , p(x)

เรียก ∃ วา่ตัวบ่งปริมาณมีอย่างน้อยหนึง (existential quantifier) เรียกสนัๆวา่ มี

กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง Q แทนเซตของจํานวนตรรกยะ Qc แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจํานวนเตม็ N แทนเซตของจํานวนนบั

ตัวอย่าง . . จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปสญัญาลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ

. มีจํานวนเตม็ x ซงึ x2 = x

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม จะได้วา่ x > 0

. จํานวนจริงทกุจํานวนมีคา่เป็นบวกเสมอ

. ไมมี่จํานวนนบัใดเลยทีมีคา่น้อยกวา่ 1

. มีจํานวนตรรกยะทีมีคา่เป็นลบ

. ไมมี่จํานวนเตม็ x ใดเลย ที x2 + x+ 1 = 0



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

ตัวอย่าง . . จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปสญัญาลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ

. ไมมี่ผลเฉลยใดของสมการ x2 − 4 = 0 เป็นจํานวนจริงบวก

. จํานวนเตม็บางจํานวนเป็นจํานวนคีหรือจํานวนคู่

. จํานวนเตม็บางจํานวนเป็นจํานวนคีและหาร ลงตวั

. จํานวนเตม็ทกุจํานวนเป็นจํานวนบวกหรือจํานวนลบ

ตัวอย่าง . . จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปข้อเขียน

. ∀x ∈ R [x > 0 ]

. ∀x ∈ R [ (x < 0) ∨ (x > 0) ]

. ∃x ∈ Z [ (x ̸= 1) → (x2 > 1) ]

. ∀n ∈ N [n > 1 ]

. ∀x ∈ R+ [ (x < 1) → (x2 < x) ]

. ∀x ∈ R [ x > 0 ] → ∃x ∈ Z [ x < 0 ]



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

ค่าความจริงของตัวบ่งปริมาณ
บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของฟังก์ชนัข้อความ p(x)

• ข้อความ ∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริงก็ตอ่เมือ

ไมว่า่ x จะเป็นอะไรก็ตามใน U p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนนัข้อความนีเป็นเทจ็

• ข้อความ ∃x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริงก็ตอ่เมือ

มี x อยา่งน้อยหนงึตวัใน U ทําให้ p(x) มีคา่ความเป็นจริง นอกนนัข้อความนีเป็นเทจ็

ตัวอย่าง . . ให้ U = {1, 2, 3, 4} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจริงของ

∀x [ x > 0 ]

x ข้อความ x > 0 คา่ความจริง
1 1 > 0 T
2 2 > 0 T
3 3 > 0 T
4 4 > 0 T

ดงันนัข้อความ ∀x [x > 0 ] มีคา่ความจริงเป็นจริง

∃x [x < 2 ]

x ข้อความ x < 2 คา่ความจริง
1 1 < 2 T
2 2 < 2 F
3 3 < 2 F
4 4 < 2 F

ดงันนัข้อความ ∃x [x < 2 ] มีคา่ความจริงเป็นจริง

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์ U = {−2,−1, 1, 2} พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∃x [ x2 + 1 = 0 ]

x ข้อความ x2 + 1 = 0 คา่ความจริง
−2

−1

1

2

. ∀x [ |x| > x ]

x ข้อความ |x| > x คา่ความจริง
−2

−1

1

2

. ∃x [ x2 = x ]

x ข้อความ x2 = x คา่ความจริง
−2

−1

1

2

. ∃x [−x = x ]

x ข้อความ −x = x คา่ความจริง
−2

−1

1

2



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์ U = {−2,−1, 0, 1, 2} พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี
. ∀x [ (x2 = x) → (x > 0) ]

x ข้อความ (x2 = x) → (x > 0) คา่ความจริง
−2

−1

0

1

2

. ∀x [x2 = x ] → ∀x [x > 0 ]

x ข้อความ x2 = x คา่ความจริง ข้อความ x > 0 คา่ความจริง
−2

−1

0

1

2

. ∃x [x2 > x ] → ∀x [ |x| > x ]

x ข้อความ x2 > x คา่ความจริง ข้อความ |x| > x คา่ความจริง
−2

−1

0

1

2

. ∃x [ (x > 1) ∧ (x < 3) ] ∧ ∃x [x2 < x ]

x ข้อความ (x > 1) ∧ (x < 3) คา่ความจริง ข้อความ x2 < x คา่ความจริง
−2

−1

0

1

2



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

ตัวอย่าง . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณา ถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี

. � ถ้า ∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง แล้ว ∃x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง

. � ถ้า ∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นเท็จ แล้ว ∃x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นเท็จ

. � ถ้า ∃x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง แล้ว ∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง

. � ถ้า ∃x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นเท็จ แล้ว ∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นเท็จ

ตัวอย่าง . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∀x [ p(x) ] → ∃x [ p(x) ]

. ∃x [ p(x) ] → ∀x [ p(x) ]

. ∀x [ p(x) ] ↔ ∃x [ p(x) ]

. ∀x [ p(x) ] ∨ ∃x [ p(x) ]

. ∀x [ p(x) ] ∧ ∃x [ p(x) ]

ตัวอย่าง . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์

∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง และ ∃x [ q(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง

พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∀x [ p(x) → q(x) ]

. ∀x [ p(x) ∨ q(x) ]

. ∃x [ p(x) ∧ q(x) ]

. ∃x [ p(x) ↔ q(x) ]

ตัวอย่าง . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์

∀x [ p(x) ] มีคา่ความจริงเป็นจริง และ ∃x [ q(x) ] มีคา่ความจริงเป็นเท็จ

พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∀x [ p(x) → q(x) ]

. ∀x [ p(x) ∨ q(x) ]

. ∃x [ p(x) ∧ q(x) ]

. ∃x [ p(x) ↔ q(x) ]



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

ตัวอย่าง . . กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจาํนวนนับ พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∀n [ 2 หาร n ลงตวั → 4 หาร n ลงตวั ]

. ∀n [ 4 หาร n ลงตวั → 2 หาร n ลงตวั ]

. ∃n [n เป็นจํานวนเฉพาะ∧ (n+2) เป็นจํานวนคู]่

. ∀n [ 2 หาร n(n+ 1) ลงตวั ]

ตัวอย่าง . . กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจาํนวนเตม็ พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∀n [ (n2 = 4) ↔ (n = 2) ]

. ∀n [ 3 หาร (n3 − n) ลงตวั ]

. ∀n [ ห.ร.ม. ของ n และ n+ 2 เทา่กบั 2 ]

. ∃n [n2 + n− 1 เป็นจํานวนเฉพาะ ]

. ∃n [n หาร (n+ 1) ลงตวั ]

. ∀n [n เป็นจํานวนคี → 4 หาร (n2 − 1) ลงตวั ]

ตัวอย่าง . . กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจาํนวนจริง พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∃x [x = x+ 1 ]

. ∀x [x2 > 0 ]

. ∀x [x = x+ 0 ]

. ∃x [x2 + 1 = 0 ]

. ∀x [x2 > x ]

. ∃x [ (x ≤ 0) ∧ (x ≥ 0) ]

. ∃x [ (x ∈ Q) ∨ (x ∈ Q′) ]

. ∀x [ (x ̸= 0) → (x2 > 0) ]

. ∀x [ (x > 0) → (x2 > x) ]

. ∀x [ (x ̸= 0) ↔ (x2 > 0) ]



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

ตัวบ่งปริมาณหลายตัวแปร
บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของฟังก์ชนัข้อความ p(x, y) ตวับง่ปริมาณสองตวัแปรคือ

• ∀x ∈ U ∀y ∈ U [p(x, y)] หรือ ∀x∀y [ p(x, y) ] หรือ ∀x, y ∈ U [ p(x, y) ]

• ∀x ∈ U ∃y ∈ U [p(x, y)] หรือ ∀x∃y [ p(x, y) ]

• ∃x ∈ U ∀y ∈ U [p(x, y)] หรือ ∃x∀y [ p(x, y) ]

• ∃x ∈ U ∃y ∈ U [p(x, y)] หรือ ∃x∃y [ p(x, y) ] หรือ ∃x, y ∈ U [ p(x, y) ]

ตัวอย่าง . . จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปสญัญาลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ

. ทกุจํานวนจริง x มีจํานวนจริง y ซงึ x+ y = 0

. สําหรับจํานวนนบั n และm จะได้วา่ n+m > 1

. มีจํานวนเตม็ x ซงึ x = y + 1 ทกุๆจํานวนเตม็ y

. มีจํานวนจริง x และ y ถ้า x > 0 และ y > 0 แล้ว 1
x
+ 1

y
= 1

ตัวอย่าง . . จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปข้อเขียน

. ∀x, y ∈ R [x+ y > 0 ]

. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z [ (x ̸= y) ∨ (x = y) ]

. ∃x ∈ N ∀y ∈ Z [ (x > y) → (x− y > 0) ]

. ∃x ∈ Q∀y ∈ R [x2 + y2 = 1 ]



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

ตัวอย่าง . . ให้ U = {1, 2, 3} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจริงของ ∀x∀y [ xy ≥ 1 ]

x y xy ≥ 1 คา่ความจริง

1

1 1(1) ≥ 1 T
2 1(2) ≥ 1 T
3 1(3) ≥ 1 T

2

1 2(1) ≥ 1 T
2 2(2) ≥ 1 T
3 2(3) ≥ 1 T

3

1 3(1) ≥ 1 T
2 3(2) ≥ 1 T
3 3(3) ≥ 1 T

ดงันนัข้อความ ∀x∀y [ xy ≥ 1 ] มีคา่ความจริงเป็นจริง
ตัวอย่าง . . ให้ U = {−1, 0, 1} เป็นเอกภพสมัพทัธ์ พิจารณาคา่ความจริงของ

. ∀x, y [x+ y ≥ 0 ]

. ∀x ∃y [ (−1)x = y ]

. ∃x ∀y [ (−1)x = y ]

. ∃x ∃y [xy > 1 ]

ตัวอย่าง . . กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจาํนวนเตม็ พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∃m∃n [m+ n = mn ]

. ∀m∃n [m ̸= n → |m− n| > 0 ]

. ∀m∀n [mn = 5 → m+ n = 6 ]

. ∃m∃n [m ̸= n → mn = nm ]

ตัวอย่าง . . กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นเซตของจาํนวนจริง พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี

. ∃x ∃y [ x2 + y2 = 2 ]

. ∀x ∃y [ x+ y = 0 ]

. ∃x ∀y [x+ y = 0 ]

. ∀x ∀y [x2 + y2 ≥ 2xy ]

สมมูลของตัวบ่งปริมาณ
บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของฟังก์ชนัข้อความ p(x) และ q(x) สมมลูของตวับง่ปริมาณนิยามโดย

• ∀x [p(x)] ≡ ∀x [q(x)] ก็ตอ่เมือ p(x) ≡ q(x) ทกุๆ x ∈ U

• ∃x [p(x)] ≡ ∃x [q(x)] ก็ตอ่เมือ p(x) ≡ q(x) ทกุๆ x ∈ U



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

ตัวอย่าง . . จงหาสมมลูของประพจน์ตอ่ไปนีในรูปแบบอืน

. ∃x [ p(x) → q(x) ]

. ∀x [ p(x) ∨ q(x) ]

. ∃x∀y [∼ p(x, y) → q(x, y) ]

. ∀x ∀y [ p(x, y) ↔ q(x, y) ]

. ∃x [ p(x) ] → ∀x [ q(x) ]

. ∀x [ p(x) ] ∨ ∃x [∼ q(x) ]

ตัวอย่าง . . จงหาสมมลูของประพจน์ตอ่ไปนีในรูปแบบอืน

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า x > 0 แล้ว x2 > 0

. มีจํานวนนบั n และm ซงึ n+m เป็นจํานวนคี ก็ตอ่เมือ nm เป็นจํานวนคู่

. ถ้า x+ y = 0 แล้ว x = −y ทกุๆจํานวนจริง x, y

นิเสธของตัวบ่งปริมาณ
บทนิยาม . . ให้ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ของฟังก์ชนัข้อความ p(x) นิเสธของตวับง่ปริมาณนิยามโดย

• นิสเธของ ∀x [p(x)] คือ ∼ ∀x [p(x)] ≡ ∃x [∼ p(x)]

• นิสเธของ ∃x [p(x)] คือ ∼ ∃x [p(x)] ≡ ∀x [∼ p(x)]

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี

. ∃x [ p(x) → q(x) ]

. ∀x [ p(x) ∨ q(x) ]

. ∃x [ p(x) → q(x) ∨ r(x) ]

. ∀x [∼ p(x) ∧ q(x) ]

. ∃x ∀y [∼ p(x, y) → q(x, y) ]

. ∀x ∀y [ p(x, y) ↔ q(x, y) ]



. . ตวับ่งปริมาณ (QUANTIFIER)

. ∃x [ p(x) ] → ∀x [ q(x) ] . ∀x [ p(x) ] ∨ ∃x [∼ q(x) ]

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์คือเซตจํานวนจริง จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี

. ∃x [x2 = x ]

. ∀x [ (x > 0) → (x2 > 0) ]

. ∃x [ (x > 0) ∨ (x < 0) ∨ (x = 0) ]

. ∀x [ (x ≥ 0 ∨ x ≤ 0) → (x ̸= 0) ]

. ∃x [x ̸= 1] → ∀x [ (x > 1) ∨ (x < 1) ]

. ∀x ∀y [ (xy = 1) ∨ (x+ y = 1) ]

. ∃x ∀y [xy = 0 ∨ (x < 0 ∧ x > 0) ]

. ∀x ∃y [xy > 0 → (x > 0 ∧ y > 0) ]

. ∃x [ |x| = x ] → ∀x∃y [ x+ y > 0 ]

. ∀x [x ̸= 0 → ∃y [ xy > 0 ∨ xy < 0 ] ]

ตัวอย่าง . . จงหานิเสธของประพจน์ตอ่ไปนี
. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า x > 0 แล้ว x2 > 0

. ทกุจํานวนจริง x ถ้า x ̸= 0 แล้ว x+ y = 0 บางจํานวนจริง y

. ทกุๆเมทริกซ์ A ถ้า det(A) ̸= 0 แล้ว A−1 หาคา่ได้

. มีจํานวนนบั n และm ซงึ n+m เป็นจํานวนคี ก็ตอ่เมือ nm เป็นจํานวนคู่

. มีจํานวนเตม็ x และ y ถ้า xy = 6 แล้ว x+ y = 6



บทที . ตรรกศาสตร์ (LOGIC)

แบบฝึกหดั .
. จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปสญัญาลกัษณ์พร้อมบอกเอกภพสมัพทัธ์ในแตล่ะข้อ

. มีจํานวนเตม็ x ซงึ |x| = x

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตามจะได้ x2 > 0

. จํานวนนบัทกุจํานวนมีคา่มากกวา่ 1

. ไมมี่จํานวนตรรกยะใดเลยทีเป็นจํานวนบวก

. มีจํานวนจริง x และ y ซงึ x+ y > 0

. มีจํานวนเตม็m ซงึm > n ทกุๆจํานวนเตม็ n

. จงแปลงข้อความตอ่ไปนีในรูปข้อเขียน
. ∀x ∈ R [ x ̸= 0 ]

. ∃x ∈ Z [x+ 2 > |x| ]

. ∃x ∈ R ∀y ∈ R [x > y2 → y2 > x ]

. ∀x ∈ R ∀y ∈ R [x < y ∨ xy < 0 ]

. ให้ A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคา่ความจริงของข้อความ
. ∀x ∈ A [ x+ 1 ≥ x ]

. ∃x ∈ C [ x(x+ 1) = x ]

. ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

. ∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ̸= y → x > y ]

. ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

. ∃x ∈ C ∃y ∈ C [ x+ y < xy ]

. พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี
. ∀n ∈ N [n เป็นจํานวนคี ∨ n เป็นจํานวนคู่ ]
. ∃n ∈ N [ 10 หาร n2 + 1 ลงตวั ]
. ∀n ∈ Z [n(n+ 1) เป็นจํานวนคู่ ]

. ∀x ∈ R [ (x < 0) → (x3 < 0) ]

. ∃x ∈ R [x2 + x+ 1 = 0 ]

. ∀x ∈ R [ (x ≥ 0) → (−x < 0) ]

. พิจารณาคา่ความจริงของข้อความตอ่ไปนี
. ∀x ∈ R ∀y ∈ R [ (x > y) → (y − x < 0) ]

. ∀x ∈ R ∃y ∈ R [ (x > y) ∨ (x < y) ∨ (x = y) ]

. ∃x ∈ R ∀y ∈ R [x ̸= 0 → xy ≤ 0 ]

. ∃x ∈ R ∀y ∈ R [
√
x+ y =

√
x+

√
y ]

. ∀x ∈ R ∀y ∈ R [x = y → x2 = y2 ]

. ∀x ∈ R ∀y ∈ R [x2 = y2 → x = y ]

. ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี
. ∀x [

√
x ≥ 0 ]

. ∀x [x = 1 → |x| > 2 ]

. ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

. ∀x∀y [ xy > 0 → x
y
> 0 ]

. ∃x∀y [ x = y ↔ x2 = y2 ]

. ∃x∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

. ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง จงหานิเสธของข้อความตอ่ไปนี
. ไมมี่จํานวนจริงใดเลยทีมากกวา่ศนูย์
. มีจํานวนจริง x ซงึ x+ y = y สําหรับทกุๆจํานวนจริง y
. ทกุๆจํานวนเตม็m,n ถ้าm+ n = mn แล้ว nm = 1



บทที

วธีิการพสูิจน์ (Methods of Proof)

ในทางคณิตศาสตร์นนันกัคณิตศาสตร์จะสร้างโลกของตวั เองขนึมาโดยสมมติสงิ ที เรียกวา่ "อนิยาม (undefined
term)" ขนึมาจากนนัก็ให้คําจํากดัความของสงิเหลา่นนัเรียกวา่ "นิยาม (defined term)" และเพิมเติมด้วยข้อความจํานวน
หนงึซงึถือวา่จริงในโลกโดยไม่ต้องพิสจูน์เรียกวา่ "สจัพจน์ (axiom)" และใช้เครืองมือตา่งๆเหลา่นีเพือหาความจริงภายใต้
สงิทีกําหนดเรียกวา่ "ทฤษฎี (theorem)" ขนัตอนสําคญัในการค้นพบความจริงเหลา่นนัคือการ "พิสจูน์ (proof)" หรือ "อ้าง
เหตผุล (argument)" โดยกฎเกณฑ์การพิสจูน์เหลา่นนัได้มาจาก "ตรรกศาสตร์ (logic)" ([ ] หน้า )

. การพสูิจน์ข้อความแบบมีเงอืนไข (Proofs of Conditional statements)
การพสูิจน์ข้อความ p → q

สามารถทําได้ วิธีดงันี

. พิสจูน์โดยวิธีตรง (direct proof)

. พิสจูน์โดยวิธีการแย้งสลบัที (contrapositive proof)

. พิสจูน์โดยวิธีขดัแย้ง (proof by contradiction) เราจะกลา่วในหวัข้อ .

. พสูิจน์โดยวธีิตรง (direct proof)
เนืองจาก p → q เป็นเท็จเพียงกรณีเดียวคือ p เป็นจริง และ q เป็นเท็จ การจะพิสจูน์ข้อความข้อต้นเป็นจริงทกุๆกรณีเพียง
แคพิ่สจูน์วา่ ถ้า p เป็นจริง แล้ว q เป็นจริงเสมอ ดงัสรุป

สมมติ p เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั q เป็นจริง



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

บทนิยาม . . เราจะเรียกจํานวนเตม็ a ทีไมใ่ช่ศนูย์วา่หารจํานวนเตม็ b ลงตวั เขียนแทนด้วย a|b

ถ้ามีจํานวนเตม็ k ซงึ b = ak

และเรียก a วา่ตัวหาร (divisor) หรือตัวประกอบ (factor) ของ b ถ้า a หาร b ไมล่งตวัเขียนแทนด้วย a - b

บทนิยาม . . จาํนวนคู่ (even number) คือจํานวนเตม็ทีหารด้วย 2 ลงตวั หรือกลา่วได้วา่
ถ้า a เป็นจํานวนคู่ แล้ว 2|a (หรือมีจํานวนเตม็ k ซงึ a = 2k)

และจํานวนเตม็ทีไมใ่ชจํ่านวนคูเ่รียกวา่ จาํนวนคี (odd number) หรือ มีจํานวนเตม็ k ซงึ a = 2k + 1

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู่ "
เราจะเขียนข้อความในรูปสญัญาลกัษณ์คือ ∀n ∈ Z [n เป็นจํานวนคู่ → n2 เป็นจํานวนคู่ ]

บทพิสูจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใดๆ
สมมติวา่ n เป็นจํานวนคู่
โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซงึ n = 2k แล้วจะได้วา่

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

ให้ p = 2k2 เนืองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั p เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ p ซงึทําให้ n2 = 2p

จากบทนิยาม . . สรุปได้วา่ n2 เป็นจํานวนคู่
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า n เป็นจํานวนคี แล้ว n2 เป็นจํานวนคี "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้าm และ n เป็นจํานวนคู่ แล้วm+ n เป็นจํานวนคู่ "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้าm และ n เป็นจํานวนคู่ แล้วmn เป็นจํานวนคู่ "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ซงึ a ̸= 0 ถ้า a|b และ a|c แล้ว a|(2b+ 3c) "
. พสูิจน์โดยวธีิการแย้งสลับที (contrapositive proof)
เนืองจาก p → q ≡∼ q →∼ p ดงันนั

สมมติ ∼ q เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั ∼ p เป็นจริง
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า n2 เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู่ "

เราจะเขียนข้อความในรูปสญัญาลกัษณ์คือ ∀n ∈ Z [n2 เป็นจํานวนคู่ → n เป็นจํานวนคู่ ] โดยกฎแย้งสลบัที
จะได้วา่ ∀n ∈ Z [n ไมเ่ป็นจํานวนคู่ → n2 ไมเ่ป็นจํานวนคู่ ]หรือ∀n ∈ Z [n เป็นจํานวนคี → n2 เป็นจํานวนคี ]

บทพิสูจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใดๆ สมมติวา่ n เป็นจํานวนคี
โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซงึ n = 2k + 1 แล้วจะได้วา่

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให้ p = 2k2 + 2k เนืองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั p เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ p ซงึทําให้ n2 = 2p+ 1

จากบทนิยาม . . สรุปได้วา่ n2 เป็นจํานวนคี
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า n2 เป็นจํานวนคี แล้ว n เป็นจํานวนคี "



. . การพิสูจน์ขอ้ความแบบมีเงือนไข (PROOFS OF CONDITIONAL STATEMENTS)

การพสูิจน์ข้อความ p → (q ∨ r)

เนืองจาก p → (q ∨ r) ≡ p → (∼ q → r) ดงันนั

สมมติ p และ ∼ q เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั r เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้าm+ n เป็นจํานวนคี แล้วm เป็นจํานวนคี หรือ n เป็นจํานวนคี "

เขียนข้อความในรูปสญัญาลกัษณ์คือ ∀m,n ∈ Z [m+n เป็นจํานวนคี → (m เป็นจํานวนคี ∨ n เป็นจํานวนคี ) ]
บทพิสูจน์. ให้m และ n เป็นจํานวนเตม็ใดๆ
สมมติวา่ n+m เป็นจํานวนคี และm ไมเ่ป็นจํานวนคี (เป็นจํานวนคู)่
โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k และ p ซงึ n+m = 2k + 1 และm = 2p แล้ว

m+ n = 2k + 1

2p+ n = 2k + 1

n = 2k − 2p+ 1 = 2(k − p) + 1

ให้ d = k − p เนืองจาก k และ p เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั d เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ d ซงึทําให้ n = 2d+ 1

จากบทนิยาม . . สรุปได้วา่ n เป็นจํานวนคี

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้าmn เป็นจํานวนคู่ แล้วm เป็นจํานวนคู่ หรือ n เป็นจํานวนคู่ "

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน (counterexample)

. ถ้าmn เป็นจํานวนคี แล้วm เป็นจํานวนคี หรือ n เป็นจํานวนคี

. ถ้าm+ n เป็นจํานวนคู่ แล้วm เป็นจํานวนคู่ หรือ n เป็นจํานวนคู่

. สําหรับจํานวนเตม็ x ถ้า 3x เป็นจํานวนคี แล้ว x เป็นจํานวนคี

บทนิยาม . . ให้ x เป็นจํานวนจริง เราจะเรียก x วา่จาํนวนตรรกยะ (rational number) ถ้ามีจํานวนเตม็ a และ b

ซงึ b ̸= 0 แล้ว x = a
b
จํานวนจริงทีไมใ่ชต่รรกยะเราเรียกวา่จาํนวนอตรรกยะ (irrational number)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ผลบวกของจํานวนตรรกยะเป็นจํานวนตรรกยะ

. ผลคณูของจํานวนตรรกยะเป็นจํานวนตรรกยะ

. ผลบวกของจํานวนอตรรกยะเป็นจํานวนอตรรกยะ



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

การพสูิจน์ข้อความ p → (q ∧ r)

เนืองจาก p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) ดงันนั ต้องพิสจูน์วา่ทงั ข้อความเป็นจริง

. p → q

. p → r

สมมติ p เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั q เป็นจริง

สมมติ p เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั r เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า a เป็นจํานวนคู่ แล้ว 4|a2 และ a2 + 1 เป็นจํานวนคี "

เขียนข้อความในรูปสญัญาลกัษณ์คือ ∀a ∈ Z [ a เป็นจํานวนคู่ → (4|a2 ∧ a2 + 1 เป็นจํานวนคี ) ]

บทพิสูจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใดๆ
สมมติวา่ a เป็นจํานวนคู่ โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซงึ a = 2k แล้ว

a2 = (2k)2 = 4k2

ให้ p = k2 เนืองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั p เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ p ซงึทําให้ a2 = 4p จากบทนิยาม
. . สรุปได้วา่ 4|a2

a2 + 1 = (2k)2 + 1 = 4k2 + 1 = 2(2k2) + 1

ให้ d = 2k2 เนืองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั d เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ d ซงึทําให้ a2 + 1 = 2d+ 1 จาก
บทนิยาม . . สรุปได้วา่ a2 + 1 เป็นจํานวนคี

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้าm เป็นจํานวนคี แล้ว 4|(m2 + 3) และ 4|(m2 − 1) "

บทนิยาม . . ให้x ∈ R ค่าสัมบรูณ์ (absolute value) ของx เขียนแทนด้วย |x| นิยามโดย |x| =


x เมือ x > 0

0 เมือ x = 0

−x เมือ x < 0

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับจํานวนจริง x ถ้า 1 ≤ x ≤ 5 แล้ว |x− 3| ≤ 3 และ |x+ 1| ≥ 1 "



. . การพิสูจน์ขอ้ความแบบมีเงือนไข (PROOFS OF CONDITIONAL STATEMENTS)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยเลือกวิธิพิสจูน์ทีเหมาะสม

. ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n2 เป็นจํานวนคู่

. ถ้า x เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3x เป็นจํานวนคู่

. ถ้าm และ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3n+ 5m เป็นจํานวนคู่

. ถ้าm เป็นจํานวนคู่ และ n เป็นจํานวนคี แล้ว nm เป็นจํานวนคู่

. ถ้า 3mn เป็นจํานวนคู่ แล้วm เป็นจํานวนคู่ หรือ n เป็นจํานวนคู่

. ถ้าm3 เป็นจํานวนคี แล้วm เป็นจํานวนคี

. ถ้าm3 เป็นจํานวนคู่ แล้วm เป็นจํานวนคู่

. สําหรับจํานวนเตม็ a, b ถ้า a+ b เป็นจํานวนคู่ และ a และ b เป็นจํานวนคู่ หรือ a และ b เป็นจํานวนคี

. สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ทีไมใ่ช่ศนูย์ ถ้า a|b และ b|c แล้ว a|c
. สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ทีไมใ่ช่ศนูย์ ถ้า a|b และ a|c แล้ว a|(b+ c)

. สําหรับจํานวนเตม็ a ทีไมใ่ชศ่นูย์ ถ้า 3|2a แล้ว 3|a

. สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ทีไมใ่ช่ศนูย์ ถ้า a|b และ a|(b+ c) แล้ว a|c

. สําหรับจํานวนจริง x ถ้า 0 < x < 1 แล้ว 1
1−x

> 1

. สําหรับจํานวนจริง x ถ้า −4 < x ≤ 1 แล้ว |x− 2| ≥ 1 และ |x− 1| < 5

. สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า xy = 0 และ x ̸= 0 แล้ว y = 0

. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ถ้า n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n3 เป็นจํานวนคู่

. ถ้าm และ n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n−m เป็นจํานวนคู่

. ถ้าm เป็นจํานวนเตม็ และ 4m เป็นจํานวนคู่ แล้ว 3m เป็นจํานวนคู่

. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ และ n5 − n เป็นจํานวนคู่ แล้ว n เป็นจํานวนคู่

. สําหรับจํานวนเตม็m,n ถ้าm2 + n2 เป็นจํานวนคู่ แล้วm เป็นจํานวนคู่ หรือ n เป็นจํานวนคู่

. ผลบวกของจํานวนตรรกยะกบัอตรรกยะเป็นจํานวนอตรรกยะ

. ผลคณูของจํานวนตรรกยะกบัอตรรกยะเป็นจํานวนอตรรกยะ



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

. การพสูิจน์โดยการแจกแจงกรณี (Proof by cases)
การพสูิจน์ข้อความ (p ∨ q) → r

เนืองจาก (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r) ดงันนั ต้องพิสจูน์วา่ทงั กรณีเป็นจริง
กรณีที p → r

กรณีที q → r

สมมติ p เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั r เป็นจริง

สมมติ q เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั r เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า a เป็นจํานวนคู่ หรือ a เป็นจํานวนคี แล้ว a2 + a เป็นจํานวนคู่ "
เขียนข้อความในรูปสญัญาลกัษณ์คือ ∀a ∈ Z [ (a เป็นจํานวนคู่ ∨ a เป็นจํานวนคี ) → a2 + a เป็นจํานวนคู่ ) ]
บทพิสูจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใดๆ
กรณีที สมมติวา่ a เป็นจํานวนคู่ โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ k ซงึ a = 2k แล้ว

a2 + a = (2k)2 + 2k = 4k2 + 2k = 2(2k2 + k)

ให้ p = 2k2 + k เนืองจาก k เป็นจํานวนเตม็ ดงันนั p เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็ p ซงึทําให้ a2 + a = 2p จาก
บทนิยาม . . สรุปได้วา่ a2 + a เป็นจํานวนคู่
กรณีที สมมติวา่ a เป็นจํานวนคี โดยบทนิยาม . . จะได้วา่มีจํานวนเตม็ c ซงึ a = 2c+ 1 แล้ว

a2 + a = (2c+ 1)2 + (2c+ 1) = 4c2 + 4c+ 1 + 2c+ 1 = 2(2c2 + 3c+ 1)

ให้m = 2c2+3c+1 เนืองจาก c เป็นจํานวนเตม็ ดงันนัm เป็นจํานวนเตม็ นนัคือมีจํานวนเตม็m ซงึทําให้ a2+a = 2m

จากบทนิยาม . . สรุปได้วา่ a2 + a เป็นจํานวนคู่
ตัวอย่าง . . ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 5n2 + 3n+ 7 เป็นจํานวนคี
ตัวอย่าง . . ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n2 + 3n+ 4 เป็นจํานวนคู่
สําหรับ (p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn) → r ต้องพิสจูน์วา่ทงั n กรณีเป็นจริง

กรณีที p1 → r

กรณีที p2 → r

...

กรณีที n pn → r



. . การพิสูจน์โดยการแจกแจงกรณี (PROOF BY CASES)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ถ้า x = −1 หรือ x = 0 หรือ x = 1 แล้ว x3 = x "

ทฤษฎีบท . . (Division Algorithm) ให้ a และ b เป็นจํานวนเตม็ โดยที a ̸= 0 แล้วมีจํานวนเตม็ q และ r เพียงคูเ่ดียว
ทีทําให้

b = aq + r โดยที 0 ≤ |r| < |a|

เรียก a วา่ตวัหาร (denominator) b วา่ตวัถกูหาร (numerator) q วา่ผลหาร (quotient) และ r วา่เศษ (remainder)

การพิสจูน์ทฤษฎีบทนีดไูด้ในวิชาทฤษฎีจํานวน หรือ [ ] ทฤษฎีบทนีจะช่วยในการแบง่กรณีของจํานวนเตม็ เชน่

• จํานวนเตม็ a ถกูแบง่ด้วยการหาร ได้ กรณีคือ a = 2k และ a = 2k + 1 สําหรับจํานวนเตม็ k บางตวั

• จํานวนเตม็ a ถกูแบง่ด้วยการหาร ได้ กรณีคือ a = 3k และ a = 3k+1 และ a = 3k+2 สําหรับจํานวนเตม็
k บางตวั

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 3 | a(a2 + 2) ไมว่า่ a เป็นจํานวนเตม็ใดๆก็ตาม

บทพิสูจน์. ให้ a เป็นจํานวนเตม็ใดๆ
กรณีที a = 3k แล้ว

a(a2 + a) = 3k((3k)2 + 2) = 3k(9k2 + 2) = 3(9k3 + 2k)

ให้ p = 9k3 + 2k เนืองจาก k ∈ Z ดงันนั p ∈ Z นนัคือมี p ∈ Z ซงึ a(a2 + a) = 3p ดงันนั 3|a(a2 + a)

กรณีที a = 3k + 1 แล้ว

a(a2 + a) = (3k + 1)((3k + 1)2 + 2) = (3k + 1)(9k2 + 6k + 1 + 2)

= (3k + 1)(9k2 + 6k + 3) = 3[(3k + 1)(3k2 + 2k + 1)]

ให้ p = (3k + 1)(3k2 + 2k + 1) เนืองจาก k ∈ Z ดงันนั p ∈ Z p ∈ Z ซงึ a(a2 + a) = 3p ดงันนั 3|a(a2 + a)

กรณีที a = 3k + 2 แล้ว

a(a2 + a) = (3k + 2)((3k + 2)2 + 2) = (3k + 2)(9k2 + 12k + 4 + 2)

= (3k + 2)(9k2 + 12k + 6) = 3[(3k + 2)(3k2 + 4k + 2)]

ให้ p = (3k+2)(3k2+4k+2) เนืองจาก k ∈ Z ดงันนั p ∈ Z p ∈ Z ซงึ a(a2+a) = 3p ดงันนั 3|a(a2+a)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ไมว่า่ n จะเป็นจํานวนนบัใดก็ตาม 2|n(n+ 1) "

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 3 | a(2a2 + 7) สําหรับจํานวนเตม็ a

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 8 | (a2 − 1) เมือ a เป็นจํานวนเตม็คี

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่กําลงัสองของจํานวนเตม็ใดๆจะอยูใ่นรูป 3k หรือ 3k + 1 สําหรับบางจํานวนเตม็ k
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แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 7n2 + n+ 2 เป็นจํานวนคู่

. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n2 + n+ 1 เป็นจํานวนคี

. ไมว่า่m จะเป็นจํานวนเตม็ใดก็ตามm3 −m+ 3 + 1 เป็นจํานวนคี

. n2 + n เป็นจํานวนคู่ ทกุๆจํานวนเตม็ n

. สําหรับจํานวนเตม็ n ถ้า 3|n2 แล้ว 3|n

. สําหรับจํานวนเตม็ n ถ้า 3|(n2 − n) แล้ว 6|(n2 − n)

. จงแสดงวา่กําลงัสามของจํานวนเตม็ใดๆจะอยูใ่นรูป 9k หรือ 9k + 1 หรือ 9k + 8 สําหรับบางจํานวนเตม็ k

. จงแสดงวา่ 16 | (n4 + 4n2 + 11) เมือ n เป็นจํานวนเตม็คี

. 4 | (n2 − 1) สําหรับจํานวนเตม็คี n

. 6 |n(n+ 1)(n+ 2) สําหรับจํานวนเตม็ n

. 6 |n(n+ 1)(2n+ 1) สําหรับจํานวนเตม็ n

. 32 | (a2 + 3)(a2 + 7) สําหรับจํานวนเตม็คี a

. 30 | (n5 − n) สําหรับจํานวนเตม็ n

. ∀x ∈ R, |x| ≥ 0

. ∀x ∈ R, x ≤ |x|

. ∀x ∈ R, −x ≤ |x|

. ∀x ∈ R, x ̸= 0 → ( |x|
x
= 1 ∨ |x|

x
= −1)

. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว n3 − n เป็นจํานวนคู่

. ถ้า n เป็นจํานวนเตม็ แล้ว 3|(n3 − n)

. สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ทีไมใ่ชศ่นูย์ ถ้า a|b2 แล้ว a|b

. ∀x, y ∈ R, x < y → x2 < y2

. ∀x, y ∈ R, x < y → x3 < y3

. ∀x, y ∈ R, x2 < y2 → |x| < |y|



. . การพิสูจน์ขอ้ความแบบผนักลบัได้ (PROOFS OF BICONDITIONAL STATEMENTS)

. การพสูิจน์ข้อความแบบผันกลับได้ (Proofs of Biconditional statements)
การพสูิจน์ข้อความ p ↔ q

เนืองจาก p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ดงันนั ต้องพิสจูน์วา่ทงั ขนัตอน

. p → q เรียกวา่ขนั if part หรือ sufficient part (p เป็นเงือนไขทีเพียงพอสําหรับ q)

. q → p เรียกวา่ขนั only if part หรือ necessily part (p เป็นเงือนไขทีจําเป็นสําหรับ q)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความ " สําหรับจํานวนเตม็ n ใดๆ n เป็นจํานวนคี ก็ตอ่เมือ n2 เป็นจํานวนคี "

กําหนดให้ p แทนข้อความ n เป็นจํานวนคี และ q แทนข้อความ n2 เป็นจํานวนคี ดงันนั ∀n ∈ Z, p ↔ q

บทพิสูจน์. ให้ n เป็นจํานวนเตม็ใดๆ

• พิสจูน์ p → q สมมติ n เป็นจํานวนคี แล้วจะได้วา่มี k ∈ Z ซงึ n = 2k + 1 จะได้วา่

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให้ p = 2k2 + 2k เนืองจาก k ∈ Z ดงันนั p ∈ Z นนัคือมี p ∈ Z ซงึ n2 = 2p+ 1 ดงันนั n2 เป็นจํานวนคี

• พิสจูน์ q → p จะพิสจูน์โดยวิธีแย้งสลบัที สมมติ n เป็นจํานวนคู่ แล้วจะได้วา่มี k ∈ Z ซงึ n = 2k จะได้วา่

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2)

ให้ p = 2k2 เนืองจาก k ∈ Z ดงันนั p ∈ Z นนัคือมี p ∈ Z ซงึ n2 = 2p ดงันนั n2 เป็นจํานวนคู่

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความ " สําหรับจํานวนเตม็ a ใดๆ a เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมือ 4|a2 "

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความ ∀x, y ∈ R, xy = 0 ↔ (x = 0 หรือ y = 0)

การพสูิจน์แบบ iff-string
การพิสจูน์ข้อความ p ↔ q โดยการส้างข้อความทีสมมลูตอ่เนืองกนัจากข้อความ p ไปยงัข้อความ q

p ↔ p1 เขียนแทนด้วย p ↔ p1

q1 ↔ q2 ↔ p2

q2 ↔ q3 ↔ p3
... ...

pn ↔ q ↔ q
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บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตในเอภพสมัพทัธ์ U แล้ว

• ผลผนวก (union) A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A หรือ x ∈ B}

• ผลตัด (intersection) A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A และ x ∈ B}

• ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U |x ∈ A และ x /∈ B}

• ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U |x /∈ A}

ตัวอย่าง . . สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ A ∩B = B ∩ A

บทพิสูจน์. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ

x ∈ A ∩B ↔ x ∈ A ∧ x ∈ B

↔ x ∈ B ∧ x ∈ A

↔ x ∈ B ∩ A

ตัวอย่าง . . สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ A ∪B = B ∪ A

การพสูิจน์ข้อมูลทสีมมูลกัน
พิจารณาข้อความทีสมมลูกนัเป็นคูเ่ชน่ (p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1) เราสามารถพิสจูน์อยา่งงา่ยๆได้จาก

(p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ (p3 → p1)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนัทกุคู่

p1 : a เป็นจํานวนคู่

p2 : a2 หารด้วย ลงตวั

p3 : a2 เป็นจํานวนคู่



. . การพิสูจน์ขอ้ความแบบผนักลบัได้ (PROOFS OF BICONDITIONAL STATEMENTS)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยเลือกวิธิพิสจูน์ทีเหมาะสม

. สําหรับจํานวนเตม็ a ใดๆ a เป็นจํานวนคู่ ก็ตอ่เมือ a2 + 1 เป็นจํานวนคี

. สําหรับจํานวนเตม็ a ใดๆ a เป็นจํานวนคี ก็ตอ่เมือ a2 + 3 เป็นจํานวนคู่

. สําหรับจํานวนเตม็ x, y ใดๆ xy = 1 ก็ตอ่เมือ x = 1 และ y = 1

. มีจํานวนจริง x และ y ใดๆ x < y ก็ตอ่เมือ x3 < y3

. ∀x ∈ R [ x3 = 1 ↔ x = 1 ]

. ∀x ∈ R [ x < 0 ↔ 1
x
< 0 ]

. ∀x, y ∈ R [ x2 + y2 = 0 ↔ (x = 0 ∧ y = 0) ]

. ∀x, y ∈ R, [ x3 = y3 ↔ x = y ]

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยวิธี iff-string

. สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ A−B = A ∩Bc

. สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ A−Bc = A ∩B

. สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ (A ∪B)c = Ac ∩Bc

. สําหรับเซต A และ B จะได้วา่ (A ∩B)c = Ac ∪Bc

. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. สําหรับจํานวนเตม็ a ̸= 0 และ b ซงึ a|b ก็ตอ่เมือ a2|b2

. สําหรับจํานวนเตม็ a, b และ c ̸= 0 ซงึ c|a และ c|b ก็ตอ่เมือ c|ab

. สําหรับจํานวนจริง x ใดๆ x > 0 ก็ตอ่เมือ x2 ≥ x

. ∀x ∈ R [ 0 < x < 1 ↔ x2 < x ]

. ∀x ∈ R [ |x| = x ↔ x ≥ 0 ]

. จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนัทกุคู่

p1 : n เป็นจํานวนเตม็ทีหารด้วย แล้วเหลือเศษ
p2 : n3 เป็นจํานวนเตม็ทีหารด้วย แล้วเหลือเศษ
p3 : n3 + 4 เป็นจํานวนเตม็ทีหารด้วย แล้วเหลือเศษ

. จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนัทกุคู่

p1 : a เป็นจํานวนคี p2 : a+ 3 เป็นจํานวนคู่ p3 : a4 เป็นจํานวนคี
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. การพสูิจน์โดยวธีิขัดแย้ง (Proof by contradiction)
การพิสจูน์ข้อความ p เป็นจริง โดยใช้สมบตัิของสจันิรันดร์ (T ) (∼ p → c) → p เราเรียกวิธีนีวา่ พิสจูน์โดยวิธีขดั
แย้ง (proof by contradiction) มีขนัตอนคือ

สมมติ ∼ p เป็นจริง
... สว่นของการพิสจูน์

ดงันนั เกิดข้อขดัแย้ง

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความนีโดยวิธีขดัแย้ง " ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตามทีไมใ่ช่ศนูย์ จะได้วา่ x−1 ̸= 0 "

ให้ p แทนข้อความ ∀x ∈ R, [x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 ] สมมติวา่∼ p เป็นจริง นนัคือ ∃x ∈ R, [ x ̸= 0∧ x−1 = 0 ]

บทพิสูจน์. สมมติวา่ มีจํานวนจริง x ซงึ x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนืองจากx ̸= 0 โดยสมบตัิจํานวนจริงจะได้วา่x(x−1) = 1 แตจ่ากการสมมติx−1 = 0 จะได้วา่x(x−1) = x(0) = 0

เกิดขดัแย้งทีได้วา่ 1 = 0

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความนีโดยวิธีขดัแย้ง " ถ้า x, y เป็นจํานวนเตม็ แล้ว x2 − 4y ̸= 2 "

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ข้อความนีโดยวิธีขดัแย้ง " x เป็นจํานวนคู่ และ y เป็นจํานวนคู่ แล้ว x+ y เป็นจํานวนคู่ "

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ ∀a ∈ R [ (∀ε > 0, a ≤ ε) → a ≤ 0 ]

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์ "√2 จะเป็นจํานวนอตรรกยะ "

บทนิยาม . . กําหนดให้จํานวนเตม็บวก p เป็นจาํนวนเฉพาะ (prime number) ถ้า n ̸= 1 และตวัหารของ p มีแค่ 1
กบั p เทา่นนั

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " มีจํานวนเฉพาะเป็นจํานวนอนนัต์ "



. . การพิสูจน์โดยวิธีขดัแยง้ (PROOF BY CONTRADICTION)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. 3
√
2 เป็นจํานวนอตรรกยะ

. √
3 เป็นจํานวนอตรรกยะ

. √
6 เป็นจํานวนอตรรกยะ

. สําหรับจํานวนเตม็ a ใดๆ ถ้า a2 + 2a+ 5 เป็นจํานวนคู่ แล้ว a เป็นจํานวนคี

. ถ้า a เป็นจํานวนเตม็ แล้ว a2 ̸= 4a+ 3

. ไมมี่จํานวนเฉพาะ a, b และ c ทีทําให้ a3 + b3 = c3

. ถ้าทกุๆจํานวนเตม็ a และ b ซงึ a > 1 แล้ว a - b หรือ a - (b+ 1)

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า x < 0 แล้ว x−1 < 0

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงบวกใดก็ตาม จะได้วา่√x <
√
x+ 1

. ไม่วา่ n จะเป็นจํานวนเตม็ใดก็ตาม ถ้าไมมี่จํานวนเตม็อยู่ระหวา่ง กบั แล้วจะไมมี่จํานวนเตม็อยู่ระหวา่ง
n กบั n+ 1

. สําหรับจํานวนจริง x ≥ 0 ถ้า ทกุๆจํานวนจริงบวก ε ซงึ x < ε แล้ว x = 0

. ∀a, b ∈ R [ (∀ε > 0, a ≤ b+ ε) → a ≤ b ]

. ∀x, y ∈ R, x2 + xy + y2 ≥ 0

. ∀x, y ∈ R+, x+ y > 2
√
xy

. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนเตม็บวกใดก็ตาม จะได้วา่ x2 + x+ 11 เป็นจํานวนเฉพาะ

. ทกุจํานวนจริง x ∈ [0, π
2
] จะได้วา่ sin x+ cos x ≥ 1

. ไมว่า่ a, b และ c จะเป็นจํานวนเตม็ใดก็ตาม ถ้า a2 + b2 = c2 แล้ว a หรือ b เป็นจํานวนคู่

. ทกุจํานวนอตรรกยะทีไมศ่นูย์สามารถในรูปผลคณูของจํานวนอตรรกยะสองตวัได้เสมอ

. ∀a, b ∈ R, [ (a ̸= 0 ∧ b ̸= 0) → a+ b ̸= 0 ]

. ∀x, y ∈ R, [ x < y → |x| < |y| ]

. ∃x ∈ R, [ x2 + 1 = 0 ]

. ∀x, y ∈ R, [ (x+ |y|)2 = (|x|+ y)2 ]



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

. การพสูิจน์ข้อความซงึเป็นไปได้อย่างเดียว (Uniqueness Proofs)
ข้อความทีเป็นไปได้อยา่งเดียวเทา่นนัเขียนแทนด้วย ∃!x ∈ U , p(x) ข้อความนีสมมลูกบั

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดงันนัการพิสจูน์ ∃!x ∈ U , p(x) แบง่การพิสจูน์ออกเป็น สว่นคิอ

. ∃x ∈ U , p(x) แสดงวา่มี x ∈ U อยา่งน้อยหนงึตวั (existence)

. ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y แสดงวา่มี x ∈ U เพียงหนงึตวัเทา่นนั (uniqueness)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " มีจํานวนจริง x เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x3 + 1 = 0 "

เขียนข้อความได้เป็น ∃!x ∈ R, x3 + 1 = 0

บทพิสูจน์. (existence) เลือก x = −1 จะได้วา่ x3 + 1 = (−1)3 + 1 = −1 + 1 = 0

(uniqueness) ให้ x, y ∈ R สมมติ x3 + 1 = 0 และ y3 + 1 = 0 แล้ว
x3 + 1 = 0 = y3 + 1 ดงันนั x3 = y3

จากสมบตัิของจํานวนจริงจะได้วา่ x = y

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x+ y = 1 "

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " มีจํานวนจริง x เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัทีทําให้ x+ y = y สําหรับทกุจํานวนจริง y "

การพสูิจน์ว่าไม่มี
ถ้าเราจะแสดงวา่ประพจน์ p เป็นเท็จ เราอาจจะพิสจูน์ประพจน์ ∼ p เป็นจริงแทนก็ได้ ในกรณีทีข้อความแบบมีคือ

∃x ∈ U , p(x) เป็นเท็จ สมมลูกบัการพิสจูน์ ∀x ∈ U , ∼ p(x) เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ ∃x ∈ R, x2 + 1 = 0 เป็นเท็จ

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ ∃x ∈ Z, 0 < x < 1 เป็นเท็จ



. . การพิสูจน์ขอ้ความซึงเป็นไปไดอ้ย่างเดียว (UNIQUENESS PROOFS)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x+ y = 5

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x+ y = 0

. มีจํานวนจริง x เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัทีทําให้ xy = x สําหรับทกุจํานวนจริง y

. มีจํานวนจริง x เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัทีทําให้ xy = y สําหรับทกุจํานวนจริง y

. มีจํานวนตรรกยะ x เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัซงึทําให้ xy เป็นจํานวนตรรกยะ สําหรับทกุจํานวนอตรรกยะ y

. ∃!x ∈ R, x ∈ [0, π
2
] → sin x = cos x

. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือไม่ ถ้าจริงจงพิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ xy = 1

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ xy = 0

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัทีทําให้ xy = x

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงจํานวนเดียวเทา่นนัทีทําให้ xy = y

. มีจํานวนจริง x เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x+ y = 0 สําหรับทกุจํานวนจริง y

. ทกุๆจํานวนจริง x จะมีจํานวนจริง y เพียงตวัเดียวเทา่นนัซงึ x+ y = xy

. ∃!x ∈ R, xx = 1

. ∃!n ∈ N, n > 1 → n2 = 2n

. ∃!x ∈ N ∃!y ∈ N, x+ y = xy

. จงพิสจูน์วา่ข้อความตอ่ไปนีเป็นเท็จ

. มีจํานวนจริง x ซงึ x = x+ 1

. มีจํานวนจริง x ซงึ x2 + x+ 1 = 0

. ∃x ∈ Z, −1 < x < 0

. ∃x ∈ Z, 4x2 = 1

. ∃n ∈ N, 3|2n



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

. การพสูิจน์โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Proof by Mathematical Induction)
หลกัโดมิโน (Donimo principle)

1 2 3 4 5 6 k k + 1

ทฤษฎีบท . . ให้ n ∈ N และ P (n) เป็นประพจน์ หรือ ∀n ∈ N, p(n) ถ้า

. ขนัพืนฐาน (Basic step) : P (1) เป็นจริง

. ขนัอปุนยั (Inductive step) : ∀k ∈ N, P (k) → p(k + 1) เป็นจริง

เราจะสรุปได้วา่ประพจน์ ∀n ∈ N, p(n) เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

ให้ P (n) แทน 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
เมือ n ∈ N

. ขนัฐาน (Basic step) : เนืองจาก 1 = 1(1+1)
2

ดงันนั P (1) เป็นจริง

. ขนัอปุนยั (Inductive step) : สมมติวา่ P (k) เป็นจริง สําหรับจํานวนนบั k ใดๆ นนัคือ

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k =
k(k + 1)

2

โดยสมมติฐาน จะได้วา่

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1)

[
k

2
+ 1

]
=

(k + 1)(k + 2)

2

ทําให้สรุปได้วา่ P (k + 1) เป็นจริง
ดงันนั 1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =

n(n+ 1)

2
สําหรับทกุจํานวนนบั n



. . การพิสูจน์โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ (PROOF BY MATHEMATICAL INDUCTION)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + ...+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
สําหรับทกุจํานวนนบั n

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ ...+

1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1
สําหรับทกุจํานวนนบั n

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " ไมว่า่ n จะเป็นจํานวนนบัใดก็ตาม 3|(n3 − n) "

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ ∀n ∈ N, 4|(5n − 1)

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ (3!)n | (3n)! สําหรับจํานวนนบั n

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ ∀n ∈ N, 2n < 2n+1

ตัวอย่าง . . ให้ x ∈ R ซงึ x ≥ 0 จงพิสจูน์วา่ ∀n ∈ N, (1 + x)n ≥ 1 + xn

อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ทเีริมขันฐานด้วย n0

ทฤษฎีบท . . ให้ n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n0, p(n) ถ้า

. ขนัพืนฐาน (Basic step) : P (n0) เป็นจริง

. ขนัอปุนยั (Inductive step) : ∀k ∈ N, , k ≥ n0, P (k) → p(k + 1) เป็นจริง

เราจะสรุปได้วา่ประพจน์ ∀n ∈ N, n ≥ n0, p(n) เป็นจริง

ตัวอย่าง . . จงหาจํานวนนบัเริมต้นทีทําให้ข้อความนีเป็นจริงพร้อมทงัพิสจูน์ 2n ≥ n2

พิจารณา 2 = 21 ≥ 12 = 1, 4 = 22 ≥ 22 = 4, 8 = 23 ≥ 32 = 9, 16 = 24 ≥ 42 = 16,
32 = 25 ≤ 52 = 25, 64 = 24 ≤ 62 = 36 ดงันนัข้อความเป็นจริงเมือเริม n0 = 4 เราพิสจูน์ข้อความ

∀n ∈ N, n ≥ 4, 2n ≥ n2

. ขนัฐาน (Basic step) : เนืองจาก 16 = 24 ≥ 42 = 16 ดงันนั P (4) เป็นจริง

. ขนัอปุนยั (Inductive step) : สมมติวา่ P (k) เป็นจริง สําหรับจํานวนนบั k ≥ 4 นนัคือ 2k ≥ k2

เนืองจาก k ≥ 4 ดงันนั k2 ≥ 4k = 2k + 2k และ 2k > 1 เราจงึสรุปได้วา่ k2 ≥ 2k + 1 จากสมมติฐานจะได้

2k+1 = 2k · 2 ≥ 2(k2) = k2 + k2 ≥ k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

ดงันนั 2n ≥ n2 เป็นจริงทกุจํานวนนบั n ≥ 4

ตัวอย่าง . . จงหาจํานวนนบัเริมต้นทีทําให้ข้อความนีเป็นจริงพร้อมทงัพิสจูน์ 2n ≤ n!



บทที . วิธีการพิสูจน์ (METHODS OF PROOF)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

. 12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 13 + 23 + 33 + ...+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 2 + 4 + 6 + ...+ (2n) = n2 + n สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 2 + 22 + 23 + ...+ 2n = 2n+1 − 2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + ...+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สําหรับทกุจํานวนนบั n

. 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ...+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สําหรับทกุจํานวนนบั n

. (1− 1
2
)(1− 1

3
)...(1− 1

n
) = 1

n
สําหรับทกุจํานวนนบั n

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

. 12|(n4 − n2) สําหรับจํานวนนบั n

. 5|(n5 − n) สําหรับจํานวนนบั n

. 3 | (5n − 2n) เมือ n เป็นจํานวนเตม็บวก

. 5 | (33n+1 + 2n+1) เมือ n เป็นจํานวนเตม็บวก

. 8 | (52n + 7) เมือ n เป็นจํานวนเตม็บวก

. 5 | (22n−1 + 32n−1) สําหรับจํานวนนบั n

. 7 | (32n+1 + 2n+2) สําหรับจํานวนนบั n

. 7 | (23n + 6) สําหรับจํานวนนบั n

. 8 | (7 · 32n − 7) สําหรับจํานวนนบั n

. 11 | (8 ·102n+6 ·102n−1+9) สําหรับ n ∈ N

. 15 | (24n − 1) สําหรับจํานวนนบั n

. 21 | (4n+1 + 52n−1) สําหรับจํานวนนบั n

. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี โดยใช้หลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์

. ∀n ∈ N, 2n > n

. ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

. ∀n ∈ N, 1 + 2−1 + 2−2 + ...+ 2−n ≤ 2

. ∀n ∈ N, n ≥ 10, 2n−10(1000) < 2n − 2n−6

. ให้ x ∈ R ซงึ x > −1 จงพิสจูน์วา่ ∀n ∈ N, (1 + x)n ≥ 1 + nx

. จงหาจํานวนนบัเริมต้นทีทําให้ข้อความนีเป็นจริงพร้อมทงัพิสจูน์

. 2n−1 ≤ n!

. 4n > n4

. (2n)! < 22n(n!)2

. n2 < (3
2
)n



บทที

เซต (Sets)

ในทางคณิตศาสตร์ จะถือวา่ “เซต” เป็นมลูฐาน (fundamental) เพราะวา่ทฤษฎีบทตา่ง ๆ ของคณิตศาสตร์ ล้วนมีเซต
เข้ามาเกียวข้อง เป็นพืนฐานเกือบทงัหมด เซตเริมมีทีมามาจากนกัคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั ชือ เกอร์ก คนัทอร์ (Georg
Cantor) เป็นผู้ ริเริมใช้คําวา่เซต ตอ่จากนนันกั คณิตศาสตร์จงึใช้คํานีอยา่งแพร่หลาย Cantor เคยอธิบายอยา่งงา่ย ๆ เพือ
ความเข้าใจเบืองต้นวา่ "เซตคือกลุ่มของสิงของหรือจินตนาการ ซึงมีสมบติับางประการคลา้ยกนั และสิงของดงักล่าวนนั
เรียกว่า สมาชิกของเซต"

เซต (set) ในทางคณิตศาสตร์เป็นคําอนิยาม (undefined term) หมายถงึคําทีต้องยอมรับ กนัในเบืองต้นวา่ไม่
สามารถให้ความหมายทีรัดกมุได้ คําวา่เซตในทางคณิตศาสตร์ จงึหมายถงึกลุม่ของสงิของตา่ง ๆ และเมือกลา่วถงึกลุม่
ใดแล้วจะสามารถทราบได้แน่นอนวา่สงิใดอยู่ในกลุม่ และสงิใดอยู่นอกกลุม่ เราเรียกสงิทีอยู่ในเซตวา่ สมาชิก (member/
element) สงิตา่ง ๆ ทีอยู่ในเซต ต้องเป็นสงิทีสามารถระบุได้อยา่งแจม่ชดั (well-defined) เพือทีเราสามารถระบุได้วา่ สงิ
นนัเป็นสมาชิกในเซตหรือไม่ เชน่ {1, 2, 3}, {a, b, c}, {2, 4, 6, ...} และ {x ∈ R | 0 < x < 1} เป็นต้น

. การดาํเนินการบนเซต (Operation on Sets)
เพือความเข้าใจเราจะกําหนดสญัญาลกัษณ์ดงันี

• สําหรับเซตทีไมมี่สมาชิกเลยเราเขียนแทนด้วย {} หรือ ∅ และเรียกวา่ เซตว่าง (empty set)
• เอกภพสัมพทัธ์ (Universe) คือ เซตทีถกูกําหนดขนึโดยมีข้อตกลงวา่ จะกลา่วถงึสงิทีเป็นสมาชิกของเซตนีเทา่นนั
และนิยมใช้ U เป็นสญัลกัษณ์แทนเซตเอกภพสมัพทัธ์

บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ เราจะกลา่ววา่ A เป็นเซตย่อย (subset) ของ B ก็ตอ่เมือ ทกุๆสมาชิกใน A

เป็นสมาชิกใน B เขียนแทนด้วย A ⊆ B

A ⊆ B ↔ ∀x ∈ U , (x ∈ A → x ∈ B)

หรือกลา่วได้อีกอยา่งวา่B เป็นซูเปอร์เซต (superset) ของA เขียนแทนด้วยB ⊇ A ถ้าA ไมเ่ป็นสบัเซตของB เขียน
แทนด้วย A * B นนัคือ

A * B ↔ ∃x ∈ U , (x ∈ A ∧ x /∈ B)

จากนิยามเราจะกลา่วได้วา่ A ⊆ A และ ∅ ⊆ A ทกุๆเซต A



บทที . เซต (SETS)

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซต A เทา่กบัเซต B เขียนแทนด้วย A = B ก็ตอ่เมือ A ⊆ B และ B ⊆ A

A = B ↔ (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)

ถ้า A ไมเ่ทา่กบั B เขียนแทนด้วย A ̸= B

A ̸= B ↔ (A * B) ∨ (B * A)

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซต A เป็นสับเซตแท้ (proper subset) ของเซต B เขียนแทนด้วย A ⊂ B ก็ตอ่เมือ
A ⊆ B แต่ B ̸= A

A ⊂ B ↔ (A ⊆ B) ∧ (A ̸= B)

ถ้า A ไมเ่ป็นสบัเซตแท้ของ B เขียนแทนด้วย A ⊂/ B

A ⊂/ B ↔ (A * B) ∨ (A = B)

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {1, 3, 5, 7}, B = {3, 5, 7}, C = {1, 3, 4} และ D = {3, 5, 7, 1} จงพิจารณา
ความสมัพนัธ์ของแตล่ะเซต
บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตในเอภพสมัพทัธ์ U แล้ว

• ผลผนวก (union) A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A หรือ x ∈ B}

• ผลตัด (intersection) A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A และ x ∈ B}

• ผลต่าง (difference) A−B = {x ∈ U |x ∈ A และ x /∈ B}

• ส่วนเตมิเตม็ (complement) Ac = {x ∈ U |x /∈ A}

บทนิยาม . . ให้ A เป็นเซตใดๆ เราจะเรียกเซตของสบัเซตทงัหมดของ A วา่เซตกาํลัง (power set) เขียนแทนด้วย
P(A) นนัคือ

P(A) = {X |X ⊆ A}

ข้อสงัเกต ทกุๆเซต A, P(A) ̸= ∅ เพราะวา่ ∅ ⊆ A

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " เซตวา่เป็นสบัเซตของทกุๆเซต "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A,B และ C ใดๆ ถ้า A ⊆ B และ B ⊆ C แล้ว A ⊆ C "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ A−B = A ∩Bc "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ A ∪B = B ก็ตอ่เมือ A ⊆ B "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A,B และ C ใดๆ A ⊆ B และ A ⊆ C ก็ตอ่เมือ A ⊆ B ∩ C "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ A ∩ (A−B) = ∅ "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ ถ้า A ⊆ B แล้ว P(A) ⊆ P(B) "
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B) "



. . การดําเนินการบนเซต (OPERATION ON SETS)

แบบฝึกหดั .

. กําหนดให้ A และ B เป็นเซตใดๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. A−∅ = A

. ∅− A = ∅

. A ∪∅ = A

. A ∩∅ = ∅

. A− U = ∅

. U − A = Ac

. A ∪ U = U

. A ∩ U = A

. (Ac)c = A

. A− A = ∅

. A ∪ Ac = U

. A−B ⊆ A

. A ∩B ⊆ A

. A ∪B ⊇ B

. A ∪B ⊇ A ∩B

. กําหนดให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

. A ∪ (B − A) = A ∪B

. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

. A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C)

. (A∪B)− (A∩B) = (A−B)∪ (B −A)

. กําหนดให้ A,B,C และD เป็นเซตใดๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. A ⊆ ∅ ↔ A = ∅

. A ∩B = A ↔ A ⊆ B

. A ⊆ Bc ↔ A ∩B = ∅

. A ⊆ B ↔ Ac ∪B = U

. A−B = ∅ ↔ A ⊆ B

. A ⊆ B ↔ A−B ⊆ B

. A = B ↔ P(A) = P(B)

. A ∩B = U ↔ A = B = U

. A ⊆ B ↔ Bc ⊆ Ac

. A−B = A ↔ A ∩B = ∅

. (A ⊆ B ∧B ⊆ C) ↔ A ∪B ⊆ C

. (A ⊆ C ∧B ⊆ D) ↔ (A∪B) ⊆ (C ∪D)

. กําหนดให้ A และ B เป็นเซตใดๆ และ U เป็นเอกภพสมัพทัธ์ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่เป็นจริงหรือเท็จ ถ้า
เป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน

. P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B)

. P(A) ∪ P(B) ⊇ P(A ∪B)

. P(A ∩B) ⊆ P(A ∪B)

. P(A) ∩ P(B) ⊆ P(A ∪B)

. P(A−B) = P(A)− P(B)

. A ⊆ B → P(Bc) ⊆ P(Ac)



บทที . เซต (SETS)

. ผลผนวกและผลตัดอย่างไม่เจาะจง (Aribitrary Union & Intersection)
บทนิยาม . . ให้ Λ เป็นเซต และสําหรับแตล่ะ α ∈ Λ ให้ Aα เป็นสบัเซตของเอกภพสมัพทัธ์ U เราจะเรียกเซต Λ

วา่เซตดรรชนี (index set) และเรียกเซต A ซงึคือเซตของเซต Aα ทงัหมดที α ∈ Λ วา่ ชุดของเซต (collection of sets)

A = {Aα |α ∈ Λ}

บางครังจะเขียนเซต A แทนด้วย {Aα}α∈Λ ในกรณีที Λ = {1, 2, 3, ..., n} เขียนแทนด้วย {Ai}ni=1 และ Λ = N เขียน
แทนด้วย {Ai}∞i=1

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และAα = {1, 2, 3, ..., α} สําหรับแตล่ะ α ∈ Λ

จงแจกแจงชดุของเซต {Aα}α∈Λ

. เมือ Λ = {1, 3, 5}

. เมือ Λ = {2, 4, 6}

. เมือ Λ = {1, 2, 3, ..., 10}

. เมือ Λ = {1, 2, 3, ...}

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และ Ai = (i − 1, i + 1) สําหรับแตล่ะ i ∈ Λ

จงแจกแจงชดุของเซต {Ai}i∈Λ

. เมือ Λ = {−1, 0, 1}

. เมือ Λ = {2, 4, 6}

. เมือ Λ = {1, 2, 3, ..., 100}

. เมือ Λ = N

ตัวอย่าง . . ให้เอกภพสมัพทัธ์เป็นจํานวนจริง ให้ Λ เป็นเซตดรรชนี และ Ax = (1− 1
x
, 1+ 1

x
) สําหรับแตล่ะ x ∈ Λ

จงเขียนชดุของเซต {Ax}x∈Λ

. เมือ Λ = {1, 2, 3}

. เมือ Λ = {0.5, 1, 1.5}

. เมือ Λ = N

. เมือ Λ = (0, 1]

บทนิยาม . . ให้ Λ ̸= ∅ เป็นเซตดรรชนี และ A = {Aα}α∈Λ เป็นชดุของเซต

• ผลผนวกอย่างไม่เจาะจง (arbitrary union) ของ A คือ∪
α∈Λ

Aα = {x |x เป็นสมาชิกของ Aα สําหรับบาง α ∈ Λ} หรือ
∪
α∈Λ

Aα = {x | ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα}

• ผลตัดอย่างไม่เจาะจง (arbitrary intersection) ของ A คือ∩
α∈Λ

Aα = {x | x เป็นสมาชิกของ Aα ทกุ α ∈ Λ} หรือ
∩
α∈Λ

Aα = {x | ∀α ∈ Λ, x ∈ Aα}

ตัวอย่าง . . จงหาผลผนวกอยา่งไมเ่จาะจง และผลผนวกอยา่งไมเ่จาะจง ของตวัอยา่ง . . − . .



. . ผลผนวกและผลตดัอย่างไม่เจาะจง (ARIBITRARY UNION & INTERSECTION)

ทฤษฎีบท . . หลักการของอาร์คีมีดีส (Archimedean Principle)

• ∀x ∈ R, ∃n ∈ N, n > x

• ∀x ∈ R+, ∃n ∈ N, n > 1
x

บทพิสจูน์จะกลา่วในเรืองระบบจํานวนจริง

บทนิยาม . . ฟังก์ชันพนื (floor function) หรือฟังก์ชันจาํนวนเตม็มากทสุีด (the greatest integer function)

[x] = จํานวนเตม็ทีมากทีสดุทีน้อยกวา่หรือเทา่กบั x

เมือ x เป็นจํานวนจริง เช่น [1.5] = 1, [−1.1] = −2, [3] = 3 ข้อสงัเกต [x] ≤ x ทกุๆ x ∈ R

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ An = (1− n, 1 + n) จงหาผลผนวกและผลตดัอยา่งไมเ่จาะจง พร้อมทงัพิสจูน์

.
∪
n∈N

An .
∩
n∈N

An

ตัวอย่าง . . จงหาผลผนวกและผลตดัอยา่งไมเ่จาะจง พร้อมทงัพิสจูน์

.
∪
n∈N

(1− 1

n
, 1 +

1

n
) .

∩
n∈N

(1− 1

n
, 1 +

1

n
)

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่
∩
n∈N

(1− 1

n
, 1) = ∅

ทฤษฎีบท . . ให้ A = {Aα}α∈Λ เป็นชดุของเซต และ B เป็นเซตใดๆ

. B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)

.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∪
α∈Λ

(Aα ∪B)

. B ∩

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∩ Aα)

.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∩
α∈Λ

(Aα ∩B)

. B ∩

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∩ Aα)

.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∪
α∈Λ

(Aα ∩B)

. B ∪

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∪ Aα)

.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∩
α∈Λ

(Aα ∪B)

.
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c

.
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c



บทที . เซต (SETS)

แบบฝึกหดั .

จงหาผลผนวกและผลตดัอยา่งไมเ่จาะจง พร้อมทงัพิสจูน์

.
∪
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

.
∪
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

.
∪
n∈N

(1− 1

n
, 2 +

1

n
]

.
∪
n∈N

[−1,
1

n
)

.
∪
n∈N

(1− 1

n
, 1)

.
∪

x∈R+

(−x, x)

.
∪

x∈R+

(1− x, 1 + x)

.
∪

x∈R+

[0, 1 + x)

.
∪

x∈R+

(1− x, 1]

.
∪

y∈R+

(−y

2
,
y

2
)

.
∩
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

.
∩
n∈N

(− 1

n
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1

n
)

.
∩
n∈N

(1− 1

n
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1

n
]

.
∩
n∈N

[−1,
1

n
)

.
∩
n∈N

(1− 1

n
, 1)

.
∩

x∈R+

(−x, x)

.
∩

x∈R+

(1− x, 1 + x)

.
∩

x∈R+

[0, 1 + x)

.
∩

x∈R+

(1− x, 1]

.
∩

y∈R+

(−y

2
,
y

2
)



. . ผลคูณคาร์ทีเซียน (CARTESIAN PRODUCT)

. ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian Product)
ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง เราจะเรียก (a, b) วา่คู่อันดับ (ordered pair) คือพิกดับอกตําแหน่งในระนาบสองมิติ (ในทาง
เรขาคณิต) ในหนงัสือบางเลม่อาจจะนิยามคูอ่นัดบัในแงข่องเซตคือ

(a, b) = {{a}, {a, b}}

หรือบางเลม่อาจจะไมนิ่ยามคําวา่คูอ่นัดบัก็ได้

บทนิยาม . . ให้ (a, b) และ (c, d) เป็นคูอ่นัดบั เราจะกลา่ววา่

(a, b) = (c, d) ก็ตอ่เมือ a = c และ b = d

บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ ผลคูณคาร์ทเีซียน (Cartesian Product) นิยามโดย

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

ข้อสังเกต A×∅ = ∅× A = ∅
ข้อตกลง ถ้า A และ B เป็นสบัเซตของจํานวนจริง แผนภาพ A×B เขียนโดยให้ A เป็นแกนX และ B เป็นแกน Y

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2, 3, 4} จงหาเซตตอ่ไปนี พร้อมเขียนแผนภาพประกอบ

. A×B . B × A . A× A

ผลเฉลย A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2, 3, 4}

. A×B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}

. B × A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3)}

. A× A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

1 2 3 4
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3
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A×B
1 2 3 4

1

2

3

4

B × A
1 2 3 4

1

2

3

4

A× A

ทฤษฎีบท . . ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั แล้ว n(A×B) = n(A) · n(B)



บทที . เซต (SETS)

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} จงเขียนแผนภาพแทนเซตตอ่ไปนี

. {(x, y) ∈ A× A | y = x} . {(x, y) ∈ A× A | y + x ≤ 5}

. 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y = x

. 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y + x = 5

ตัวอย่าง . . จงแจกแจงสมาชิกและเขียนแผนภาพ ของเซตตอ่ไปนี

. {(x, y) ∈ N× N | x+ y = 7} . {(x, y) ∈ N× N | xy = 3x+ 12}

ตัวอย่าง . . จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี

. {(x, y) ∈ Z× Z | yx+ y = x+ 13} . {(x, y) ∈ R×R | y2+x2−2x+4y+5 = 0}

ตัวอย่าง . . จงหาเงือนไขที A×B = B × A

ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A และ B ใดๆ A×B = ∅ ก็ตอ่เมือ A = ∅ หรือ B = ∅ "
ตัวอย่าง . . จงพิจารณา " สําหรับเซต A,B และ C ใดๆ A×B = A× C → A = C " วา่เป็นจริงหรือเท็จ
ตัวอย่าง . . จงพิสจูน์วา่ " สําหรับเซต A,B และ C ใดๆ ถ้า A ̸= ∅ และ A×B = A×C แล้ว A = C "
ตัวอย่าง . . สําหรับเซต A,B และ C ใดๆ จงแสดงวา่ (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

ผลคูณตรง (direct product)
เราอาจจะขยายผลคณูคาร์เซียนให้มากกวา่สองตวั เราจะเรียกผลคณูดงักลา่ววา่ผลคณูตรง ให้n ∈ N และA1, A2, ..., An

เป็นเซต ผลคูณตรง (direct product) ของเซต A1, A2, A3, ..., An เขียนแทนด้วย
n∏

i=1

Ai = A1 × A2 × ...× An

และเราจะเขียน An แทน
n∏

i=1

Ai และ Rn =
n∏

i=1

Ai = R × R × ... × R เมือ Ai = R ทกุๆ i เรียกผลคณูตรงนีวา่
ปริภมิูยคูลดิ (Euclidean n-space) สําหรับ (a1, a2, ..., an) ∈ An เรียกวา่ อนัดบั n-tuple
และสามารถขยายไปสูล่ําดบัอนนัต์ A1, A2, A3, ...

∞∏
i=1

Ai = A1 × A2 × A3 × ...



. . ผลคูณคาร์ทีเซียน (CARTESIAN PRODUCT)

แบบฝึกหดั .

. จงแจกแจงสมาชิกของเซตตอ่ไปนี พร้อมทงัเขียนแผนภาพ

. {(x, y) ∈ N× N | x+ y = 5}

. {(x, y) ∈ N× N | x+ 2y < 7}

. {(x, y) ∈ N× N | xy = 12}

. {(x, y) ∈ Z× Z |xy = 12}

. {(x, y) ∈ Q×Q | x+
√
2y = 1 +

√
2}

. {(x, y) ∈ Qc ×Qc | x+
√
2y = 1 +

√
2}

. {(x, y) ∈ Z× Z |xy = yx}

. {(x, y) ∈ R× R | xy = 12}

. {(x, y) ∈ R× R | (x+ |y|)2 − (|x|+ y)2 = xy}

. {(x, y) ∈ R× R | x2 + 4y2 − 2x+ 4y + 2 = 0}

. ให้ A,B,C และD เป็นเซต ข้อความตอ่ไปนีเป็นจริงหรือไม่ ถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้าเป็นเท็จจงยกตวัอยา่งค้าน

. (A×B) ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D)

. (A×B)− (C ×D) = (A− C)× (B −D)

. A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

. (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D)

. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

. A×B = C ×D → (A = C ∧B = D)

. B ⊆ C → A×B ⊆ A× C

. A×B ⊆ C ×D → (A ⊆ C ∧B ⊆ B)

. A×B = B × A → A = B



บทที . เซต (SETS)



บทที

ความสัมพนัธ์ (Relations)

ในชีวิตประจําวนัเรามีประโยคทีกลา่วถงึความสมัพนัธ์ระหวา่งสองอยา่งอยู่บอ่ยครัง เชน่ " ศรีเรือนเป็นแม่ของศรีจนัทร์ "
จากประโยคดงักลา่ว " เป็นแม่ " เป็นคําทีแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง ศรีเรือนกบัศรีจนัทร์ หรือตวัอยา่งในทางคณิตศาสตร์
เชน่ 5 < 7 คําวา่ " น้อยกวา่ " เป็นคําทีแสดงถงึความสมัพนัธ์ระหวา่ง 5 กบั 7 ซงึก็คือ 5 น้อยกวา่ 7 นนัเอง ในบทนีเราจะ
ศกึษานิยามของความสมัพนัธ์ในทางคณิตศาสตร์และสมบตัิตา่งๆของความสมัพนัธ์เหลา่นนั

. ความสัมพนัธ์ (Relations)
บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ ความสัมพนัธ์ (relation) จาก A ไป B คือสบัเซตของ A×B

ถ้า r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ (a, b) ∈ r เราจะเขียนแทนด้วย a r b

ในกรณีที r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป A เราจะเรียก r วา่ความสมัพนัธ์บน A

• โดเมน (domain) ของ r เขียนแทนด้วย Dom(r) นิยามโดย Dom(r) = {a ∈ A | ∃b ∈ B, (a, b) ∈ r}

• พสัิย (image) ของ r เขียนแทนด้วย Im(r) นิยามโดย Im(r) = {b ∈ B | ∃a ∈ A, (a, b) ∈ r}

ข้อสงัเกต Dom(r) ⊆ A และ Im(r) ⊆ B

ตัวอย่าง . . จงเขียนความสมัพนัธ์ตอ่ไปนีในรูปเซต พร้อมทงัหาโดเมนและพิสยั

. ให้ A = {1, 2, 3} และ B = {x, y, z} กําหนดให้ r = {(1, x), (2, y), (3, x)}
ดงันนั r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B Dom(r) = {1, 2, 3} และ Im(r) = {x, y}

. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x = y

ดงันนั r = {(x, y) ∈ R× R | y = x} = {(x, x) | x ∈ R} เป็นความสมัพนัธ์บน R
มี Dom(r) = R และ Im(r) = R

. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ y = x2

ดงันนั r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2} เป็นความสมัพนัธ์บน R
มี Dom(r) = R และ Im(r) = [0,∞)



บทที . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x < y

ดงันนั r = {(x, y) ∈ R× R |x < y} เป็นความสมัพนัธ์บน R
มี Dom(r) = R และ Im(r) = R

. ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x|y
ดงันนั r = {(x, y) ∈ Z× Z | x|y} เป็นความสมัพนัธ์บน Z
มี Dom(r) = Z− {0} และ Im(r) = Z

. ให้ x, y ∈ N กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ 3|(x− y)

ดงันนั r = {(x, y) ∈ N× N | 3|(x− y)} เป็นความสมัพนัธ์บน N
มี Dom(r) = N และ Im(r) = N

. ให้ S เป็นเซต และ A,B ∈ P(S) กําหนดให้ ArB มีความหมายวา่ A ⊆ B

ดงันนั r = {(A,B) ∈ P(S)×P(S) |A ⊆ B} เป็นความสมัพนัธ์บน P(S)

มี Dom(r) = P(S) และ Im(r) = P(S)

. ให้ A เป็นเซตของเส้นตรงในระนาบสองมิติ และ x, y ∈ A

กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x ขนานกบั y

ดงันนั r = {(x, y) ∈ A× A | x ขนานกบั y} เป็นความสมัพนัธ์บน A

มี Dom(r) = A และ Im(r) = A

. ให้ A เป็นเซตของประพจน์ และ p, q ∈ A

กําหนดให้ p r q มีความหมายวา่ p → q เป็นสจันิรันดร์
ดงันนั r = {(p, q) ∈ A× A | p → q เป็นสจันิรันดร์ } เป็นความสมัพนัธ์บน A

มี Dom(r) = A และ Im(r) = A

ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | y = x2 + 1} จงหาโดเมนและพิสยัของ r พร้อมทงัพิสจูน์คําตอบ

X

Y
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จากราฟจะได้วา่ Dom(r) = R และ Im(r) = [1,∞)

บทพิสูจน์. จะแสดงวา่ Dom(r) = R นนัคือแสดงวา่ Dom(r) ⊆ R และ
R ⊆ Dom(r) จากนิยามของ r เห็นได้ชดัวา่ Dom(r) ⊆ R
ให้ x ∈ R เลือก y = 1 + x2 ดงันนั y ∈ R นนัคือ (x, y) ∈ r เพราะฉนนั
x ∈ Dom(r) สรุปได้วา่ Dom(r) = R
สดุท้ายเราจะแสดงวา่ Im(r) = [1,∞)

ให้ y ∈ r จะมี x ∈ R ซงึ y = 1 + x2 เนืองจาก x2 ≥ 0

ดงันนั y = 1 + x2 ≥ 1 นนัคือ y ∈ [1,∞) เพราะฉนนั Im(r) ⊆ [1,∞)

ให้ y ≥ 1 แล้ว y − 1 ≥ 0 เลือก x =
√
1− y ดงันนั x ∈ R และ

x2 = 1− y นนัคือ (x, y) ∈ r จงึได้วา่ y ∈ Im(r) เพราะฉนนั [1,∞) ⊆
Im(r) สรุปได้วา่ Im(r) = [1,∞)



. . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R× R |x2 + y2 = 1} จงหาโดเมนและพิสยัของ r พร้อมทงัพิสจูน์คําตอบ
ตัวอย่าง . . ให้ r = {(x, y) ∈ R× R | 4x2 + 9y2 = 1} จงหาโดเมนและพิสยัของ r พร้อมทงัพิสจูน์คําตอบ
ตัวอย่าง . . ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่ Dom(r ∪ s) ⊆ Dom(r)∪ Dom(s)
ตัวอย่าง . . ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่ Im(r ∪ s) ⊆ Im(r)∪ Im(s)
บทนิยาม . . ให้ A เป็นเซตใดๆ และ r เป็นความสมัพนัธ์บน A เราจะกลา่ววา่

• r มีสมบตัสิะท้อน (reflexive) ก็ตอ่เมือ ∀a ∈ A, a r a

• r มีสมบตัสิมมาตร (symmetric) ก็ตอ่เมือ ∀a, b ∈ A, a r b → b r a

• r มีสมบตัถ่ิายทอด (transitive) ก็ตอ่เมือ ∀a, b, c ∈ A, (a r b ∧ b r c) → a r c

• r มีสมบตัปิฏสิมมาตร (antisymmetric) ก็ตอ่เมือ ∀a, b ∈ A, (a r b ∧ b r a) → a = b

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {1, 2, 3} จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์บน A ตอ่ไปนีมีสมบตัิใดบ้าง

. r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}

. r = {(1, 2), (2, 3), (2, 1), (3, 2)}

. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

. r = {(1, 1)}

. r = A× A

. r = ∅

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ r = {(x, y) ∈ R × R | y = x} จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บน R มีสมบตัิใดบ้าง
พร้อมทงัพิสจูน์

• r มีสมบตัิสะท้อน เนืองจาก x = x ทกุๆ x ∈ R

• r มีสมบตัิสมมาตร เนืองจาก ถ้า x = y แล้ว y = x ทกุๆ x, y ∈ R

• r มีสมบตัิถ่ายทอด เนืองจาก ถ้า x = y และ y = z แล้ว x = z ทกุๆ x, y, z ∈ R

• r มีสมบตัิปฏิสมมาตร เนืองจาก ถ้า x = y และ y = x แล้ว x = y ทกุๆ x, y ∈ R

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ r = {(x, y) ∈ Q×Q | y = |x|} จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บนQ มีสมบตัิใดบ้าง
พร้อมทงัพิสจูน์
ตัวอย่าง . . ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ x ≤ y จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บน R มีสมบตัิใด
บ้างพร้อมทงัพิสจูน์
ตัวอย่าง . . ให้ x, y ∈ N กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ 2|(x− y) จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r บน N มีสมบตัิ
ใดบ้างพร้อมทงัพิสจูน์
ตัวอย่าง . . จงพิจารณาข้อความ " ถ้า r หรือ s เป็นความสมัพนัธ์ทีมีสมบตัิสะท้อนบน A ̸= ∅ แล้ว r ∩ s มีสมบตัิ
สะท้อนบน A " เป็นจริงหรือไม่ ถ้าเป็นจริงให้พิสจูน์ ถ้าไมจ่ริงให้ยกตวัอยา่งค้าน



บทที . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

แบบฝึกหดั .
. จงหาโดเมนและพิสยัของความสมัพนัธ์ r พร้อมทงัพิสจูน์คําตอบดงักลา่ว

. ให้ x, y ∈ R กําหนดให้ x r y มีความหมายวา่ x > y2

. ให้ x, y ∈ N กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ x+ y = 10

. ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ 2|(x− y)

. r = {(x, y) ∈ R× R | 9x2 + 16y2 = 1}

. r = {(x, y) ∈ R× R | x2 − y2 = 1}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
4− x2}

. r = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| < 1}

. ให้ A และ B เป็นเซตใดๆ กําหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์ จาก A ไป B จงแสดงวา่

. Dom(r ∪ s) = Dom(r)∪ Dom(s)

. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r)∩ Dom(s)
. Im(r ∪ s) = Im(r)∪ Im(s)
. Im(r ∩ s) ⊆ Im(r)∩ Im(s)

. จงตรวจสอบวา่ความสมัพนัธ์ r มีสมบตัิใดบ้างพร้อมทงัพิสจูน์
. r = {(x, y) ∈ R× R | y2 = x2}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y ≤ |x|}

. ให้ x, y ∈ N กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ x|y

. ให้ x, y ∈ Z กําหนดให้ x r y ก็ตอ่เมือ 3|(x− 2y)

. ให้ S เป็นเซต และ A,B ∈ P(S) กําหนดให้ ArB ก็ตอ่เมือ A ⊆ B

. ให้ A เป็นเซตของเส้นตรงในระนาบสองมิติ และ x, y ∈ A ให้ x r y มีความหมายวา่ x ขนานกบั y

. กําหนดให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์บน A ̸= ∅ จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี
. r และ s มีสมบตัิสะท้อนบน A แล้ว r ∪ s มีสมบตัิสะท้อนบน A

. r หรือ s มีสมบตัิสะท้อนบน A แล้ว r ∪ s มีสมบตัิสะท้อนบน A

. r และ s มีสมบตัิสมมาตรบน A แล้ว r ∪ s มีสมบตัิสมมาตรบน A

. r หรือ s มีสมบตัิสมมาตรบน A แล้ว r ∩ s มีสมบตัิสมมาตรบน A

. r และ s มีสมบตัิถ่ายทอดบน A แล้ว r ∩ s มีสมบตัิถ่ายทอดบน A

. r และ s มีสมบตัิถ่ายทอดบน A แล้ว r ∪ s มีสมบตัิถ่ายทอดบน A

. จงยกตวัอยา่งความสมัพนัธ์ r บนเซต A ทีมีสมบตัิตอ่ไปนี
. สะท้อน และสมมาตร แตไ่มถ่่ายทอด
. สมมาตร และถ่ายทอด แตไ่มส่ะท้อน



. . ความสมัพนัธ์สมมูลและผลแบ่งกนั (EQUIVALENT RELATION & PARTITION)

. ความสัมพนัธ์สมมูลและผลแบ่งกัน (Equivalent relation & Partition)
บทนิยาม . . ความสมัพนัธ์ r บนเซต A จะเรียกวา่ ความสัมพนัธ์สมมูล (equivalent relation) ก็ตอ่เมือ r มีสมบตัิ
สะท้อน สมมาตร และถ่ายทอด
บทนิยาม . . ความสมัพนัธ์ r บนเซต A จะเรียกวา่ ความสัมพนัธ์อันดับบางส่วน (partial ordered relation) ก็ตอ่
เมือ r มีสมบตัิสะท้อน ปฏิสมมาตร และถ่ายทอด

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {1, 2, 3} จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์บน A ตอ่ไปนีมีข้อใดเป็นความสมัพนัธ์สมมลูหรือ
ความสมัพนัธ์อนัดบับางสว่น

. r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}

. r = {(1, 2), (2, 3), (2, 1), (3, 2)}

. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

. r = {(1, 1)}

. r = A× A

. r = ∅

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์ตอ่ไปนีมีข้อใดเป็นความสมัพนัธ์สมมลูหรือความสมัพนัธ์อนัดบับางสว่น

. r = {(x, y) ∈ R× R | y = x}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y ≤ x}

. r = {(x, y) ∈ Z× Z | 3|(x− y)}

. r = {(x, y) ∈ R× R | |x|+ |y| ≤ 1}

ตัวอย่าง . . ให้ความสมัพนัธ์สมมลู r บน N โดย x r y ก็ตอ่เมือ 3|(x− y) พิจารณา

Ck = {x ∈ N |x r k}

C1 = {x ∈ N | x r 1} = {x ∈ N | 3|(x− 1)} = {1, 4, 7, 10, ...}

C2 = {x ∈ N | x r 2} = {x ∈ N | 3|(x− 2)} = {2, 5, 8, 11, ...}

C3 = {x ∈ N | x r 3} = {x ∈ N | 3|(x− 3)} = {3, 6, 9, 12, ...}

C4 = {x ∈ N | x r 4} = {x ∈ N | 3|(x− 4)} = {1, 4, 7, 10, ...}

C5 = {x ∈ N | x r 5} = {x ∈ N | 3|(x− 5)} = {2, 5, 8, 11, ...}

จะได้วา่ C1 = C4 = C7 = ..., C2 = C5 = C8 = ... และ C3 = C6 = C9 = ...

N

... ... ...
C1 C2 C3

จากตารางจะได้วา่เซต N ถกูแบง่ออกเป็นเซตยอ่ยได้ เซตเทา่นนั C1, C2 และ C3

จะเห็นวา่แตล่ะเซตยอ่ยไมมี่สมาชิกซํากนัเลย และเมือรวมสมาชิกทงัหมดของเซตยอ่ยเหลา่นนัยอ่มเทา่กบั N



บทที . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

บทนิยาม . . ให้ A ̸= ∅ และ Π เป็นชดุของเซตซงึเป็นสบัเซตทีไม่วา่งของเซต A เราจะกลา่ววา่ Π เป็นผลแบ่งกัน
(partition) ของ A ถ้า

( )
∪
X∈Π

X = A ( ) ∀X, Y ∈ Π, X = Y ∨ X ∩ Y = ∅

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} จงยกตวัอยา่งผลแบง่กนัของ A มาอยา่งน้อย เซต
ตอ่ไปเราจะนิยามชนัสมมลูของความสมัพนัธ์สมมลูซงึตอ่ไปจะแสดงถงึความสมัพนัธืระหวา่งผลแบง่กนักนัความ

สมัพนัธ์สมมลู
บทนิยาม . . ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูลนเซต A ̸= ∅ และ x ∈ A ชันสมมูลของ x มอดุโล r (equivalence
class of x modulo r) จะเขียนแทนด้วย [x]r หมายถงึ

[x]r = {y ∈ A | y r x}

และเซตของชนัสมมลูเรียกวา่ เซต A มอดุโล r (A mudulo r) เขียนแทนด้วย A/r ดงันนั

A/r = {[x]r |x ∈ A}

ตัวอย่าง . . ให้ความสมัพนัธ์สมมลู r บนN โดย x r y ก็ตอ่เมือ 5|(x− y) จงหาชนัสมมลูทงัหมด และเซตของ
ชนัสมมลูของ r
ตัวอย่าง . . ให้ความสมัพนัธ์สมมลู r บน ∅ ̸= A ⊆ R โดย x r y ก็ตอ่เมือ y = x จงหาชนัสมมลูทงัหมด
และเซตของชนัสมมลูของ r
ตัวอย่าง . . ให้ A ̸= ∅ และ r = A× A จงหาชนัสมมลูทงัหมด และเซตของชนัสมมลูของ r
ทฤษฎีบท . . ให้ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูลนเซต A ̸= ∅ แล้ว

. ∀x ∈ A, [x]r ̸= ∅

. ∀x, y ∈ A, [x]r ∩ [y]r ̸= ∅ ↔ x r y

. ∀x, y ∈ A, [x]r = [y]r ↔ x r y

. ∀x, y ∈ A, [x]r ̸= [y]r ↔ [x]r ∩ [y]r = ∅

ทฤษฎีบท . . ให้ A ̸= ∅ และ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A แล้ว A/r เป็นผลแบง่กนัหนงึของเซต A

บทนิยาม . . ให้ Π เป็นผลแบง่กนัของเซต A เราจะนิยามความสมัพนัธ์ A/Π บน A (A modulo Π) โดย
(x, y) ∈ A/Π ก็ตอ่เมือ มี B ∈ Π ซงึ {x, y} ⊆ B

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {a, b, c, d} และ Π = {{a, b}, {c}, {c, d}} จงหา A/Π
ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = N และ Π = {{1, 3, 5, 7, ...}, {2, 4, 6, 8, ...}} จงหา A/Π
ทฤษฎีบท . . ให้ Π เป็นผลแบง่กนัของเซต A ̸= ∅ แล้ว A/Π เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A

ทฤษฎีบท . . ให้ Π เป็นผลแบง่กนัของเซต A ̸= ∅ และ r เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบน A แล้ว

A/(A/r) = r และ A/(A/Π) = Π



. . ความสมัพนัธ์สมมูลและผลแบ่งกนั (EQUIVALENT RELATION & PARTITION)

แบบฝึกหดั .

. กําหนดให้ A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์บน A ตอ่ไปนีมีข้อใดเป็นความสมัพนัธ์สมมลูหรือความ
สมัพนัธ์อนัดบับางสว่น

. r = {(a, b), (b, a)}

. r = {(c, d), (c, c)}

. r = {(a, a), (b, b)}

. r = {(d, c)}

จงพิจารณาวา่ความสมัพนัธ์ตอ่ไปนีมีข้อใดเป็นความสมัพนัธ์สมมลูหรือความสมัพนัธ์อนัดบับางสว่น

. r = {(x, y) ∈ R× R | y > x}

. r = {(x, y) ∈ N× N |x+ y = 2}

. r = {(x, y) ∈ Z× Z | 4|(x− y)}

. r = {(x, y) ∈ N× N | 5|(2x− 2y)}

. ให้ S เป็นเซต และ A,B ∈ P(S) กําหนดให้ ArB มีความหมายวา่ A ⊆ B

. ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Π = {{1, 2, 4}, {3, 5, 6}, {7, 8}}
และ r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (1, 2), (2, 1)}
จงหาสมาชิกของ

. A/r

. [3]r

. A/Π

. [3]A/Π

. A/(A/r)

. A/(A/Π)

. ให้ n ∈ N และ rn = {(x, y) ∈ Z×Z |n|(y−x)} จงแสดงวา่ rn เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนN ทกุๆ n ∈ N

. ให้ n ∈ N และ rn = {(x, y) ∈ Z×Z |n|(y− x)} นิยาม [x]n = [x]rn และ Zn = N/rn จงหาสมาชิกของ

. [2]3

. [3]4

. [5]4

. Z3

. Z4

. Z7

. [2]N/Z3

. [3]N/Z5

. ให้ Π เป็นผลแบง่กนัของเซตหนงึ ให้ A,B และ C เป็นสมาชิกใน Π จงแสดงวา่ ถ้า B ∩ C ̸= ∅ แล้ว B = C



บทที . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

. ความสัมพนัธ์ผกผันและประกอบ (Inverse & Compound relations)
บทนิยาม . . ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จากA ไปB ความสัมพนัธ์ผกผัน (inverse relation) ของ r เขียนแทนด้วย r−1

คือความสมัพนัธ์จาก B ไป A กําหนดให้ x r−1 y ก็ตอ่เมือ y r x

r−1 = {(x, y) ∈ B × A | (y, x) ∈ r}

ข้อสงัเกต Dom(r−1) = Im(r) และ Im(r−1) = Dom(r)

ตัวอย่าง . . จงหา r−1 เมือกําหนดให้

. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}

. r = {(x, y) ∈ R× R | y ≤ x}

. r = {(x, y) ∈ Z× Z | 5|(y + x)}

. ให้ x, y ∈ R ซงึ x r y ก็ตอ่เมือ y = 2x+ 1

บทนิยาม . . ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B ไป C ความสัมพนัธ์ r ประกอบ
กับ s ( r composed with s) จะเขียนแทนด้วย s ◦ r คือความสมัพนัธ์จาก A ไป C กําหนดโดย

s ◦ r = {(x, z) ∈ A× C | ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s}

sr

x

A

y

B

z

C

s ◦ r

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 5, 6, 7} และ C = {2, 4, 6, 8}

. r = {(1, 3), (3, 3), (3, 5), (4, 7)} และ s = {(3, 2), (5, 4), (6, 6), (7, 4)} จงหา s ◦ r

. r = {(2, 3), (4, 5), (6, 7), (2, 6)} และ s = {(3, 1), (5, 2), (6, 1), (7, 4)} จงหา r ◦ s

บทนิยาม . . ให้A ̸= ∅ เป็นเซต ความสัมพนัธ์เอกลักษณ์ (identity relation) บนA เขียนแทนด้วย iA กําหนดโดย

iA = {(x, x) | x ∈ A}

หรือ a iA b ก็ตอ่เมือ a = b



. . ความสมัพนัธ์ผกผนัและประกอบ (INVERSE & COMPOUND RELATIONS)

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} และ r เป็นความสมัพนัธ์บนเซต A และ r = {(1, 2), (2, 3), (4, 5), (5, 1)}
จงหา

. r−1

. iA

. r ◦ r

. r−1 ◦ r

. r ◦ r−1

. r ◦ iA

. iA ◦ r

. r−1 ◦ r−1

. (r ◦ r)−1

. (r ◦ r) ◦ r−1

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}และ C = {4, 5, 6} ให้ r = {(1, a), (2, b), (3, c)} เป็นความ
สมัพนัธ์จาก A ไป B และ ให้ s = {(a, 4), (b, 4), (c, 5)} เป็นความสมัพนัธ์จาก B ไป C จงหา

. r−1 . s−1 . s ◦ r . (s ◦ r)−1 . r−1 ◦ s−1

ตัวอย่าง . . ให้ A,B และ C เป็นเซตใดๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ ให้ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B

ไป C จงแสดงวา่ (s ◦ r)−1 = r−1 ◦ s−1

s

s−1

r

r−1

x

A

y

B

z

C

r−1 ◦ s−1

s ◦ r

ตัวอย่าง . . ให้ A เป็นเซตใดๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์บน A จงแสดงวา่ r มีสมบตัิถ่ายทอด ก็ตอ่เมือ r ◦ r ⊆ r



บทที . ความสมัพนัธ์ (RELATIONS)

แบบฝึกหดั .

. กําหนดให้ r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ s = {(1, 3), (2, 2), (3, 4), (4, 2)} จงหา

. s ◦ r

. r ◦ s

. Dom(s ◦ r)

. Dom(r ◦ s)

. Im(s ◦ r)

. Im(r ◦ s)

. s−1 ◦ r−1

. r−1 ◦ s−1

. (s ◦ r)−1

. (r ◦ s)−1

. s ◦ (r ◦ s)

. (s ◦ r) ◦ s

. ให้ A ̸= ∅ และ r เป็นความสมัพนัธ์บนเซต A จงแสดงวา่

. (r−1)−1 = r

. (iA)
−1 = iA

. r เป็นความสมัพนัธ์สมมลู ก็ตอ่เมือ r−1 เป็นความสมัพนัธ์สมมลู

. ถ้า r มีสมบตัิสมมาตร แล้ว r ◦ r มีสมบตัิสมมาตร

. r เป็นความสมัพนัธ์อนัดบับางสว่น ก็ตอ่เมือ r−1 เป็นความสมัพนัธ์อนัดบับางสว่น

. ให้A,B และ C เป็นเซตใดๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จากA ไปB และ s เป็นความสมัพนัธ์จากB ไป C จงแสดง
วา่

. Dom(s ◦ r) ⊂ Dom(r)

. Im(s ◦ r) ⊆ Im(s)

. ถ้า Im(r) ⊆ Dom(s) แล้ว Dom(s ◦ r) = Dom(r)

. ให้ A ̸= ∅ เป็นเซตใดๆ ให้ r และ s เป็นความสมัพนัธ์บน A จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีถ้าเป็นจริงจงพิสจูน์ ถ้า
ไมจ่ริงจงยกตวัอยา่งค้าน

. ถ้า r ∪ s เป็นความสมัพนัธ์สมมลู แล้ว s ◦ r = r ◦ s

. ถ้า r ∪ s = r ◦ s แล้ว r ∪ s เป็นความสมัพนัธ์สมมลู

. ถ้า r ∪ s = r ◦ s แล้ว s ◦ r = r ◦ s

. ให้ A,B,C และD เป็นเซตใดๆ ให้ r เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B และ s เป็นความสมัพนัธ์จาก B ไป C และ
t เป็นความสมัพนัธ์จาก C ไปD จงแสดงวา่ t ◦ (s ◦ r) = (t ◦ s) ◦ r



บทที

ฟังก์ชัน (Functions)

. ฟังก์ชัน (Functions)
บทนิยาม . . ให้ f เป็นความสมัพนัธ์จาก A ไป B แล้ว f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B (function from A to B) จะ
เขียนแทนด้วย f : A → B ก็ตอ่เมือ
( ) Dom(f) = A

( ) ∀x ∈ A∀y ∈ B, (x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z

ถ้า f เป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B และ (x, y) ∈ f ขียนแทนด้วย y = f(x) ข้อ ( ) จากนิยามข้างต้นเขียนใหมไ่ด้เป็น
∀x1, x2 ∈ A, x1 = x2 → f(x1) = f(x2)

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c, d} จงตรวจสอบวา่ข้อใดตอ่ไปนีเป็นฟังก์ชนัจาก A ไป B

. f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, c)}

. g = {(1, a), (1, b), (3, c), (4, d)}

. h = {(1, a), (2, b), (3, c)}

. t = {(a, 1), (b, 2), (c, 1), (d, 3)}

ตัวอย่าง . . ให้ f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} จงหาคา่ตอ่ไปนี

. f(1) + f(2)

. g(3)− g(4)

. f(1) · g(2)

. f(g(3))− g(f(3))

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x+ 1} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y = x2 − 1} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R | y = x−1
x2+1

} เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ f = {(x, y) ∈ R× R |x2 + y2 = 1} เป็นฟังก์ชนัจาก R+ ไป R

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B และ g : A → B แล้ว f = g ก็ตอ่เมือ f(x) = g(x) ทกุๆ x ∈ A

ตัวอย่าง . . ให้ f, g : R+ → R โดยที f(x) = x และ g(x) = |x| จงแสดงวา่ฟังก์ชนั f = g



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

บทนิยาม . . กําหนดให้ f : A → B เราจะกลา่ววา่

. f เป็นฟังก์ชันหนึงต่อหนึง (one-to-one/injection) ก็ตอ่เมือ ∀x1, x2 ∈ A, f(x1) = f(x2) → x1 = x2

. f เป็นฟังก์ชันทวัถงึ B (onto B/surjection) ก็ตอ่เมือ Im(f) = B

. f มีสมบัตสิมนัยหนึงต่อหนึง (one-to-one correspondence/bijection) ก็ตอ่เมือ f เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึและ
ทวัถงึ B

ตัวอย่าง . . ให้ f ⊆ R × R กําหนดโดย (x, y) ∈ f ก็ตอ่เมือ y = 2x − 1 จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนี
พร้อมทงัให้เหตผุล

. f เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ

. f มีสมบตัิทวัถงึ R

. f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ตัวอย่าง . . ให้ f ⊆ (0, 1)× (0, 1) กําหนดโดย (x, y) ∈ f ก็ตอ่เมือ y = x
x+1

จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่
ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f เป็นฟังก์ชนัจาก (0, 1) ไป (0, 1)

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ

. f มีสมบตัิทวัถงึ (0, 1)

. f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ตัวอย่าง . . ให้ f : R → R กําหนดโดย f(x) = x2 จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ R . f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ตัวอย่าง . . ให้ f : N → N กําหนดโดย f(x) =

x
2

เมือ x เป็นจํานวนคู่
x+1
2

เมือ x เป็นจํานวนคี
จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ N . f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ตัวอย่าง . . ให้ A ̸= ∅ จงแสดงวา่ iA = {(x, x) |x ∈ A} เป็นฟังก์ชนั และมีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ เราเรียก
ฟังก์ชนันีวา่ ฟังก์ชันเอกลักษณ์ (identity function)

ตัวอย่าง . . ให้ f : N → Z กําหนดโดย f(x) =

x−2
2

เมือ x เป็นจํานวนคู่
−x+1

2
เมือ x เป็นจํานวนคี

จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ Z . f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ



. . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

แบบฝึกหดั .
. พิจารณาความสมัพนัธ์ตอ่ไปนีวา่เป็นฟังก์ชนัจาก R ไป R หรือไม่พร้อมทงัให้เหตผุล ถ้าเป็นจงตรวจวา่เป็นฟังก์ชนั
หนงึตอ่หนงึ ทวัถงึ R และสมนยัหนงึตอ่หนงึหรือไมพ่ร้อมทงัให้เหตผุล

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x+ 2}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y =
√
1− x}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 1
x−1

}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = x
x2+1

}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 2x2 + 1}

. f = {(x, y) ∈ R× R | x2 + y2 = 9}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3
√
x}

. f = {(x, y) ∈ R× R | y = |x− 1|}

. ให้ f, g : N → R โดยที f(x) = x− 1 และ g(x) = x2−1
x+1

จงแสดงวา่ฟังก์ชนั f = g

. ให้ f : R → Z กําหนดโดย f(x) = [x] จงแสดงวา่ f เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ Z

. ให้ f : N → N กําหนดโดย f(x) =

x
2
+ 1 เมือ x เป็นจํานวนคู่

x+1
2

เมือ x เป็นจํานวนคี
จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ N . f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

. ให้ f : N → Z กําหนดโดย f(x) =

−x−2
2

เมือ x เป็นจํานวนคู่
x+1
2

เมือ x เป็นจํานวนคี
จงพิจารณาวา่ f มีสมบตัิใดตอ่ไปนีพร้อมทงัให้เหตผุล

. f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ . f มีสมบตัิทวัถงึ N . f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

. ให้ A ⊆ R ทีไมว่า่ง และฟังก์ชนั χA : R → {0, 1} นิยามโดย χA(x) =

1 เมือ x ∈ A

0 เมือ x /∈ A

เมือให้ A และ B เป็นสบัเซตทีไมว่า่งของจํานวนจริง จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่จริงหรือไม่ พร้อมทงัพิสจูน์
. χA∩B = χA · χB . χA∪B = χA · χB + χA + χB

. ให้ f, g : A → B จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนีวา่จริงหรือไม่ พร้อมทงัพิสจูน์
. f ∪ g : A → B

. f ∩ g : A → B

. ถ้า f ∪ g : A → B แล้ว f = g

. ถ้า f ∩ g : A → B แล้ว f = g

. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ แล้ว f ∪ g : A → B เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ

. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ แล้ว f ∩ g : A → B เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ

. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ B แล้ว f ∪ g : A → B เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ B

. ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ B แล้ว f ∩ g : A → B เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ B



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

. ฟังก์ชันผกผันและประกอบ (Inverse & Compound functions)
จากหวัข้อทีผา่นมาความสมัพนัธ์ผกผนัยอ่มเป็นความสมัพนัธ์ ในกรณีของฟังก์ชนัแล้วฟังก์ชนัผกผนัไม่จําเป็นต้องเป็น
ฟังก์ชนัเสมอไป ในหวัข้อนีเราจะกลา่วถงึคณุสมบตัิอะไรทีทําให้ฟังก์ชนัผกผนัยงัเป็นฟังก์ชนั

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B แล้วจะได้วา่ f−1 : B → A ก็ตอ่เมือ f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ทฤษฎีบท . . f : A → B มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือ f−1 : B → A มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัตอ่ไปนีมีฟังก์ชนัผกผนัหรือไม่ พร้อมให้เหตผุล

. f : R → R นิยามโดย f(x) = 3x+ 2

. f : R → R นิยามโดย f(x) = x2 + 1

. f : N → R นิยามโดย f(x) = x
x+1

. f : R → R นิยามโดย f(x) = 3
√
x

จากนิยามของความสมัพนัธ์ประกอบเราจะนิยามฟังก์ชันก์ประกอบ (composite function) ในทํานองเดียวกนัสําหรับ
f : A → B และ g : B → C แล้ว g ◦ f : A → C คือเซต

g ◦ f = {(x, z) ∈ A× C | ∃y ∈ B, (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g}

gf

x

A

y

B

z

C

g ◦ f

และโดยนิยามจะได้วา่ g ◦ f(x) = g(f(x))

ทฤษฎีบท . . f : A → B และ g : B → C มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึแล้ว g ◦ f : A → C มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่
หนงึ

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B แล้ว

. f ◦ iA = f

. iB ◦ f = f

. ถ้า f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ แล้ว f ◦ f−1 = iB และ f−1 ◦ f = iA



. . ฟังก์ชนัผกผนัและประกอบ (INVERSE & COMPOUND FUNCTIONS)

แบบฝึกหดั .

. จงตรวจสอบวา่ฟังก์ชนัตอ่ไปนีมีฟังก์ชนัผกผนัหรือไม่ พร้อมให้เหตผุล

. f : R → R นิยามโดย f(x) = 1− 2x

. f : R → R นิยามโดย f(x) = x3 + 1

. f : N → R นิยามโดย f(x) = x−1
x+1

. f : R+ → R นิยามโดย f(x) =
√
x

. จงแสดงวา่ ถ้า f : A → B และ g : B → C แล้ว g ◦ f : A → C

. ให้ f : A → B และ g : B → C จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า g ◦ f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ แล้ว f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ

. ถ้า g ◦ f มีสมบตัิทวัถงึบน C แล้ว g มีสมบตัิทวัถงึบน C

. ให้ f : A → B และ g : B → C จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า g ◦ f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ แล้ว f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ

. ถ้า g ◦ f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ แล้ว f มีสมบตัิทวัถงึบน B

. ถ้า g ◦ f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ แล้ว g มีสมบตัิทวัถงึบน C

. ให้ f : A → B จงพิสจูน์

. ถ้า f มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือ มี g : B → A ซงึ g ◦ f = iA

. ถ้า f มีสมบตัิทวัถงึบน B ก็ตอ่เมือ มี g : B → A ซงึ f ◦ g = iB

. ถ้า f มีสมบตัิทวัถงึบน B ก็ตอ่เมือ f ◦ f−1 = iB

. ให้ A และ B เป็นเซตไมว่า่ง และ f : A → B ( f−1 อาจไมเ่ป็นฟังก์ชนัก็ได้)

. จงแสดงวา่ f−1 ◦ f เป็นความสมัพนัธ์สมมลูบนเซต A

. จงหาเซตของชนัสมมลู [x]f−1◦f

. ให้ f : A → B และ g : B → C จงแสดงวา่ ถ้า g ◦ f = iA และ f ◦ g = iB แล้ว f มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่
หนงึ และ g = f−1

. ให้ f : A → B มีสมบตัิทวัถงึบน B, g : B → C และ h : B → C จงแสดงวา่ ถ้า g ◦ f = h ◦ f แล้ว g = h

. ให้ f : B → C มีสมบตัิหนงึตอ่หนงึ, g : A → B และ h : A → B จงแสดงวา่ ถ้า f ◦ g = f ◦ h แล้ว g = h



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

. ภาพและภาพผกผัน (Image & Inverse image)
บทนิยาม . . ให้ f : A → B และ U ⊆ A เรานิยาม ภาพของ U (image of U ) เขียนแทนด้วย f(U)

f(U) = {f(x) |x ∈ A}

และ V ⊆ B เรานิยาม ภาพผกผันของ V (inverse image of V /preimage of V ) เขียนแทนด้วย f−1(V )

f(V ) = {x ∈ A | f(x) ∈ B}

f
A

U

B

f(U)

f
A

f−1(V )

B

V

จากนิยาม ถ้า y ∈ f(U) หมายความวา่ ∃x ∈ A ซงึ f(x) = y ดงันนั

f(U) = {y | ∃x ∈ A, y = f(x)}

และถ้า x ∈ f−1(V ) หมายถงึ f(x) ∈ V นนัหมายความวา่

x ∈ f−1(V ) ก็ตอ่เมือ f(x) ∈ V

ข้อสงัเกต f(A) = Im(f) และ f−1(B) = Dom(f) = A

ตัวอย่าง . . ให้ A = {1, 2, 3, 4, 5} และ B = {a, b, c, d} กําหนดฟังก์ชนั f : A → B โดย

f = {(1, a), (2, a), (3, b), (4, a), (5, c)}

จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี

. f({1, 2})

. f({2, 4, 5})

. f(∅)

. f(A)

. f−1({a, d})

. f−1({b, c, d})

. f−1(∅)

. f−1(B)

ตัวอย่าง . . ให้ฟังก์ชนั f : R → R โดย f(x) = x2 จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี พร้อมทงัพิสจูน์

. f([0, 1]) . f((−1, 2]) . f−1((−1, 1)) . f−1([0, 2))



. . ภาพและภาพผกผนั (IMAGE & INVERSE IMAGE)

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B และ C,D ⊆ A จะได้วา่

ถ้า C ⊂ D แล้ว f(C) ⊆ f(D)

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B และ C,D ⊆ B จะได้วา่

ถ้า C ⊂ D แล้ว f−1(C) ⊆ f−1(D)

ตัวอย่าง . . ให้ f : A → B และ C,D ⊆ A จงแสดงวา่ f(C ∪D) = f(C) ∪ f(D)

ตัวอย่าง . . ให้ f : A → B และ C,D ⊆ B จงแสดงวา่ f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D)

ทฤษฎีบท . . ให้ f : C → D และ Aα ⊆ C ทกุๆ α ∈ Λ จะได้วา่

f

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

f(Aα)

ทฤษฎีบท . . ให้ f : C → D และ Aα ⊆ D ทกุๆ α ∈ Λ จะได้วา่

f−1

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

f−1(Aα)

ทฤษฎีบท . . ให้ f : A → B จะได้วา่

ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทวัถงึ B ก็ตอ่เมือ B − f(C) ⊆ f(A− C) ทกุๆ C ⊆ A



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

แบบฝึกหดั .

. ให้ฟังก์ชนั f : R → R โดย f(x) = |x| จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี พร้อมทงัพิสจูน์

. f([0, 1]) . f((−1, 1)) . f−1((−1, 1)) . f−1([1, 3))

. ให้ฟังก์ชนั f : R → R โดย f(x) = x2 + 1 จงหาภาพและภาพผกผนัตอ่ไปนี พร้อมทงัพิสจูน์

. f([0, 2]) . f([−2, 1)) . f−1((−1, 2]) . f−1((−2, 2))

. ให้ f : A → B จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า C,D ⊆ A แล้ว f(C ∩D) = f(C) ∩ f(D)

. ถ้า C,D ⊆ B แล้ว f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D)

. ถ้า C ⊆ A แล้ว f−1(f(C)) = C

. ถ้า C ⊆ B แล้ว f(f−1(C)) = C

. f−1(B −D) = A− f−1(D) เมือ D ⊆ B

. ถ้า Aα ⊆ B ทกุๆ α ∈ Λ แล้ว f−1

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

f−1(Aα)

. ถ้า Aα ⊆ A ทกุๆ α ∈ Λ แล้ว f
(∩

α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

f(Aα)

. ให้ f : A → B จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. f เป็นฟังก์ชนัทวัถงึบน B ก็ตอ่เมือ f(f−1(C)) = C ทกุๆ C ⊆ B

. f เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือ f−1(f(C)) = C ทกุๆ C ⊆ A

. f เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือ f(C ∩D) = f(C) ∩ f(D) ทกุๆ C,D ⊆ A

. ถ้า f เป็นฟังก์ชนัทวัถงึบนB จะได้วา่ f เป็นฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือB− f(C) = f(A−C) ทกุๆ
C ⊆ A

. ให้ f : A → B และ g : B → C และD ⊆ C จะได้วา่ (g ◦ f)−1(D) = f−1(g−1(D))



. . การดําเดินการทวิภาค (BINARY OPERATIONS)

. การดาํเดนิการทวภิาค (Binary Operations)
เราคงคุ้นเคยกบัการดําเนินการตา่งๆ โดยเฉพาะทางเลขคณิต เชน่ การบวก ลบ คณู หาร (+,−, ·,÷) มาบ้างแล้ว ใน
หวัข้อนีจะมาเรียนนิยามของการดินการทีเรารู้จกัให้ทวัไปมากขนึ ซงึเราเรียกวา่การดําเนินการทวิภาค (binary operation)

บทนิยาม . . ให้ A เป็นเซต แล้ว ∗ เป็นการดาํเนินการทวภิาคบนเซต G (binary operation on G) ก็ตอ่เมือ

∗ : G×G → G

เขียน a ∗ b = c แทน ∗(a, b) = c

ตัวอย่าง . . ข้อตอ่ไปนีเป็นตวัอยา่งการดําเนินการทวิภาคทีเรารู้จกั

. การบวก การลบ และการคณู เป็นการดําเนินการทวิภาคบน R

. การบวก และการคณู เป็นการดําเนินการทวิภาคบน Z และบน N

. สําหรับเซต S แล้วผลผนวก (∪), ผลตดั (∩) และผลตา่ง (−) เป็นการดําเนินการทวิภาคบน P(S)

. เมือ A คือเซตของประพจน์ แล้วตวัเชือม ∧, ∨,→ และ↔ เป็นการดําเนินการทวิภาคบน A

ตัวอย่าง . . นิยาม a ∗ b = 1
2
(a+ b)(a+ b− 1) เมือ a, b ∈ N จงหาคา่ของ

. 2 ∗ 3 . 1 ∗ (2 ∗ 3) . (1 ∗ 2) ∗ 3 . 5∗(4∗(3∗(2∗1)))

ตัวอย่าง . . นิยาม a ∗ b = max{a, b} และ a ⋆ b = min{a, b} เมือ a, b ∈ Z จงหาคา่ของ

. 2 ∗ (3 ⋆ 4) . (2 ∗ 3) ⋆ 4 . (2 ∗ 3) ⋆ (2 ∗ 4)

ตัวอย่าง . . สําหรับ x และ y เป็นจํานวนจริงบวกใดๆ กําหนดให้ x ∗ y ทีมีสมบตัิตอ่ไปนี

(1) x ∗ (xy) = (x ∗ x)y (2) x ∗ (1 ∗ x) = 1 ∗ x (3) 1 ∗ 1 = 1

คา่ของ 2 ∗ (5 ∗ (5 ∗ 6)) เทา่กบัเทา่ใด

ตัวอย่าง . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G จงสร้างตารางผลการดําเนิน

. นิยาม a ∗ b = a+ b+ 1 บน G = {1, 2, 3}

∗ 1 2 3

1

2

3

. นิยาม a ∗ b = 1
2
(a+ b) บน G = {−2, 0, 2}

∗ −2 0 2

−2

0

2



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ตอ่ไปนี เมือกําหนดให้ผลการดําเนินการ ∗ บนเซต G = {1, 2, 3, 4} สอดคล้องตาราง

∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 1 2 1 1

3 2 3 3 1

4 3 2 4 4

. (1 ∗ 2) + (2 ∗ 1)

. (4 ∗ 1) ∗ (2 ∗ 3)

. (1 ∗ 2) ∗ 3 + 1 ∗ (2 ∗ 3)

. จงหา x ∈ G ซงึ x ∗ y = y ทกุๆ y ∈ G

สมบตัขิองการดาํเนินการ
บทนิยาม . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G และให้ A ⊆ G ถ้า

∀a, b ∈ A, a ∗ b ∈ A

แล้วเราจะกลา่ววา่ เซต A มีสมบัตปิิด (closed) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิปิดบนเซต A

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาX หรือ × ของข้อความตอ่ไปนี
. � นิยาม a ∗ b = a+ b− 2 สําหรับ a, b ∈ N แล้ว ∗ มีสมบตัิปิดบนจํานวนนบั

. � นิยาม a ∗ b = (a+ b)2 − (a+ b)

2
สําหรับ a, b ∈ N แล้ว ∗ มีสมบตัิปิดบนจํานวนนบั

. � นิยาม a ∗ b =
√
a2 − ab+ b2 สําหรับ a, b ∈ Q แล้ว ∗ มีสมบตัิปิดบนจํานวนตรรกยะ

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบสมบตัิปิดของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี

. นิยาม ∗ บน A = {2, 4, 6} ดงัตาราง

∗ 2 4 6

2 2 4 6

4 4 2 4

6 6 4 2

. นิยาม a ∗ b = 3
√
ab บน A = {−1, 0, 1}

∗ −1 0 1

−1

0

1

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาสมบตัิปิดของ ∗ บนเซต G ตอ่ไปนี
. เซตของจํานวนคู่ A = {0,±2,±4,±6, ...} กบัการบวก และการคณู
. เซตของจํานวนคี A = {±1,±3,±5, ...} กบัการบวก และการคณู
. เซตของ A = {−1, 1,

√
2 + 1,

√
2− 1} การคณู และการหาร



. . การดําเดินการทวิภาค (BINARY OPERATIONS)

บทนิยาม . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้า
∀a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a

แล้วเราจะกลา่ววา่ เซต G มีสมบัตสิลับที (commutative law) ภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิสลบัทีบนเซต G

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบสมบตัิการสลบัทีของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี
. นิยาม ∗ บน G = {0, 1, 2} ดงัตาราง

∗ 0 1 2

0 2 0 0

1 0 1 2

2 1 2 2

. นิยาม ∗ บน G = {1, 2, 3} ดงัตาราง

∗ 1 2 3

1 1 3 2

2 3 2 1

3 2 1 3

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบสมบตัิการสลบัทีของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี
. G = N นิยาม a ∗ b = a+ b+ 5

. G = R+ นิยาม a ∗ b = ab

. G = Q นิยาม a ∗ b = a(a+ b) + b(a+ b)

. G = R นิยาม a ∗ b = a2 − ab+ b2

บทนิยาม . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต A และ G ⊆ A ถ้า
∀a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

แล้วเราจะกลา่ววา่ เซต G มีสมบัตกิารจัดกลุ่ม (associative law) ทีภายใต้ ∗ หรือ ∗ มีสมบตัิการจดักลุม่ทีบนเซต G

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบสมบตัิการจดักลุม่ของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี
นิยาม ∗ บน G = {1, 2, 3} ดงัตาราง

∗ 1 2 3

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 3 3

วิธีทํา แสดงโดยการสร้างตารางผลการดําเนินการ

∗ 1 2 3

1 ∗ 1 1

1 ∗ 2 2

1 ∗ 3 3

2 ∗ 1 2

2 ∗ 2 1

2 ∗ 3 3

3 ∗ 1 3

3 ∗ 2 3

3 ∗ 3 3

1 ∗ 1 1 ∗ 2 1 ∗ 3 2 ∗ 1 2 ∗ 2 2 ∗ 3 3 ∗ 1 3 ∗ 2 3 ∗ 3
∗ 1 2 3 2 1 3 3 3 3

1

2

3



บทที . ฟังก์ชนั (FUNCTIONS)

ตัวอย่าง . . จงตรวจสอบสมบตัิการจดักลุม่ของการดําเนินทวิภาคบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี

. G = N นิยาม a ∗ b = a+ b+ 1

. G = R+ นิยาม a ∗ b =
√
ab

. G = R นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab

บทนิยาม . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ถ้ามี e ∈ G ซงึสอดคล้อง

∀ a ∈ G, a ∗ e = a = e ∗ a

แล้วเราจะกลา่ววา่ เซต G มี e เป็นเอกลักษณ์ภายใต้ ∗

ตัวอย่าง . . จงตรวจหาเอกลกัษณ์ (ถ้ามี) ของการดําเนินบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี

. นิยาม a ∗ b = min{a, b} บน G = {1, 2, 3}

∗ 1 2 3

1

2

3

. นิยาม ∗ บน G = {1, 2, 3} ดงัตาราง

∗ 1 2 3

1 1 1 2

2 1 2 3

3 2 1 3

ตัวอย่าง . . จงตรวจหาเอกลกัษณ์ (ถ้ามี) ของการดําเนินบนเซตในแตล่ะข้อตอ่ไปนี

. G = N นิยาม a ∗ b = a+ b− 7

. G = Q นิยาม a ∗ b = 7ab

. G = R นิยาม a ∗ b = ab
√
π

. G = Q+ นิยาม a ∗ b = ab

a+ b

ทฤษฎีบท . . ถ้า A มีเอกลกัษณ์ภายใต้การดําเนินการ ∗ จะมีได้เพียงตวัเดียวเทา่นนั

บทนิยาม . . ให้ ∗ เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซต G ทีมี e เป็นเอกลกัษณ์ ถ้า

∀ a ∈ G ∃ b ∈ G, a ∗ b = e = b ∗ a

แล้วเราจะกลา่ววา่ เซต G มีตัวผกผันหรืออนิเวอิร์ส (inverse) ภายใต้ ∗ และแรียก b วา่ตัวผกผันของ a

ตัวอย่าง . . จงหาตวัผกผนั (ถ้ามี) ของสมาชิกทกุตวัในเซต G ภายใต้ของการดําเนินตอ่ไปนี

. นิยาม a ∗ b = max{a, b} บน G = {1, 2, 3} ∗ 1 2 3

1

2

3



. . การดําเดินการทวิภาค (BINARY OPERATIONS)

. นิยาม ∗ บน G = {1, 2, 3} ดงัตาราง ∗ 0 1 2

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 3 3

ตัวอย่าง . . จงตอบคําถามตอ่ไปนี
. จงหาตวัผกผนัของ −2, 0, 5 และจํานวนเตม็ทกุตวัมีตวัผกผนัหรือไม่ ของการดําเนินการ

นิยาม a ∗ b = a+ b− 1 สําหรับ a, b ∈ Z

. จงหาตวัผกผนัของ −
√
2, 0,

√
2, 2, 1

2
, 1.5 และจํานวนจริงทกุตวัมีตวัผกผนัหรือไม่ ของการดําเนินการ

นิยาม a ∗ b = ab
√
2 สําหรับ a, b ∈ R

ทฤษฎีบท . . ให้ A มีเอกลกัษณ์ภายใต้การดําเนินการ ∗ และมีสมบตัิการจดักลุม่ จะได้วา่ถ้าสมาชิกใดก็ตามใน A

มีตวัผกผนั แล้วจะมีได้เพียงตวัเดียวเทา่นนั
ตัวอย่าง . . ให้ A = {−1, 0, 1} จงพิจารณาถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี

. เซต A มีสมบตัิปิดภายใต้การบวก

. เซต A มีเอกลกัษณ์การบวก

. สมาชิกทกุตวัของเซต A มีอินเวอร์สการบวก
ตัวอย่าง . . ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง เมือ A ⊂ R และ A ̸= ∅ จงพิจารณาถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี

. เซต A มีสมบตัิปิดภายใต้การบวก

. เซต A มีสมบตัิสลบัทีภายใต้การบวก
ตัวอย่าง . . ให้ a ∗ b = 2a+ 2b แล้วเซตจํานวนจริงกบั ∗ จงพิจารณาถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี

. สมบตัิปิด

. สมบตัิการเปลียนกลุม่

. สมบตัิการสลบัที

. สมบตัิการมีเอกลกัษณ์
ตัวอย่าง . . กําหนดให้ a△b = a+ b+ 4ab เมือ a, b ∈ R จงพิจารณาถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี

. มีสมบตัิปิดภายใต้△

. มีสมบตัิการสลบัที△

. สมบตัิเอกลกัษณ์ภายใต้△ เป็น 0

. มีอินเวิร์สของ 2 ภายใต้△ คือ −2
9

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ a, b ∈ R จงพิจารณาถกู/ผิด ของข้อความตอ่ไปนี
. ถ้า a⊕ b = a+b

2
แล้ว a⊕ b ̸= b⊕ a

. ถ้า a⊕ b = ab แล้ว a⊕ 1 = 1⊕ a

. ถ้า a⊕ b = a+ b+ 2 แล้ว −2 เป็นเอกลกัษณ์ของ ⊕

. ถ้า a⊕ b = a+ b− 8 แล้วอินเวอร์สการ ⊕ ของ 5 คือ 11
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แบบฝึกหดั .
. จงตรวจสอบสมบตัิปิดของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต A ตอ่ไปนี

. นิยาม a ∗ b = a2 − ab− 2b2

a+ b
บน A = N

. นิยาม a ∗ b = (a+ b)2 − (a+ b)

2
บน A = N

. นิยาม a ∗ b = เศษทีเหลือจากการหาร a+ b ด้วย 7 บน A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

. นิยาม a ∗ b = (2a)(2b) บน A = {0, 2, 4, 6, 8, ...}

. นิยาม a ∗ b = a+ b

a+ b+ 1
บน A = [0, 1]

. จงตรวจสอบสมบตัิสลบัที จดักลุม่ เอกลกัษณ์ และตวัผกผนั ของการดําเนินการทวิภาค ∗ บนเซต G ตอ่ไปนี

. G = Z นิยาม a ∗ b = a2b+ ab2

. G = R นิยาม a ∗ b = a(−1)b + b(−1)a

. G = Q+ นิยาม a ∗ b = a
√
b+ b

√
a

. G = R+ นิยาม a ∗ b = a2 + ab

a+ b+ ab

. G = Q นิยาม a ∗ b = 8ab

. G = Z นิยาม a ∗ b = 2a+ 2b

. G = R+ นิยาม a ∗ b = 1

a
+

1

b

. G = R นิยาม a ∗ b = max{a, b}

. G = N นิยาม a ∗ b = min{a, b}

. G = Z นิยาม a ∗ b = 1− a− b

. G = Z นิยาม a ∗ b = a+ b− π

. G = Q นิยาม a ∗ b = 5ab

. G = R นิยาม a ∗ b = ab+ 1

. G = R นิยาม a ∗ b = a+ 2b

. G = Qc นิยาม a ∗ b = a+ b
√
2

. G = R นิยาม a ∗ b = a+ b+ ab

. G = R+ นิยาม a ∗ b =
√
a+

√
b

. G = R+ นิยาม a ∗ b = a+ b
√
a+

√
b

. จงหาตวัผกผนัของ −2
3
, −2, 0, 1, 1

2
และจํานวนตรรกยะทกุตวัมีตวัผกผนัหรือไม่ ของการดําเนินการ

นิยาม a ∗ b = −ab สําหรับ a, b ∈ Q

. กําหนดให้ a� b = ab
a−b

และ p△ q =
1
p
+ 1

q

pq
เมือ a, b, p, q ∈ R จงหาคา่ของ (10� 5)△ (20� 10)

. กําหนดให้ x} (x− y) = x2 + y2 เมือ x, y ∈ R จงหาคา่ของ 20} (5} 3)

. กําหนดให้ a ⊙ b = 2a + 3b เมือ a, b ∈ Q ถ้ามี x, y, z ∈ Q ซงึ x ⊙ (y ⊙ z) = (x ⊙ y) ⊙ z และ
x⊙ z = 3 จงหาคา่ของ z ⊙ (y ⊙ x)− (z ⊙ y)⊙ x

. กําหนดให้ a⊗ b = a(a+ b) เมือ a, b ∈ Z+ ถ้า a⊗ b = 55 แล้วคา่มากสดุของ b⊗ a มีคา่เทา่ใด

. กําหนดให้ a⊕ b = a+ b+ 2 เมือ a, b ∈ Z จงหาตวัผกผนัของ 4 ภายใต้ ⊕

. กําหนดให้ a, b, c ∈ R ถ้ามี a เป็นอินเวอร์สการบวกของ b จงหา c ทีทําให้ 4a+ 4b− 2c+ 12 = 0

. จงหาตวัผกผนัภายใต้การคณูของ √
a+ 1−

√
a เมือ a > 0



บทที

เซตจาํกัดและเซตอนันต์ (Finite and Infinite Sets)

. เซตจาํกัดและเซตอนันต์ (Finite & Infinite Sets)
เราคงเคยรู้จกักบัเซตจํากดัและเซตอนนัต์เมือตอนเรียนระดบัมธัยมศกึษาแต่ยงัไม่ได้รู้ถงึการนิยามทีแท้จริงของเซตจํากดั
และเซตอนนัต์ ในหวัข้อนีเราจะกลา่วถงึการให้คําจดักดัความทีแท้จริงของเซตดงักลา่ว และสมบตัิตา่งๆของเซตลกัษณะนี
บทนิยาม . . ให้ A และ B เป็นเซต เราจะกลา่ววา่เซต A สมมูล (equivalent) กบัเซต B เขียนแทนด้วย A ∼ B ถ้า
มีฟังก์ชนั f : A → B ทีมีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ หรือ

A ∼ B ก็ตอ่เมือ ∃ f : A → B มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ
ตวัอยา่งเชน่ {1, 2, 3} ∼ {a, b, c} และ {1, {1}} ∼ {c, d} เป็นต้น
บทนิยาม . . ให้ A เป็นเซตใดๆ เราจะกลา่ววา่ A เป็นเซตจาํกัด (finite set) ถ้า

• A = ∅ เราจะกลา่ววา่ A มีสมาชิก 0 ตวั เขียนแทนด้วย |A| = 0

• A ∼ {1, 2, 3, ..., n} เราจะกลา่ววา่ A มีสมาชิก n ตวั เขียนแทนด้วย |A| = n

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ A = {2, 4, 6, 8, 10} เป็นเซตจํากดั
บทตัง . . ให้ n ∈ N, A เป็นเซตใดๆ และ a0 ∈ A แล้วจะได้วา่ ∃ f : A → {1, 2, ..., n + 1} มีสมบตัิสมนยัหนงึ
ตอ่หนงึ ก็ตอ่เมือ ∃ g : A− {a0} → {1, 2, ..., n} มีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ
ทฤษฎีบท . . ถ้า A ∼ {1, 2, ..., n} สําหรับบางจํานวนนบั n ให้ B ⊂ A จะได้วา่ไมมี่ฟังก์ชนั
g : B → {1, 2, ..., n} ทีมีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ ถ้า B ̸= ∅ จะได้วา่ B ∼ {1, 2, ...,m} เมือm ∈ N ซงึm < n

บทแทรก . . ถ้า A เป็นเซตจํากดั แล้ว A จะไมมี่สมนยัหนงึตอ่หนงึกบัสบัเซตแท้ของตวัเอง
บทแทรก . . จํานวนสมาชิกของเซตจํากดั A มีเพียงจํานวนเดียวเทา่นนั
บทนิยาม . . เซตทีไมใ่ชเ่ซตจํากดั เราเรียกวา่เซตอนันต์ (infinite set) หรือ

A เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมือ ∀n ∈ N@ f : A → {1, 2, ..., n} ทีมีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึ
หรืออาศยักฎแย้งสลบัทีจากบทแทรก . . จะได้วา่

ถ้ามีฟังก์ชนัทีมีสมบตัิสมนยัหนงึตอ่หนงึจาก A ไปยงัสบัเซตแท้ของ A แล้ว A เป็นเซตอนนัต์
ทฤษฎีบท . . N เป็นเซตอนนัต์



บทที . เซตจํากดัและเซตอนนัต์ (FINITE AND INFINITE SETS)

ทฤษฎีบท . . ให้ A เป็นเซตไมว่า่ง ถ้าเซต B เป็นเซตอนนัต์และ B ⊆ A แล้ว A เป็นเซตอนนัต์

ทฤษฎีบท . . ให้ A เป็นเซตไมว่า่ง และ n ∈ N จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนั

. มีฟังก์ชนัทวัถงึ f : {1, 2, ..., n} → A

. มีฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ g : A → {1, 2, ..., n}

. A เป็นเซตจํากดั และมาสมาชิกอยา่งมากสดุ n ตวั

ตัวอย่าง . . ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จงแสดงวา่

. A ∪B เป็นเซตจํากดั . A ∩B เป็นเซตจํากดั . A×B เป็นเซตจํากดั

ทฤษฎีบท . . ให้ A เป็นเซต จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนั

. มีฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ f : N → A

. มีฟังก์ชนัสมนยัหนงึตอ่หนงึจาก A ไปยงัสบัเซตเซตแท้ของ A

. A เป็นเซตอนนัต์



. . เซตจํากดัและเซตอนนัต์ (FINITE & INFINITE SETS)

แบบฝึกหดั .

. จงพิสจูน์วา่ " สบัเซตของเซตจํากดัยอ่มเป็นเซตจํากดั "

. จงพิสจูน์วา่ " สบัเซตแท้ของเซตจํากดัยอ่มมีสมาชิกน้อยกวา่จํานวนของสมาชิกของเซตจํากดันนั "

. ให้ {Aα}α∈Λ เมือ Aα เป็นเซตจํากดัทกุๆ α ∈ Λ จงพิสจูน์วา่

.
∪
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั .
∪
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั .
∏
α∈Λ

Aα เป็นเซตจํากดั

. จงแสดงวา่ A ∪B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมือ A และ B เป็นเซตจํากดั

. จงแสดงวา่ A ∪B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมือ A หรือ B เป็นเซตอนนัต์

. ให้ A และ B เป็นเซต จงพิสจูน์หรือยกตวัอยา่งค้านข้อความตอ่ไปนี

. A ∩B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมือ A และ B เป็นเซตอนนัต์

. A ∩B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมือ A หรือ B เป็นเซตจํากดั

. A−B เป็นเซตจํากดั ก็ตอ่เมือ A เป็นเซตจํากดั

. A−B เป็นเซตอนนัต์ ก็ตอ่เมือ A เป็นเซตอนนัต์

. ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั ซงึ A ∩B = ∅ จงแสดงวา่ |A ∪B| = |A|+ |B|

. ให้ A และ B เป็นเซตจํากดั จงแสดงวา่ |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

. ให้A และB เป็นเซต และ F = {f | f : A → B} จงแสดงวา่ ถ้าA และB เป็นเซตจํากดั แล้ว F เป็นเซตจํากดั



บทที . เซตจํากดัและเซตอนนัต์ (FINITE AND INFINITE SETS)

. เซตนับได้และเซตนับไม่ได้ (Countable & Uncountable Sets)
บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซต A เป็นเซตอนันต์นับได้ (countably infinite set/ denumerable set) ถ้า A ∼ N

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ Z เป็นเซตอนนัต์นบัได้

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ N× N เป็นเซตอนนัต์นบัได้

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่เซตA เป็นเซตนับได้ (countable set) ถ้า A เป็นเซตจํากดั หรือเป็นเซตอนนัต์นบัได้ ถ้า
A ไมเ่ป็นเป็นเซตนบัได้ เราจะกลา่ววา่ A เป็นเซตนับไม่ได้ (uncountable set)

ทฤษฎีบท . . ให้ A เป็นเซต จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนั

. มีฟังก์ชนัทวัถงึ f : N → A

. มีฟังก์ชนัหนงึตอ่หนงึ g : A → N

. A เป็นเซตนบัได้

บทแทรก . . สบัเซตใดก็ตามของเซตนบัได้ยอ่มเป็นเซตนบัได้

ตัวอย่าง . . เซต Q+ เป็นเซตอนนัต์นบัได้

ตัวอย่าง . . เซต (0, 1) เป็นเซตนบัไมไ่ด้

ตัวอย่าง . . เซต (0, 1) ∼ R

บทนิยาม . . เราจะกลา่ววา่ เซต A และ B มีจาํนวนเชิงการนับ (cardinal number) เทา่กนั ถ้า A ∼ B

ตวัอยา่งจํานวนเชิงการนบัในทางทฤษฎีเซต

• A = ∅ แล้ว A มีจํานวนเชิงการนบัเทา่กบั 0

• A ∼ {1, 2, .., n} แล้ว A มีจํานวนเชิงการนบัเทา่กบั n

• A ∼ N แล้ว A มีจํานวนเชิงการนบัเทา่กบั ℵ0 (aleph null)

• A ∼ R แล้ว A มีจํานวนเชิงการนบัเทา่กบั ℵ1 หรือ c (continuum)



. . เซตนบัไดแ้ละเซตนบัไม่ได้ (COUNTABLE & UNCOUNTABLE SETS)

แบบฝึกหดั .

จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี
. เซต (0, 1) เป็นเซตนบัไมไ่ด้

. ถ้า A และ B เป็นเซตนบัได้ แล้ว A ∪B เป็นเซตนบัได้

. ถ้า A และ B เป็นเซตนบัได้ แล้ว A ∩B เป็นเซตนบัได้

. เซตของจํานวนคูเ่ป็นเซตนบัได้

. เซตของจํานวนคีเป็นเซตนบัได้

. เซต Q เป็นเซตอนนัต์นบัได้

. เซต Z× Z เป็นเซตอนนัต์นบัได้

. เซต Q×Q เป็นเซตอนนัต์นบัได้

. สบัเซตของเซตนบัได้ยอ่มเป็นเซตนบัได้

. เซตใดก็ตามมีสบัเซตทีเป็นเซตนบัไมไ่ด้ยอ่มเป็นเซตนบัไมไ่ด้

. ให้ A และ B เป็นเซต ถ้า A ∼ B และ A เป็นเซตนบัได้ แล้ว B เป็นเซตนบัได้
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บทที

ระบบจาํนวนจริง (The Real Number System)

การสร้างระบบจํานวนจริงนนัทําได้หลายวิธี วิธีหนงึก็คือเริมต้นจากสจัพจน์เปอาโน (Peano postulates) ซงึเกียวกบัสมบตัิ
จํานวนนบั หลงัจากนนัก็สร้างจํานวนเตม็ จํานวนตรรกยะ และจํานวนจริงในทีสดุหาอา่นได้จาก [ ] ในบททนีเราจะกลา่ว
ถงึสจัพจน์สนามและสมบตัิความบริบรูณ์ของจํานวนจริง

. สัจพจน์สนาม (Field Axiom)
สัจพจน์สนาม (Field axioms) สมมติวา่มีเซต R ซงึเรียกวา่ เซตของจาํนวนจริง และมีการดําเนินการทวิภาค + และ ·
ซงึเรียกวา่การบวกและการคูณตามลําดบั โดยมีสมบตัิดงันี
(R ) ∀x, y ∈ R x+ y และ x · y เป็นจํานวนจริง
(R ) ∀x, y ∈ R x+ y = y + x และ x · y = y · x

(R ) ∀x, y, z ∈ R (x+ y) + z = x+ (y + z) และ (x · y) · z = x · (y · z)

(R ) ∃!0 ∈ R ∀x ∈ R x+ 0 = x = 0 + x เรียก 0 วา่เอกลกัษณ์การบวก
(R ) ∃!1 ∈ R ∀x ∈ R x · 1 = x = 1 · x เรียก 1 วา่เอกลกัษณ์การคณู
(R ) ∀x ∈ R∃y ∈ R x+ y = 0 = y + x เรียก y ตวัผกผนัสําหรับการบวกของ x เขียนแทนด้วย −x

(R ) ∀x ∈ R− {0} ∃y ∈ R x · y = 1 = y · x เรียก y ตวัผกผนัสําหรับการคณูของ x เขียนแทนด้วย x−1

(R ) ∀x, y, z ∈ R x · (y + z) = x · y + x · z

ตอ่ไปนีเพือความสะดวก xy แทน x · y
ข้อสังเกตทีได้จากสจัพจน์สนาม

• −0 = 0 เพราะวา่ 0 + 0 = 0 (R )
• 1−1 = 1 เพราะวา่ 1 · 1 = 1 (R )

บทนิยาม . . สําหรับจํานวนจริง x และ y กําหนดให้ x− y = x+ (−y) และ x
y
= xy−1 เมือ y ̸= 0
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ทฤษฎีบท . . ให้ x เป็นจํานวนจริง จะได้วา่

. มีตวัผกผนัสําหรับการบวกของ x ได้เพียงตวัเดียวเทา่นนั

. ถ้า x ̸= 0 มีตวัผกผนัสําหรับการคณูของ x ได้เพียงตวัเดียวเทา่นนั

ทฤษฎีบท . . ให้ x เป็นจํานวนจริง จะได้วา่

. −(−x) = x

. ถ้า x ̸= 0 แล้ว (x−1)−1 = x

ทฤษฎีบท . . ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จะได้วา่

. x · 0 = 0 = 0 · x

. 1 · x = x = x · 1

. (−x)y = x(−y) = −(xy) เพือความสะดวกเราจะใช้ −xy แทน −(xy)

. ถ้า x ̸= 0 และ xy = xz แล้ว y = z

ทฤษฎีบท . . ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม (−1)x = −x

บทแทรก . . (−1)(−1) = 1



. . สจัพจน์สนาม (FIELD AXIOM)

แบบฝึกหดั .

ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี
. xy = 0 ก็ตอ่เมือ x = 0 หรือ y = 0

. x+ y = y + z ก็ตอ่เมือ x = z

. (−x))(−y) = xy

. −(x+ y) = (−x) + (−y) = −x− y

. ถ้า x+ y = x แล้ว x = 0

. ถ้า xy = y และ x ̸= 0 แล้ว y = 1

. y
x
= 0 และ x ̸= 0 ก็ตอ่เมือ y = 0

. ถ้า x = x−1 และ x ̸= 0 แล้ว x = 1 หรือ x = −1

. ถ้า x ̸= 0 แล้ว x−1 ̸= 0

. x(y − z) = xy − xz

. −(x− y) = −x+ y = y − x

. ถ้า x ̸= 0 แล้ว x
x
= 1

. ถ้า y ̸= 0 แล้ว −x
y

= x
−y

= −x
y

. ถ้า x ̸= 0 และ y ̸= 0 แล้ว (xy)−1 = x−1y−1

. ถ้า x ̸= 0 และ y ̸= 0 แล้ว xz
xy

= z
y



บทที . ระบบจํานวนจริง (THE REAL NUMBER SYSTEM)

. สัจพจน์เกียวกับอันดับ (Ordered Axiom)
สัจพจน์ (ตอ่) สมมติวา่มีเซต R+ เป็นสบัเซตของ R ซงึเรียกวา่ เซตของจาํนวนจริงบวก โดยมีสมบตัิดงันี

(R ) ∀x, y ∈ R+ x+ y และ x · y เป็นจํานวนจริงบวก

(R ) ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดกตาม ข้อความตอ่ไปนีจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเทา่นนั

( ) x ∈ R+ ( ) x = 0 ( ) −x ∈ R+

บทนิยาม . . ให้ x, y ∈ R เราจะกลา่ววา่ x น้อยกว่า (less than) y เขียนแทนด้วย x < y นิยามโดย

x < y ก็ตอ่เมือ y − x ∈ R+

หรือกลา่วได้อีกอยา่งวา่ y มากกว่า (greater than) x เขียนแทนด้วย y > x

ถ้า x < y หรือ x = y เราจะกลา่ววา่ x น้อยกว่าหรือเท่ากับ (less than or equal to) y เขียนแทนด้วย x ≤ y

ถ้า x > y หรือ x = y เราจะกลา่ววา่ x มากกว่าหรือเท่ากับ (greater than or equal to) y เขียนแทนด้วย x ≥ y

ทฤษฎีบท . . ให้ x เป็นจํานวนจริงใดๆ แล้วข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนั

. x ∈ R+ . x = x− 0 ∈ R+ . x > 0

จากทฤษฎีบทข้างต้น เราจงึเขียนได้วา่ R+ = {x ∈ R |x > 0}

บทแทรก . . ให้ x เป็นจํานวนจริงใดๆ แล้วข้อความตอ่ไปนีสมมลูกนั

. −x ∈ R+ . −x = 0− x ∈ R+ . x < 0

บทนิยาม . . เรานิยามให้ R− = {x ∈ R | x < 0} เรียกวา่จาํนวนจริงลบ

จากการนิยามข้างต้นเราจะได้วา่

• ∀x ∈ R, x ∈ R− ↔ −x ∈ R+

• สําหรับจํานวนจริง x และ y ข้อความตอ่ไปนีจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเทา่นนั

( ) x < y ( ) x = y ( ) x < y

เราเรียกข้อสรุปนีวา่ กฎไตรวภิาค (Trichotomy law)

ทฤษฎีบท . . ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จะได้วา่

. ถ้า x < y แล้ว x+ z < y + z

. ถ้า x < y และ z > 0 แล้ว xz < yz



. . สจัพจน์เกียวกบัอนัดบั (ORDERED AXIOM)

แบบฝึกหดั .

ให้ x, y และ z เป็นจํานวนจริง จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี
. 1 > 0

. ถ้า x < y และ z < 0 แล้ว xz > yz

. ถ้า x < 0 และ y < 0 แล้ว xy > 0

. ถ้า x < 0 และ z > 0 แล้ว xy < 0

. ถ้า x < 0 แล้ว x−1 < 0

. ถ้า x > 0 แล้ว x−1 > 0

. ถ้า 0 < x < y แล้ว 1
y
< 1

x

. ถ้า 0 < x < y แล้ว x2 < y2

. ถ้า x ≤ y และ x ≥ y แล้ว x = y

. ถ้า x < y และ y < z แล้ว x < z



บทที . ระบบจํานวนจริง (THE REAL NUMBER SYSTEM)

. สัจพจน์ความบริบรูณ์ (Completeness Axiom)
บทนิยาม . . ให้ A ⊆ R และให้ a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว

• a เป็นขอบเขตบน (upper bound) ของ A ก็ตอ่เมือ x ≤ a ทกุ x ∈ A

• b เป็นขอบเขตล่าง (lower bound) ของ A ก็ตอ่เมือ x ≥ b ทกุ x ∈ A

• ถ้า A มีทงัขอบเขตบนและขอบเขตลา่ง เราจะเรียก A วา่เป็นเซตมีขอบเขต (bounded)

ตัวอย่าง . . จงพิจารณาวา่เซตตอ่ไปนีเป็นเซตมีขอบเขตหรือไม่

. (−1, 1)

. [0, 1]

. [−1, 2)

. (1,∞)

. (−∞, 0]

. {0}

. ∅

. N

. Z

. R

ตัวอย่าง . . จงแสดงวา่ A = (1,∞) ไมมี่ขอบเขตบน

บทนิยาม . . ให้ A ⊆ R และให้ a และ b เป็นจํานวนจริง แล้ว

• a เป็นขอบเขตบนน้อยสุด (least upper bound/ supremum) ของ A เขียนแทนด้วย lub(A) หรือ sup(A)
ก็ตอ่เมือ

( ) a เป็นขอบเขตบนของ A
( ) ไมว่า่ c เป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า c เป็นขอบเขตบนของ A แล้ว a ≤ c

ถ้า sup(A) เป็นสมาชิกใน A เราจะเรียกวา่ ค่าสูงสุด (maximum) ของ A

• b เป็นขอบเขตล่างมากสุด (greatest lower bound/infimum) ของ A เขียนแทนด้วย glb(A) หรือ inf(A)
ก็ตอ่เมือ

( ) b เป็นขอบเขตลา่งของ A
( ) ไมว่า่ c เป็นจํานวนจริงใดก็ตาม ถ้า c เป็นขอบเขตลา่ ของ A แล้ว b ≥ c

ถ้า inf(A) เป็นสมาชิกใน A เราจะเรียกวา่ ค่าตาํสุด (minimum) ของ A

ตัวอย่าง . . จงหา inf(A) และ sup(A) ของเซต A ตอ่ไปนี

. A = (−1, 1)

. A = [0, 1]

. A = (1,∞)

. A = {1}

. A = ∅

. A = N

ตัวอย่าง . . ให้ A = (−2, 1] จงแสดงวา่ inf(A) = −2 และ sup(A) = 1



. . สจัพจน์ความบริบูรณ์ (COMPLETENESS AXIOM)

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ R แล้ว s = sup(A) ก็ตอ่เมือ

( ) ∀ε > 0 ∀x ∈ A, x < s+ ε และ ( ) ∀ε > 0 ∃x ∈ A, x > s− ε

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ R แล้ว ℓ = inf(A) ก็ตอ่เมือ

( ) ∀ε > 0∀x ∈ A, x > ℓ− ε และ ( ) ∀ε > 0∃x ∈ A, x < ℓ+ ε

ตัวอย่าง . . ให้ A = (−2, 1] จงแสดงวา่ inf(A) = −2 และ sup(A) = 1 โดยใช้ทฤษฎีบท . . - . .

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ R ทีไมว่า่ง จะได้วา่ถ้า A มีขอบเขตลา่ง แล้ว A จะมีขอเขตลา่งมากสดุ

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ R ทีไมว่า่ง จะได้วา่ถ้า A มีขอบเขตบน แล้ว A จะมีขอเขตบนน้อยสดุ

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ R ทีไมว่า่ง และ s = sup(A) แล้ว

∀x ∈ R ถ้า x < s แล้วจะมี a ∈ A ซงึ x < a ≤ s

ทฤษฎีบท . . ให้ A ⊆ Z ทีไมว่า่ง ถ้า A มีขอบเขตบน แล้ว A จะมีคา่สงูสดุ

ทฤษฎีบท . . หลักการของอาร์คีมีดีส (Archimedean Principle)

ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงใดก็ตาม จะมีจํานวนเตม็บวก n ซงึทําให้ x < n

บทแทรก . . สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า x > 0 แล้วจะได้วา่มีจํานวนเตม็บวก n ซงึ y < nx

บทแทรก . . ไมว่า่ x จะเป็นจํานวนจริงบวกใดก็ตาม จะมีจํานวนเตม็บวก n ซงึทําให้ 1
n
< x

ทฤษฎีบท . . สําหรับจํานวนจริง x ใดๆ ถ้า 0 ≤ x < 1
n

ทกุ n ∈ N แล้ว x = 0

บทแทรก . . สําหรับจํานวนจริง x และ y ถ้า |x− y| < ε ทกุ ε > 0 แล้ว x = y



บทที . ระบบจํานวนจริง (THE REAL NUMBER SYSTEM)

แบบฝึกหดั .

. จงหาเซตของขอบเขตบน คา่ขอบเขตบนน้อยสดุ เซตของขอบเขตลา่ง และคา่ขอบเขตลา่งมากสดุ (ถ้ามี) และพิสจูน์
คําตอบเหลา่นนั

. A = [1, 3]

. A = (−1, 5)

. A = (2,∞)

. A = (−∞,−3)

. A = {1} ∪ (2, 5)

. A = {0,±2,±4,±6, ...}

. A = Q

. A = Q− Z

. A = { 1
n
|n ∈ N}

. จงหาขอบเขตบนน้อยสดุ และขอบเขตลา่งมากสดุของ A = { 1
n
|n ∈ N} และพิสจูน์เพือยืนยนัคําตอบ

. ให้ A ⊆ R ทีไมว่า่ง และ ℓ = inf(A) แล้ว ∀x ∈ R ถ้า x > ℓ แล้วจะมี a ∈ A ซงึ ℓ ≤ a < x

. ให้ A ⊆ Z ทีไมว่า่ง จงพิสจูน์วา่ ถ้า A มีขอบเขตลา่ง แล้ว A จะมีคา่ตําสดุ

. ถ้า a เป็นขอบเขตบนของ A และ ε ∈ R+ จงแสดงวา่วา่ a+ ε เป็นขอบเขตบนของ A

. ถ้า a เป็นขอบเขตลา่งของ A และ ε ∈ R+ จงแสดงวา่วา่ a− ε เป็นขอบเขตลา่งของ A

. ให้ A ⊆ R และนิยาม −A = {−x | x ∈ A} จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า a เป็นขอบเขตบนของ A แล้ว −a เป็นขอบเขตลา่งของ −A

. ถ้า s = sup(A) แล้ว −s = inf(−A)

. ถ้า a เป็นขอบเขตลา่งของ A แล้ว −a เป็นขอบเขตบนของ −A

. ถ้า ℓ = inf(A) แล้ว −ℓ = sup(−A)

. ให้ A ⊆ R จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี

. ถ้า A มีขอบเขตบนน้อยสดุ แล้วจะมีได้เพียงคา่เดียวเทา่นนั

. ถ้า A มีขอบเขตลา่งมากสดุ แล้วจะมีได้เพียงคา่เดียวเทา่นนั

. ให้ A และ B เป็นสบัเซตของจํานวนจริงซงึ A ̸= ∅ และ A ⊆ B โดยที B เป็นเซตมีขอบเขต จงพิสจูน์วา่

inf(B) ≤ inf(A) ≤ sup(A) ≤ sup(B)

. กําหนดให้ Aα = {x ∈ R | x < α} เมือ α ∈ R จงแสดงวา่ sup(Aα) = α

. จงพิสจูน์วา่ ∀ε > 0, |a− b| < ε → ∀n ∈ N, |a− b| < 1
n

. จงพิสจูน์วา่ สําหรับจํานวนจริง a ถ้า ∀ε > 0, |a| < ε แล้ว a = 0



บทที

จาํนวนเชิงซ้อน (The Complex Number)

ในบทนีเราจะกลา่วถงึจํานวนเชิงซ้อนและสมบตัิเบืองต้น จํานวนเชิงซ้อนได้เกิดขนึมานานเทา่ไรก็ยงัไมมี่หลกัฐานแน่ชดั
แตน่กัคณิตศาสตร์ก็คาดการณ์ได้เริมต้นจากการคบคิดปัญหาของสมการ ซงึไมมี่จํานวนในตอนนนัทีทําให้มนัเป็นจริง

• ค.ศ. Heron แห่งอเลก็ซานเดีย ได้ศกึษาการวดัปริมาตรสว่นทีเป็นไปไม่ได้ของพีระมิดคือจํานวน √
81− 114

ซงึสร้างความสบัสนให้เขาพอสมควร แตก็่ยงัไมส่ามารถหาคําอธิบายได้
• ค.ศ. นกัคณิตศาสตร์ก็มีการศกึษาการรากของพหนุามกําลงัสอง กําลงัสาม และกําลงัสี ซงึได้รากทีอยู่ในรูป
รูทติดลบ ซงึโดยปกติแล้วมนัอธิบายไมไ่ด้ในทางธรรมชาติ

• ค.ศ. GirolamoCardano ได้เขียนหนงัสือชือ ArsMagna ในนนัมีการหาคําตอบของสมการx(10−x) = 40

ซงึมีคําตอบเป็น 5 +
√
−15 และ 5 −

√
−15 ถงึแม้จะมีคําตอบสําหรับสมการนี แต่ก็ก็ยงัอธิบายไม่แจม่ชดัใน

ทางคณิตศาสตร์ ยงัคงเป็นปัญหาทีชวนให้ปวดขมบัเลยทีเดียว
• ค.ศ. Rene Descartes ได้นําเสนอการเขียนคําตอบของสมการทีหาไม่ได้ในรูป a + bi นนัก็คือติดในรูป
จํานวนจินตภาพ (imaginary number) นิวตนัเองก็เห็นด้วยกบั Descartes และ Albert Girad ก็เรียกผลเฉลย
ลกัษณะแบบนีวา่ "ผลเฉลยทีเป็นไปไม่ได้ (solutions imposible)" ถงึแม้วา่ผู้คนยงัไม่ยอมรับแนวคิดนีเทา่ทีควร แต่
นกัคณิตศาสตร์ก็ยงัเชือวา่ i น่าจะมีอยูจ่ริง

• ค.ศ. Euler ได้กําหนดสญัญาลกัษณ์ i แทน √
−1 เพือให้เราได้เข้าใจเกียวกบัจํานวนแบบนีงา่ยขนึ และ

สําหรับ θ ∈ R ได้กําหนด
eiθ = cos θ + isin θ

เรียกวา่สูตรของออยเลอร์ (Euler's formula) ตอ่มามีบทบาทสําคญัมากในคณิตศาสตร์สมยัใหม่
• ค.ศ. Carl Friedrich Gauss ได้ศกึษาและอธิบาย a + bi ที Descartes ได้ให้สญัญาลกัษณ์ไว้ เขาได้ศกึษา
อยา่งเอาจริงเอาจงั และเรียกจํานวนนีนีวา่ จํานวนเชิงซ้อน (complex number) และเป็นทียอมรับอยา่งกว้างขว้าง
ในวงการคณิตศาสตร์

• ค.ศ. William Rowan Hamilton ได้เขียน a + bi ในรูปคู่อนัดบัของจํานวนจริง (a, b) หลงัจากนีก็มีนกั
คณิตศาสตร์มากมายศกึษาจํานวนเชิงซ้อน เชน่ Karl Weierstrass, Hermann Schwarz, Richard Dedekind, Otto
Holder และ Henri Poincare เป็นต้น จนเป็นแขนงหนงึในคณิตศาสตร์เรียกวา่ การวเิคราะห์จาํนวนเชิงซ้อน
(complex analysis)



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

. การดาํเนินการบนจาํนวนเชิงซ้อน (Operation on Complex Number)
บทนิยาม . . ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง และ i = √

−1 หรือ i2 = −1 เราจะเรียกจํานวน z ทีเขียนในรูป

z = a+ bi

วา่จาํนวนเชิงซ้อน (complex number) เรียก a วา่ส่วนจริง (real part) ของ z เขียนแทนด้วย Re(z) และ
เรียก b วา่ส่วนจนิตภาพ (imaginary part) ของ z เขียนแทนด้วย Im(z) ให้ C แทนเซตของจํานวนเชิงซ้อน นนัคือ
C = {a+ bi | a, b ∈ R, i =

√
−1} และสรุปได้วา่ R ⊂ C เพราะวา่ a = a+ 0i ∈ R

บทนิยาม . . ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง แล้วจํานวนเชิงซ้อน a+ bi = c+ di ก็ตอ่เมือ a = c และ b = d

บทนิยาม . . ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง กําหนดให้ z1 = a+ bi และ z2 = c+ di แล้ว

• z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i

• z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i

• z1 · z2 = (ac− bd) + (bc+ ad)i

• z1
z2

=
ac+ bd

b2 + d2
+

bc− ad

b2 + d2
i เมือ z2 ̸= 0

ตัวอย่าง . . จงเขียนจํานวนตอ่ไปนีในรูป a+ bi

. (2 + 3i) + (5− 2i)

. (−1 + 5i)− (7− 2i)

. (5− i)(3 + 4i)

. (1 + i)2(2 + i)(3 + i)

. 1 + i

1− i
+

1− i

1 + i

. a+ bi

b− ai
เมือ a และ b ไมเ่ป็นศนูย์พร้อมกนั

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ z =

(
2559 + 2016i

2016− 2559i

)2017

จงหาคา่ของ Re(z)+ Im(z)

ทฤษฎีบท . . สมบตัิต่ไิปนีเป็นสมบตัิพืนฐานของจํานวนเชิงซ้อนทีคล้ายๆสมบตัิของจํานวนจริง
(C ) ∀z, w ∈ C z + w และ z · w เป็นจํานวนเชิงซ้อน

(C ) ∀z, w ∈ C z + w = w + z และ z · w = w · z

(C ) ∀z, w, u ∈ C (z + w) + u = z + (w + u) และ (z · w) · u = z · (w · u)

(C ) ∃!0 ∈ C ∀z ∈ C z + 0 = z = 0 + z เรียก 0 วา่เอกลกัษณ์การบวก

(C ) ∃!1 ∈ C ∀z ∈ C z · 1 = z = 1 · z เรียก 1 วา่เอกลกัษณ์การคณู

(C ) ∀z ∈ C ∃w ∈ C z+w = 0 = w+ z เรียก w ตวัผกผนัสําหรับการบวกของ z เขียนแทนด้วย−z

(C ) ∀z ∈ C− {0} ∃w ∈ C z ·w = 1 = w · z เรียก w ตวัผกผนัสําหรับการคณูของ z เขียนแทนด้วย z−1

(C ) ∀z, w, u ∈ C z · (w + u) = z · w + z · u



. . การดําเนินการบนจํานวนเชิงซ้อน (OPERATION ON COMPLEX NUMBER)

แบบฝึกหดั .

. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนีในรูป a+ bi

. (4− 3i) + (6 + i)

. (4 + 7i)− i(1− i)

. (1 + i)4 + (1− i)4

. (2 + i)2 + (3− 5i)

. 3 + i

4− 3i

. 1 + 2i

1− 2i
+

2− i

2 + i

. จงหาจํานวนจริง x และ y ทีสอดคล้องสมการตอ่ไปนี

. (x+ 3i) + 5 + yi+ xi = 6 + 2i

. (y + xi)− (x− 2i) = 8 + i

. (x− 2yi)(1 + i)2 = 3− 6i

. (x+ yi)(1 + i) = 2− 3i

. จงหาจํานวนจริง a และ b ทีสอดคล้องสมการ (1 + ai)3 = −107 + bi

. จงหาจํานวนจริง x และ y ทีสอดคล้องสมการ 5− 2i

x+ yi
=

10

i(1 + i)(2 + i)(3 + i)(4 + i)

. กําหนดให้ z0 = 0 และ zn+1 = z2n + i เมือ n = 1, 2, 3, ... จงหา |{zn |n ∈ N}|

. ให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง กําหนดให้ z = a+ bi และ w = c+ di นิยาม z ∗w = ac+ bdi จงตรวจ
สอบวา่

. C มีสมบตัิปิดภายใต้ ∗

. C มีสมบตัิสบบัทีภายใต้ ∗

. C มีสมบตัิเปลียนกลุม่ภายใต้ ∗

. C มีสมบตัิการมีเอกลกัษณ์ภายใต้ ∗

. C− {0} มีสมบตัิการมีตวัผกผนัภายใต้ ∗

. จงหาตวัผกผนัของ 2 + i ภายใต้ ∗



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

. มอดลัูสและสังยุค (Modulus & Conjugate)
บทนิยาม . . ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง จํานวนเชิงซ้อน a+bi เขียนแทนด้วยคูอ่นัดบัจํานวนจริง (a, b) เรียกระนาบที
เกิดจากจดุดงักลา่ววา่ ระนาบเชิงซ้อน (complex plane) แกนX เรียกวา่แกนจริง (real axis) และแกน Y เรียกวา่แกน
จนิตภาพ (imaginary axis)

แกนจริง

แกนจินตภาพ

a

b (a, b) = a+ bi

บทนิยาม . . ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง จํานวนเชิงซ้อน z = a+ bi แล้ว

• มอดลัูส (modulus) ของ z เขียนแทนด้วย |z| นิยามโดย |z| =
√
a2 + b2

• สังยุค (conjugate) ของ z เขียนแทนด้วย z̄ นิยามโดย z̄ = a− bi

แกนจริง

แกนจินตภาพ

a

b

−b

|z|
z = (a, b) = a+ bi

z̄ = (a,−b) = a− bi

ตัวอย่าง . . จงหามอดลูสัและสงัยคุของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี

. 3 + 4i

. (1 + 2i) + (3− 5i)

. (3 + i)(1 + 3i)

. (2− 3i)2

. 2 + 4i

1− i

. 2 + 4i

1− i
+

1− i

1 + i

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงพิสจูน์วา่

. ถ้า z = z̄ แล้ว Im(z) = 0 หรือเรียก z วา่เป็นจํานวนจริงแท้

. ถ้า |z|2 = z2 แล้ว z วา่เป็นจํานวนจริงแท้



. . มอดูลสัและสงัยคุ (MODULUS & CONJUGATE)

ทฤษฎีบท . . ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว

. |z · w| = |z| · |w|

. |zn| = |z|n เมือ n ∈ N

.
∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z|
|w|

เมือ w ̸= 0

. |z + w| ≤ |z|+ |w|

ตัวอย่าง . . จงหามอดลูสัของ z ทีสอดคล้องสมการ (5− 12i)z̄(4− 3i) = −13(7 + 24i)

ทฤษฎีบท . . ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน แล้ว

. z + w = z̄ + w̄

. z − w = z̄ − w̄

. z · w = z̄ · w̄

. (zn) = (z̄)n เมือ n ∈ N

.
( z
w

)
=

z̄

w̄
เมือ w ̸= 0

. z · z̄ = |z|2

. (z̄) = z

. |z| = |z̄|

. z + z̄ = 2 Re(z)

. z − z̄ = 2i Im(z)

ตัวอย่าง . . ให้ z = 1 + i จงหาคา่ของ z2016 + (z̄)2016

ตัวอย่าง . . ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่

. |z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2

. |z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw̄) + |w|2

ตัวอย่าง . . ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน ถ้า z − w เป็นจํานวนจริงแท้ และ Re(z2 − 2w2) = 0 จงแสดงวา่
z · z̄ = 1

2
(w + w̄)

ตัวอย่าง . . จงหาจํานวนเชิงซ้อนทีสอดคล้องสมการ z2 = z̄



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

แบบฝึกหดั .

. จงหามอดลูสัและสงัยคุของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี

. 7− 24i

. (1− 2i)− i(2− 3i)

. (3 + 4i)2

. (2− i)− (1− 5i)

. 11−i
1−2i

. i−5
i3−7

. จงหารากคําตอบสมการตอ่ไปนี

. |z|+ z = 2 + i . z2 − z + iz̄ = 0

. กําหนดให้ a, b, c เป็นจํานวนเชิงซ้อนซงึทําให้ z เป็นรากของสมการ z3 + az2 + bz + c = 0 มีขนาด |z| = 1

จงแสดงวา่ราก w ของสมการ w3 + |a|w2 + |b|w + |c| = 0 มีขนาด |w| = 1

. ให้ z และ w เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่

. |z + w|2 + |z + w|2 = 2|z|2 + 2|w|2

. |z + w|2 − |z + w|2 = 4Re(zw̄)

. ให้ z, w และ u เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่

. |z − w| ≤ |z|+ |w|

. |z − w| ≤ |z − u|+ |u− w

. |z − w| ≥ ||z| − |w||

. |z + w| ≥ ||z| − |w||

. ∣∣ u
z+w

∣∣ ≤ |u|
||z|−|w|| เมือ |z| ̸= |w|



. . เรขาคณิตของจํานวนเชิงซ้อน (GEOMETRY OF COMPLEX NUMBERS)

. เรขาคณิตของจาํนวนเชิงซ้อน (Geometry of Complex Numbers)
กําหนดให้ (x, y) แทนจํานวนเชิงซ้อน x+ yi ในระนาบเชิงซ้อน จะเขียนกราฟของเซตตอ่ไปนี

. L = {z ∈ C | i(z + z̄) = z − z̄}

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

. C = {z ∈ C | |z| = 3}

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

. E = {z ∈ C | |z − 1|+ |z + 1| = 6}

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

. H = {z ∈ C | ||z − 1| − |z + 1|| = 6}

แกนจริง

แกนจินตภาพ

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

ตัวอย่าง . . จงเขียนสมการตอ่ไปนีในรูปสมการจํานวนเชิงซ้อน z เมือ z = x+ yi

. x2 + y2 = 4

. x2 − y2 = 4

. 9x2 + 16y2 = 144

. y = x2



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

แบบฝึกหดั .

. จงเขียนกราฟแสดงเซตตอ่ไปนี

. {z ∈ C | |z| = 1}

. {z ∈ C | |z| = 3}

. {z ∈ C | |z| ≤ 2}

. {z ∈ C | |z| > 4}

. {z ∈ C | |z|+ |z − 1| = 4}

. {z ∈ C | |z + i|+ |z − i| = 6}

. {z ∈ C | ||z + 2i| − |z − 2i|| = 10}

. {z ∈ C | ||z − 1 + i| − |z + 3 + i|| = 8}

. {z ∈ C | i(z̄ − z) = (z + z̄)2}

. {z ∈ C | zz̄ ≤ 9}

. จงเขียนสมการตอ่ไปนีในรูปสมการจํานวนเชิงซ้อน z เมือ z = x+ yi

. x2 + y2 = 9

. x2 − y2 = 16

. 16x2 + 9y2 = 144

. x = y2

. xy = x+ y

. |x|+ |y| = 1

. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อน จงแสดงวา่ สามเหลียมทีเกิดจากจดุยอด z1, z2, z3 ในระนาบเชิงซ้อน
เป็นสามเหลียมด้านเทา่ ก็ตอ่เมือ z21 + z22 + z23 = z1z2 + z1z3 + z2z3

. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อนซงึ |z1| = |z2| = |z3| = 1 และ z1 + z2 + z3 = 0 จงแสดงวา่
สามเหลียมทีเกิดจากจดุยอด z1, z2, z3 ในระนาบเชิงซ้อนเป็นสามเหลียมด้านเทา่

. กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีแตกตา่งกนัทงัหมดและ

z21 + z1z2 + z22 = z21 + z1z3 + z23 = z23 + z3z2 + z22 = 0

จงหาคา่ของ z1 + z2
z3

+
z1 + z3

z2
+

z2 + z3
z1

. กําหนดให้ z1, z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีไมใ่ช่ศนูย์ และ z1
z2

ไมเ่ป็นจํานวนจริง และ

z1 log |z1|+ z2 log |z2| = (z1 + z2) log |z1 + z2|

จงหาคา่ของ z1
z2



. . ระบบพิกดัเชิงขวั (THE POLAR COORDINATE SYSTEM)

. ระบบพกัิดเชิงขัว (The Polar Coordinate System)
บทนิยาม . . ให้จํานวนเชิงซ้อน z = x+ yi และมีมอดลูสัคือ r = |z| =

√
x2 + x2

แกนจริง

แกนจินตภาพ

x

y

r

(x, y) = x+ yi

θ

อาร์กวิเมนต์ (argument) ของ z คือจํานวนจริง θ เขียนแทนด้วย arg(z) ซงึ x = rcos θ และ y = rsin θ
สงัเกตได้วา่ arg(z) มีได้หลายคา่ ถ้าเราสนใจเฉพาะ −π < θ ≤ π เราจะเรียก θ นีวา่อาร์กวิเมนต์หลัก (principle
argument) เขียนแทนด้วย Arg(z) ดงันนัเราจะสามารถเขียนจํานวนเชิงซ้อน z ใหมไ่ด้เป็น

z = r(cos θ + isin θ) หรือ z = reiθ

เมือ eiθ = cos θ+ isin θ เรียกวา่สูตรของออยเลอร์ (Euluer's formula) ซงึ |eiθ| = 1 เราเรียกจํานวนเชิงซ้อนทีเขียน
ขนึใหมนี่วา่ จํานวนเชิงซ้อนใน ระบบพกัิดเชิงขัว (the polar coordinate system)

ตัวอย่าง . . จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนีในรูปแบบเชิงขวัโดย r = |z| และ θ = Arg(z)

. z = 1 . z = 1 + i . z = −2i . z =
√
3− i

ตัวอย่าง . . จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนีในรูป x+ yi

. z = 4(cos π
6
+ isin π

6
)

. z = 6(cos 3π
4
+ isin 3π

4
)

. z = 4ei
5π
4

. z = 2ei
π
3

ทฤษฎีบท . . กําหนดให้ z1 = r1(cos θ1 + isin θ1) และ z2 = r2(cos θ2 + isin θ2) แล้ว

. z1 · z2 = r1r2[cos (θ1 + θ2) + isin (θ1 + θ2)]

. z1
z2

=
r1
r2
[cos (θ1 − θ2) + isin (θ1 − θ2)]

. zn1 = rn1 [cos (nθ1) + isin (nθ1)] เมือ n ∈ N

ตัวอย่าง . . จงหาคา่ของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี

.
(

1
2
−

√
3
2

)52 .
(√

3
2
+ 1

2

)5 (
1√
2
− 1√

2
i
)5



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z1

θ1

z2

θ2

z1 · z2

θ1 + θ2

การหารากของจาํนวนเชิงซ้อนโดยใช้กฎของเดอร์มัวร์ (De Moivre's Theorem)
ทฤษฎีบท . . ให้ z = เป็นจํานวนเชิงซ้อนในระบบพิกดัเชิงขวั แล้วรากที n ของ z คือ

zk = r
1
n

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ isin

(
θ + 2kπ

n

)]
เมือ k = 0, 1, 2, ..., n− 1

แกนจริง

แกนจินตภาพ

z0

2π
n

z1

2π
n

z2

ตัวอย่าง . . จงหารากทีตอ่ไปนี

. รากที ของ −1

. รากที ของ −1
2
+

√
3
2

. รากที ของ 1

. รากที ของ −8i

. รากที ของ −1



. . ระบบพิกดัเชิงขวั (THE POLAR COORDINATE SYSTEM)

ตัวอย่าง . . รากที ของ −7 + 24i

ตัวอย่าง . . กําหนดให้ z1, z2, z3 เป็นรากของสมการ (z + 2i)3 = 8i จงหาคา่ของ |z1|+ |z2|+ |z3|

ตัวอย่าง . . จงหาสมการพหนุามโมนิคกําลงัสองทีมีรากเป็น 2 +
√
3i และ 2−√

3i

ตัวอย่าง . . ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีเป็นคําตอบของสมการ (z − 1)5 = 32(z + 1)5 แล้ว |z + 5
3
| มีคา่เทา่ใด



บทที . จํานวนเชิงซ้อน (THE COMPLEX NUMBER)

แบบฝึกหดั .

. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนีในรูปแบบเชิงขวัโดย r = |z| และ θ = Arg(z)

. z = 2

. z = −3

. z = −1 + i

. z = 5i

. z = 2i

. z = −4− 4i

. z = −
√
3 + i

. z = 1−
√
3i

. จงเขียนจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนีในรูป x+ yi

. z = 8(cos π
3
+ isin π

3
)

. z = 10(cos 11π
4

+ isin 11π
4
)

. z = 3(cos (−π
6
) + isin (−π

6
))

. z = 5(cos 13π
3

+ isin 13π
3
)

. z = 6e−i 5π
6

. z = πei
2π
3

. จงหาคา่ของจํานวนเชิงซ้อนตอ่ไปนี

. (
1+i
1−i

)10
.
(

1
2
+

√
3
2

)252 .
(

1
2
−

√
3
2
i
)10 (√

3
2
+ 1

2
i
)−10

.
(
−1

2
+

√
3
2
i
)8

−
(

1
2
+

√
3
2
i
)8

. จงหารากทีตอ่ไปนี

. รากที ของ −4

. รากที ของ 1
2
−

√
3
2

. รากที ของ −1

. รากที ของ 27
. รากที ของ −64

. รากที ของ 64i

. กําหนดให้ z = cos 5π
14

+ isin 9π
14

จงหาคา่ของ (1−z̄
1+z

)7
. กําหนดให้ z1, z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีแตกตา่งกนัและ z21 + z1z2 + z22 = 0 จงหา

. อาร์กิวเมนต์ของ z1
z2

. ถ้าA = (1+ z1
z2
)+(1+ z1

z2
)2+ ...+(1+ z1

z2
)2559 และB = (1+ z2

z1
)+(1+ z2

z1
)2+ ...+(1+ z2

z1
)2559

จงหาคา่ของ A+B

. กําหนดให้ ωk = cos 2kπ
5
+ isin 2kπ

5
เมือ k = 1, 2, 3, 4 จงหาคา่ของ (1−ω1)(1−ω2)(1−ω3)(1−ω4)

. กําหนดให้ P (z) = z3 + 2z2 + 3z + 4 และ a = cos 2π
5
+ isin 2π

5

จงหาคา่ของ P (a) · P (a2) · P (a2) · P (a3) · P (a4)
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