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บทที่ 1
ความรูเบื้ องตน

1.1 ตรรกศาสตรเชงิสัญลักษณ
ขอความที่ตัดสนิใจไดวา ตองเปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยางหนึง่เทาน้ัน จะเปนท้ังสอง

อยางไมได กลาวคอืถาขอความใดไมเปนจรงิแลวขอความน้ันตองเปนเท็จ ในนัยกลับกัน ถา
ขอความใดไมเปนเท็จแลวขอความน้ันตองเปนจรงิ (พัฒนี อดุมกะวานชิ. 2559. หนา 2) เรยีก
ขอความหรอืประโยคเหลาน้ันวา ประพจน (proposition หรอื statement)
บทนยิาม 1.1.1 ประพจน คอืประโยคหรอืขอความทีมี่คาความจรงิ (truth value) เปนจรงิ (true)
หรอืคาความจรงิเปนเท็จ (false) อยางใดอยางหนึง่เพียงอยางเดยีว
ตัวอยาง 1.1.2 จงพิจารณาวาประโยคตอไปนี้ เปนประพจนหรอืไม ถาเปนประพจนใหบอกคา
ความจรงิของประพจนเหลาน้ัน

1. พระอาทติย ข้ึนทางทศิตะวันออก
2. เขาเปนคนอังกฤษ
3. กรณุา เป ดหนาตางใหฉันหนอย

4. คณุมาทำอะไรทีน่ ี้

5. จังหวัดเลยไมอยูในภาคเหนอืของประเทศไทย
6. คณุพระชวย !

7. พีต่องพาฉันไปดหูนังนะ
8. x > 1

บทนยิาม 1.1.3 ประโยคเป ด คอืประโยคบอกเลาหรอืประโยคปฏเิสธทีมี่ตัวแปร (variable) เมือ่
แทนทีตั่วแปรดวยสมาชกิในขอบเขตทีก่ำหนด แลวประโยคน้ันจะเปนประพจน
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2 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

ประพจนทางคณติศาสตรที ่เราพบมักจะเกดิจากหลายประพจนที ่ถกูเชือ่มกันดวยตัวเชือ่ม
ตาง ๆ ทำใหเกดิประพจนใหม ตัวเช ือ่ม (connective) ระหวาง 2 ประพจนในทางตรรกศาสตร
มีอยู 4 ชนดิคอื

1. และ (and) เขียนแทนดวย ∧

2. หรอื (or) เขียนแทนดวย ∨

3. ถา...แลว (if...then) เขียนแทนดวย →

4. ก็ตอเมือ่ (if and only if) เขียนแทนดวย ↔

สรปุคาความจรงิในแตละกรณตีามตารางดังตอไปนี้ ซึง่เรยีกวา ตารางคาความจรงิ (truth
table) เมือ่ p และ q เปนประพจน และ T แทนคาความจรงิเปนจรงิ F แทนคาความจรงิเปนเท็จ

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q

T T T T T T
T F F T F F
F T F T T F
F F F F T T

นเิสธของประพจน (Negation of proposition) เขียนแทนดวย ¬p แทนนเิสธของประพจน
p ซึง่จะมีคาความจรงิตรงกันขามกับ p

p ¬p
T F
F T

ตัวอยางเช นนเิสธของประพจน "ประเทศอังกฤษอยูในทวปียุโรป" คอื "ประเทศอังกฤษไมอยูใน
ทวปียุโรป" เปนตน

บทนยิาม 1.1.4 ประพจน P สมมลู (equivalence) กับ Q เขียนแทนดวย P ≡ Q ก็ตอเมือ่
ประพจนท้ังสองมีคาความจรงิตรงกันทกุๆกรณี

จากประพจนทีว่า p ↔ q มีความหมายวา (p → q) ∧ (q → p) ดังน้ัน
p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p)

ตัวอยาง 1.1.5 จงแสดงวาประพจน p → q สมมูลกับ ¬q → ¬p

p q p → q ¬q ¬p ¬q → ¬p
T T T F F T
T F F T F F
F T T F T T
F F T T T T



1.1. ตรรกศาสตร เชงิสัญลักษณ 3

ดังน้ัน p → q ≡ ¬q → ¬p เราเรยีกสมบัตนิี้ วากฎแยงสลับที่ (contrapositive law) ตัวอยาง
เช น "ถาแดงไปโรงเรยีนแลวแดงจะไดกนิขนม" โดยใชกฎแยงสลับที่จะสมมูลกับประพจน "ถา
แดงไมไดกนิขนมแลวแดงไมไปโรงเรยีน" เปนตน

เมือ่กำหนดให p, q และ r เปนประพจนใด ๆ จะไดสมมูลดังตอไปนี้

(E1) p ∧ p ≡ p กฎนจิพล (Idempotent law)
p ∨ p ≡ p

(E2) p ∧ q ≡ q ∧ p กฎการสลับที่ (Commutative law)
p ∨ q ≡ q ∨ p

(E3) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

(E5) p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(E6) ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q กฎเดอมอรแกน (De Morgan's law)
¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q

(E7) ¬(¬p) ≡ p กฎนเิสธซอน (Double negation law)
(E8) p → q ≡ ¬q → ¬p กฎแยงสลับที่ (contrapositive law)
(E9) p → q ≡ ¬p ∨ q

(E10) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) ≡ (q ↔ p)

(E11) p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (¬p → ¬q)

(E12) p ↔ q ≡ ¬p ↔ ¬q

(E13) p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r)

(E14) p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r)

(E15) (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r)

(E16) (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r)

บทนยิาม 1.1.6 ประพจนที ่มีรปูแบบที่มีคาความจรงิเปนจรงิเสมอเราจะเรยีกวา สัจนิรันดร
(tautology) และเรยีกนเิสธของสัจนรัินดรวา ขอความขัดแยง (contradiction)
ตัวอยาง 1.1.7 จงแสดงวาประพจน p → (p ∨ q) เปนสัจนรัินดร

p q p ∨ q p → (p ∨ q)

T T T T
T F T T
F T T T
F F F T



4 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

ดังน้ัน p → (p ∨ q) เปนสัจนรัินดร เราเรยีกวาการเพิม่ (addition)
ประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดร เมือ่ให p, q และ r เปนประพจนใด ๆ

(T1) p ∧ p ↔ p กฎนจิพล (Idempotent law)
p ∨ q ↔ p

(T2) p ∧ q ↔ q ∧ p กฎการสลับที่ (Commutative law)
p ∨ q ↔ q ∨ p

(T3) p ∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧ r กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
p ∨ (q ∨ r) ↔ (p ∨ q) ∨ r

(T4) p ∧ (q ∨ r) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) กฎการแจกแจง (Distributive law)
p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(T5) ¬(p ∨ q) ↔ ¬p ∧ ¬q กฎเดอมอรแกน (De Morgan's law)
¬(p∧) ↔ ¬p ∨ ¬q

(T6) ¬(¬p) ↔ p กฎนเิสธซอน (Double negation law)
(T7) ¬p ∨ p หรอื ¬(¬p ∧ p)

(T8) p → p

(T9) p → p ∨ q Addition
(T10) p ∧ q → p Simplification

p ∧ q → q

(T11) p ∧ (p → q) → q Modus ponens
(T12) ¬q ∧ (p → q) → ¬p Modus tollens
(T13) (p → q) ∧ (q → r) → (p → r) Hypothetical syllogism
(T14) (p ∨ q) ∧ ¬p → q Disjunctive syllogism

(p ∨ q) ∧ ¬q → p

(T15) (¬p → c) → p

ให p แทนประพจน x > 2 เมือ่ x ∈ {1, 2, 3, 4}

x p : x > 2 คาความจรงิ
1 1 > 2 F
2 2 > 2 F
3 3 > 2 T
4 4 > 2 T

จากตารางจะเห็นไดวาคาความจรงิของประพจน p เปลีย่นไปตามคา x นยิมใช p(x) แทนประพจน
p และเรยีก {1, 2, 3, 4} วา เอกภพสัมพัทธ (universe) นยิมเขียนแทนดวย U เมือ่กลาววา
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" มี x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ มีคาความจรงิเปนจรงิเพราะวามี x = 3 ซึง่ทำให p(3) มีคาความจรงิเปนจรงิ เขียน
แทนคำวา "มี" ดวย ∃ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∃x ∈ U , p(x) ในทำนองเดยีวกัน ถา
กลาววา

" ทกุ ๆ x ใน U ทีส่อดคลอง p(x) "

ประพจนนี้ จะมีคาความจรงิเปนเท็จเพราะวามี x = 1 ทีท่ำให p(1) มีคาความจรงิเปนเท็จ เขียน
แทนคำวา "ทกุ ๆ " ดวย ∀ ดังน้ันเขียนประพจนดังกลาวไดเปน ∀x ∈ U , p(x) เรยีก 2 สัญลักษณ
วา ตัวบงปรมิาณ (quantifier) และเรยีกวธิกีารนี้ วา วธิบีงปรมิาณ (quantification) ซึง่มีได
2 แบบ ดังนยิามดังตอไปนี้
บทนยิาม 1.1.8 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ p(x) เปนประพจน

แบบที่ 1 นำหนา p(x) ดวยวลบีงปรมิาณ

ทกุ x ใน U / สำหรับแตละ x ใน U / ไมวา x จะเปนอะไรก็ตามใน U

สำหรับแตละ x ใน U ซึง่มีสมบัติ p(x) เขียนแทนดวย

∀x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∀x [ p(x) ] หรอื ∀x ∈ U , p(x)

เรยีก ∀ วา ตัวบงปรมิาณท้ังหมด (universal quantifier)
แบบที่ 2 นำหนา p(x) ดวยวลบีงปรมิาณ

มี x ใน U ซึง่ / บาง x ใน U มีสมบัตวิา

มีบาง x ใน U ซึง่มีสมบัติ p(x) เขียนแทนดวย

∃x ∈ U [ p(x) ] หรอื ∃x [ p(x) ] หรอื ∃x ∈ U , p(x)

เรยีก ∃ วา ตัวบงปรมิาณมีอยางนอยหนึง่ (existential quantifier) เรยีกส้ัน ๆ วา มี

เพือ่ความสะดวกในการเขียนตรรศาสตรสัญลักษณ กำหนดให

C แทนเซตของจำนวนเชงิซอน
R แทนเซตของจำนวนจรงิ
Q แทนเซตของจำนวนตรรกยะ

Qc แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ
Z แทนเซตของจำนวนเต็ม
N แทนเซตของจำนวนนับ



6 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

ตัวอยาง 1.1.9 จงเขียนขอความตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณพรอมบอกเอกภพสัมพัทธในแตละขอ

1. มีจำนวนเต็ม x ซึง่ x2 = x

2. ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม จะไดวา x > 0

3. จำนวนจรงิทกุจำนวนมีคาเปนลบเสมอ

4. มีจำนวนตรรกยะทีมี่คาเปนลบ

5. จำนวนเต็มทกุจำนวนเปนจำนวนบวกหรอืจำนวนลบ

ตัวอยาง 1.1.10 จงเปลีย่นสัญลักษณตอไปนี้ ในรปูขอความ
1. ∀n ∈ N, n > 1

2. ∃x ∈ Z, (x ̸= 1) → (x2 > 1)

3. ∀x ∈ R+, (x < 1) ↔ (x2 < x)

บทนยิาม 1.1.11 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ p(x) เปนประพจน

ขอความ ∀x ∈ U , p(x) มีคาความจรงิเปนจรงิก็ตอเมือ่

ไมวา x จะเปนอะไรก็ตามใน U p(x) มีคาความเปนจรงิ นอกน้ันขอความนี้ เปนเทจ็

ขอความ ∃x ∈ U , p(x) มีคาความจรงิเปนจรงิก็ตอเมือ่

มี x อยางนอยหนึง่ตัวใน U ทำให p(x) มีคาความเปนจรงิ นอกน้ันขอความนี้ เปนเทจ็
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ตัวอยาง 1.1.12 ให U = {1, 2, 3, 4} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาคาความจรงิของ

∀x ∈ U , x > 0

x ขอความ x > 0 คาความจรงิ
1

2

3

4

∃x ∈ U , x < 2

x ขอความ x < 2 คาความจรงิ
1

2

3

4

ตัวอยาง 1.1.13 ใหเอกภพสัมพัทธ U = {−2,−1, 0, 1, 2} พิจารณาคาความจรงิของขอความ
ตอไปนี้

1. ∀x ∈ U , (x2 = x) → (x > 0)

x ขอความ (x2 = x) → (x > 0) คาความจรงิ
−2

−1

0

1

2

2. [∀x ∈ U , x2 = x] → [∀x ∈ U , x > 0]

x ขอความ x2 = x คาความจรงิ ขอความ x > 0 คาความจรงิ
−2

−1

0

1

2
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หลายคร้ังมักจะพบประพจนที ่ซับซอนมากข้ึนเช น "มีจำนวนเต็มจำนวนหนึง่ซึง่บวกกับทกุ
จำนวนเต็มแลวเทากับศนูย " เขียนสัญลักษณไดเปน

∃x ∈ Z∀y ∈ Z, x+ y = 0

ประพจนลักษณะนี้กลาวไดวามีตัวบงปรมิาณ 2 ตัว
ตัวอยาง 1.1.14 จงแปลงประพจนตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1. ทกุจำนวนจรงิ x มีจำนวนจรงิ y ซึง่ x+ y = 0

2. สำหรับจำนวนนับ n และ m จะไดวา n+m > 1

3. มีจำนวนเต็ม x ซึง่ x = y + 1 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม y

4. มีจำนวนจรงิ x และ y ถา x > 0 และ y > 0 แลว 1

x
+

1

y
= 1

ตัวอยาง 1.1.15 ให U = {−1, 0, 1} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาขอความ x + y = 0 โดยสราง
แผนภาพตนไมไดดังนี้

x y x+ y = 0 คาความจรงิ

−1

−1 −1 + (−1) = 0 F
0 −1 + 0 = 0 F
1 −1 + 1 = 0 T

0

−1 0 + (−1) = 0 F
0 0 + 0 = 0 T
1 0 + 1 = 0 F

1

−1 1 + (−1) = 0 T
0 1 + 0 = 0 F
1 1 + 1 = 0 F
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ให p(x, y) แทนประพจน x+ y = 0 เขียนตารางไดดังนี้
−1 ◦ ◦ •

0 ◦ • ◦

1 • ◦ ◦

−1 0 1

จะเรยีกตารางนี้ วา ตารางจดุ (Dot table) โดยใหแนวนอนเปนคา x และแนวต้ังเปนคา y จง
ตรวจสอบคาความจรงิของประพจน ∀x ∈ U ∃y ∈ U , x+ y = 0 และ ∃x ∈ U ∀y ∈ U , x+ y = 0

ตัวอยาง 1.1.16 ให U = {−1,−2, 0, 1, 2} เปนเอกภพสัมพัทธ พิจารณาขอความ
p(x, y) : |x|+ y ≥ x+ |y|

จงตรวจสอบคาความจรงิของประพจน

1. ∀x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y)

2. ∀x ∈ U ∃y ∈ U , p(x, y)

3. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y)

4. ∃x ∈ U ∃y ∈ U , p(x, y)
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ตอมาจะกลาวถงึการหานเิสธของประพจนทีมี่ตัวบงปรมิาณ เชน "ไมมีจำนวนเต็ม x ใดเลยที่
สอดคลอง x2 + x+ 1 = 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื

¬∃x ∈ Z, x2 + x+ 1 = 0

หมายถงึ "ทกุจำนวนเต็ม x จะสอดคลอง x2 + x+ 1 ̸= 0" เขียนเปนสัญลักษณคอื
∀x ∈ Z, x2 + x+ 1 ̸= 0

สรปุไดดังบทนยิามตอไปนี้

บทนยิาม 1.1.17 ให U เปนเอกภพสัมพัทธของประพจน p(x) นเิสธของตัวบงปรมิาณนยิามโดย
นเิสธของ ∀x ∈ U , p(x) คอื ¬∀x ∈ U , p(x) ≡ ∃x ∈ U , ¬p(x)

นเิสธของ ∃x ∈ U , p(x) คอื ¬∃x ∈ U , p(x) ≡ ∀x ∈ U , ¬p(x)

ตัวอยาง 1.1.18 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. ∃x ∈ R, x2 = x

2. ∀x ∈ R , x = x+ 0

3. ∀x ∈ Z∃y ∈ Z, xy > 0 → x+ y > 0

4. ไมวา x เปนจำนวนจรงิใดก็ตาม ถา x ̸= 0 แลว x2 > 0

5. ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม x > 0 ก็ตอเมือ่ x2 > 0
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ตัวอยาง 1.1.19 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. มีจำนวนเต็ม x และ y ซึง่ xy = 1

2. ผลบวกของจำนวนตรรกยะเปนจำนวนตรรกยะ

ตัวอยาง 1.1.20 จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
1. ∃x ∈ U , p(x) → q(x)

2. ∀x ∈ U , p(x) ∨ q(x)

3. ∃x ∈ U ∀y ∈ U , ¬p(x, y) → q(x, y)

4. ∀x ∈ U ∀y ∈ U , p(x, y) ↔ q(x, y)

5. ∃x ∈ U , p(x) → ∀x ∈ U , q(x)
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แบบฝ กหัด 1.1
1. พิจารณาประโยคตอไปนี้ วาเปน ประพจน หรอื ประโยคเป ด หรอืไมเปนท้ังสองอยาง

1.1 หามเดนิลัดสนาม
1.2 ป ปจจบัุนเปนป ระกา
1.3 นานเปนจังหวัดในภาคใต
1.4 มีจำนวนนับทีน่อยกวา 1

1.5 5 หาร 11 ลงตัว
1.6 ใครเปนคนนัดพวกเราทีส่ยามพารากอน
1.7 รถไฟมีสองหัว
1.8 ถา 1 > 1 แลวประเทศไทยจะมี 100 จังหวัด

2. จงหาคาความจรงิของประพจนตอไปนี้
2.1 ถา 20 = 02 แลว 2 = 0

2.2 ปูมาไมมีขาก็ตอเมือ่ลงิไมมีหู
2.3 จำนวนนับเปนจำนวนเต็มหรอืตรรกยะ

2.4 ถา 2 ̸= 9 แลว นกขม้ินบินไมได
2.5 ถาชางเปนสัตวป กแลวชางเปนต๊ักแตน
2.6 กระตายไมมีฟน ก็ตอเมือ่ 1 > 2

3. จงสรางตารางคาความจรงิของประพจนตอไปนี้
3.1 (p → ¬q) ∨ (q → p)

3.2 p ∧ (¬q → r) ↔ (r ∨ q)

3.3 ¬[¬p ∧ (q → ¬r)] → (p ∧ ¬r)

3.4 ¬p ∧ (q ∨ r) → (p → r ∧ s)

4. ประพจน p, q, r, s มีคาความจรงิเปน T, F, F, T ตามลำดับ จงหาคาความจรงิของประพจน
ตอไปนี้
4.1 p → (q ∨ ¬(p ∧ r))

4.2 ¬[(p ↔ ¬q) ∧ (q → ¬r)] → ¬s

4.3 ¬(r ∧ ¬s) ↔ (p ∨ ¬q)

4.4 [(¬p ∨ (¬p → (q ∧ r) ∨ s) → p) ∧ r] ↔ p

5. กำหนดให p, q, r เปนประพจนใด จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ สมมูลกันหรอืไม โดยใช
ตารางคาความจรงิ
5.1 q และ ¬p ∨ (p ∧ q)

5.2 ¬p → q และ ¬q → p

5.3 (p ∨ r) → q และ p → (q ∨ r)

5.4 p ↔ (q ∨ r) และ (p ∨ r) ↔ q

5.5 (p ∨ q) ↔ r และ p ∨ (q ↔ r)

5.6 p → (q → r) และ p ∧ q → r

6. ให p, q, r เปนประพจนใด ๆ จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้สมมูลกันหรอืไม ถาสมมูลกัน
จงแสดงโดยใชทฤษฎบีท ถาไมสมมูลจงยกตัวอยางคาน
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6.1 ¬(p → ¬q) และ p ∧ (p → q)

6.2 p → (q ↔ r) และ (p → q) ↔ r

6.3 p ∧ (q ∨ r) และ (p ∧ q) ∨ r

6.4 p ↔ ¬q และ ¬p ↔ q

6.5 p → (q ∨ r) และ ¬(¬r → q) → ¬p

6.6 ¬(p ∧ ¬q) และ ¬q → ¬p

6.7 ¬p → q และ (¬p → q) ∧ (q → ¬p)

6.8 p → (q → r) และ (p → q) → r

7. จงหานเิสธของประพจนตอไปนี้
7.1 รองเทาเปนเครือ่งแตงกายชนดิหนึง่
7.2 ถาแดงไปโรงเรยีน แลวดำจะไมทำการบาน
7.3 2 > 4 และ 3 = 5

7.4 x+ 1 = 3 หรอื π เปนจำนวนตรรกยะ
7.5 ถา 2 เปนจำนวนคี่ แลว 1 เปนจำนวนเฉพาะ
7.6 5 เปนจำนวนเต็มบวก ก็ตอเมือ่ e เปนจำนวนอตรรกยะ
7.7 ab = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

7.8 ถา xy > 0 แลว (x > 0 และ y > 0 ) หรอื (x < 0 และ y < 0 )
7.9 x+ y = 0 ก็ตอเมือ่ x = −y หรอื y = −x

7.10 ถา 2 หาร x ลงตัว หรอื 3 หาร x ลงตัว แลว 6 หาร x ลงตัว
8. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชตารางคาความจรงิ

8.1 (p ∨ q) ∨ ¬(p ∧ q)

8.2 (p → ¬q) → (p ∧ q)

8.3 ¬p → (p ∨ q)

8.4 ¬(p ∧ q) → ¬p ∧ ¬q

8.5 (¬p → ¬q) ∨ (p ↔ q)

8.6 (¬p → q) ↔ ¬(p ∨ q)

9. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชทฤษฎบีท
9.1 (p → q) ↔ ¬(p ∧ q)

9.2 (p ↔ q) ↔ (¬p → q)

9.3 ¬(p → ¬q) ↔ (p ∧ q)

9.4 (p ∨ q) ↔ (p ∧ q)

9.5 (p → ¬q) ↔ ¬(p ∧ q)

9.6 [p → (q → r)] ↔ (p → r)

9.7 (p ↔ q) ↔ [(p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q)]

9.8 [¬p ∨ (r → s)] ↔ [(r ∨ s) → p]

9.9 [p → (r → s)] ↔ [(¬r ∧ s) → p]

9.10 [(p ∧ q) → r] ↔ [¬r → (¬p ∨ ¬q)]

10. จงตรวจสอบวาประพจนตอไปนี้ เปนสัจนรัินดรหรอืไม โดยใชวธิขัีดแยง
10.1 ¬(p → q) → ¬q
10.2 [p → (q → p)] → p

10.3 ¬p ∧ q → p

10.4 (p ∧ q) → (p ∨ q)

10.5 (p → q) ∧ (p → r) → (p → q ∨ r)

10.6 (p → r) ∨ (q → r) → (p ∨ q → r)

10.7 (p ∧ q) ∨ ¬(p ∨ q)

10.8 ((p → q) → r) → (p → (q → r))

10.9 ¬(p → q) → (¬p ↔ q)

10.10 ¬[p ∨ (¬p ∧ q)] → (¬p ∧ ¬q)
10.11 (p → q) → (q → p)

10.12 (p → r) → [(p → q) ∧ (q → r)]
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11. จงเขียนขอความตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณพรอมบอกเอกภพสัมพัทธในแตละขอ
11.1 มีจำนวนเต็ม x ซึง่ |x| = x

11.2 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามจะได x2 > 0

11.3 จำนวนนับทกุจำนวนมีคามากกวา 1

11.4 ไมมีจำนวนตรรกยะใดเลยทีเ่ปนจำนวนบวก
11.5 มีจำนวนจรงิ x และ y ซึง่ x+ y > 0

11.6 มีจำนวนเต็ม m ซึง่ m > n ทกุ ๆ จำนวนเต็ม n

12. ให A = {−1, 0, 1}, B = {−2,−1, 0, 1, 2} และ C = {1, 2, 3, 4} พิจารณาคาความจรงิของ
ขอความตอไปนี้
12.1 ∀x ∈ A [ x+ 1 ≥ x ]

12.2 ∃x ∈ C [ x(x+ 1) = x ]

12.3 ∀x ∈ B [ x > 0 → x2 > x ]

12.4 ∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ̸= y → x > y ]

12.5 ∀x ∈ B ∃y ∈ B [xy = 1 ]

12.6 ∃x ∈ C ∃y ∈ C [x+ y < xy ]

13. ใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหานเิสธของขอความตอไปนี้
13.1 ∀x [

√
x ≥ 0 ]

13.2 ∀x [x = 1 → |x| > 2 ]

13.3 ∃x [ (x < 3) ∧ (x > 3) ]

13.4 ∀x∀y [ xy > 0 → x
y
> 0 ]

13.5 ∃x∀y [ x = y ↔ x2 = y2 ]

13.6 ∃x∃y [ (xy = 10 ∧ x > 5) → y > 2 ]

14. ใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหานเิสธของขอความตอไปนี้
14.1 ไมมีจำนวนจรงิใดเลยทีม่ากกวาศนูย
14.2 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x+ y = y สำหรับทกุ ๆ จำนวนจรงิ y

14.3 ทกุ ๆ จำนวนเต็ม m,n ถา m+ n = mn แลว nm = 1
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1.2 วธิกีารพสิจูน
ผูเขียนจะมีการนำเสนอวธิกีารพิสจูนไวท้ังหมด 6 วธิี ประกอบไปดวย

1. การพิสจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
2. การพิสจูนโดยการแจกแจงกรณี
3. การพิสจูนขอความแบบผันกลับได
4. การพิสจูนโดยวธิขัีดแยง

5. การพิสจูนขอความซึง่เปนไปไดอยางเดยีว
6. การพิสจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

1. การพสิจูนขอความแบบมีเงือ่นไข
การพิสจูนขอความที่อยู ในรปูแบบ p → q เรยีกวา การพสิจูน ขอความแบบมีเงือ่นไข

(proof of conditional statements) ตองการแสดงวา p → q เปนจรงิ ตองแสดงใหไดวา
เมือ่ไรก็ตามที่ p เปนจรงิ ตองแสดงใหไดวา q เปนจรงิดวย เขียนเปนโครงพิสจูนไดดังนี้

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ (ขอสรปุ) �

จะเรยีกวธิีนี้ วาการพสิจูน โดยวธิีตรง (direct proof) นยิมใชเครือ่งหมาย � วางไวบรรทัด
สดุทายเพือ่บอกวาจบการพิสจูน ในสวนทีเ่วนวางไวน้ันคอืสวนทีจ่ะเตมิรายละเอยีดใหสมบูรณ
อาจจะไดจากนยิาม ทฤษฎบีททีพิ่สจูนมากอนหนา หรอืสัจพจน เพือ่ใหนำไปสูขอสรปุอยางเปน
เหตเุปนผลกัน เพือ่ใชในการพิสจูนในตัวอยางตอไปจากนี้ จะนยิาม

บทนยิาม 1.2.1 เรยีกจำนวนเต็ม a ทีไ่มใช ศนูยวาหารจำนวนเต็ม b ลงตัว เขียนแทนดวย a | b

ถามีจำนวนเต็ม k ซึง่ b = ak

และเรยีก a วาตัวหาร (divisor) หรอืตัวประกอบ (factor) ของ b ถา a หาร b ไมลงตัวเขียน
แทนดวย a - b

บทนยิาม 1.2.2 จำนวนคู (even number) คอืจำนวนเต็มทีห่ารดวย 2 ลงตัว หรอืกลาวไดวา

ถา a เปนจำนวนคู แลว 2 | a หรอืมีจำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k

และจำนวนเต็ม a ทีมี่จำนวนเต็ม k ซึง่ a = 2k + 1 เรยีกวา จำนวนคี่ (odd number)
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ตัวอยาง 1.2.3 จงพิสจูนวา " ถา n เปนจำนวนคู แลว n2 เปนจำนวนคู "

ตัวอยาง 1.2.4 จงพิสจูนวา " ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว m+ n เปนจำนวนคู "

ตัวอยาง 1.2.5 จงพิสจูนวา "สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ซึง่ a ̸= 0 ถา a | b และ a | c แลว
a | (2b+ 3c)"
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ตัวอยาง 1.2.6 จงพิสจูนวา "ถา n2 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู"
แนวคดิ มีโครงพิสจูนดังนี้

สมมติ n2 เปนจำนวนคู
...

ดังน้ัน n เปนจำนวนคู �

จะเห็นไดวาการพิสจูนโดยวธิีตรงนี้ ทำไมได แตสามารถทำไดโดยใชกฎแยงสลับทีซ่ ึง่มีความ
หมายเดยีวกับขอความทีต่องการจะพิสจูนคอื p → q ≡ ¬q → ¬p ดังน้ันจะทำการพิสจูน

∀n ∈ Z, n เปนจำนวนคี่ → n2 เปนจำนวนคี่

บทพิสจูน . ให n เปนจำนวนเต็มใด ๆ สมมติวา n เปนจำนวนคี่ จะไดวามีจำนวนเต็ม k ซึง่
n = 2k + 1 แลว

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

ให p = 2k2 + 2k เนือ่งจาก k เปนจำนวนเต็ม ดังน้ัน p เปนจำนวนเต็ม นัน่คอืมีจำนวนเต็ม p ซึง่
ทำให n2 = 2p+ 1 สรปุไดวา n2 เปนจำนวนคี่

การพิสจูน p → q ในตัวอยาง 1.2.6 เรยีกวา การพสิจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive
proof) มีโครงการพิสจูนดังนี้

สมมติ ¬q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน ¬p เปนจรงิ �

อนึง่ในกรณทีีพ่ยายามใชท้ัง 2 วธิแีลวแตยังไมสามารถพิสจูนไดยังมีอกีหนึง่วธิคีอื วธิขัีดแยง
(contradiction) ซึง่จะกลาวในวธิทีี ่ 4 ดังน้ันการพิสจูนขอความในรปูแบบ p → q ได 3 วธิคีอื

1. พิสจูนโดยวธิตีรง (direct proof)

2. พิสจูนโดยวธิกีารแยงสลับที่ (contrapositive proof)
3. พิสจูนโดยวธิขัีดแยง (proof by contradiction)
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ตัวอยาง 1.2.7 จงพิสจูนวา "ถา n3 เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู"

การพิสจูนขอความ p → (q ∨ r) เนือ่งจาก p → (q ∨ r) ≡ p → (¬q → r) ดังน้ัน

สมมติ p และ ¬q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.2.8 จงพิสจูนวา " ถา m+ n เปนจำนวนคี่ แลว m หรอื n เปนจำนวนคี่ "

ตัวอยาง 1.2.9 จงพิสจูนวา " ถา mn เปนจำนวนคู แลว m หรอื n เปนจำนวนคู "
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การพิสจูนขอความ p → (q ∧ r) เนือ่งจาก p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) ดังน้ัน ตอง
พิสจูนวาท้ัง 2 ขอความเปนจรงิ

1. p → q

2. p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน q เปนจรงิ

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ
ตัวอยาง 1.2.10 จงพิสจูนวา " ถา a เปนจำนวนคู แลว 4|a2 และ a2 + 1 เปนจำนวนคี่ "

ตัวอยาง 1.2.11 จงพิสจูนวา " ถา m เปนจำนวนคี่ แลว 4|(m2 + 3) และ 4|(m2 − 1) "

ตัวอยาง 1.2.12 ขอความ "ถา m + n เปนจำนวนคู แลว m และ n เปนจำนวนคู" เปนจรงิหรอื
เท็จ
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2. การพสิจูนโดยการแจกแจงกรณี
จะกลาวถงึการพิสจูนขอความในรปูแบบ (p∨q) → r เนือ่งจาก (p∨q) → r ≡ (p → r)∧(q → r)

ดังน้ันตองพิสจูนท้ัง 2 กรณคีอื

กรณทีี ่ 1 p → r

สมมติ p เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ

กรณทีี ่ 2 q → r

สมมติ q เปนจรงิ
...

ดังน้ัน r เปนจรงิ �

เรยีกวาการพสิจูนโดยแจกแจงกรณี (proof by cases) ดังจะยกตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง 1.2.13 จงพิสจูนวา "ถา a เปนจำนวนคู หรอื a เปนจำนวนคี่ แลว a2 + a เปนจำนวนคู"
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ตัวอยาง 1.2.14 จงพิสจูนวา "ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + 3n+ 4 เปนจำนวนคู"

สำหรับจำนวนเต็มแลวไมจำเปนตองแบงเปน 2 กรณคีอืจำนวนคูและจำนวนคี่ บางคร้ังอาจ
จะแบงมากกวา 2 กรณี เช นกรณจีำนวนเต็มบวก จำนวนเต็มลบ และจำนวนเต็มศนูย แบงเปน 3
กรณี หรอืจะแบงเปนหลาย ๆ กรณข้ึีนอยูกับขอความทีต่องการพิสจูนโดยมีหลักวาตองพิจารณา
ใหครบทกุกรณี ในกรณอีืน่ ๆ ทีไ่มใช จำนวนเต็ม ยอมสามารถพิจารณาโดยใชหลักเดยีวกัน

สำหรับกรณทัีว่ไป (p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn) → r ตองพิสจูนวาท้ัง n กรณเีปนจรงิ

กรณทีี ่ 1 p1 → r

กรณทีี ่ 2 p2 → r

...
กรณทีี ่ n pn → r



22 บทท่ี 1. ความร ูเบ้ืองตน

3. การพสิจูนขอความแบบผันกลับได
การพิสจูนในรปูแบบ p ↔ q ซึง่ทำ 2 ข้ันตอนดังนี้

1. p → q เรยีกวาข้ัน sufficient part (p เปนเงือ่นไขทีเ่พียงพอสำหรับ q)

2. q → p เรยีกวาข้ัน necessily part (p เปนเงือ่นไขทีจ่ำเปนสำหรับ q)

เหตผุลทีต่องพิสจูนท้ัง 2 ข้ันตอนเพราะวา p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) และเรยีกวา การพสิจูน
ขอความแบบผันกลับได (proof of biconditional statements)
ตัวอยาง 1.2.15 จงพิสจูนวา "จำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a+ 3 เปนจำนวนคู"

ตัวอยาง 1.2.16 จงพิสจูนวา

"สำหรับจำนวนเต็ม a และ b ใด ๆ ab เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a และ b เปนจำนวนคี"่
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การพิสจูนขอความ p ↔ q โดยการสรางขอความทีส่มมูลตอเนือ่งกันจากขอความ p ไปยัง
ขอความ q

p ↔ p1 เขียนแทนดวย p ↔ q1

q1 ↔ q2 ↔ q2

q2 ↔ q3 ↔ q3
... ...

qn ↔ q ↔ q

เรยีกวธิกีารพิสจูนนี้ วา iff-string
ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนขอความทีส่มมูลกันเปนคู เช น

(p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1)

สามารถพิสจูนไดจาก
(p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ (p3 → p1)

ตัวอยาง 1.2.17 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : a เปนจำนวนคู
p2 : a2 หารดวย 4 ลงตัว
p3 : a2 เปนจำนวนคู
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4. การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง
ถาการพิสจูนขอความโดยวธิตีาง ๆ ทีผ่านมาแลวไมสามารถทำได ในหัวขอนี้ จะนำเสนอทาง

เลอืกอกีวธิหีนึง่ ถาตองการพิสจูน p เปนจรงิโดยการสมมตวิา ¬p เปนจรงิ แลวนำไปสูขอความ
ขัดแยง c หรอืเกดิประพจน r ∧ ¬r การพิสจูนแบบนี้ ไดจากสัจนรัินดร (T15) (¬p → c) → p

เรยีกวธินีี้ วา การพสิจูนโดยวธิขัีดแยง (proof by contradiction) มีโครงการพิสจูนดังนี้
สมมติ ¬p เปนจรงิ

...
ดังน้ัน เกดิขอขัดแยง �

ตัวอยาง 1.2.18 จงพิสจูนวา "ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตามทีไ่มใช ศนูย จะไดวา x−1 ̸= 0"

แนวคดิ ให p แทนขอความ ∀x ∈ R, x ̸= 0 → x−1 ̸= 0 สมมตวิา ¬p เปนจรงิ นัน่คอื
∃x ∈ R, x ̸= 0 ∧ x−1 = 0

บทพิสจูน . สมมตวิา มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x ̸= 0 และ x−1 = 0

เนือ่งจาก x ̸= 0 โดยสมบัตจิำนวนจรงิจะไดวา x(x−1) = 1 แตจากการสมมติ x−1 = 0 จะไดวา
1 = x(x−1) = x(0) = 0

เกดิขัดแยง ดังน้ันขอความนี้ เปนจรงิ
ตัวอยาง 1.2.19 จงพิสจูนวา "ไมมีจำนวนเต็ม x ซึง่ x2 + x = 1"

ตัวอยาง 1.2.20 จงพิสจูนวา "ถา x, y เปนจำนวนเต็ม แลว x2 − 4y ̸= 2"
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ตัวอยาง 1.2.21 จงพิสจูน ∀a ∈ R+, (∀ϵ > 0, a < ϵ) → (a = 0)

ตัวอยาง 1.2.22 จงพิสจูน ∀a, b ∈ R, (∀ϵ > 0, a ≤ b+ ϵ) → (a ≤ b)

บทนยิาม 1.2.23 จะเรยีกจำนวนเต็มบวก p ทีม่ากกวา 1 วาเปนจำนวนเฉพาะ (prime number)
ก็ตอเมือ่ ตัวหารของ p มีแค 1 กับ p เทาน้ัน
ตัวอยาง 1.2.24 จงพิสจูนวา " มีจำนวนเฉพาะเปนจำนวนอนันต "
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5. การพสิจูนขอความซึง่เป นไปไดอยางเดยีว
ขอความทีเ่ปนไปไดอยางเดยีวเทาน้ันเขียนแทนดวย ∃!x ∈ U , p(x) ขอความนี้สมมูลกับ

(∃x ∈ U , p(x)) ∧ (∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y)

ดังน้ันการพิสจูน ∃!x ∈ U , p(x) แบงการพิสจูนออกเปน 2 สวนคอื
1. ∃x ∈ U , p(x) แสดงวามี x ∈ U อยางนอยหนึง่ตัว (existence)
2. ∀x, y ∈ U , p(x) ∧ p(y) → x = y แสดงวามี x ∈ U เพียงหนึง่ตัวเทาน้ัน (uniqueness)

ตัวอยาง 1.2.25 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ 2x = 1"
แนวคดิ เขียนในรปูสัญลักษณไดเปน ∃!x ∈ R, 2x = 1

บทพิสจูน . ข้ันที่ 1 มีอยางนอยหนึง่ตัว เลอืก x = 0 จะไดวา
2x = 20 = 1

ข้ันที่ 2 มีเพยีงตัวเดยีว ให x, y ∈ R สมมติ 2x = 1 และ 2y = 1 แลว
2x = 1 = 2y ดังน้ัน 2x = 2y

จากสมบัตขิองเลขยกกำลังจะไดวา x = y

ตัวอยาง 1.2.26 จงพิสจูนวา "มีจำนวนจรงิ x เพียงตัวเดยีวทีท่ำให x3 + 1 = 0"

ตัวอยาง 1.2.27 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่
x+ y = 1"
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ตัวอยาง 1.2.28 จงพิสจูนวา "ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่
x− y = 1"

ตัวอยาง 1.2.29 จงพิสจูนวา

"มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให x+ y = y สำหรับทกุจำนวนจรงิ y"

ตัวอยาง 1.2.30 พิจารณาคาความจรงิของ ∃!x ∈ R, x2 = 1

ตัวอยาง 1.2.31 จงพิสจูนวา ∃x ∈ R, x2 + 1 = 0 เปนเท็จ
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6. การพสิจูนโดยหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
หลักโดมโิน (domino principle) มีวธิกีารก็คอืตองผลักชิ้นแรกใหลมเสยีกอน เรยีกข้ัน

นี้ วาข้ันฐาน (basic step) จากน้ันตองตรวจสอบวาแตละชิ้นจะลมไปไมมีทีส่ ิ้นสดุจรงิหรอืไม
ดวยการตรวจสอบข้ันที่ 2 คอืตรวจสอบโดมิโนทกุ ๆ คู โดยที่ช ิ้นที ่ k ตองลมไปทับชิ้นที ่ k+1
เสมอเรยีกข้ันนี้ วาข้ันอปุนัย (inductive step) ดังรปู

1 2 3 4 5 6 k k + 1

การเปรยีบเทยีบหลักโดมิโนกับหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

การพิสจูนประพจน ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิทำได 2 ข้ันตอน ดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 1.2.32 ให P (n) เปนประโยคเป ด ถา

1. ข้ันฐาน : P (1) เปนจรงิ และ

2. ข้ันอปุนัย : ∀k ∈ N, P (k) → P (k + 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, P (n) เปนจรงิ

ตัวอยาง 1.2.33 จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
สำหรับทกุจำนวนนับ n
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ตัวอยาง 1.2.34 จงแสดงวา 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n−1
= 2− 1

2n−1
สำหรับทกุ n ∈ N

ตัวอยาง 1.2.35 จงพิสจูนวา ∀n ∈ N, 4 | (5n − 1) สำหรับจำนวนนับ n

ตัวอยาง 1.2.36 จงแสดงวา ∀n ∈ N, 2n < 2n+1
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ตอไปจะกลาวถงึการพิสจูนแบบอปุนัยเชงิคณติศาสตรทีเ่ริม่ข้ันฐานดวย n0

ทฤษฎบีท 1.2.37 ให n0 ∈ N และ P (n) เปนประโยคเป ด ถา

1. ข้ันฐาน : P (n0) เปนจรงิ

2. ข้ันอปุนัย : ∀k ∈ N, k ≥ n0, P (k) → P (k + 1) เปนจรงิ

สรปุไดวา ∀n ∈ N, n ≥ n0, P (n) เปนจรงิ หรอื P (n) เปนจรงิทกุจำนวนนับ n ≥ n0

ตัวอยาง 1.2.38 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≥ n2

ตัวอยาง 1.2.39 จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน 2n ≤ n!
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แบบฝ กหัด 1.2
1. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยเลอืกวธิพิิสจูนทีเ่หมาะสม

1.1 ถา n เปนจำนวนคู แลว n4 เปนจำนวนคู
1.2 ถา x เปนจำนวนคู แลว 3x เปนจำนวนคู
1.3 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว 3n+ 5m เปนจำนวนคู
1.4 ถา m เปนจำนวนคู และ n เปนจำนวนคี่ แลว nm เปนจำนวนคู
1.5 ถา 3mn เปนจำนวนคู แลว m เปนจำนวนคู หรอื n เปนจำนวนคู
1.6 ถา m3 เปนจำนวนคี่ แลว m เปนจำนวนคี่
1.7 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b และ b | c แลว a | c

1.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b และ a | c แลว a | (b+ c)

1.9 สำหรับจำนวนจรงิ x และ y ถา xy = 0 และ x ̸= 0 แลว y = 0

1.10 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว 7n2 + n+ 2 เปนจำนวนคู
1.11 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n2 + n+ 1 เปนจำนวนคี่
1.12 ไมวา m จะเปนจำนวนเต็มใดก็ตาม m3 −m+ 3 + 1 เปนจำนวนคี่
1.13 ไมวา m จะเปนจำนวนเต็มใดก็ตาม m2 −m เปนจำนวนคู

2. จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืไม ถาจรงิจงพิสจูน ถาไมจรงิจงยกตัวอยาง
คาน
2.1 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n3 − n เปนจำนวนคู
2.2 ถา m เปนจำนวนเต็ม และ 4m เปนจำนวนคู แลว 3m เปนจำนวนคู
2.3 ถา m และ n เปนจำนวนคู แลว n−m เปนจำนวนคู
2.4 ถา m เปนจำนวนเต็ม และ 4m เปนจำนวนคู แลว 3m เปนจำนวนคู
2.5 ถา n เปนจำนวนเต็ม และ n5 − n เปนจำนวนคู แลว n เปนจำนวนคู
2.6 สำหรับจำนวนเต็ม m,n ถา m2 + n2 เปนจำนวนคู แลว m เปนจำนวนคู หรอื n เปน

จำนวนคู
2.7 ถา n เปนจำนวนเต็ม แลว n3 − n เปนจำนวนคี่
2.8 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ c ทีไ่มใช ศนูย ถา a | b2 แลว a | b

2.9 ∀x, y ∈ R, x < y → x2 < y2

2.10 ∀x, y ∈ R, x < y → x3 < y3

2.11 ∀a, b ∈ R, [ (a ̸= 0 ∧ b ̸= 0) → a+ b ̸= 0 ]
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3. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยเลอืกวธิพิิสจูนทีเ่หมาะสม

3.1 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคู
3.2 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a2 เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคู
3.3 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a2 + 1 เปนจำนวนคี่
3.4 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a เปนจำนวนคี่ ก็ตอเมือ่ a2 + 3 เปนจำนวนคู
3.5 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ a+ 1 เปนจำนวนคู ก็ตอเมือ่ a3 เปนจำนวนคี่
3.6 สำหรับจำนวนเต็ม x, y ใด ๆ xy = 1 ก็ตอเมือ่ x = 1 และ y = 1

3.7 มีจำนวนจรงิ x และ y ใด ๆ x < y ก็ตอเมือ่ x3 < y3

3.8 ∀x ∈ R [x3 = 1 ↔ x = 1 ]

3.9 ∀x ∈ R [x < 0 ↔ 1
x
< 0 ]

3.10 ∀x, y ∈ R [x2 + y2 = 0 ↔ (x = 0 ∧ y = 0) ]

3.11 ∀x, y ∈ R, [x3 = y3 ↔ x = y ]

4. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : n เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 1
p2 : n3 เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 1
p3 : n3 + 4 เปนจำนวนเต็มทีห่ารดวย 3 แลวเหลอืเศษ 2

5. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกันทกุคู

p1 : a เปนจำนวนคี่
p2 : a+ 3 เปนจำนวนคู
p3 : a4 เปนจำนวนคี่

6. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

6.1 สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ ถา a2 + 2a+ 5 เปนจำนวนคู แลว a เปนจำนวนคี่
6.2 ถา a เปนจำนวนเต็ม แลว a2 ̸= 4a+ 3

6.3 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิใดก็ตาม ถา x < 0 แลว x−1 < 0

6.4 ไมวา x จะเปนจำนวนจรงิบวกใดก็ตาม จะไดวา √
x <

√
x+ 1

6.5 สำหรับจำนวนจรงิ x ≥ 0 ถา ทกุ ๆ จำนวนจรงิบวก ε ซึง่ x < ε แลว x = 0

6.6 ∀a, b ∈ R [ (∀ε > 0, a ≤ b+ ε) → a ≤ b ]

6.7 ∀x, y ∈ R, x2 + xy + y2 ≥ 0
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6.8 ∀x, y ∈ R+, x+ y > 2
√
xy

7. จงพิสจูนขอความตอไปนี้

7.1 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 5

7.2 ทกุ ๆ จำนวนจรงิ x จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ x+ y = 0

7.3 มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให xy = x สำหรับทกุจำนวนจรงิ y

7.4 มีจำนวนจรงิ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันทีท่ำให xy = y สำหรับทกุจำนวนจรงิ y

7.5 มีจำนวนตรรกยะ x เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ันซึง่ทำให xy เปนจำนวนตรรกยะ สำหรับ
ทกุจำนวนอตรรกยะ y

7.6 ∃!x ∈ R, x ∈ [0, π
2
] → sin x = cos x

8. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้ เปนเท็จ

8.1 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x = x+ 1

8.2 มีจำนวนจรงิ x ซึง่ x2 + x+ 1 = 0

8.3 ∃x ∈ Z, −1 < x < 0

8.4 ∃x ∈ Z, 4x2 = 1

8.5 ∃n ∈ N, 3 | 2n

9. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร

9.1 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.2 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.3 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.4 2 + 4 + 6 + · · ·+ (2n) = n2 + n สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.5 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.6 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n = (n− 1)2n+1 + 2 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.7 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + · · ·+ n(n!) = (n+ 1)!− 1 สำหรับทกุจำนวนนับ n

9.8 (1− 1
2
)(1− 1

3
) · · · (1− 1

n
) = 1

n
สำหรับทกุจำนวนนับ n

10. จงพิสจูนขอความตอไปนี้ โดยใชหลักอปุนัยเชงิคณติศาสตร
10.1 ∀n ∈ N, 2n > n

10.2 ∀n ∈ N, 2n ≤ 2n+1 − 2n−1 − 1

10.3 ∀n ∈ N, 1 + 2−1 + 2−2 + · · ·+ 2−n ≤ 2
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10.4 ∀n ∈ N, n ≥ 10, 2n−10(1000) < 2n − 2n−6

10.5 ให x ∈ R ซึง่ x > −1 จงพิสจูนวา ∀n ∈ N, (1 + x)n ≥ 1 + nx

11. จงหาจำนวนนับเริม่ตนทีท่ำใหขอความนี้ เปนจรงิพรอมท้ังพิสจูน
11.1 2n−1 ≤ n!

11.2 4n > n4

11.3 (2n)! < 22n(n!)2

11.4 n2 < (3
2
)n
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1.3 ปฏทิรรศน
ปฏทิรรศน (paradox) คอืประโยคหรอืขอความทีเ่กดิขัดแยงในตัวเอง หรอืความขัดแยงกันแต
จรงิ หรอืขอความทีมี่ลักษณะยอนแยงในตัวเอง หมายถงึเหตกุารณของประโยคทีเ่ปนจรงิชัดเจน
แตสดุทายนำไปสูความขัดแยงในตัวเอง หรอืสถานการณที ่อยูนอกความคดิทัว่ไป หรอืปฏิทร
รศนใชกันในความหมายของขอความที่ตรงกันขาม หรอืขัดแยงกับความเชือ่ที ่คนทัว่ไปมีหรอื
ยอมรับวาเปน “สามัญสำนกึ (common sense)”

ตัวอยางรปูภาพทีเ่กดิปฏทิรรศน

ตอไปจะกลาวถงึปฏิทรรศนทีมี่ช ือ่เสยีงในเรือ่งทฤษฎีเซต นำเสนอโดยนักคณติศาสตรชาว
อังกฤษชือ่วา เบอรตแรนด รัสเซลล (Bertrand Russull) ในป  ค.ศ. 1901 ในเวลาตอมาเรยีกวา
ปฏทิรรศนรัสเซลล (Russull's paradox) เขาไดยกตัวอยางสถานการณในหมูบานเล็ก ๆ แหง
หนึง่ทีมี่ช างตัดผมเพียงคนเดยีว ช างตัดผมคนน้ันกลาวข้ึนมาวา

“ผูชายทกุคนในหมูบานถาไมตัดผมเอง ก็ตองถกูช างตัดผมเปนคนตัดให”

คำถามคอื ใครเป นคนตัดผมชางตัดผม พิจารณา 2 กรณตีอไปนี้
• ถาเขาตัดผมของตนเอง แสดงวาเขาเปนคนทีไ่มไดตัดผมของตนเอง
• ถาเขาไมไดตัดผมของตนเอง แสดงวาเขาถกูตนเองตัดผมให

จะเห็นวาเกดิขอความขัดแยงเพราะเขาเปนท้ังช างตัดผมขณะเดยีวกันก็เปนผูชายในหมูบาน การ
พูดประโยคดังกลาวจงึเกดิปฏทิรรศนข้ึน บางคร้ังจะเรยีกวา ปฏทิรรศนช างตัดผม (the baber
paradox)

การนำเสนอปฏทิรรศนของรัสเซลลทำใหนักคณติศาสตรตองระมัดระวังมากข้ึน เมือ่จะนยิาม
หรอืสรางระบบสัจพจนใหม ๆ ในทางคณติศาสตร เพือ่ไมใหขัดแยงกันเองอันจะนำไปสูการไม
ยอมรับทางคณติศาสตร

ในป  1905 นักคณติศาสตรชาวฝรัง่เศสชือ่ จลูส รชิารด (Jules Richard) ไดนำเสนอปฏทิรรศน
ในดานประโยคทางตรรกศาสตร ตัวอยางเช น มีนักศกึษาผูหนึง่พูดข้ึนวา

" นักศกึษาทกุคนพูดโกหก "
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ประโยคนี้สรปุไดวานักศกึษาคนนี้พดูจรงิหรอืพดูโกหก พิจารณา 2 กรณตีอไปนี้

• ถานักศกึษาคนนี้ พูดจรงิ แสดงวานักศกึษาคนนี้ พูดโกหก

• ถานักศกึษาคนนี้ พูดโกหก แสดงวานักศกึษาคนนี้ พูดจรงิ

จะเห็นวาเกดิขอขัดแยงเพราะนักศกึษาคนทีพู่ดประโยคนี้ กลาวถงึนักศกึษาทกุคนอันหมายรวม
ตัวเขาเองเขาไปดวย เรยีกปฏทิรรศนนี้ วา ปฏทิรรศนของรชิารด (Richard's paradox)

ปฏทิรรศนมีอกีหลายรปูแบบซึง่พบเจอในสาขาวชิาอืน่ ๆ เช น

1. กรณทีีมี่การยอนกลับไปแกไขเหตกุารณในอดตี ทีจ่ะสงผลใหเกดิเหตกุารณในปจจบัุน เช น
การยอนกลับไปฆาพอแมของตนเองกอนทีต่นจะเกดิ ก็จะเกดิขอขัดแยงทางเวลาวา ตัว
ของเราเกดิมาไดอยางไร เมือ่พอแมถกูฆาไปแลว เรยีกวา ปฏทิรรศนเวลา (time paradox)
หรอืปฏทิรรศนคณุปู  (grandfather paradox)

2. ปฏิทรรศนฝาแฝด (twin paradox) ซึง่เปนผลลัพธอันนาฉงนทีส่ดุอันหนึง่ในทฤษฎีสัมพัทธ
ภาพของไอนสไตน ในสาขาวทิยาศาสตร

3. ในวชิาเศรษฐศาสตร กลาวถงึกรณีที ่วาทำไมน้ำจงึถกูกวาเพชร ท้ัง ๆ ที่คนตองการน้ำ
มากกวา เรยีกวา diamond-water paradox

4. ปฏทิรรศนซโีน (Zeno's paradox) ในวชิาปรัชญา กลาวถงึขอสรปุทีฟ่งดแูลวขัดกันของซโีน
จากตัวอยางอันมีชือ่เสยีงทีส่ดุของเขาก็คอื อาคลีสิแขงกับเตา กลาวคอื " เตาแขงกับอา
คีลสิ โดยเตาบอกใหอาคีลิสตอใหสบิเมตร ซึง่อาคีลิสก็ตกลง แตกอนจะเริม่แขงกัน เตาก็
บอกกับอาคลีสิวา
ถาอาคีลิสจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหไดซะกอน อาคีลิสก็เห็นดวยกับทีเ่ตา
บอก "
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แบบฝ กหัด 1.3
จงอธบิายปฏทิรรศนของแตละเหตกุารณตอไปนี้
1. ยักษกนิคนจับเหยือ่ได และเลนกับเหยือ่วาถาเหยือ่สามารถทายใจของตนได เหยือ่จะถกู

ปลอยไป เหยือ่ผูหนาสงสารก็เลยทายวา "ทานคดิวาทานจะกนิขา" สรปุวาเหยือถกูปลอย
หรอืถกูกนิกันแน

2. ชายคนหนึง่สอบถามนาย A และ B นาย A พูดวา "นาย B พูดแตเรือ่งโกหก" สวนนาย B ก็
พูดวา "นาย A พูดแตความจรงิ" แลวใครพูดความจรงิ ใครพูดโกหกกันแน

3. เผากนิคน จับเหยือ่ไดและเสีย่งทายกับเหยือ่วาใหเลาเรือ่งมาเรือ่งหนึง่ ถาหัวหนาเผาคดิ
วาเรือ่งน้ันเปนเรือ่งจรงิ ใหจับไปตม แตถาเปนเรือ่งโกหกใหจับไปยาง เหยือ่จงึเลาวา "เขา
จะถกูจับไปยาง" หัวหนาเผาคดิอยูนานก็คดิไมออกวาจะตมหรอื ยางดี จนในทีส่ดุก็เอา
เหยือ่ผูน้ันไปขังไวรอวันคดิเสร็จ และเหยือ่ผูน้ันก็ถกูขังอยูต้ังแตวันน้ันจนถงึปจจบัุน เกดิไร
ข้ึนกับเหตกุารณนี้

4. (Crocodile Dilemma) จระเขขโมยลกูของชายผูหนึง่ไป แตมันใหคำสัญญาวา มันจะคนืลกู
ใหหากชายผูน้ันทายใจมันไดถกูตองวามันจะทำอะไร ชายผูน้ันเดาใจมันวา "เขาจะไมไดลกู
กลับคนืมา"

5. เตาแขงกับอาคลีสิ โดยเตาบอกใหอาคลีสิตอใหสบิเมตร ซึง่อาคลีสิก็ตกลง แตกอนจะเริม่
แขงกัน เตาก็บอกกับอาคีลิสวา ถาอาคีลิสจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหไดซะ
กอน อาคลีสิก็เห็นดวยกับทีเ่ตาบอก อาคลีสิจะชนะเตาไดหรอืไม
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บทที่ 2
สัจพจนของทฤษฎเีซต

2.1 ประวัตแิละการเขียนเซต
ในทางคณติศาสตรถอืวา “เซต (set)” เปนมูลฐาน เพราะวาทฤษฎบีทตาง ๆ ลวนมีเซตเขา

มาเกีย่วของเปนพ้ืนฐานเกอืบท้ังหมด (กรรณกิา กวักเพฑรูย . 2542. หนา 79) ผูที ่เริม่ใชคำ
วาเซตเปนคนแรกคอื เกอรก คันทอร (Georg Cantor: 1845-1918) ซึง่เปนนักคณติศาสตรชาว
เยอรมัน ซึง่ขณะน้ันเขากำลังสนใจศกึษาเกีย่วกับการลูเขาของอนกุรมฟูเรยีร (Fourier series)

a1sinx+ a2sin2x+ a3sin3x+ · · ·

และอนกุรมของจำนวนจรงิตาง ๆ ทำใหเขาเห็นความสำคัญของการเปรยีบเทยีบขนาดของเซต
อนันตในระบบจำนวนจรงิ คันทอรไดแนะนำการเปรยีบเทยีบขนาดทีเ่ทากันไววา

" เซตสองเซตมีขนาดเทากัน ถาสมาชกิของเซตหนึง่จับคูกับแตละสมาชกิของเซตหนึง่ได "

ในกรณีเซตจำกัดสองเซตจะเทากันก็ตอเมือ่ท้ังสองมีจำนวนสมาชกิเทากัน จงึจะสามารถจับ
คูกันแบบตัวตอตัวไดพอดี แนวคดินี้ เปนรากฐานทำใหเกดิการนับจำนวนไดอยางไมสิ้นสดุ จน
กระทัง่ไดจำนวนทีเ่รยีกวา จำนวนเชงิอนันต (tranfinite number) ตอมาในป 1873 ไดตพิีมพ
ผลงานทีไ่ดแสดงวา เราไมสามารถจับคูแบบตัวตอตัวระหวางจำนวนจรงิกับจำนวนเต็มได ทำให
นักคณติศาสตรตืน่ตัวเรือ่งราวเกีย่วเซต

คันทอรไดอธบิายเซตอยางงาย ๆ เพือ่ความเขาใจเบ้ืองตนวา "เซตคอืการรวมกันอยูของสิง่
ซึง่มีสมบัติซึง่มีสมบัติเดยีวกัน" การพิสจูนทฤษฎีของเขาเกอืบท้ังหมด เขาพิสจูนจากสัจพจน 3
ขอ คอื

1. The Axiom of Extensionality
เซตสองเซตเหมือนกัน (เซตทีเ่ทากัน) เมือ่มันมีสมาชกิเปนอันเดยีวกัน

2. The Axiom of Abstraction
เมือ่กำหนดคณุสมบัตใิดยอมมีเซตประกอบดวยคณุสมบัตน้ัิน ๆ เสมอ

3. The Axiom of Choice
สำหรับเซต A ใด ๆ มีฟงกชัน f ซึง่สับเซต B ̸= ∅ ใด ๆ ของ A แลว f(B) ∈ B

39
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นักคณติศาสตรไดนำทฤษฎีเซตของคันทอร เปนรากฐานในคณติศาสตรสาขาตางๆ และถกู
ใชอยางแพรหลายในเวลาตอมา และมีการถกเถยีงกันเกีย่วกับขอขัดแยงกันเอง (paradox) มีอยู
2 ลักษณะ

1. ความเป นอนันต การสรางระบบจำนวนในรปูเซต สามารถนยิามจำนวนข้ึนไดเรือ่ย ๆ จน
ไดจำนวนเชงิอนันต โดยเฉพาะการศกึษาการลูเขาของอนกุรมของจำนวนจรงิซึง่มีจำนวน
ขนาดใหญมากจนไมสามารถแทนดวยจำนวนจำกัดใด ๆ ได แตเมือ่พิจารณาปญหาทีมี่ชือ่
เสยีงของ ซโีน (Zeno of Elea : 490-430 กอนครสิตกาล) ทีก่ลาวถงึการแขงขันการวิง่ของ
อาคลีสิแขงกับเตาทีว่า
" เตาแขงกับอาคลีสิ โดยเตาบอกใหอาคลีสิตอใหสบิเมตร ซึง่อาคลีสิก็ตกลง แตกอนจะ
เริม่แขงกัน เตาก็บอกกับอาคลีสิวา ถาอาคลีสิจะเดนิทันเตาจะตองเดนิผานครึง่ทางใหได

ซะกอน อาคลีสิก็เห็นดวยกับทีเ่ตาบอก "
อปุมาเหมือนกับการแบงช วง (0, 1) ออกเปนจดุ
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ทำใหช วงมีขนาดเล็กลงเรือ่ย ๆ ถงึแมวาแตละชวงจะถกูแบงเล็กเทาใดก็ตาม ขนาดชวง
เล็ก ๆ เหลาน้ันสามารถวัดขนาดไดและไมเปนศนูย ซึง่ทำใหซโีนสรปุเปนขอแยงกันเองแต
จรงิทีเ่รยีกวา ปฏทิรรศนซโีน (Zeno's paradox) ทีก่ลาววา

" ผลรวมของชวงทีมี่ความยาวจำกัดเปนอนันตช วง จะยังคงไดช วงทีมี่ความยาวจำกัด "
การแกปญหาลักษณะนี้ ไดมีการตกลงกันวา เมือ่กลาวถงึอนันต ในทางคณติศาสตรจะมี
อยู 2 ลักษณะ คอื การเปนอนันต ในลักษณะไมมีที ่ส ิ้นสดุ (actual infinite) และการเปน
อนันตในลักษณะทีมี่คามากเกนิกวาจำนวนจำกัดทกุ ๆ ตัว (virtual infinite)

2. การกำหนดนยิามเซตทีไ่มแจมชัด จากทีคั่นทอรกลาวไววา เซตคอืการรวมกันอยูของ
สิง่ซึง่มีสมบัตซิึง่มีสมบัตเิดยีวกัน เช นเมือ่สมมตวิา p เปนสมบัตหินึง่ ซึง่ถา x มีสมบัติ p(x)
นี้ แลว

{x : p(x)} เปนเซต

แตคันทอรก็พบปญหาความขัดแยงในตัวเอง (Cantor's paradox) เมือ่เขากำหนด
A = {x : x = x}

จะไดวา A คอืเซตของทกุ ๆ เซต ถา P(A) คอืเซตกำลัง (power set) ของ A จะไดวา
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X ∈ P(A) −→ X ∈ A

ทำใหไดขอสรปุวา จำนวนสมาชกิของ P(A) นอยกวาหรอืเทากับจำนวนสมาชกิของ A ซึง่
ขัดแยงกับทฤษฎบีทในทฤษฎีเซต และ ในป 1902 รัสเซลลไดอธบิายวาเกดิปฏิทรรศน ซึง่
ขัดแยงกับสัจพจนขอที ่ 2 ของคันทอร เมือ่กำหนด p เปนสมบัตขิองการไมเปนสมาชกิของ
ตัวมันเอง หรอืกลาววาเซต ๆ หนึง่นยิามโดยเซตทกุเซตทีไ่มไดมีตัวเองเปนสมาชกิ จะพบ
ปญหาคอืเซตน้ันมีตนเองเปนสมาชกิหรอืไม นัน่คอืสามารถสรางเซต

B = {x : x /∈ x}

ลักษณะนี้ ไดหรอืไม มีคำถามตามมาวา B เปนสมาชกิของ B หรอืไม การตอบคำถามนี้
ทำใหเกดิ

B ∈ B → B /∈ B และ B /∈ B → B ∈ B

ทำใหเกดิขอขัดแยงแตสมมูลกัน ซึง่รูจักกันในชือ่ ปฏทิรรศนรัสเซลล (Russull's paradox)
ดังน้ันไมสามารถสรางเซตของเซตทีมี่สมาชกิเปนตัวเองไดน้ันเอง

จากขอขัดแยงลักษณะที่ 2 ทำใหนักคณติศาสตรตืน่ตัวทีจ่ะหาวธิแีกไข ในทีส่ดุไดมีผูพยายาม
นำการศกึษาระบบสัจพจนมาใชแทนทฤษฎีเซตทำใหขจัดปญหาดังกลาวไปได เรยีกการศกึษา
ทฤษฎเีซตในลักษณะนี้ วา ระบบสัจพจนของทฤษฎเีซต (axiomatic set theory) ทีใ่ชกันแพร
หลายมี 2 ระบบคอื

1. ระบบของแซรมโิล
แซรมิโล (Ernst Zermelo : 1871–1953) นักคณติศาสตรชาวเยอรมัน ไดต้ังระบบสัจพจน
ของทฤษฎีเซตข้ึน โดยไมอนญุาตใหการรวมกันอยูของเซตท้ังหมดอยู ในระบบโดยการ
กำหนดวา " การรวมของสิง่จะเปนเซตก็ตอเมือ่ สืง่ตางๆของการรวมกันอยู น้ันเปนสิง่
ที ่ถกูเลอืก หรอืถกูแบงมาจากการรวมกันอยูหรอืเซตที่มีอยูกอนแลวในระบบ เฉพาะ
สิง่ที ่สอดคลองกับสมบัติที ่กำหนดข้ึนมาใหมสมบัติหนึง่ " นัน่คอืจะกลาวถงึเซตที่เปน
สับเซตของอกีเซตหนึง่เสมอ ซึง่เรยีกวาการกำหนด เอกภพสัมพัทธ (universe) ระบบ
แซร มิโลเปนทีน่ยิมอยางกวางขวาง อยางไรก็ตามระบบนี้ เกดิกอนระบบตรรกศาสตร เชงิ
สัญลักษณ ทำใหยากตอการเขาใจในเวลาตอมา เฟอรนเคล (Fraenkel) และสโคเลน (Skolen)
ไดเพิม่เตมิและดัดแปลงระบบแซรมิโลในรปูภาษาตรรกศาสตร และไดรับความนยิมสงูสดุ
ชือ่ " ระบบสัจพจนของแซรมิโลและเฟอรนเคล"

2. ระบบของนอยมันน
จอหน ฟอน นอยมันน (John von Neumann : 1903-1957) เปนนักคณติศาสตรชาวอเมรกัิน
เชื้อสายฮังการี เปนอกีคนทีพ่ยายามกำหนดระบบสัจพจนของทฤษฎีเซตข้ึน สวนใหญใน
ระบบนอยมันนสอดคลองกับระบบของแซรมิโล นอกจากสวนทีก่ลาววา " สิง่ทีมี่ลักษณะ
เดยีวกับเซตแตมีขนาดมหาศาล จะถกูเรยีกในชือ่ทีต่างกันวา พวก หมู หรอื กลุม (class
or family) เปนตน " นัน่คอืนอยมันนแกไขความขัดแยงทีเ่กดิข้ึนในทฤษฎีเซตของคันทอร
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ดวยการกำหนดใหมีบาง "พวก" หรอืบาง "หมู" ซึง่มีขนาดใหญเกดิกวาจะเปนเซตได ดังน้ัน
การรวมกันของทกุ ๆ เซตจงึไมเปนเซต แตหากเปน "พวกของทกุ ๆ เซต" เปนตน ระบบ
นอยมันนเปนทีน่ยิมในกลุมคนทีส่นใจศกึษาเกีย่วกับเซตทีข่นาดใหญมหาศาล เช น หมูของ
จำนวนเชงิอันดับที่ เปนตน

เนือ่งจากขดแยงตาง ๆ เกดิข้ึนเฉพาะกรณเีซตทีข่นาดใหญมหาศาลเทาน้ัน ดังน้ันในสาขาใด
ทีไ่มเกีย่วของกับจำนวนขนาดใหญ จงึยังคงยอมรับและศกึษาทฤษฎีเซตของคันทอรในรปูแบบ
เดมิ หรอืรปูแบบทีไ่มเกีย่วกับระบบสัจพจน ซึง่เรยีกวา ทฤษฎีเซตไรรปูสัจพจน (Naive set
theory) แตในวชิานี้ เราจะศกึษาระบบของแซร มิโล เนือ่งจากตองศกึษาเซตที่มีขนาดใหญโต
มหาศาล

คันทอรไดใหคำจำกัดความของเซตวา คอืกลุมของสิง่ซึง่มีสมบัติบางประการคลายกัน และ
สิง่ของดังกลาวน้ันเรยีกวา สมาชกิ (element) ดังน้ันระบบสัจพจนของทฤษฎีเซตจงึกำหนดให
"สมาชกิ" และ "เปนสมาชกิ" เปนอนยิาม และเปนความสัมพันธอนยิาม ตามลำดับ

เมือ่กำหนดเซตใด ๆ ก็ตามมาให เราตองบอกไดวา อะไรเปนสมาชกิหรอืไมเปนสมาชกิของ
เซตไดเสมอ นัน่คอื ประพจน

............ เปนสมาชกิ ............

เปนจรงิหรอืเปนเท็จอยางใดอยางหนึง่ เมือ่เตมิสมาชกิ และเซตในชองวางตามลำดับ ถาประพจน
ดังกลาวเปนจรงิ

สำหรับสมาชกิ x และเซต A เขียนแทนดวย x ∈ A

ในทำนองเดยีวกันเขียน ¬(x ∈ A) เขียนแทนดวย x /∈ A หมายถงึ x ไมเปนสมาชกิของ A

ตัวอยาง 2.1.1 จงตรวจสอบวา 1, {1} และ {1, {1}} เปนสมาชกิของเซตตอไปนี้หรอืไม
1. A = {1} 2. B = {1, {1}} 3. C = {{1}}

เซตที่มีแนวคดิของการนำสิง่ตาง ๆ ที ่มีลักษณะเดยีวกัน การเขียนเซตจงึนยิมเขียนในรปู
สมบัติทีก่ำหนดให ถา p เปนสัญลักษณแทนสมบัติดังกลาว แลว p(x) หมายถงึขอความซึง่ x

สอดคลองกับ p โดยที่ x เปนตัวแปรแทนสมาชกิของเซต ดังน้ันจะไดประโยคเป ด
p(x) : x มีสมบัติ p

เราสามารถเขียนสัญลักษณแทนเซตของสมาชกิทีส่อดคลองสมบัติ p ไดดวยสัญลักษณดังนี้

{x : p(x)}
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ตัวอยาง 2.1.2 จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1. เซตของจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10 และ 3 หารลงตัว

2. เซตของเลขฐานสบิสามหลักทีส่รางจากเลขโดด 1, 2 และ 3 โดยแตละหลักไมซ้ำกัน

3. เซตประเทศสมาชกิประชาคมอาเซยีน (AEC)

4. เซตของคูอันดับทีเ่กดิจาก 1, 2 และ 3

5. เซตเลขฐานสองทีมี่ 3 หลัก

บางคร้ังเราทราบสมาชกิท้ังหมดของเซตอาจเขียนดวยการแจกแจงสมาชกิไดตัวอยาง
{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}

นัน่คอื {x : x เปนจำนวนคีบ่วกทีไ่มเกนิ 14} สรปุไดวาการเขียนเซตประกอบดวย 2 วธิคีอื
1. วธิแีจกแจงสมาชกิ (Tabular form) การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ คอืการเขียนเซต

โดยเขียนสมาชกิลงในเครือ่งหมายวงเล็บป กกา และใชเครือ่งหมายจลุภาค คัน่ระหวาง
สมาชกิแตละตัว ตัวอยางเช น {1, 2, 3}, {4, 5, 6} และ {a, b, c} เปนตน มีขอตกลงในการ
เขียนดังนี้
(ก) ถาสมาชกิในเซตซ้ำกันจะเขียนสมาชกิตัวน้ันเพียงคร้ังเดยีว เช น {1, 1, 2, 3} เขียนแทน

ดวย {1, 2, 3}

(ข) สมาชกิในเซตเดยีวกันสามารถเขียนลำดับแบบใดก็ไดซึง่ความหมายของเซตน้ันไม
เปลีย่นแปลง เช น {1, 2, 3} เขียนเปน {3, 1, 2} หรอื {2, 1, 3} ก็ได ถอืวาท้ัง 3 เซตเปน
เซตเดยีวกัน
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(ค) สำหรับเซตที่มีสมาชกิจำนวนมากและบอกสมาชกิที ่ตามมาไดแนชัด เขียน ... แทน
ดวยสมาชกิลำดับถัดไปจนถงึตัวสดุทาย ตัวอยางเช น

{1, 2, 3, ..., 10} หมายถงึ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

ทำนองเดยีวกับสำหรับเซตที่มีสมาชกิไมมีที ่ส ิ้นสดุ เช น {1, 2, 3, ...} หมายถงึเซตที่
ประกอบดวยสมาชกิ 1, 2, 3 และลำดับถัดไปไมมีทีส่ ิ้นสดุ

2. วธิบีอกเงือ่นไขของสมาชกิ (Set builder form) การเขียนเซตแบบบอกเงือ่นไขประกอบ
ดวย 2 สวน สวนแรกหมายถงึสมาชกิ และสวนทีส่องคอืเงือ่นไขของสมาชกิ โดยมีเครือ่งหมาย
: คัน่ระหวางสองสวนน้ัน อานวา "โดยที"่

A = { สมาชกิ : เงือ่นไขของสมาชกิ }

ตัวอยางเช น A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} และเขียนแจกแจงสมาชกิได
เปน A = {1, 2, 3, 4, 5}

ขอสังเกต 2.1.3 การเขียนเซตแตละชนดิมีขอสังเกตดังนี้
1. เซตทีเ่ขียนโดยวธิแีจกแจงสมาชกิจะสามารถเขียนโดยวธิบีอกเงือ่นไขสมาชกิได แตในบาง

เซตทีเ่ขียนโดยวธิบีอกมีเงือ่นไขสมาชกิไมสามารถเขียนโดยวธิแีจกแจงสมาชกิได เช น
{x : x เปนจำนวนอตรรกยะทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 1}

2. การเขียนเซตแบบมีเงือ่นไขเขียนไดหลายรปูแบบข้ึนอยูกับผูเขียน ตัวอยางเช น
{x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 5} หรอื {x : x เปนจำนวนเต็มทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 6}
หมายถงึเซตเดยีวกันคอื {1, 2, 3, 4, 5}

ตัวอยาง 2.1.4 จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
1. A = {x : x เปนจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10 ที่ 3 หารไมลงตัว }

2. B = {x : x เปนจำนวนเต็มซึง่ x2 = 4}

3. C = {(x, y) : x, y เปนจำนวนนับซึง่ x+ y = 5}

4. D = {x : x เปนจำนวนนับทีห่ารดวย 2 ลงตัว }

5. E = { จังหวัด : จังหวัดในประเทศไทยทีมี่พยางคเดยีว }
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ตัวอยาง 2.1.5 จงเขียนเซตตอไปนี้ แบบมีเงือ่นไข
1. A = {2, 3, 4, 5, 6, 7}

2. B = {10, 20, 30, 40}

3. C = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49}

4. D = {ทศิเหนอื,ทศิใต,ทศิตะวันออก,ทศิตะวันตก}

ตัวอยาง 2.1.6 จงเขียนเซตตอไปนี้ แบบมีเงือ่นไข

1. A =

{
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, ...

} 2. B = {1, 11, 111, 1111, ...}
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แบบฝ กหัด 2.1
1. จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูสัญลักษณ

1.1 เซตของจำนวนเต็มบวกทีน่อยกวา 10
1.2 เซตของจำนวนจรงิทีอ่ยูระหวาง 0 ถงึ 1
1.3 เซตของจำนวนตรรกยะทีม่ากกวา 5
1.4 เซตของจำนวนคูทีห่ารดวย 3 ลงตัว
1.5 เซตของสธีงชาตไิทย
1.6 เซตของอักษรภาษาอังกฤษทีเ่ปนสระ
1.7 เซตของจังหวัดในประเทศไทยทีต่ดิชายแดน

2. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
2.1 {x : x เปนจำนวนนับทีน่อยกวา 7 }

2.2 {x : x เปนจำนวนคูทีห่ารดวย 3 ลงตัว }

2.3 {x2 : x เปนจำนวนนับทีน่อยกวา 3}

2.4 {(x, y) : x, y เปนจำนวนเต็มซึง่ |x|+ |y| = 1 }

2.5 {(x, y, z) : x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ x+ y + z < 5 }

2.6 {x+ y : x, y เปนจำนวนเต็มบวกซึง่ xy = 12}

2.7 {(x, y) : x, y เปนจำนวนเต็มซึง่ xy = 36 + x}

3. จงเขียนเซตตอไปนี้ ในรปูแบบมีเงือ่นไข
3.1 {1, 3, 5, 7, 9}

3.2 {−2, 0, 2, 4, 6, 8}

3.3 {1, 8, 27, 64}

3.4 {14, 41, 23, 32}

3.5 {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}

3.6 {HH,HT, TH, TT}

3.7 {ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA}

3.8 {0.1, 0.01, 0.001, ...}

3.9
{
1

2
,
3

4
,
5

8
,
7

16
, ...

}
3.10 {0.1, 0.12, 0.123, 0.1234, ...}

3.11 {1, 2, 6, 24, 120, ...}
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2.2 สัจพจนการเทากัน
สัจพจน 2.2.1 The Existential Axiom
มีเซตอยางนอยหนึง่เซต
สัจพจน 2.2.2 The Axiom of Extensionality
เซตสองเซตเทากันก็ตอเมือ่เซตท้ังสองตางมีสมาชกิเหมือนกัน หรอืมีสมาชกิชดุเดยีวกัน

∀x ∀y [∀z (z ∈ x ↔ z ∈ y) → (x = y)]

จะกลาวไดวาเซต A และ B มีสมาชกิชดุเดยีวกัน หมายความวาทกุ ๆ สมาชกิของ A เปน
สมาชกิของ B และในทางกลับกันทกุ ๆ สมาชกิของ B เปนสมาชกิของ A เขียนแทนดวย A = B

จะไดวา
A = B ↔ ∀x (x ∈ A ↔ x ∈ B)

A = B ↔ ∀x [(x ∈ A → x ∈ B) ∧ (x ∈ B → x ∈ A)]

A ̸= B ↔ ∃x [(x /∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B)]

ตัวอยาง 2.2.3 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เทากันหรอืไม
1. {0, 1} และ {1, 0}

2. {0, {1}} และ {1, 0}

3. {0, {1}, {2}} และ {1, {2}, 0}

4. {0, 1, {0, 1}} และ {{1, 0}, 1, 0}

ตัวอยาง 2.2.4 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เทากันหรอืไม
1. {x ∈ N : x < 3} และ {|x| : x ∈ Z, x2 + 3x+ 2 = 0}

2. {x ∈ R : |x| = x3} และ {x ∈ R : x3 = x}
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ทฤษฎบีท 2.2.5 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A = A กฎสะทอน (Reflexive law)
2. ถา A = B แลว B = A กฎสมมาตร (Symmetric law)
3. ถา A = B และ B = C แลว A = C กฎการถายทอด (Transitive law)

ทฤษฎบีท 2.2.6 ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จะไดวา
ถา (A1 = A2) ∧ (A2 = A3) ∧ ... ∧ (An−1 = An) แลว A1 = An
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สัจพจน 2.2.7 The Axiom of Specification
สำหรับแตละเซต A และคณุสมบัติ p จะมีเซต B ซึง่ประกอบดวยสมาชกิของเซต A ทีส่อดคลอง
สมบัติ p

∀A ∃B [x ∈ B ↔ x ∈ A ∧ p(x)]

ตัวอยาง 2.2.8 ให A = {1, 2, 3, ..., 10} จงสรางเซต B โดยใชสัจพจน 2.2.7 เมือ่กำหนดสมบัติ
ดังตอไปนี้

1. p(x) : x เปนจำนวนคู

2. p(x) : x เปนจำนวนคี่

3. p(x) : x2 = x

ทฤษฎบีท 2.2.9 ไมมีเซต A ใด ๆ ทีส่อดคลอง

ทกุ ๆ เซต x ซึง่ x ∈ A



50 บทท่ี 2. สัจพจน ของทฤษฎีเซต

ทฤษฎบีท 2.2.10 มีเซตทีไ่มมีสมาชกิเพียงเซตเดยีวเทาน้ัน

บทนยิาม 2.2.11 เซตในทฤษฎบีท 2.2.10 เรยีกวา เซตวาง (empty set หรอื null set) เขียน
แทนดวย ∅ หรอื {}

บทนยิาม 2.2.12 ให A และ B เปนเซต แลว A เปน สับเซต (subset) ของ B เขียนแทนดวย
A ⊆ B หรอืเรยีกวา B เปนซเูปอรเซต (super set) ของ A เขียนแทนดวย B ⊇ A ถาสมาชกิ
ทกุ ๆ ตัวใน A เปนสมาชกิใน B ถา A ⊆ B แต A ̸= B ใชสัญลักษณแทนดวย A ⊂ B เรยีกวา
A เปน สับเซตแท (proper subset) ของ B

A ⊆ B ↔ ∀x [x ∈ A → x ∈ B]

A * B ↔ ∃x [x ∈ A ∧ x /∈ B]

A ⊂ B ↔ A ⊆ B ∧ A ̸= B

A

B

เขียน A ⊆ B แทนดวยแผนภาพดังนี้

ตัวอยาง 2.2.13 จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เปนสับเซตของ A = {0, 1, {1}, {0, 1}}

1. {0, 1} 2. {1, {1}} 3. {{1}} 4. {{0}}

ตัวอยาง 2.2.14 ให A = {1, 2, 3, 4, 5} จงหาสับเซตของ A ท้ังหมด ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
1. มีสมาชกิตัวเดยีว

2. มีสมาชกิ 2 ตัว

3. มีสมาชกิ 2 ตัวซึง่ผลคณูนอยกวา 6

4. มีสมาชกิ 3 ตัวซึง่ผลบวกเทากับ 9
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ตัวอยาง 2.2.15 จงเตมิความสัมพันธ ∈, /∈, ⊆, *, ⊂, ⊂/ ในชองวางตอไปนี้ ใหสมบูรณ

{1, 2} ........................ {1, 2, 3}
{{1}} ........................ {1, 2}
{1} ........................ {1, {1}, 2}
{1, 3} ........................ {3, 1}
{1, {2}} ........................ {1, 2}

ทฤษฎบีท 2.2.16 เซตวางเปนสับเซตของทกุ ๆ เซต

ทฤษฎบีท 2.2.17 ให A,B และ C เปนเซต จะไดวา
1. A ⊆ A กฎการสะทอน (Reflexive law)
2. ถา A ⊆ B และ B ⊆ C แลวA ⊆ C กฎการถายทอด (Transitive law)

ทฤษฎบีท 2.2.18 ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จะไดวา
ถา (A1 ⊆ A2) ∧ (A2 ⊆ A3) ∧ ... ∧ (An−1 ⊆ An) แลว A1 ⊆ An
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ทฤษฎบีท 2.2.19 ให Aและ B เปนเซต จะไดวา

A = B ก็ตอเมือ่ A ⊆ B และ B ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.2.20 สำหรับแตละเซต A ใด ๆ จะไดวา A = ∅ ก็ตอเมือ่ A ⊆ ∅

ตัวอยาง 2.2.21 ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา
ถา A ⊆ B และ B ⊆ C และ C ⊆ A แลว A = B = C

ตัวอยาง 2.2.22 จงยกตัวอยางเซต A,B และ C ซึง่สอดคลอง A ⊆ B และ A ⊆ C และ C ⊆ B
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ตัวอยาง 2.2.23 ให A เปนเซตของจำนวนคูท้ังหมด และ B เปนเซตของจำนวนเต็มทีเ่กดิจาก
ผลบวกของจำนวนคีส่องจำนวน จงแสดงวา A = B

สัจพจน 2.2.24 The Axiom of Pairing for Sets
สำหรับเซต x และ y ใด ๆ จะมีเซตซึง่ประกอบไปดวยสมาชกิทีเ่ปน x และ y เทาน้ัน

∀x∀y ∃z ∀w (w ∈ z ↔ w = x ∨ w = y)

โดยสัจพน 2.2.7 จะเขียนเซตไดเปน {x, y} เนือ่งจากอันดับการเขียนสมาชกิเซตไมเกดิความ
แตกตางกัน และเซตดังกลาวมีสมาชกิ 2 ตัว บางคร้ังจงึเรยีกวา เซตไมเปนคูอันดับ (unordered
pair) หรอืเซตคู ในกรณทีี ่ x = y จะไดวาเซตน้ันมีสมาชกิเพียงตัวเดยีวคอื

{y} = {x : x = y}

เรยีกเซตทีมี่สมาชกิเพียงตัวเดยีววา เซตเดีย่ว (singleton set) หรอื เซตหนวย (unit set)
ทฤษฎบีท 2.2.25 {x, y} และ {x} เปนเซต
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แบบฝ กหัด 2.2
1. ให A = {x ∈ Z : 0 < |x| < 4}.จงหาสับเซตของ A ท้ังหมด ทีส่อดคลองเงือ่นไขตอไปนี้

1.1 เปนเซตเดีย่ว
1.2 มีสมาชกิ 2 ตัว
1.3 มีสมาชกิ 3 ตัว และผลบวกเทากับ 0
1.4 มีสมาชกิ 2 ตัว ซึง่ผลคณูเปนจำนวนบวก
1.5 กำลังสองของสมาชกิมากกวา 2

2. ให A และ B เปนเซต จงแสดงวามีเซต P ซึง่ P = {A,B}

3. ให A = {x : p(x)} และ B = {x : q(x)} จงแสดงวา A ⊆ B ↔ ∀x (p(x) → q(x))

4. ให A1, A2, ..., An เปนเซต เมือ่ n ∈ N และ n ≥ 2 จงพิสจูนวา

ถา (A1 ⊆ A2) ∧ (A2 ⊆ A3) ∧ ... ∧ (An−1 ⊆ An) ∧ (An ⊆ A1) แลว A1 = A2 = ... = An

5. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา
5.1 ถา A = B และ B ⊆ C แลว A ⊆ C

5.2 ถา A ⊆ B และ B = C แลว A ⊆ C

5.3 ถา A ⊂ B และ B ⊆ C แลว A ⊂ C

5.4 ถา A ⊆ B และ B ⊂ C แลว A ⊂ C

6. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา ถา A ⊆ B และ B ⊆ ∅ แลว A = ∅

7. จงแสดงวาเซตวางไมมีสับเซตแท
8. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงตรวจสอบประพจนตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จพรอมพิสจูน

8.1 ถา A ⊆ B และ A ⊆ C แลว B ⊆ C

8.2 ถา A ⊆ B และ B * C แลว A * C

9. จงแสดงวา ถา A ∈ B แลว{A} ⊆ B

10. ให A = {n : n = 2k + 2, k ∈ Z} และ B = {m : m = 2p+ 4, p ∈ Z} จงแสดงวา A = B

11. ให A = {2n+ 1 : n ∈ Z} และ B = {2n+ 3 : n ∈ Z} จงแสดงวา A = B

12. จงแสดงวา {3n+ 1 : n ∈ Z} = {3n+ 4 : n ∈ Z}

13. ให A เปนเซตของจำนวนคีท้ั่งหมด และ B เปนเซตของจำนวนเต็มทีเ่กดิจากผลบวกของ
จำนวนคีแ่ละจำนวนคู จงแสดงวา A = B



2.3. สัจพจน เก่ียวกับการดำเนินการ 55

2.3 สัจพจนเกีย่วกับการดำเนนิการ
ทฤษฎบีท 2.3.1 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข

x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)

บทนยิาม 2.3.2 เซต C ในทฤษฎบีท 2.3.1 เรยีกวา อนิเตอร เซกชัน (intersection) ของ A

และ B เขียนแทนดวย A ∩B นัน่คอื
A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} หรอื x ∈ A ∩B ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.3 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} ∩ {1, 2} 2. {1} ∩ {1, {1}} 3. {0, 1} ∩ {0, 1, {0, 1}}

ทฤษฎบีท 2.3.4 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∩∅ = ∅

2. A ∩ A = A กฎนจิพล (Idempotent law)

3. A ∩B = B ∩ A กฎการสลับที่ (Commutative law)

4. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C กาฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
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ทฤษฎบีท 2.3.5 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∩B ⊆ A และ A ∩B ⊆ B

2. A ∩B = A ก็ตอเมือ่ A ⊆ B

ทฤษฎบีท 2.3.6 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ⊆ B ∩ C ก็ตอเมือ่ A ⊆ B และ A ⊆ C

2. ถา A ⊆ B แลว (A ∩ C) ⊆ (B ∩ C)
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ทฤษฎบีท 2.3.7 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. ถา A ⊆ B และ C ⊆ D แลว A ∩ C ⊆ B ∩D

2. ถา A = B และ C = D แลว A ∩ C = B ∩D

ตัวอยาง 2.3.8 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.3.7

ทฤษฎบีท 2.3.9 ให A1, A2, ..., An, B1, B2, ..., Bn เปนเซต สำหรับ n ∈ N จะไดวา
1. ถา A1 ⊆ B1 ∧A2 ⊆ B2 ∧ ...∧An ⊆ Bn แลว (A1 ∩A2 ∩ ...∩An) ⊆ (B1 ∩B2 ∩ ...∩Bn)

2. ถา A1 = B1 ∧A2 = B2 ∧ ... ∧An = Bn แลว (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An) = (B1 ∩B2 ∩ ... ∩Bn)
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สัจพจน 2.3.10 The Axiom of Union
ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะมีเซต C ทีส่อดคลองสมบัตเิงือ่นไข

x ∈ C ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

ทฤษฎบีท 2.3.11 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

บทนยิาม 2.3.12 เซต C ในทฤษฎบีท2.3.11 เรยีกวา ยเูนยีน (union) ของ A และ B เขียนแทน
ดวย A ∪B นัน่คอื

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} หรอื x ∈ A ∪B ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.13 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} ∪ {1, 2} 2. {1} ∪ {{1}} 3. {0, 1} ∪ {0, {1}}

ทฤษฎบีท 2.3.14 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ∪∅ = A

2. A ∪ A = A กฎนจิพล (Idempotent law)

3. A ∪B = B ∪ A กฎการสลับที่ (Commutative law)

4. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C กฎการเปลีย่นหมู (Associative law)
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ทฤษฎบีท 2.3.15 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A ⊆ A ∪B และ B ⊆ A ∪B

2. A ∪B = B ก็ตอเมือ่ A ⊆ B

ทฤษฎบีท 2.3.16 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. ถา A ⊆ B และ C ⊆ D แลว A ∪ C ⊆ B ∪D

2. ถา A = B และ C = D แลว A ∪ C = B ∪D
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ทฤษฎบีท 2.3.17 กฎการแจกแจง (Distributive law)
ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

2. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

ทฤษฎบีท 2.3.18 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเตยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

บทนยิาม 2.3.19 เซต C ในทฤษฎบีท 2.3.18 เรยีกวา ผลตาง (different) ของ A และ B เขียน
แทนดวย A−B นัน่คอื

A−B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B} หรอื x ∈ A−B ↔ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

A B

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.20 จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1} − {1, 2} 2. {1, {1}} − {1} 3. {1, 0} − {{1}, 0}



2.3. สัจพจน เก่ียวกับการดำเนินการ 61

ทฤษฎบีท 2.3.21 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A− A = ∅ 2. A−∅ = A 3. ∅− A = ∅ 4. A−B ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.3.22 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ A−B = ∅

2. ถา A ⊆ B แลว (A− C) ⊆ (B − C)

3. ถา A = B แลว (A− C) = (B − C)

ทฤษฎบีท 2.3.23 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

2. A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C)
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บทนยิาม 2.3.24 เอกภพสัมพัทธ (Universe) คอืเซตที่ถกูกำหนดข้ึนโดยมีขอตกลงวาจะ
กลาวถงึสิง่ทีเ่ปนสมาชกิของเซตนี้ เทาน้ัน และนยิมใช U แทนเอกภพสัมพัทธ
บทนยิาม 2.3.25 ให U เปนเอกภพสัมพัทธ และ A เปนเซต แลว สวนเตมิเตม็ (complement)
ของ A เขียนแทนดวย Ac นยิามโดย

Ac = U − A = {x : x ∈ U ∧ x /∈ A}

นัน่คอื x ∈ Ac ↔ (x ∈ U ∧ x /∈ A)

A

U

เขียนแทนดวยแผนภาพดังน้ัน

ตัวอยาง 2.3.26 กำหนดให U = {1, 2, {1}, {2}, {1, 2}} จงหาผลลัพธของเซตตอไปนี้

1. {1, 2}c 2. {1, {1}}c ∩ {2} 3. {{1}}c − {1, {2}}c

ทฤษฎบีท 2.3.27 ให A เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา
1. (Ac)c = A

2. ∅c = U

3. U c = ∅

4. A ∩ Ac = ∅

5. A ∪ Ac = U
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ทฤษฎบีท 2.3.28 ให A และ B เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา
1. A−B = A ∩Bc

2. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ Bc ⊆ Ac

ทฤษฎบีท 2.3.29 กฎเดอมอรแกน (De Morgan's Law)
ให A และ B เปนเซต และ U เปนเอกภพสัมพัทธ จะไดวา

1. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

2. (A ∪B)c = Ac ∩Bc
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แบบฝ กหัด 2.3
1. กำหนดให U = {0,∅, {∅}, {0}, {0,∅}} จงหาผลลัพธของเซต

1.1 ∅ ∩ {∅}

1.2 {0}c ∪ {∅}c
1.3 {{∅}} − {∅}

1.4 {0,∅} ∩ {{0,∅}}

1.5 ∅c ∩ {0}

1.6 ({0}c − {∅})c

2. ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา

2.1 (A ∩B) ⊆ (A ∪B)

2.2 A ∩ (A ∪B) = A

2.3 A ∪ (A ∩B) = A

2.4 (A−B) ∪ A = A

2.5 (A−B) ∪ (A ∩B) = A

2.6 (A−B) ∪B = A ∪B

2.7 A− (A−B) = A ∩B

2.8 A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)

2.9 A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

2.10 (A−B)∪(C−D) = (A−D)∩(C−B)

2.11 Ac −Bc = B − A

2.12 (A ∪Bc)c = B − A

2.13 Ac − (C ∪Bc) = B − (A ∪ C)

2.14 A ∩ (B ∩ C)c = (A−B) ∪ (A− C)

3. ให A,B และ C เปนเซตของจำนวนเต็มทีห่ารดวย 6, 9 และ 15 ลงตัวตามลำดับ จงเขียน
สมบัตขิองเซต

3.1 A ∩B ∩ C 3.2 A ∩ (B ∪ C) 3.3 A ∪ (B ∩ C)

4. ให A และ B เปนเซต โดยที่ A ⊆ A ∩B จงแสดงวา

4.1 A ⊆ B 4.2 A ∩B = A

5. ให A และ B เปนเซต โดยที่ A ∪B ⊆ A จงแสดงวา

5.1 B ⊆ A 5.2 A ∪B = A

6. ให A,B และ C เปนเซต โดยที่ A = B จงพิสจูนวา

6.1 A ∩B = A 6.2 A ∪B = A 6.3 C ∩A = C ∩B 6.4 C ∪A = C ∪B

7. ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา
7.1 A ⊆ (B ∩ C) ↔ (A ⊆ B ∧ A ⊆ C)

7.2 A ⊆ B → (A ∩ C) ⊆ (B ∩ C)

7.3 A = B → A ∩ C = B ∩ C

7.4 A ∩B = ∅ → A−B = A

7.5 A ⊆ B → (A−B) ∩ C = ∅
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8. ให A1, A2, ..., An, B1, B2, ..., Bn เปนเซต จงพิสจูนวา สำหรับ n ∈ N จะไดวา
8.1 ถา A1 ⊆ B1∧A2 ⊆ B2∧ ...∧An ⊆ Bn แลว (A1∪A2∪ ...∪An) ⊆ (B1∪B2∪ ...∪Bn)

8.2 ถา A1 = B1∧A2 = B2∧ ...∧An = Bn แลว (A1∪A2∪ ...∪An) = (B1∪B2∪ ...∪Bn)

9. ถาสับเซตแทท้ังหมดของ X คอื ∅, {{1}} และ {2} และ Y = {1, {2}} จงหา X ∩ Y

10. กำหนดให A = {a, {a}, {b}, {b, c}} จงหาเซต
10.1 (A− {b, c}) ∪ {b} 10.2 (A− {a, {b}})− {a}

11. กำหนดให A = {x : x เปนจำนวนนับทีห่ารดวย 3 ลงตัว }
B = {x : x เปนจำนวนับทีห่ารดวย 4 ลงตัว }
C = {x : x เปนจำนวนเต็ม และ −100 ≤ x ≤ 100}

แลว A ∩B ∩ C มีจำนวนสมาชกิเทาใด
12. ให X และ Y เปนเซตในเอกภพสัมพัทธ Z นยิาม

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y } และ XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y }

ถา A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 4} จงหาเซตตอไปนี้

12.1 A+B

12.2 A+ A

12.3 B +B

12.4 A+ (A+B)

12.5 AB

12.6 AA

12.7 AB +BA

12.8 A(A+B)
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2.4 สัจพจนของเซตกำลัง
สัจพจน 2.4.1 The Axiom of Power set
ให A เปนเซต แลวจะมีเซต C ทีส่อดคลอง

x ∈ C ↔ x ⊆ A

ทฤษฎบีท 2.4.2 ให A เปนเซต แลวจะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ x ⊆ A

บทนยิาม 2.4.3 เซต C ในทฤษฎบีท 2.4.2 เรยีกวา เซตกำลัง (power set) ของ A เขียนแทน
ดวย P(A) นัน่คอื

P(A) = {x : x ⊆ A} หรอื x ∈ P(A) ↔ x ⊆ A

ตัวอยาง 2.4.4 จงหาเซตกำลังของ
1. A = {1, 2} 2. B = {∅} 3. C = {∅, {∅}}

ทฤษฎบีท 2.4.5 ให A เปนเซต จะไดวา
1. A ∈ P(A) 2. ∅ ∈ P(A) 3. P(∅) = {∅}
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ตัวอยาง 2.4.6 จงเขียน แผนภาพเฮสเซ (Hasse diagram) แสดงความสัมพันธของสมาชกิ
ในเซตกำลังของ A = {x, y, z}

ทฤษฎบีท 2.4.7 จำนวนสมาชกิของเซตกำลังของเซตทีมี่สมาชกิ n ตัว เทากับ 2n ตัว

ตัวอยาง 2.4.8 จงหาจำนวนสมาชกิของ P(A) เมือ่กำหนดให

1. A = {x ∈ N : x < 100 และ 3 | x}

2. A = {x2 : x ∈ Z, |x| < 100 และ 5 | x}
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ทฤษฎบีท 2.4.9 ให A และ B เปนเซต จะไดวา

1. A ⊆ B ก็ตอเมือ่ P(A) ⊆ P(B)

2. A = B ก็ตอเมือ่ P(A) = P(B)

3. ถา P(A) ∈ P(B) แลว A ∈ B

ตัวอยาง 2.4.10 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.4.9 ขอ 3
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ทฤษฎบีท 2.4.11 ให A และ B เปนเซต จะไดวา
1. P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

2. P(A ∪B) ⊇ P(A) ∪ P(B)

ตัวอยาง 2.4.12 จงยกตัวอยางคานบทกลับของทฤษฎบีท 2.4.11 ขอ 2
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สัจพจน 2.4.13 The Axiom of Regularity
ทกุ ๆ เซต x ทีไ่มใช เซตวาง แลวจะมีเซต y ทีเ่ปนสมาชกิของ x โดยที่ x ∩ y = ∅ นัน่คอื

∀x [∃a (a ∈ x) → ∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y))]

ทฤษฎบีท 2.4.14 สำหรับเซต A ใด ๆ จะไดวา A /∈ A

ทฤษฎบีท 2.4.15 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา A /∈ B หรอื B /∈ A
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แบบฝ กหัด 2.3
1. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงพิสจูนวา

1.1 P(A ∩B) ⊆ P(A)

1.2 P(A) ⊆ P(A ∪B)

1.3 ถา A ⊆ B แลว P(Bc) ⊆ P(Ac)

2. จงแจกแจงสมาชกิของ P(P(∅))

3. จงแจกแจงสมาชกิของ P(A) เมือ่กำหนดให
3.1 A = {a, b} 3.2 A = {4, 5, 6} 3.3 A = {0,∅, {∅}}

4. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงตรวจสอบขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิ
หรอืเปนเท็จ พรอมท้ังพิสจูน
4.1 P(Ac) = P(U)−P(A)

4.2 P(A−B) = P(A)−P(B)

4.3 P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B)

4.4 A−B = ∅ ↔ P(A)− P(B) = ∅

4.5 P(A) ⊆ P(B) → P(A−B) = ∅

4.6 P(A) ⊂ P(A ∪B)

4.7 P({∅}) ∩∅ = P(∅)

4.8 P(A ∩B)− P(A ∪B) = ∅

4.9 ถา A−B = A แลว P(A ∩B) = {∅}

4.10 ถา A−B = B แลว P(A) = P(B)

4.11 ถา A ∩B = ∅ แลว P(A)− P(B) = P(A)

5. ถาสับเซตแทท้ังหมดของ A คอื ∅, {{∅}} และ {1} จงหาเซตของ P(A)− A

6. ถา A = {∅, {∅}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} แลวจำนวนสมาชกิของ (P(A) − A) ∪ (A − P(A))

เทากับเทาใด
7. ให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} กำหนดให

X = {xy : xy เปนเลขสองหลัก x, y ∈ A และ x+ y = 4}

จงหาจำนวนสับเซตท้ังหมดของ X
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2.5 สัจพจนของเซตอนันต
จากสัจพจน 2.2.2 (การเทากัน) สัจพจน 2.2.24 (เซตคู) และสัจพจน 2.3.10 (ยูเนยีน) ทำใหเกดิ
การสรางเซตไดอยางไมมีทีส่ ิ้นสดุ เช นเราทราบวามีเซตวาง ∅ ดังน้ันจะเกดิเซต

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, ...

ดวยสัจพจน 2.4.1 (เซตกำลัง) เราก็อาจสรางเซตไดไมมีทีส่ ิ้นสดุเช นกัน
∅, P(∅), P(P(∅)), P(P(P(∅))), ...

ในหัวขอกอนหนานี้ ยังไมไดกลาวถงึการนำเซตเหลาน้ันมารวมกันยังเปนเซตหรอืไม ดังน้ัน
สำหรับหัวขอนี้ จะกลาวถงึสัจพจนทีท่ำใหการรวมกันของเซตเหลาน้ันยังคงเปนเซตอยู
บทนยิาม 2.5.1 สำหรับเซต x ใด ๆ จะเรยีก x∪{x} วา ตัวตามหลัง (successor) ของ x เขียน
แทนดวย x+ นัน่คอื

x+ = x ∪ {x}

และเรยีก x วา ตัวนำหนา (presuccessor) ของ x+

ตัวอยาง 2.5.2 จงหาตัวตามหลังตอไปนี้

1. ∅+ 2. ∅++ 3. P(∅)+

บทนยิาม 2.5.3 ถา A เปนเซตทีส่อดคลองเงือ่นไข 2 ขอคอื
1. ∅ ∈ A

2. สำหรับเซต x ใด ๆ ถา x ∈ A แลว x+ ∈ A

จะเรยีก A วา เซตของตัวตามหลัง (successor set) หรอื เซตอปุนัย (inductive set)

หรอืเขียนไดวา A เปนเซตอปุนัย ก็ตอเมือ่ ∅ ∈ A ∧ ∀x[x ∈ A → x+ ∈ A]

ขอสังเกต 2.5.4 จะเห็นไดวาเซตอปุนัยเปนเซตทีมี่สมาชกิอยูเปนจำนวนนับไมถวน
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สัจพจน 2.5.5 มีเซตอปุนัย

ทฤษฎบีท 2.5.6 มีเซตอนันตทีเ่ล็กทีส่ดุ
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แบบฝ กหัด 2.5
1. จงหาเซตตอไปนี้

1.1 ∅+++

1.2 (∅+ ∪∅++)+

1.3 P(∅)++

1.4 (P(∅) ∪ P(∅)+)+

2. สำหรับเซต A และ B ใด ๆ พิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมพิสจูน

2.1 (A ∪B)+ = A+ ∪B+

2.2 (A ∩B)+ = A+ ∩B+

2.3 (A−B)+ = A+ −B+

2.4 (A+)+ = A

3. ขอความทีก่ลาววา " ถา A เปนเซตอปุนัย แลว A ∪ {A} เปนเซตอปุนัย " เปนจรงิหรอืไม
เพราะเหตใุด

4. กำหนดให A = {x ∪ {x} : x เปนเซต } แลว A ∪ {∅} เปนเซตอปุนัยหรอืไม จงพิสจูน



บทที่ 3
ความสัมพันธ

3.1 เซตของคูอันดับ
จากสัจพจน 2.2.24 (เซตคู) คอืเซตไมมีอันดับนัน่คอื {x, y} ไมแตกตางกับ {y, x} แตการกลาว
ถงึ x และ y บางคร้ังอาจจะใหความหมายทีต่างกัน นักคณติศาสตรจงึพยายามใหคำจำกัดความ
ของ "คูอันดับ (ordered pair)" ในป  1914 วีเนอร (Wiener) นักคณติศาสตรชาวอเมรกัินไดใหคำ
จำกัดความของคูอันดับเปนคนแรก โดยใช

(x, y) แทนคูอันดับ หมายถงึ {{{x},∅}, {{y}}}

และตอมาในป 1921 กรูาตอฟสกี (Kuratowski) ชาวโปแลนด ไดพัฒนาสัญลักษณ (x, y) ใหงาย
ข้ึน โดยนยิามเปน

(x, y) แทนคูอันดับ หมายถงึ {{x}, {x, y}}

สัจพจน 3.1.1 The Axiom of Pairing for Elements
สำหรับ a และ b ใด ๆ จะมีเซตซึง่ประกอบไปดวยสมาชกิทีเ่ปน x และ y เทาน้ัน

∀a ∀b ∃y ∀x [x ∈ y ↔ (x = a ∨ x = b)]

ทฤษฎบีท 3.1.2 สำหรับ a, b, c และ d ใด ๆ จะไดวา
{a, b} = {c, d} ↔ (a = c ∧ b = d) ∨ (a = d ∧ b = c)

75
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บทแทรก 3.1.3 สำหรับ a ใด ๆ จะไดวา {a, a} = {a}

บทแทรก 3.1.4 สำหรับ a และ b ใด ๆ จะไดวา {a} = {b} ↔ a = b

บทนยิาม 3.1.5 เรยีกเซต {{a}, {a, b}} วา คูอันดับ (ordered pair) ของ a และ b เขียนแทน
ดวย (a, b) นัน่คอื

(a, b) = {{a}, {a, b}}

ทฤษฎบีท 3.1.6 สำหรับ a, b, c และ d ใด ๆ จะไดวา
(a, b) = (c, d) ↔ a = c ∧ b = d
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ทฤษฎบีท 3.1.7 ให a ∈ A และ b ∈ B จะไดวา (a, b) ∈ P(P(A ∪B))

ทฤษฎบีท 3.1.8 ให A และ B เปนเซตใด ๆ จะไดวามีเซต C เพียงเซตเดยีวทีส่อดคลองเงือ่นไข
x ∈ C ↔ ∃a∃b [a ∈ A ∧ b ∈ B ∧ x = (a, b)]

บทนยิาม 3.1.9 เซต C ในทฤษฎบีท 3.1.8 เรยีกวา ผลคณูคารทเีซยีน (Cartesian product)
ของ A และ B เขียนแทนดวย A×B นัน่คอื

A×B = {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}

หรอืกลาวไดวา
x ∈ A×B ↔ ∃a ∈ A∃b ∈ B[x = (a, b)]

(a, b) ∈ A×B ↔ a ∈ A ∧ b ∈ B

ตัวอยาง 3.1.10 ให A = {1, 2} และ B = {3, 4} จงหา
1. A×B

2. B × A

3. A× A

4. B ×B
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ตัวอยาง 3.1.11 ให A = {1, 2, 3, ..., 15} และ B = {5, 6, 7, ..., 20}
จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1. {(x, y) ∈ A×B : y = 2x+ 1}

2. {(x, y) ∈ A× A : y + x = 6}

3.
{
(x, y) ∈ B × A : y =

x

2
− 1
}

4. {(x, y) ∈ B ×B : yx = x+ 15}

ตัวอยาง 3.1.12 จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1. {(x, y) ∈ N× N : x+ y = xy}

2. {(x, y) ∈ N× N : xy = x+ 6}

3. {(x, y) ∈ Z× Z : yx+ y = x+ 11}

4. {(x, y) ∈ R×R : y2+x2+2 = 2x−2y}
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ทฤษฎบีท 3.1.13 สำหรับเซต A และ B ใดๆ จะไดวา
A×B = ∅ ↔ A = ∅ ∨B = ∅

ทฤษฎบีท 3.1.14 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ สมมตวิา A ⊆ B แลว
1. (A× C) ⊆ (B × C) 2. (C × A) ⊆ (C ×B) 3. (A× A) ⊆ (B ×B)

ทฤษฎบีท 3.1.15 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ สมมตวิา A ⊆ B แลว
1. (A× C) = (B × C) 2. (C × A) = (C ×B) 3. (A× A) = (B ×B)
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ทฤษฎบีท 3.1.16 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ เมือ่ C ̸= ∅ จะไดวา
1. (A× C) ⊆ (B × C) → A ⊆ B

2. (C × A) ⊆ (C ×B) → A ⊆ B

3. (A× C) = (B × C) → A = B

4. (C × A) = (C ×B) → A = B
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ทฤษฎบีท 3.1.17 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A = B → A×B = B × A

2. A ⊆ B ∧ C ⊆ D → (A× C) ⊆ (B ×D)

3. A = B ∧ C = D → (A× C) = (B ×D)
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ทฤษฎบีท 3.1.18 ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ ทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา
1. A×B = B × A → A = B

2. (A× C) ⊆ (B ×D) → A ⊆ B ∧ C ⊆ D

3. (A× C) = (B ×D) → A = B ∧ C = D
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ทฤษฎบีท 3.1.19 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จะไดวา
1. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

2. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

บทแทรก 3.1.20 ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ ซึง่ B ∩ C = ∅ แลว (A×B) ∩ (A× C) = ∅
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แบบฝ กหัด 3.1
1. ให A = {1, 2, 3, ..., 20} และ B = {2, 4, 6, 8, ..., 40} จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้

1.1 {(x, y) ∈ A×B : y = 2x+ 1}

1.2 {(x, y) ∈ A× A : y + x = 7}

1.3
{
(x, y) ∈ B × A : y =

x

2
+ 1
}

1.4 {(x, y) ∈ B ×B : yx = x+ 36}

2. จงแจกแจงสมาชกิของเซตตอไปนี้
2.1 {(x, y) ∈ N× N : x+ y < 5}

2.2 {(x, y) ∈ N× N : xy = 3x+ 12}

2.3 {(x, y) ∈ Z× Z : yx+ y = x+ 13}

2.4 {(x, y) ∈ R× R : y2 + x2 − 2x+ 4y + 5 = 0}

3. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา
3.1 A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

3.2 (B − C)× A = (B × A)− (C × A)

3.3 (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

3.4 (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

4. สมมตวิา a = b จงพิสจูนวา (a, b) = {{a}}

5. จงพิสจูนวา {a} × {a} = {{{a}}}

6. จงพิสจูนวา ถา a /∈ A แลว (a, b) /∈ A×B

7. ให A และ B เปนเซตใด ๆ ซึง่ A ⊆ B จงพิสจูนวา
7.1 A×B ⊆ B ×B

7.2 B × A ⊆ B ×B

7.3 A× A ⊆ B × A

7.4 A× A ⊆ B ×B

8. ให A และ B เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงแสดงวา
(A×B)c = (Ac ×Bc) ∪ (Ac ×B) ∪ (A×Bc)

9. ให A,B,C และ D เปนเซตใด ๆ จงพิสจูนวา
9.1 A ⊆ B ∧ C ⊆ D → C × A ⊆ D ×B

9.2 A = B ∧ C = D → C × A = D ×B

10. ให A,B และ C เปนสับเซตของเอกภพสัมพัทธ U จงตรวจสอบวาขอความตอไปนี้ วาเปน
จรงิหรอืเปนเท็จพรอมพิสจูน
10.1 (Ac ×Bc)c = (A×B)

10.2 A×B = B × A → A = B

10.3 A× C = B × C → A = B

10.4 A× C = B × C → A = B
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3.2 ความสัมพันธ
บทนยิาม 3.2.1 เรยีกเซต r วา ความสัมพันธ (relation) ก็ตอเมือ่

∀z[z ∈ r → ∃x∃y[z = (x, y)]]

ทฤษฎบีท 3.2.2 เซตวางเปนความสัมพันธ

ขอสังเกต 3.2.3 ในกรณทีี ่ r ̸= ∅ เรากลาวไดวา
r วาความสัมพันธ ก็ตอเมือ่ r เปนเซตของคูอันดับ

ทฤษฎบีท 3.2.4 ผลคณูคารทเีซยีน A×B เปนความสัมพันธ

ทฤษฎบีท 3.2.5 สับเซตของความสัมพันธเปนความสัมพันธ

ทฤษฎบีท 3.2.6 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา

1. r ∩ s เปนความสัมพันธ 2. r ∪ s เปนความสัมพันธ 3. r − s เปนความสัมพันธ
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บทนยิาม 3.2.7 ให r เปนความสัมพันธ แลว โดเมน (domain) ของ r เขียนแทนดวย Dom(r)

นยิามโดย
Dom(r) = {x : (x, y) ∈ r}

และ เรจน (range) ของ r เขียนแทนดวย Ran(r) นยิามโดย
Ran(r) = {y : (x, y) ∈ r}

ขอสังเกต 3.2.8 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
1. Dom(∅) = ∅ และ Ran(∅) = ∅

2. Dom(A×B) = A และ Ran(A×B) = B

ตัวอยาง 3.2.9 จงหาโดเมนและเรจน ของความสัมพันธตอไปนี้

1. r = {(1, 2), (3, 4), (2, 3)} 2. s = {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 5}

ทฤษฎบีท 3.2.10 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r) และ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r)
2. Dom(r) ⊆ Dom(r ∪ s) และ Ran(r) ⊆ Ran(r ∪ s)

3. Dom(r − s) ⊆ Dom(r) และ Ran(r − s) ⊆ Ran(r)
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ทฤษฎบีท 3.2.11 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∩ s) ⊆ Dom(r) ∩ Dom(s) และ Ran(r ∩ s) ⊆ Ran(r) ∩ Ran(s)
2. Dom(r)− Dom(s) ⊆ Dom(r − s) และ Ran(r)− Ran(s) ⊆ Ran(r − s)

ทฤษฎบีท 3.2.12 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. Dom(r ∪ s) = Dom(r) ∪ Dom(s)

2. Ran(r ∪ s) = Ran(r) ∪ Ran(s)
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บทนยิาม 3.2.13 ให r เปนความสัมพันธ แลว ความสัมพันธผกผัน (inverse relation) ของ
r เขียนแทนดวย r−1 นยิามโดย

r−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ r}

ขอสังเกต 3.2.14 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
1. ∅−1 = ∅

2. (A×B)−1 = B × A

3. (A× A)−1 = A× A

ตัวอยาง 3.2.15 จงหาความสัมพันธผกผันของ
1. r = {(1, 0), (0, 1), (1, 3)} 2. s = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

ทฤษฎบีท 3.2.16 สำหรับความสัมพันธ r ใด ๆ จะไดวา (r−1)−1 = r

ทฤษฎบีท 3.2.17 ให r และ s เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. (r ∪ s)−1 = r−1 ∪ s−1 2. (r ∩ s)−1 = r−1 ∩ s−1 3. (r − s)−1 = r−1 − s−1
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ทฤษฎบีท 3.2.18 สำหรับความสัมพันธ r ใด ๆ จะไดวา
1. Dom(r−1) = Ran(r) 2. Ran(r−1) = Dom(r)

บทนยิาม 3.2.19 ให A และ B เปนเซตใด ๆ เรยีก r วาความสัมพันธจาก A ไป B ถา
r ⊆ A×B

ในกรณทีี ่ r เปนความสัมพันธจาก A ไป A จะเรยีกวาความสัมพันธบน A

บทนยิาม 3.2.20 ให r เปนความสัมพันธ ถา (x, y) ∈ r เขียนแทนไดดวย x r y

บทนยิาม 3.2.21 ให iA เปนความสัมพันธบนเซต A และนยิามโดย
iA = {(a, a) : a ∈ A}

เรยีก iA วา ความสัมพันธเอกลักษณ (identity relation)
ตัวอยาง 3.2.22 จงหาความสัมพันธจาก A ไป B ท้ังหมด
เมือ่กำหนดให A = {1, 2} และ B = {3, 4}

ตัวอยาง 3.2.23 ให A = {1, 2, 3, 4} จงแจกแจงสมาชกิของความสัมพันธบน A

1. ความสัมพันธ "เทากับ"
2. ความสัมพันธ "นอยกวา"
3. ความสัมพันธ "หารลงตัว"
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บทนยิาม 3.2.24 ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B และ s เปนความสัมพันธจาก B ไป C

ความสัมพันธ r ประกอบกับ s ( r composed with s) จะเขียนแทนดวย s◦r คอืความสัมพันธ
จาก A ไป C กำหนดโดย

s ◦ r = {(x, z) ∈ A× C : ∃y ∈ B, (x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ s}

sr

x

A

y

B

z

C

s ◦ r

ตัวอยาง 3.2.25 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 5, 6, 7} และ C = {2, 4, 6, 8, 9}
ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B และ s เปนความสัมพันธจาก B ไป C ดังนี้

r = {(1, 3), (3, 3), (3, 5), (4, 7)} และ s = {(3, 2), (5, 4), (6, 6), (7, 9)}

จงหา s ◦ r

ตัวอยาง 3.2.26 ให A = {1, 2, 3, 4, 5} โดย r และ s เปนความสัมพันธบนเซต A ดังนี้
r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)} และ s = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 1), (5, 3)}

จงหาความสัมพันธตอไปนี้

1. r ◦ s

2. s ◦ r

3. r ◦ r

4. (s ◦ r)−1

5. s−1 ◦ r−1

6. r−1 ◦ s−1
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ทฤษฎบีท 3.2.27 ให r, s และ t เปนความสัมพันธ จะไดวา
1. (r ◦ s)−1 = s−1 ◦ r−1 2. (r ◦ s) ◦ t = r ◦ (s ◦ t)

บทนยิาม 3.2.28 ให A เปนเซตใดๆ และ r เปนความสัมพันธบน A จะกลาววา r มีสมบัติ

1. สะทอน (reflexive) ก็ตอเมือ่ ∀a ∈ A, a r a

2. สมมาตร (symmetric) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, a r b → b r a

3. ปฏสิมมาตร (antisymmetric) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, (a r b ∧ b r a) → a = b

4. ถายทอด (transitive) ก็ตอเมือ่ ∀a, b, c ∈ A, (a r b ∧ b r c) → a r c

5. เปรยีบเทยีบได (comparable) ก็ตอเมือ่ ∀a, b ∈ A, a r b ∨ b r a

a

สมบัตสิะทอน

a b

สมบัตสิมมาตร

a ba = b

สมบัตปิฏสิมมาตร

a
b

c

สมบัตถิายทอด

ตัวอยาง 3.2.29 ให A = {1, 2, 3, 4} จงตรวจสอบวาความสัมพันธตอไปนี้ มีสมบัตใิดบาง

1. ความสัมพันธ "เทากับ"
2. ความสัมพันธ "นอยกวา"
3. ความสัมพันธ "นอยกวาหรอืเทากับ"
4. ความสัมพันธ "หารลงตัว"
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ทฤษฎบีท 3.2.30 ความสัมพันธเอกลักษณ iA มีสมบัตสิะทอน

ทฤษฎบีท 3.2.31 ทกุ ๆ x และ y จะไดวา (x, y) ∈ iA ก็ตอเมือ่ x = y

ทฤษฎบีท 3.2.32 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตสิะทอน ก็ตอเมือ่ iA ⊆ r

ทฤษฎบีท 3.2.33 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r−1 มีสมบัตสิมมาตร ก็ตอเมือ่ r−1 = r
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ทฤษฎบีท 3.2.34 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตปิฏสิมมาตร ก็ตอเมือ่ r ∩ r−1 ⊆ iA

ทฤษฎบีท 3.2.35 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา

r มีสมบัตเิปรยีบเทยีบได ก็ตอเมือ่ r ∪ r−1 ⊆ A× A

ทฤษฎบีท 3.2.36 ให r เปนความสัมพันธบน A จะไดวา
ถา r มีสมบัตเิปรยีบเทยีบได แลว r มีสมบัตสิะทอน
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แบบฝ กหัด 3.2
1. จงหาโดเมนและเรจนของความสัมพันธตอไปนี้

1.1 r = {(x, y) ∈ N× N : y = 5− |x|}
1.2 r = {(x, y) ∈ N× Z : xy + 3x = 12}
1.3 r = {(x, y) ∈ Z× Z : x+ y = xy + 1}
1.4 r = {(x, y) ∈ Z× R : y = sinπx}
1.5 r = {(x, y) ∈ R× R : y =

√
1− sinx}

1.6 r = {(x, y) ∈ R× R : y =
√
1− x2}

1.7 r = {(x, y) ∈ R× R : y = sinx+ cosx}
1.8 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y = 1 +

x

1− x2

}
1.9 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

x− 3

x+ 3

}
1.10 r =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

ℓn(3− x)√
x2 − 4

}
2. ให r, s และ t เปนความสัมพันธ จงพิสจูนวา r ∩ (s ∪ t) เปนความสัมพันธ
3. จงพิสจูนวา Dom((A× A)−1) = A ทกุ ๆ เซต A

4. ให A ไมใช เซตวาง และ B เปนเซต จงแสดงวา Dom((A×B)−1) = A

5. ให r, s, t และ u เปนความสัมพันธ จงพิสจูนวา
5.1 (r ⊆ s ∧ t ⊆ u) → t ◦ r ⊆ u ◦ s
5.2 (r ∪ s) ◦ t = (r ∪ t) ◦ (s ∪ t)

5.3 (r ∩ s) ◦ t ⊆ (r ∩ t) ◦ (s ∩ t)

6. ให A,B และ C เปนเซตใด ๆ จงแสดงวา
6.1 ถา A ∩B ̸= ∅ แลว (A×B) ◦ (A×B) = A×B

6.2 ถา A ∩B = ∅ แลว (A×B) ◦ (A×B) = ∅

6.3 ถา B ̸= ∅ แลว (B × C) ◦ (A×B) = A× C

7. ให r และ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B จงพิสจูนวา
7.1 r ∩ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

7.2 r ∪ s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

7.3 r − s เปนความสัมพันธจาก A ไป B

8. ให r เปนความสัมพันธจาก A ไป B จงพิสจูนวา r−1 เปนความสัมพันธจาก B ไป A

9. จงแจงกแจงความสัมพันธบน A = {0,±1,±2} ทีก่ำหนดใหตอไปนี้ พรอมท้ังตรวจสอบ
สมบัตท้ัิง 5 ชนดิ
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9.1 r = {(x, y) : y = x2}

9.2 s = {(x, y) : y ≤ x}

9.3 t = {(x, y) : y =
√
|x|}

9.4 u = {(x, y) : x < 1 และ x2 > 1}

10. ให r และ s เปนความสัมพันธบน A และ r ⊆ s จงพิสจูนวา ถา r มีสมบัตสิะทอน แลว s

จะมีสมบัตสิะทอนดวย
11. จงตรวจสอบวาความสัมพันธบน N ตอไปนี้ มีสมบัตใิดบางใน 5 ชนดิ

11.1 r = {(x, y) : 2 | (x+ y)}

11.2 r = {(x, y) : 2 | (x− y)}

11.3 r = {(x, y) : 2 | (x2 − y2)}

11.4 r = {(x, y) : 2 | (x2 + y2)}
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3.3 ความสัมพันธสมมลู
บทนยิาม 3.3.1 ความสัมพันธ r บนเซต A จะเรยีกวา ความสัมพันธ สมมลู (equivalent
relation) ก็ตอเมือ่ r มีสมบัตสิะทอน สมมาตร และถายทอด
ตัวอยาง 3.3.2 ให A = {1, 2, 3} ขอใดตอไปนี้ เปนความสัมพันธสมมูลบน A

1. r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}

2. r = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

3. r = {(1, 1)}

4. r = A× A

5. r = ∅

ตัวอยาง 3.3.3 ความสัมพันธ r ทีน่ยิามโดย
x r y ก็ตอเมือ่ 3 | (y − x) สำหรับ x, y ∈ Z

จงแสดงวา r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z

ตัวอยาง 3.3.4 ให n ∈ Z ซึง่ n > 1 และความสัมพันธ r บน Z นยิามโดย
x r y ก็ตอเมือ่ n | (y − x)

จงแสดงวา r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z
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บทนยิาม 3.3.5 ให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซตA ̸= ∅ และ a ∈ A ช้ันสมมลู (equivalence
class) ของ a มอดโุล r เขียนแทนดวย [a]r หรอื [a] หรอื ā หมายถงึเซตของสมาชกิใน A ที่
สัมพันธกับ a นัน่คอื

[a]r = {x ∈ A : x r a}

และเซตของช้ันสมมูลเรยีกวา เซต A มอดโุล r (A mudulo r) เขียนแทนดวย A/r ดังน้ัน
A/r = {[a]r : a ∈ A}

ตัวอยาง 3.3.6 จงหาเซต Z/r ของความสัมพันธ r บน Z นยิามโดย x r y ก็ตอเมือ่ 3|(x− y)

ขอสังเกต 3.3.7 สังเกตไดวาเซต Z ถกูแบงออกเปนเซตยอยได 3 เซตเทาน้ันคอื [0], [1] และ [2]

จะเห็นวาแตละเซตยอยไมมีสมาชกิซ้ำกัน และเมือ่รวมสมาชกิท้ังหมดของเซตยอยเหลาน้ันยอม
เทากับ Z ในทำนองเดยีวกันจากตัวอยาง 3.3.4 เมือ่

[k] = {nq + k : q ∈ Z} ทกุ k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}

จะไดวา
Z/r = {[0], [1], [3], ..., [n− 1]}

เรยีกเซตนี้ วา เซตของจำนวนเตม็มอดโุล n เขียนแทนดวย Zn
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ทฤษฎบีท 3.3.8 ให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซต A ̸= ∅ แลว
1. ∀a ∈ A, [a]r ̸= ∅

2. ∀a, b ∈ A, [a]r ∩ [b]r ̸= ∅ ↔ a r b

3. ∀a, b ∈ A, [a]r = [b]r ↔ a r b

4. ∀a, b ∈ A, [a]r ̸= [b]r ↔ [a]r ∩ [b]r = ∅

บทนยิาม 3.3.9 ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง และ Λ เปนเซตรรชนี จะกลาววา
Π = {Aα : ∅ ̸= Aα ⊆ A และ α ∈ Λ}

เปน ผลแบงกัน (partition) ของ A ถา
(1) ∪

α∈Λ

Aα = A

(2) ∀α, β ∈ Λ, Aα = Aβ หรอื Aα ∩ Aβ = ∅

ตัวอยาง 3.3.10 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} จงยกตัวอยางผลแบงก้ันของ A มาอยาง
นอย 2 เซต
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ทฤษฎบีท 3.3.11 ให A เปนเซตไมใช เซตวาง และ r เปนความสัมพันธสมมูลบน A แลว A/r

เปนผลแบงก้ันหนึง่ของ A

บทนยิาม 3.3.12 ให Π เปนผลแบงก้ันของเซต A นยิามความสัมพันธ A/Π บน A เรยีกวา A

มอดโูล Π โดย

(x, y) ∈ A/Π ก็ตอเมือ่ มี B ∈ Π ซึง่ {x, y} ⊆ B

ตัวอยาง 3.3.13 ให A = {a, b, c, d} และ Π = {{a, b}, {c}, {c, d}} จงหา A/Π

ตัวอยาง 3.3.14 กำหนดให A = N และ Π = {{1, 3, 5, 7, ...}, {2, 4, 6, 8, ...}} จงหา A/Π

ทฤษฎบีท 3.3.15 ถา Π เปนผลแบงก้ันของเซต A ̸= ∅ แลว

A/Π เปนความสัมพันธสมมูลบน A
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แบบฝ กหัด 3.3
1. ให A ̸= ∅ และ r เปนความสัมพันธบนเซต A จงแสดงวา

r เปนความสัมพันธสมมูล ก็ตอเมือ่ r−1 เปนความสัมพันธสมมูล

2. ให A ̸= ∅ เปนเซตใด ๆ ให r และ s เปนความสัมพันธบน A จงพิจารณาขอความตอไปนี้
ถาเปนจรงิจงพิสจูน ถาไมจรงิจงยกตัวอยางคาน

2.1 ถา r ∪ s เปนความสัมพันธสมมูล แลว s ◦ r = r ◦ s

2.2 ถา r ∪ s = r ◦ s แลว r ∪ s เปนความสัมพันธสมมูล

3. กำหนดให A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวาความสัมพันธบน A ตอไปนี้ มีขอใดเปนความ
สัมพันธสมมูล
3.1 r = {(a, b), (b, a)}

3.2 r = {(c, d), (c, c)}

3.3 r = {(a, a), (b, b)}

3.4 r = {(d, c)}

4. จงพิจารณาความสัมพันธตอไปนี้ เปนความสัมพันธสมมูล
4.1 r = {(x, y) ∈ R× R : y > x}

4.2 r = {(x, y) ∈ N× N : x+ y = 2}

4.3 r = {(x, y) ∈ Z× Z : 4|(x− y)}

4.4 r = {(x, y) ∈ N× N | 5 : (2x− 2y)}

4.5 ให S เปนเซต และ A,B ∈ P(S) กำหนดให ArB มีความหมายวา A ⊆ B

5. ให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Π = {{1, 2, 4}, {3, 5, 6}, {7, 8}}
และ r = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (1, 2), (2, 1)}
จงหาสมาชกิของ
5.1 A/r

5.2 [3]r

5.3 A/Π

5.4 [3]A/Π

5.5 A/(A/r)

5.6 A/(A/Π)

6. ให n ∈ N และ rn = {(x, y) ∈ Z× Z : n | (y − x)} นยิาม [x]n = [x]rn และ Zn = N/rn
จงหา
6.1 [2]3

6.2 [3]4

6.3 [5]4

6.4 Z3

6.5 Z4

6.6 Z7

6.7 [2]N/Z3

6.8 [3]N/Z5

7. ให Π เปนผลแบงก้ันของเซตหนึง่ ให A,B และ C เปนสมาชกิใน Π

จงแสดงวา ถา B ∩ C ̸= ∅ แลว B = C



บทที่ 4
ฟงกชัน

4.1 ฟงกชัน
บทนยิาม 4.1.1 ความสัมพันธ f จะเรยีกวา ฟงกชัน (function) ก็ตอเมือ่

∀x∀y∀z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z]

ขอสังเกต 4.1.2
f เปนฟงกชัน ↔ ∀x∀y∀z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z]

f ไมเปนฟงกชัน ↔ ∃x∃y∃z [(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f ∧ y ̸= z]

ตัวอยาง 4.1.3 จงตรวจสอบความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม เพราะเหตใุด
1. r1 = {(1, 2), (2, 1), (3, 5)}

2. r2 = {(1, 2), (1, 1)}

3. r3 = {(x, y) ∈ R× R : x < y}

4. r4 = {(x, y) ∈ Z× Z : xy = x+ y}

5. r5 = {(x, y) ∈ Q×Q : y = |y|+ |x|}

6. r6 = {(x, y) ∈ Z×Z : 2x+y2 = x2+2y}

101
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ตัวอยาง 4.1.4 จงตรวจสอบวาความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม พรอมพิสจูน

1. f = {(x, y) ∈ R× R : 3x+ 2y = 6}

2. g = {(x, y) ∈ R× R : y = x2 + 1}

3. h = {(x, y) ∈ R× R : xy2 = x+ 1}

ทฤษฎบีท 4.1.5 เซตวางเปนฟงกชัน
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บทนยิาม 4.1.6 ให f เปนฟงกชัน ถา (x, y) ∈ f เขียนแทนดวย y = f(x) นัน่คอื
(x, y) ∈ f ↔ y = f(x)

ตัวอยาง 4.1.7 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 2)} จงหา
1. f(1) + f(2)

2. g(3)− g(4)

3. f(4) · g(2)

4. f(g(3))− g(f(3))

บทนยิาม 4.1.8 ให f และ g เปนฟงกชัน
1. ผลบวก (sum) ของ f และ g เขียนแทนดวย f + g นยิามโดย

f + g = {(x, y) : y = f(x) + g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

2. ผลคณู (difference) ของ f และ g เขียนแทนดวย f − g นยิามโดย
f − g = {(x, y) : y = f(x)− g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

3. ผลคณู (product) ของ f และ g เขียนแทนดวย fg นยิามโดย
fg = {(x, y) : y = f(x)g(x) และ x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g)}

4. ผลหาร (quotient) ของ f และ g เขียนแทนดวย f

g
นยิามโดย

f

g
=

{
(x, y) : y =

f(x)

g(x)
, x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) และ g(x) ̸= 0

}

ตัวอยาง 4.1.9 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)} และ g = {(1, 3), (3, 5), (4, 1), (6, 0)} จงหา
1. f + g

2. f − g

3. g − f

4. fg

5. f

g

6. g

f
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ทฤษฎบีท 4.1.10 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา f + g, f − g, fg และ f

g
เปนฟงกชัน

จากบทนยิาม 4.1.8 จะไดวา
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
เมือ่ g(x) ̸= 0

ตัวอยาง 4.1.11 กำหนดให
f(x) =

x

1− x2
และ g(x) =

1− x

2x2

จงหา
1. (f + g)(x)

2. (f − g)(x)

3. (fg)(x)

4.
(
f

g

)
(x)
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ตัวอยาง 4.1.12 ให

f(x) = x+ 1 และ g(x) =
1

1 + 1
x

และ h(x) =
x

x+ 1

จงหา
1. (fg)(x)

2. (fh)(x)

3.
(g
h

)
(x)

4.
(
h

g

)
(x)

จากบทนยิาม 4.1.8 จะไดวา
Dom(f + g) = Dom(f − g) = Dom(fg) = Dom(f) ∩ Dom(g)

Dom
(
f

g

)
= Dom(f) ∩ Dom(g)− {x : g(x) = 0}

ตัวอยาง 4.1.13 ให

f(x) =
√
9− x2 และ g(x) =

1√
x2 − 4

จงหา
1. Dom(f + g)

2. Dom(f − g)

3. Dom(fg)

4. Dom
(
f

g

)
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เนือ่งจาก f และ g เปนเซตจะไดวา f = g ก็ตอเมือ่ ∀x∀y [(x, y) ∈ f ↔ (x, y) ∈ g]

ทฤษฎบีท 4.1.14 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

f = g ก็ตอเมือ่ Dom(f) = Dom(g) และ f(x) = g(x) ทกุ ๆ x ∈ Dom(f)

ตัวอยาง 4.1.15 ให f(x) = x และ g(x) =
x2

x
จงแสดงวา f ̸= g

ตัวอยาง 4.1.16 ให f(x) = x

|x|
และ g(x) =

|x|
x

แลว f = g หรอืไมเพราะเหตใุด
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บทนยิาม 4.1.17 ฟงกชัน f จะเรยีกวา ฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ (injective หรอื one-to-one)
ก็ตอเมือ่

∀x1∀x2[f(x1) = f(x2) → x1 = x2]

ขอสังเกต 4.1.18
f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ ↔ ∀x1∀x2[f(x1) = f(x2) → x1 = x2]

↔ ∀x1∀x2[x1 ̸= x2 → f(x1) ̸= f(x2)]

f ไมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ ↔ ∃x1∃x2[f(x1) = f(x2) ∧ x1 ̸= x2]

ตัวอยาง 4.1.19 จงตรวจสอบวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไมพรอมพิสจูน เมือ่ f ⊆ R× R
กำหนดโดย

1. f(x) = 2x+ 1

2. f(x) = x2

3. f(x) = x3 + 3x2 + 3x

4. f(x) = x|x|
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บทนยิาม 4.1.20 ให f เปนความสัมพันธจาก A ไป B เรยีก f วาฟงกชันจาก A ไป B ถา

1. f เปนฟงกชัน 2. Dom(f) = A 3. Ran(f) ⊆ B

ตัวอยาง 4.1.21 ให A = {1, 2, 3} และ B = {4, 5, 6} ฟงกชันในขอใดเปนฟงกชันจาก A ไป B

1. f1 = {(1, 4), (2, 5), (3, 6)}

2. f2 = {(1, 2), (2, 5), (3, 6)}

3. f3 = {(1, 4), (1, 5), (3, 6)}

4. f4 = {(1, 4), (2, 5)}

ตัวอยาง 4.1.22 จงเขียนฟงกชันจาก A ไป B ท้ังหมด เมือ่ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2}

ตัวอยาง 4.1.23 ให f =

{
(x, y) ∈ R× R : y =

1

x2 + 1

}
จงแสดงวา f ฟงกชันจาก R ไป R
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บทนยิาม 4.1.24 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B ถา Ran(f) = B จะเรยีก f วา ฟงกชันทัว่ถงึ
(surjective) หรอื ฟงกชันจาก A ไปทัว่ถงึ B

บทนยิาม 4.1.25 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B ถา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่และฟงกชันทัว่ถงึ
จะเรยีกวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ (bijective) หรอืเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก
A ไปทัว่ถงึ B

ตัวอยาง 4.1.26 จงเขียนฟงกชันจาก A ไปทัว่ถงึ B ท้ังหมด เมือ่ A = {1, 2, 3} และ B = {1, 2}

ตัวอยาง 4.1.27 กำหนดให
f = {(x, y) : x+

√
x = y +

√
y}

จงแสดงวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก R+ ไปทัว่ถงึ R+
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ทฤษฎบีท 4.1.28 เซตวาเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก ∅ ไปทัว่ถงึ ∅

ทฤษฎบีท 4.1.29 ให A เปนเซตใด ๆ แลวความสัมพันธเอกลักษณ iA เปนฟงกชันจาก A ไป A

บทนยิาม 4.1.30 สำหรับเซต A ใด ๆ เรยีก
iA = {(x, x) : x ∈ A}

วา ฟงกชันเอกลักษณ (identity function)
ทฤษฎบีท 4.1.31 ให A เปนเซต แลวฟงกชันเอกลักษณ iA เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ
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แบบฝ กหัด 4.1
1. จงตรวจสอบความสัมพันธตอไปนี้ เปนฟงกชันหรอืไม พรอมพิสจูน

1.1 f1 = {(x, y) ∈ R× R : y = 3x− 1}

1.2 f2 = {(x, y) ∈ R× R : y = 2x2 − 3}

1.3 f3 = {(x, y) ∈ Z× Z : xy = y2}

1.4 f4 = {(x, y) ∈ Z× Z : y|x| = x|y|}

1.5 f5 = {(x, y) ∈ Z× N : yx− y = 35 + x}

1.6 f6 = {(x, y) ∈ R× R : x2 + y2 + 2 = 2x+ 2y}

2. จงตรวจสอบฟงกชันตอไปนี้ วาเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไม พรอมพิสจูน
2.1 f1 = {(x, y) ∈ R× R : yx+ y = x− 1}

2.2 f2 = {(x, y) ∈ R× R : 3x = xy − 2y}

2.3 f3 = {(x, y) ∈ R× R : y = x3 − 3x2 + 3x+ 1}

2.4 f4 = {(x, y) ∈ Z× Z : x2y + y = 1}

3. กำหนดให
f(x) =

x เมือ่ x ≥ 0

−x2 เมือ่ x < 0

จงพิสจูนวา f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก R ไปทัว่ถงึ R

4. จงแสดงวา ∅ เปนฟงกชันจาก A ไป B ก็ตอเมือ่ A = ∅

5. จงเขียนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่จาก A ไปทัว่ถงึ B ท้ังหมด เมือ่ A = {4, 5, 6} และ
B = {1, 2, 3, 4}

6. จงแสดงวาสับเซตของฟงกชันหนึง่ตอหนึง่เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
7. ให f(x) = 1

1 + 1
x

และ g(x) =
x

1 + x
แลว f = g หรอืไม พรอมใหเหตผุล

8. ให f : N → N กำหนดโดย f(x) =

x
2
+ 1 เมือ่ x เปนจำนวนคู

x+1
2

เมือ่ x เปนจำนวนคี่
จงพิจารณาวา f พรอมท้ังใหเหตผุล

8.1 f เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่หรอืไม
8.2 f เปนฟงกชันทัว่ถงึหรอืไม

9. ให f, g : A → B จงพิจารณาขอความตอไปนี้ วาจรงิหรอืไม พรอมท้ังพิสจูน
9.1 f ∪ g : A → B
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9.2 f ∩ g : A → B

9.3 ถา f ∪ g : A → B แลว f = g

9.4 ถา f ∩ g : A → B แลว f = g

9.5 ถา f และ g เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ∪ g : A → B เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
9.6 ถา f และ g เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ แลว f ∩ g : A → B เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึง่
9.7 ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว f ∪ g : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ
9.8 ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว f ∩ g : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ

10. ให f = {(1, 0), (2, 2), (3, 5), (4, 6)} และ g = {(1, 1), (2, 1), (4, 3), (5, 0)} จงหา
10.1 f + g

10.2 f − g

10.3 f + f

10.4 g − f

10.5 fg

10.6 gg

10.7 f

g

10.8 g

f

11. จงหา Dom(f + g), Dom(f − g), Dom(fg) และ Dom(f
g
) เมือ่กำหนดให

11.1 f(x) =
√
x และ g(x) = x+ 1

11.2 f(x) =
√
1− x2 และ g(x) =

x

x+ 2

11.3 f(x) =
√
x3 + 1 และ g(x) =

x√
x2 − 1

12. ให f และ g เปนฟงกชัน จงแสดงวา f + g = g + f และ fg = gf

13. ให

f(x) = x, g(x) = elnx, h(x) =
x− 1

x+ 1
และ k(x) =

1− 1
x

1 + 1
x

จงหา
13.1 (f + g)(x)

13.2 (fg)(x)

13.3 (h− k)(x)

13.4 (hk)(x)

13.5
(

f
g

)
(x)

13.6 (h
k

)
(x)

14. ให

f(x) =

x เมือ่ x > 0

−x เมือ่ x ≤ 0
และ g(x) =

x− 1 เมือ่ x > 1

1− x เมือ่ x ≤ 1

จงหา
14.1 (f + g)(x) 14.2 (f − g)(x) 14.3 (fg)(x) 14.4

(
f

g

)
(x)
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4.2 ฟงกชันผกผันและฟงกชันประกอบ
บทนยิาม 4.2.1 ให f : A → B จะกลาววา f เปนฟงกชันผกผันได (invertible) ก็ตอเมือ่

f−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ f} เปนฟงกชัน
และเรยีก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function) ของ f

ตัวอยาง 4.2.2 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} และ g = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)} จงตรวจสอบวา f

และ g เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม

ทฤษฎบีท 4.2.3 ให f : A → B แลวจะไดวา

f เปนฟงกชันผกผันได ก็ตอเมือ่ f เปนฟงกชัน 1-1

ทฤษฎบีท 4.2.4 f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ f−1 : B → A เปนฟงกชัน
1-1 แบบทัว่ถงึ
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ตัวอยาง 4.2.5 จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม พรอมใหเหตผุล
1. f : R → R นยิามโดย f(x) = x2

2. f : R → R นยิามโดย f(x) = 2x+ 1

ตัวอยาง 4.2.6 จงหา f−1(x) เมือ่กำหนดให

1. f(x) = 3x− 2

2. f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 2

3. f(x) =
x+ 1

x− 1

4. f(x) =
1− x

1 + x
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ตัวอยาง 4.2.7 ให f : R → R กำหนดโดย
f(x) = x|x|

จงแสดงวา f−1 เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ และหา f−1(x)
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ถาเปรยีบเทยีบฟงกชันคอืเครือ่งจักรชิ้นหนึง่เรยีกวา f เมือ่ใส  x หรอื input เขาไปในเครือ่ง
จะได f(x) ออกมาตามหนาที ่ของเครือ่งจักรชนดิน้ัน จากแนวคดินี้ เมือ่ประกอบเครือ่งจักรอกี
เครือ่งทีเ่รยีกวา g อกีชิ้น โดยนำ f(x) หรอื output จากเครือ่งจักร f ใส เขาไปในเครือ่งจักร g

แลวไดผลเปน g(f(x)) เรยีกเครือ่งจักรประกอบจากสองชิ้นนี้ วา h ดังภาพ

g(f(x))x f gf(x)

h

จะเรยีกฟงกชัน h ทีไ่ดจากแนวคดินี้ วา ฟงกชันประกอบ (composite function) ซึง่มีนยิามดัง
ตอไปนี้
ทฤษฎบีท 4.2.8 ให f และ g เปนฟงกชัน

h = {(x, z) : (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g} เปนฟงกชัน

บทนยิาม 4.2.9 ให f และ g เปนฟงกชัน ฟงกชัน h ในทฤษฎบีท 4.2.8 เรยีกวาฟงกชันประกอบ
(composite function) ของ f และ g เขียนแทนดวย g ◦ f นัน่คอื

(x, z) ∈ g ◦ f ↔ (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g

ตัวอยาง 4.2.10 ให f = {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (5, 4)} และ g = {(1, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 1)} จงหา
1. f ◦ g

2. g ◦ f

3. f ◦ f

4. (f ◦ g) + f
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ตัวอยาง 4.2.11 ให
f = {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 4)}
g = {(1, 4), (2, 2), (3, 1), (4, 3)}
h = {(1, 3), (2, 1), (3, 4), (4, 2)}

จงหา (f ◦ g) ◦ h และ f ◦ (g ◦ h)

โดยบทนยิาม 4.2.9
(x, z) ∈ g ◦ f ↔ (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g

z = (g ◦ f)(x) ↔ f(x) = y ∧ g(y) = z

↔ g(f(x)) = z

ดังน้ัน

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ตัวอยาง 4.2.12 ให f(x) = x− 1

x+ 1
และ g(x) =

x+ 1

x+ 3
จงหา (f ◦ g)(x) และ (g ◦ f)(x)
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ทฤษฎบีท 4.2.13 ให f, g และ h เปนฟงกชัน แลว
f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

ทฤษฎบีท 4.2.14 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

1. ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 แลว g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1
2. ถา f และ g เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว g ◦ f เปนฟงกชันทัว่ถงึ
3. ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ แลว g ◦ f เปนฟงก 1-1 แบบทัว่ถงึ
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ทฤษฎบีท 4.2.15 ให f และ g เปนฟงกชัน จะไดวา

1. ถา g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f เปนฟงกชัน 1-1
2. ถา g ◦ f เปนฟงกชันทัว่ถงึ แลว g เปนฟงกชันทัว่ถงึ
3. ถา g ◦ f เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ แลว f เปนฟงก 1-1 และ g เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ

ทฤษฎบีท 4.2.16 ให f : A → B แลว
1. f ◦ iA = f

2. iB ◦ f = f

ทฤษฎบีท 4.2.17 ให f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ จะไดวา
1. f ◦ f−1 = iB

2. f−1 ◦ f = iA
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ทฤษฎบีท 4.2.18 ให f, g และ h เปนฟงกชัน
1. ถา f = g แลว h ◦ f = h ◦ g

2. ถา f = g แลว f ◦ h = g ◦ h

ทฤษฎบีท 4.2.19 ให f เปนฟงกชัน 1-1 และ Dom(f) = A และ Ran(f) = B

1. g ◦ f = f ก็ตอเมือ่ g = iB

2. f ◦ g = f ก็ตอเมือ่ g = iA
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ตัวอยาง 4.2.20 กำหนดให f(x) =
1− x

1 + x
และ A = Dom(f) จงแสดงวา f = f−1 และ

f ◦ f = iA

ทฤษฎบีท 4.2.21 ให f เปนฟงกชันผกผันได แลว

f−1 เปนฟงกชันผกผันได และ (f−1)−1 = f

ทฤษฎบีท 4.2.22 กำหนดให f และ g เปนฟงกชัน 1-1 จะไดวา
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1
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แบบฝ กหัด 4.2
1. จงตรวจสอบวาฟงกชันตอไปนี้ เปนฟงกชันผกผันไดหรอืไม เมือ่โดเมนเปนสับเซตของจำนวนจรงิ

1.1 f(x) = 5 + 7x

1.2 f(x) =
√
x+ 1

1.3 f(x) = x3 − 3x2 + 3x− 3

1.4 f(x) = x3|x|

1.5 f(x) = |x|+ |x+ 1|

1.6 f(x) = tanx

1.7 f(x) =
1 + 2x

2 + x

1.8 f(x) =
1

1 + 2x

1.9 f(x) =
1

1 + 1
x

1.10 f(x) = xsinx

2. จงหาฟงกชันผกผัน f−1(x) ของฟงกชันตอไปนี้
2.1 f(x) = 11x+ 22

2.2 f(x) =
√
x

2.3 f(x) = x3 + 12x2 + 6x

2.4 f(x) = tanx
2.5 f(x) = ex

2.6 f(x) =
3 + x

2− x

3. ให f = {(0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 2)} และ g = {(0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 1)} จงหา
3.1 f ◦ g 3.2 g ◦ f 3.3 (f + g) ◦ (f − g)

4. ให f(x) =
3x เมือ่ x > 0

2x เมือ่ x ≤ 0
และ g(x) =

x2 − 1 เมือ่ x > 1

1− x2 เมือ่ x ≤ 1
จงหา

4.1 (f ◦ g)(x) 4.2 (g ◦ f)(x) 4.3 (f ◦ g) ◦ f(1) 4.4 (f − g) ◦ g(1)

5. ให f(2x+ 1) = 4x2 + 4x+ 5 และ g

(
1 + x

1− x

)
= x จงหา f(x), g(x) และ (f ◦ g)(x)

6. จงยกตัวอยางฟงกชัน 1-1 f ทีส่อดคลอง f(x+ y) = f(x) + f(y) ทกุ ๆ x และ y

7. ให f และ g เปนฟงกชัน จงพิสจูนวา
7.1 Dom(g ◦ f) ⊆ Dom(f) 7.2 Ran(g ◦ f) ⊆ Ran(g)

8. ให f : A → B และ g : B → C จงพิสจูนวา g ◦ f : A → C

9. ให f : A → B และ g : B → C ถา f และ g เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ จงพิสจูนวา
g ◦ f : A → C เปนฟงกชันแบบทัว่ถงึ

10. ให f : A → B และ g : B → C ถา f และ g เปนฟงกชัน 1-1 จงพิสจูนวา g ◦ f : A → C

เปนฟงกชัน 1-1
11. ให f : A → B และ g : B → C ถา f เปนฟงกชัน 1-1 และ g เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ

จงพิสจูนวา (g ◦ f)−1 เปนฟงกชัน 1-1 C ไปทัว่ถงึ A
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4.3 ภาพและภาพผกผัน
ทฤษฎบีท 4.3.1 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A ถา

g(x) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

แลว g เปนฟงกชันจาก S ไป B

บทนยิาม 4.3.2 ฟงกชัน g จากทฤษฎบีท 4.3.1 เรยีกวา ฟงกชันกำกัด (restriction function)
ของ f บน S เขียนแทนดวย f |S และ f เรยีกวา ฟงกชันภาคขยาย (extension function) ของ
f |S นัน่คอื

f |S = {(x, y) : (x, y) ∈ f และ x ∈ S}

f |S เปนฟงกชันกำกัดของ f บน S ↔ f |S(x) = f(x) ทกุ ๆ x ∈ S

ตัวอยาง 4.3.3 ให f เปนฟงกชันบนจำนวนจรงิ จงหา f |S

1. f(x) = 2x+ 1 และ S = {−1, 0, 1}

2. f(x) = x2 และ S = N

3. f(x) =
√
x2 และ S = R+

4. f(x) = cosx และ S = [0, π]
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ทฤษฎบีท 4.3.4 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A แลว
f |S ∪ f |A−S = f

ทฤษฎบีท 4.3.5 ให f เปนฟงกชันจาก A ไป B และ S ⊆ A

ถา f เปนฟงกชัน 1-1 แลว f |S เปนฟงกชัน 1-1 จาก S ไป B
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บทนยิาม 4.3.6 ให f : A → B และ U ⊆ A นยิาม ภาพ (image) ของ U ภายใต f เขียนแทน
ดวย f(U) กำหนดโดย

f(U) = {y ∈ B : ∃x ∈ A และ f(x) = y}

และ V ⊆ B นยิาม ภาพผกผัน (inverse image) ของ V ภายใต f เขียนแทนดวย f−1(V )

กำหนดโดย
f−1(V ) = {x ∈ A : f(x) ∈ V }

จะไดวา

y ∈ f [U ] ก็ตอเมือ่ ∃x ∈ U, y = f(x) x ∈ f−1[V ] ก็ตอเมือ่ f(x) ∈ V

f
A

U

B

f(U)

f
A

f−1(V )

B

V

ตัวอยาง 4.3.7 ให f เปนฟงกชันบน R นยิามโดย f(x) = 2x+ 1 จงหา f(U) และ f−1(V )

1. U = {1, 2, 3, 4, 5}

2. V = {1, 2, 3, 4, 5}

3. U = [−3, 7]

4. V = (−6,∞)

5. U = {x ∈ R : x2 > 1}

6. V = {x ∈ R : 1 < |x| < 3}
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ทฤษฎบีท 4.3.8 ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B แลว

1. f(∅) = ∅ และ f−1[∅] = ∅

2. f(U) ⊆ Ran(f) และ f(A) = Ran(f)
3. f(U) ⊆ f(A) ⊆ B

4. f−1(V ) ⊆ Dom(f) และ f−1(B) = Dom(f)

ทฤษฎบีท 4.3.9 ให f : A → B และ X,Y ⊆ A และ U, V ⊆ B แลว
1. ถา X ⊆ Y แลว f(X) ⊆ f(Y )

2. ถา X = Y แลว f(X) = f(Y )

3. ถา U ⊆ V แลว f−1(U) ⊆ f−1(V )

4. ถา U = V แลว f−1(U) = f−1(V )
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ทฤษฎบีท 4.3.10 ให f : A → B และ X,Y ⊆ A และ U, V ⊆ B แลว
1. f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

2. f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )

3. f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V )

4. f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V )

ทฤษฎบีท 4.3.11 ให f : A → B

f เปนฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่ f(U ∩W ) = f(U) ∩ f(W ) ทกุ ๆ U,W ⊆ A

ทฤษฎบีท 4.3.12 ให f : A → B และ V ⊆ B แลว f−1(B − V ) = f−1(B)− f−1(V )
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ทฤษฎบีท 4.3.13 ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B แลว

1. U ⊆ f−1(f(U)) 2. f(f−1(V )) ⊆ V

ทฤษฎบีท 4.3.14 ให f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 และ U ⊆ A แลว
f−1(f(U)) = U

ทฤษฎบีท 4.3.15 ให f : A → B เปนฟงกชันทัว่ถงึ และ V ⊆ B แลว
f(f−1(V )) = V
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แบบฝ กหัด 4.3
1. ให f(x) = x2 + 1 จงหา

1.1 f({1, 2, 3})

1.2 f([−3, 3])

1.3 f−1({−1, 0, 1, 2})

1.4 f−1((−1, 5])

2. ให f(x) =
2x เมือ่ x > 1

x+ 1 เมือ่ x ≤ 1
จงหา f |S

2.1 S = {0, 1, 2} 2.2 S = [−2, 5] 2.3 S = (7,∞) 2.4 S = (−∞, 2)

3. ให f : R → R โดย f(x) = |x| จงหาภาพและภาพผกผันตอไปนี้ พรอมท้ังพิสจูน

3.1 f([0, 1])

3.2 f((−1, 1))

3.3 f−1((−1, 1))

3.4 f−1([1, 3))

4. ให f : R → R โดย f(x) = 1− x2 จงหาภาพและภาพผกผันตอไปนี้ พรอมท้ังพิสจูน

4.1 f([0, 2])

4.2 f([−2, 1))

4.3 f−1((−1, 2])

4.4 f−1((−2, 2))

5. ให f : A → B และ g : B → C และ D ⊆ C จงแสดงวา (g ◦ f)−1(D) = f−1(g−1(D))

6. ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B จงพิสจูนวา
f(U) ⊆ V ↔ U ⊆ f−1(V )

7. ให f : A → B และ U ⊆ A และ V ⊆ B จงพิสจูนวา
(f |U)−1(V ) = A ∩ f−1(V )

8. ให f : A → B และ U,W ⊆ A จงพิสจูนวา

8.1 f เปนฟงกชัน 1-1 ก็ตอเมือ่ f(A− U) ⊆ B − f(U)

8.2 f เปนฟงกชันทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ B − f(U) ⊆ f(A− U)

8.3 f เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ ก็ตอเมือ่ B − f(U) = f(A− U)
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4.4 เซตดรรชนี
พิจารณาตัวอยาง {A1, A2, A3, A4} เมือ่

A1 = [0, 1]

A2 = {0.5, 1, 2}

A3 = {x ∈ Z : x > 1}

A4 = {x ∈ Q : 0 < x < 4}

เรยีก {1, 2, 3, 4} วา เซตดรรชนี (index set) หรอืเขียนไดวา Aα เมือ่ α ∈ {1, 2, 3, 4} ของ
{Aα : α ∈ Λ}

ในกรณทีี ่ Λ = N เรยีก {Aα : α ∈ N} วาอันดับของเซต
ตัวอยาง 4.4.1 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนนับ ให Λ เปนเซตดรรชนี และ

Aα = {1, 2, 3, ..., α}

สำหรับแตละ α ∈ Λ จงหา Aα ท้ังหมด เมือ่
1. Λ = {1, 3, 5} 2. Λ = {1, 2, 3, 4}

ตัวอยาง 4.4.2 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนจรงิ ให Λ เปนเซตดรรชนี และ
Ax = (x− 1, x+ 1)

สำหรับแตละ x ∈ Λ จงหา Aα ท้ังหมด เมือ่
1. Λ = {1, 2, 3, 4}

2. Λ = {−1, 0, 1}

3. Λ = {0.5, 1.2, 4}

4. Λ = (1, 5)
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บทนยิาม 4.4.3 ให Λ เปนเซตดรรชนี นยิามยูเนยีนและอนิเตอรเซกชันใด ๆ ดังนี้

1. ∪
α∈Λ

Aα = {x : ∃α ∈ Λ, x ∈ Aα}

2. ∩
α∈Λ

Aα = {x : ∀α ∈ Λ, x ∈ Aα}

กรณี Λ = {1, 2, 3, ..., n} เขียนเปน
n∪

i=1

Ai และ
n∩

i=1

Ai

และกรณี Λ = N เขียนเปน
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai

ตัวอยางเช น
3∪

i=1

Ai = A1 ∪ A2 ∪ A3 และ
4∩

i=1

Ai = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4

ตัวอยาง 4.4.4 ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจำนวนนับ ให Ai = {1, 2, 3, ..., i} จงหา

1.
10∪
i=1

Ai และ
10∩
i=1

Ai

2.
∞∪
i=1

Ai และ
∞∩
i=1

Ai
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ตัวอยาง 4.4.5 จงหาเซตตอไปนี้

1.
∞∪
n=1

An และ
∞∩
n=1

An เมือ่ An = (n− 1, n+ 1)

2. ∪
x∈(0,1)

Ax และ ∩
x∈(0,1)

Ax เมือ่ Ax = [1− x, 1 + x]

ตัวอยาง 4.4.6 กำหนดให An = (1− n, 1 + n) จงหาเซตตอไปนี้

1. ∪
n∈N

An 2. ∩
n∈N

An
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ตัวอยาง 4.4.7 จงหา

1. ∪
n∈N

(
1− 1

n
, 1 +

1

n

)
2. ∩

n∈N

(
1− 1

n
, 1 +

1

n

)

ทฤษฎบีท 4.4.8 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ แลว

1.
(∪

α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c 2.

(∪
α∈Λ

Aα

)c

=
∩
α∈Λ

(Aα)
c
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ทฤษฎบีท 4.4.9 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ และ B เปนเซตใด ๆ

1. B ∩

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∩ Aα)

2.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∩
α∈Λ

(Aα ∩B)

3. B ∪

(∩
α∈Λ

Aα

)
=
∩
α∈Λ

(B ∪ Aα)

4.
(∩

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∩
α∈Λ

(Aα ∪B)
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ทฤษฎบีท 4.4.10 ให Λ เปนเซตดรรชนี และ Aα เปนเซตซึง่ α ∈ Λ และ B เปนเซตใด ๆ

1. B ∪

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∪ Aα)

2.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∪B =

∪
α∈Λ

(Aα ∪B)

3. B ∩

(∪
α∈Λ

Aα

)
=
∪
α∈Λ

(B ∩ Aα)

4.
(∪

α∈Λ

Aα

)
∩B =

∪
α∈Λ

(Aα ∩B)
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ทฤษฎบีท 4.4.11 ให I และ J เปนเซตดรรชนี และ Ai เปนเซตซึง่ i ∈ I และ Bj เปนเซตซึง่
j ∈ J เปนเซตใด ๆ

1.
(∪

i∈I

Ai

)
×

(∪
j∈J

Bj

)
=

∪
(i,j)∈I×J

(Ai ×Bj)

2.
(∩

i∈I

Ai

)
×

(∩
j∈J

Bj

)
=

∩
(i,j)∈I×J

(Ai ×Bj)
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พิจารณาเซต Ā ของฟงกชันท้ังหลายที่มีโดเมนคอืเซตดรรชนี Λ และแตละ α ∈ Λ จะได
f(α) ∈ Aα หรอืนัน่คอื

Ā = {f : f : Λ → Aα}

หรอืกลาวไดวาจำนวนสมาชกิท้ังหลายใน Ā เปนฟงกชันจาก Λ ไปยัง ∪
α∈Λ

Aα ดังน้ัน

Ā =

{
f : Λ →

∪
α∈Λ

Aα : ∀α ∈ Λ, f(α) ∈ Aα

}

ตัวอยาง 4.4.12 พิจารณา {Aα : α ∈ Λ} ให Aα = {1, 2, ..., α} และ α ∈ Λ จงหา Ā เมือ่
1. Λ = {1}

2. Λ = {1, 2}

3. Λ = {1, 2, 3}

ทฤษฎบีท 4.4.13 ให Λ = {1, 2} ฟงกชัน
g : Ā → A1 × A2 นยิามโดย g(f) = (f(1), f(2))

เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ
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แบบฝ กหัด 4.4
1. กำหนดใหเอกภพสัมพัทธเปนจำนวนจรงิ จงหาเซตตอไปนี้

1.1 ∪
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

1.2 ∪
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

1.3 ∪
n∈N

(1− 1

n
, 2 +

1

n
]

1.4 ∪
n∈N

[−1,
1

n
)

1.5 ∪
n∈N

(1− 1

n
, 1)

1.6 ∪
x∈R+

(−x, x)

1.7 ∪
x∈R+

(1− x, 1 + x)

1.8 ∪
y∈R+

(−y

2
,
y

2
)

1.9 ∩
n∈N

[− 1

n
,
1

n
]

1.10 ∩
n∈N

(− 1

n
, 1 +

1

n
)

1.11 ∩
n∈N

(1− 1

n
, 1)

1.12 ∩
x∈R+

(−x, x)

2. กำหนดให {Ai : i ∈ I} และ {Bi : i ∈ I} เปนการรวมกันอยูของเซตในรปูดรรชนแีละมี
สมบัติ Ai ⊆ Bi ทกุ ๆ i ∈ I จงพิสจูนวา

2.1 ∪
i∈I

Ai ⊆
∪
i∈I

Bi 2.2 ∩
i∈I

Ai ⊆
∩
i∈I

Bi

3. กำหนดให {Ai : i ∈ I} และ {Bj : j ∈ J} เปนการรวมกันอยูของเซตในรปูดรรชนี
จงพิสจูนวา

3.1 ∪
i∈I

Ai −
∪
j∈J

Bj =
∪
i∈I

(∩
j∈J

(Ai −Bj)

)

3.2 ∩
i∈I

Ai −
∪
j∈J

Bj =
∩
i∈I

(∪
j∈J

(Ai −Bj)

)

3.3 ถาแตละ i ∈ I มี j ∈ J ซึง่ Bj ⊆ Ai แลว
∩
j∈J

Bj ⊆
∩
i∈I

Ai



บทที่ 5
การเรยีงอันดับบางส วน

5.1 เซตซึง่เรยีงอันดับบางส วนได
บทนยิาม 5.1.1 เรยีกความสัมพันธ r บนเซต P วา การเรยีงอันดับบางส วน (partial ordering)
ก็ตอเมือ่ r มีสมบัติสะทอน ปฏิสมมาตร และถายทอด โดยทัว่ไปนยิามเขียน - แทนอันดับทีล่ะ
สวน และเรยีกคูอันดับ (P,-) วาเซตซึง่เรยีงอันดับบางส วนได (partially ordered set) หรอื
โพเซต (poset)

สำหรับโพเซต (P,-) นยิามความสัมพันธ ≺ บน P โดยสำหรับ a, b ∈ P

a ≺ b ก็ตอเมือ่ a - b และ a ̸= b

ตัวอยาง 5.1.2 กำหนดให P = {1, 2, 3} จงพิจารณาวาขอใดเปนการเรยีงอันดับบางสวนบน P

1. ความสัมพันธเอกลักษณ
2. ความสัมพันธเซตวาง
3. ความสัมพันธ "นอยกวา"
4. ความสัมพันธ "นอยกวาหรอืเทากับ"
5. ความสัมพันธ "หารลงตัว"

ตัวอยางโพเซตอืน่ๆ เช น (R,≤), (N, |) และ (P(A),⊆) เมือ่ A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง
ในกรณทีีเ่ซต P เปนเซตจำกัดทีไ่มเซตวาง นยิมแทน (P,-) ดวยแผนภาพเฮสเซ (Hasse

diagram) ซึง่ประกอบไปดวยจดุหรอืวงกลมเล็กๆแทนสมาชกิใน P และสวนของเสนตรงเชือ่ม
ระหวางจดุ a และจดุ b เมือ่ a ≺ b และไมมี c ∈ P ซึง่ a ≺ c ≺ b โดยจดุ b จะถกูเขียนไวเหนอื
จดุ a ดังตัวอยางตอไปนี้

1. (N,≤) 2. (Z,≤) 3. (R,≤)

139



140 บทท่ี 5. การเรียงอันดับบางสวน

ตัวอยาง 5.1.3 ให P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซตตอไปนี้

1. (P, |)

1

52 3

4 6

2. (P,≤)

1

2

3

4

5

6

ตัวอยาง 5.1.4 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P, |) เมือ่กำหนดให
1. P = {2, 3, 4, 6, 8, 12}

2. P = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}

3. P = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}

4. P = {1, 2, 3, ..., 20}
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ตัวอยาง 5.1.5 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P(A),⊆) เมือ่ A = {x, y, z}

∅

{y} {z}{x}

{x, z} {y, z}{x, y}

{x, y, z}

ตัวอยาง 5.1.6 จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P,⊆) เมือ่กำหนดให

1. P = P({1, 2})

2. P = {∅, {∅}, {1}, {3}, {1, 2}}

3. P = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}}

4. P = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {2, 3}, {1, 3}}
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ตัวอยาง 5.1.7 จากแผนภาพเฮสเซของโพเซต จงหาโพเซตและอันดับบางสวน

a
b

c

d

e

บทนยิาม 5.1.8 ให (P,-) เปนโพเซต m และ n เปนสมาชกิใน P จะกลาววา

1. m เปนสมาชกิตัวใหญเฉพาะกลุม (maximal element) ของ P

ก็ตอเมือ่ ไมมี x ∈ P ซึง่ m ≺ x นัน่คอื ∀x ∈ P, m - x → m = x

M เปนสมาชกิตัวใหญสดุ (the greatest element) ก็ตอเมือ่ x - M ทกุ ๆ x ∈ P

2. n เปนสมาชกิตัวเลก็เฉพาะกลุม (minimal element) ของ P

ก็ตอเมือ่ ไมมี x ∈ P ซึง่ x ≺ n นัน่คอื ∀x ∈ P, x - n → n = x

N เปนสมาชกิตัวเลก็สดุ (the least element) ก็ตอเมือ่ N - x ทกุ ๆ x ∈ P

ตัวอยาง 5.1.9 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซต (P, |) เมือ่

1. P = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

2. P = {2, 4, 6, 8, 9, 10}

3. P = {1, 3, 5, 7, 9, 11}

4. P = {2, 3, ..., 20}
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ตัวอยาง 5.1.10 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซต (P,⊆) เมือ่

1. P = {∅, {∅}, {1}, {2}}

2. P = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}}

3. P = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

4. P = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}}
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ตัวอยาง 5.1.11 จงหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญเฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิ
เล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตตอไปนี้

1. (N,≤)

2. (Z,≤)

3. (R,≤)

4. (N, |)

ทฤษฎบีท 5.1.12 ถาโพเซตมีสมาชกิตัวใหญสดุจะไดมีไดเพียงตัวเดยีว และถาโพเซตมีสมาชกิ
ตัวเล็กสดุจะไดมีไดเพียงตัวเดยีว

ทฤษฎบีท 5.1.13 กำหนดให (P,-) เปนโพเซต จะไดวา

1. ถา (P,-) มีสมาชกิตัวใหญสดุเปน M แลว M จะเปนสมาชกิใหญเฉพาะกลุม

2. ถา (P,-) มีสมาชกิตัวเล็กสดุเปน N แลว N จะเปนสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม
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บทนยิาม 5.1.14 ให (P,-) เปนโพเซต และ B ⊆ P

1. เรยีกสมาชกิ a ∈ P ทีส่อดคลองเงือ่นไข a - x ทกุ ๆ x ∈ B

วา ขอบเขตลาง (lower bound) ของ B

และให L(B) แทนเซตของขอบเขตลางท้ังหมดของ B นัน่คอื
L(B) = {a ∈ P : a - x ทกุ ๆ x ∈ B}

2. เรยีกสมาชกิ b ∈ P ทีส่อดคลองเงือ่นไข x - b ทกุ ๆ x ∈ B

วา ขอบเขตบน (upper bound) ของ B

และให U(B) แทนเซตของขอบเขตบนท้ังหมดของ B นัน่คอื
B(U) = {b ∈ P : x - b ทกุ ๆ x ∈ B}

ตัวอยาง 5.1.15 พิจารณา (N, |) จงหา L(B) และ U(B) เมือ่กำหนดให
1. B = {1, 2}

2. B = {2, 3, 6, 12}

3. B = {3, 5, 9, 15}

4. B = {3, 9, 12, 18}

5. B = {30, 45, 75}

6. B = {50, 125, 325}
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ตัวอยาง 5.1.16 พิจารณา (R,≤) จงหา L(B) และ U(B) เมือ่กำหนดให

1. B = (0, 1)

2. B = [0, 1]

3. B = [−2, 5] ∪ (6, 9)

4. B = {1, 2, 3}

ตัวอยาง 5.1.17 พิจารณา (P(A),⊆) โดยที่ A = {1, 2, 3, 4} จงหา L(B) และ U(B) เมือ่
1. B = {∅, {1}, {2}, {3}}

2. B = {{1}, {2}, {3}, {4}}

3. B = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

4. B = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}}



5.1. เซตซึ่งเรียงอันดับบางสวนได 147

ทฤษฎบีท 5.1.18 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา -B เปนความสัมพันธบน B ซึง่
สอดคลอง

∀x, y ∈ B , x -B y ↔ x - y

แลว (B,-B) เปนโพเซต เรยีกวาสับโพเซต (subposet) ของ (P,-) เขียนแทนดวย (B,-)

บทนยิาม 5.1.19 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา L(B) และ U(B) ไมใช เซตวาง

1. ถา a เปนสมาชกิตัวใหญสดุของ (L(B),-) เรยีก a วาขอบเขตลางมากสดุ (greatest
lower bound หรอื infimum) ของ B เขียนแทนดวย infB

2. ถา b เปนสมาชกิตัวเล็กสดุของ (U(B),-) เรยีก b วาขอบเขตบนนอยสดุ (least upper
bound หรอื supremum) ของ B เขียนแทนดวย supB

ตัวอยาง 5.1.20 จงหา infB และ supB ของตัวอยาง 5.1.15-5.1.17
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ทฤษฎบีท 5.1.21 ให (P,-) เปนโพเซต และ B ⊆ P ถา B มีขอบเขตลางมากสดุ แลวมีขอบเขต
ลางมากสดุเพียงตัวเดยีว และถา B มีขอบเขตบนนอยสดุ แลวมีขอบเขตบนนอยสดุเพียงตัวเดยีว

บทนยิาม 5.1.22 ให (P,-) เปนโพเซต และ ∅ ̸= B ⊆ P ถา - มีสมบัติเปรยีบเทยีบได
(comparable) บน B จะเรยีก (B,-) เปน เซตอันดับแบบเชงิเสน (linearly ordered set)
หรอื เซตทีเ่ป นอันดับโดยส ิ้ นเชงิ (totally ordered set) หรอื โซ  (chain) หรอื สับเซตเชงิ
เสน (linear subset)
ตัวอยาง 5.1.23 จงตรวจสอบวาโพเซตใดตอไปนี้ เปนโซ 

1. (P(A),⊆) เมือ่ A = {1, 2}

2. (C,⊆) เมือ่ C = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}}

3. (A, |) เมือ่ A = {1, 2, 3, 6}

4. (A, |) เมือ่ A = {1, 2, 4, 8}

5. (N, |)

6. (N,≤) และ (R,≤)
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บทนยิาม 5.1.24 จะกลาววาความสัมพันธ r บนเซต A สอดคลอง กฎไตรวภิาค (trichotomy
law) ถาทกุ ๆ x, y ∈ A เปนจรงิเพียงอยางเดยีวใน 3 ขอตอไปนี้

1. x r y 2. x = y 3. y r x

ทฤษฎบีท 5.1.25 ให (P,-) เปนโพเซต จะไดวา

(P,-) เปนโซ  ก็ตอเมือ่ - สอดคลองไตรวภิาค
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แบบฝ กหัด 5.1
1. กำหนดให A = {a, b, c, d} จงพิจารณาวาความสัมพันธบน A ตอไปนี้ มีขอใดเปนโพเซต

1.1 r = {(a, b), (b, a)}

1.2 r = {(c, d), (c, c)}

1.3 r = {(a, a), (b, b)}

1.4 r = {(d, c)}

2. จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P, |) พรอมท้ังหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญ
เฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตเหลาน้ัน
2.1 P = {1, 2, 4, 8}

2.2 P = {2, 8, 12, 15}

2.3 P = {3, 6, 9, 12, 15}

2.4 P = {2, 4, 8, 24, 60}

2.5 P = {3, 5, 6, 15, 18, 48}

2.6 P = {2, 3, 4, .., 30}

3. จงเขียนแผนภาพเฮสเซของโพเซต (P,⊆) พรอมท้ังหา สมาชกิตัวใหญสดุ สมาชกิใหญ
เฉพาะกลุม สมาชกิตัวเล็กสดุ และสมาชกิเล็กเฉพาะกลุม ของโพเซตเหลาน้ัน
3.1 P = {∅, {2}, {2, 3}

3.2 P = {∅, {∅}, {2}}

3.3 P = {{1}, {3}, {1, 3}, {2, 3}}

3.4 P = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}}

4. พิจารณา (N, |) จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
4.1 B = {4, 5, 10}

4.2 B = {6, 8, 12, 18}

4.3 B = {5, 10, 25, 45, 50}

4.4 B = {100, 150, 450}

5. พิจารณา (P(A),⊆) เมือ่ A = {1, 2, 3, 4} จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
5.1 B = {∅}

5.2 B = {{1}, {3}}

5.3 B = {{1, 3}, {2, 4}, {2, 3}}

5.4 B = {{1, 2, 3, 4}}

6. พิจารณา (R,≤) จงหา L(B), U(B), infB และ supB (ถามี)
6.1 B = (−1, 3)

6.2 B = (−3, 0]

6.3 B = (1, 2) ∪ (3, 4)

6.4 B = (1, 3) ∪ {5}

6.5 B = {2, 4, 6, 8, ...}

6.6 B = {3n : n ∈ Z}

7. จงตรวจสอบวาโพเซตใดตอไปนี้ เปนโซ 

7.1 (P(A),⊆) เมือ่ A = {∅}

7.2 (C,⊆) เมือ่ C = {{1}, {2}, {1, 3}}

7.3 (E, |) เมือ่ E = เซตของจำนวนคูบวก
7.4 (A, |) เมือ่ A = {2n : n ∈ N}

8. ให A และ B เปนสับเซตโพเซตของ (R,≤) ซึง่มีขอบเขตบนนอยสดุและขอบเขตลางมาก
สดุ ถา A ⊆ B จงพิสจูน inf(B) ≤ inf(A) ≤ sup(A) ≤ sup(B)

9. ใน (R,≤) กำหนดให Aα = {x ∈ R : x < α} เมือ่ α ∈ R จงแสดงวา sup(Aα) = α
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5.2 เซตทีเ่ป นอันดับดแีลว
บทนยิาม 5.2.1 เรยีกโพเซต (P,-) วา เซตทีเ่ป นอันดับดแีลว (well-ordering set) ก็ตอเมือ่
ทกุสับโพเซตทีไ่มใช เซตวางมีสมาชกิตัวเล็กสดุ

ตัวอยาง 5.2.2 จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. ({1, 2, 3},≤)

2. ({−3,−1, 1, 5, 9},≤)

3. (N,≤)

4. (R,≤)

ตัวอยาง 5.2.3 จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. ({1, 2, 3}, |)

2. ({1, 2, 4, 8}, |)

3. ({3, 9, 27}, |)

4. (N, |)

ตัวอยาง 5.2.4 จงตรวจสอบโพเซต (P,⊆) วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
1. P = {∅}

2. P = {∅, {1}, {1, 2}}

3. P = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}

4. P = {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}}
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บทนยิาม 5.2.5 ให (P,-) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว และ a, b ∈ P ถา
a - b และ a ̸= b

เรยีก b วาตัวตามหลัง (successor) ของ a หรอืเรยีก a วาตัวนำหนา (predecessor) ของ b

ตัวอยางเช น ({1, 2, 3, 4, 5, 6},≤) แสดงดังแผนภาพ

1 2 3 4 5 6

สรปุไดดังตาราง
สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก

1 ไมมี 2, 3, 4, 5, 6 ไมมี 2
2 1 3, 4, 5, 6 1 3
3 1, 2 4, 5 2 4
4 1, 2, 3 5, 6 3 5
5 1, 2, 3, 4 6 4 6
6 1, 2, 3, 4, 5 ไมมี 5 ไมมี

ตัวอยาง 5.2.6 พิจารณาเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว ({1, 2, 4, 8, 16}, |) จงเตมิตารางตอไปนี้ ใหสมบูรณ

สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก
1
2
4
8
16

ตัวอยาง 5.2.7 พิจารณาเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว ({∅, {1}, {2}, {1, 2}},⊆) จงเตมิตารางตอไปนี้
ใหสมบูรณ

สมาชกิ ตัวนำหนา ตัวตามหลัง ตัวนำหนาตัวสดุทาย ตัวตามหลังตัวแรก
∅
{1}
{2}
{1, 2}
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กำหนดให ω แทนเซตของจำนวนธรรมชาติ หมายถงึ

ω = {0, 1, 2, 3, ...}

ให (P,-) เปนโพเซต จงตอบคำถามตอไปนี้
1. ให P = ω และนยิาม

x - y ก็ตอเมือ่ ( x เปนจำนวนคู ∧ y เปนจำนวนคี่ )
∨ ( x เปนจำนวนคู ∧ y เปนจำนวนคู ∧ x < y )
∨ ( x เปนจำนวนคี่ ∧ y เปนจำนวนคี่ ∧ x < y )

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0 และ 1

2. ให P = ω ∪ {ω} และนยิาม

x - y ก็ตอเมือ่ (x ∈ ω ∧ y ∈ ω ∧ x < y) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω)

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0 และ ω
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ทฤษฎบีท 5.2.8 หลักการอปุนัยเชงิอนันต (Principle of Transfinite induction)
กำหนดให (W,-) เปนเซตทีอั่นดับดแีลว และ P (x) แทนขอความซึง่มีคาความจรงิเปนจรงิหรอื
เท็จสำหรับแตละสมาชกิ x ∈ W ถาขอความ

ถา P (y) เปนจรงิสำหรับทกุ ๆ ตัวนำหนา y ของ x แลว P (x) เปนจรงิ

เปนจรงิ แลว P (x) เปนจรงิสำหรับทกุ ๆ x ∈ W
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ประยุกตหลักการอปุนัยเชงิอนันตกับเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวของจำนวนธรรมชาติ (ω,≤)

จะไดขอความตอไปนี้
[∀n ∈ ω, [∀y ∈ ω, y < n → P (y) เปนจรงิ] → P (n) เปนจรงิ] → ∀n ∈ ω, P (n) เปนจรงิ... (ก)

ทฤษฎบีท 5.2.9 ขอความ (ก) สมมูลกับขอความตอไปนี้

[(P (0) เปนจรงิ ) ∧ ∀n ∈ ω, [P (n) เปนจรงิ → P (n+ 1) เปนจรงิ] → ∀n ∈ ω, P (n) เปนจรงิ
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แบบฝ กหัด 5.2
1. จงตรวจสอบโพเซตตอไปนี้ วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม

1.1 ({2, 3, 5, 7, 11, 13, ...},≤)

1.2 ({...,−5,−4,−3,−1, 0},≤)

1.3 ({−x : x ∈ N},≤)

1.4 (Q,≤)

1.5 ({1, 3, 6, 12, 24}, |)

1.6 ({−1, 2, 4, 6, 12}, |)

1.7 ({∅, {∅}, {1}},⊆)

1.8 ({∅, {1,∅}, {1}},⊆)

2. โพเซต (P, |) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
2.1 P = {2n+1 : n ∈ N}

2.2 P = {2n + 1 : n ∈ N}

2.3 P = {3n : n ∈ N}

2.4 P = {n3 : n ∈ N}

3. พิจารณาโพเซต (ω,-) เมือ่นยิาม

m - n ก็ตอเมือ่ ∃c ∈ ω, n = cm

วาเปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลวหรอืไม
4. ให P = ω+ ∪ {ω+} เมือ่ ω+ = ω ∪ {ω} และนยิาม x - y ก็ตอเมือ่

(x ∈ ω ∧ y ∈ ω ∧ x < y) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω) ∨ (x ∈ ω ∧ y = ω+) ∨ (x = ω ∧ y = ω+)

จงวาดแผนภาพเฮลเซของ (P,-) และพิจารณาตัวนำหนาตัวสดุทาย และตัวตามหลังตัว
แรก ของ 0, ω และ ω+

5. ให (A, r) และ (B, s) เปนโพเซต ถา (A×B, t) สอดคลองเงือ่นไข
((x1, y1), (x2, y2)) ∈ t ↔ [(x1, y1) ∈ s ∨ (y1 = y2 ∧ (x1, x2) ∈ r)]

จงแสดงวา (A×B, t) เปนเซตทีเ่ปนอันดับดแีลว

6. ให (Y,-Y ) เปนโพเซต และกำหนดให f : X → Y เปนฟงกชันแบบหนึง่ตอหนึง่ ถานยิาม

x -X y ก็ตอเมือ่ f(x) -Y f(y)

จงแสดงวาถา -Y เปนอันดับดแีลวบน Y แลว -X จะเปนอันดับดแีลวบน X
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5.3 สัจพจนของการเลอืก
ในกรณีที ่ A ̸= ∅ เราสามารถเลอืกสามาชิกตัวหนึง่จากเซต A ไดเสมอ แตเมือ่เราหยิบ

สมาชกิจาก A มากกวาหนึง่คร้ังโดยเฉพาะกรณหียิบเปนจำนวนอนันตคร้ัง เมือ่ A เปนเซตอนันต
ในประสบการณของมนษุย ยังไมอาจยอมรับวาทำไดหรอืไม แมวาเราจะหยิบไดคร้ังแลวคร้ังเลา
อยางไมรูจบก็ตาม

ในกรณทีี ่ A เปนเซตอนันตทีเ่ปนอันดับดแีลว ทกุสับเซตทีไ่มใชเซตวาง เราเลอืกสมาชกิตัว
เล็กสดุไดเสมอ และสับเซตมีไดเปนจำนวนอนันตเซตในกรณนีี้ทำใหเชือ่มัน่ไดวาสามารถทำได

กำหนดให A ̸= ∅ เปนโพเซต ถา A ไมมีสมาชกิตัวใหญสดุเฉพาะกลุมแลวจะไดวามีอันดับ
แบบอนันตทีเ่พิม่ข้ึน

x1 < x2 < x3 < ...

ของสมาชกิใน A พิสจูนไดคอื เนือ่งจาก A ไมใช เซตวางจงึสามารถเลอืกสมาชกิมาหนึง่ตัว เรยีก
วา x1 ตอไปสมมตโิดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรจะไดวามีอันดับสมาชกิใน A ดังนี้

x1 < x2 < ... < xn

และนยิามเซต
An = {x ∈ A : x > xn}

เห็นไดชัดวา An ̸= ∅ และไมมีสมาชกิตัวใหญสดุเฉพาะกลุม เราจงึเลอืกหยิบสมาชกิใน An มา
ไดอยางนอยหนึง่ตัว เรยีกวา xn+1 ซึง่

x1 < x2 < ... < xn < xn+1

โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรสามารถนยิามเซตไดดังนี้

Sn = {x1, x2, x3, ..., xn}

ทำใหไดวา
S =

∪
n∈N

Sn

แลว S เปนเซตของสมาชกิทีเ่ปนอันดับอนันตแบบเพิม่ข้ึนตามตองการ
วธิีการเลอืกทีผ่านมาถอืไดรับการยอมรับ แตเปนการเลอืกทีไ่มแจมชัด ในป 1904 แซรมิโล

ไดใหความสำคัญกับการเลอืกดังกลาวจงึไดกำหนดเปนหนึง่สัจพจนในทฤษฎีเซต ซึง่เรยีกวา
สัจพจนของการเลอืก (Axiom of choice)
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บทนยิาม 5.3.1 กำหนดให A เปนเซต เรยีกฟงกชัน
F : P(A)− {∅} → A

วา ฟงกชันเลอืก (Choice function) ถาสำหรับแตละ B ∈ P(A) − {∅} จะไดวา F (B) ∈ B

และเรยีก F (B) วา ตัวแทน (representative) ของ B

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาฟงกชันการเลอืกท้ังหมดของเซตตอไปนี้

1. A = {1}

2. A = {1, 2}

3. A = {1, 2, 3}
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สัจพจน 5.3.3 สัจพจนของการเลอืก (Axiom of Choice)
มีฟงกชันเลอืกสำหรับทกุเซต

ทฤษฎบีท 5.3.4 สัจพจนของการเลอืกสมมูลกับขอความตอไปนี้
ถา A เปนเซตทีป่ระกอบดวยสมาชกิทีต่างกันทีไ่มใช เซตวาง และเปนเซตตางสมาชกิกัน แลวจะ
ไดวามีเซต C ซึง่ประกอบดวยสมาชกิตัวหนึง่และตัวเดยีวเทาน้ันจากแตละเซตใน A โดยเรยีก
เซต C นี้ วา เซตของการเลอืก (choice set)
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ทฤษฎบีททีมี่ชือ่เสยีงเกีย่วกับการเลอืกคอื

1. ทฤษฎบีทการเรยีงเป นอันดับอยางดี (Well Ordering Theorem) ทีก่ลาวไววา
มีความสัมพันธการเปนอันดับดแีลวสำหรับเซตทกุเซต

2. บทต้ังของซอรน (Zorn's Lemma) ทีก่ลาวไววา
ถาแตละสับเซตเชงิเสนของเซตของโพเซต P มีขอบเขตบนใน P แลว P จะมีสมาชกิตัว
ใหญสดุเฉพาะกลุม

สดุทายเราพิสจูนไดวา ทฤษฎบีทท้ัง 2 สมมูลกับสัจพจนของการเลอืก หรอืกลาวไดอกีนัยไดวา
ท้ัง 3 สิง่ทีไ่ดมีความเดยีวกันในทางทฤษฎเีซต

แบบฝ กหัด 5.3
1. จงหาฟงกชันการเลอืกท้ังหมดของเซตตอไปนี้

1.1 A = {a, b, c} 1.2 A = {1, 2, 3, 4}

2. เซตวางมีฟงกชันเลอืกหรอืไม ถามีคอืฟงกชันใด
3. ให A มีสมาชกิมากกวาหนึง่ตัว จงแสดงวามีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่แบบทัว่ถงึ f : A → A ซึง่

f(x) ̸= x สำหรับแตละ x ∈ A

4. กำหนดให A เปนเซตที่ไมวาง แตละคูสมาชกิของ A เปนเซตตางสมาชกิ จงแสดงวามี
ฟงกชัน f ซึง่ Dom(f) = Aและแตละ A ∈ A จะไดวา f(A) ∈ A

5. จงแสดงวาบทต้ังของซอรนสมมูลกับขอความ

ถา A เปนเซตอปุนัย และ a ∈ A แลว A จะประกอบไปดวยสมาชกิใหญสดุเฉพาะกลุม
ทีม่ากกวาหรอืเทากับ a



บทที่ 6
จำนวนธรรมชาติ

จำนวนคอือะไร ไมเคยมีใครเห็นจำนวนมากอนสิง่ที ่รูจักเช น 2 และ 3 เปนสัญลักษณที ่
มนษุยกำหนดข้ึนเพือ่ใชแทนจำนวนเทาน้ัน เปนเพียงสิง่ทีเ่ราจนิตนาการข้ึนมา เพือ่ใหเราเขาใจ
ตรงกันเมือ่นกึถงึสิง่เหลาน้ัน

มนษุย รูจักการนับหรอืใชระบบจำนวนมานานแลว และวชิาการตาง ๆ ก็ถกูพัฒนาในทกุวัน
บนรากฐานของจำนวนท้ังสิ้น (ฉววีรรณ รัตนประเสรฐิ : 2536)

6.1 สัจพจนเปอาโน
เราเริม่ตนมองหาเซตทีเ่หมาะสมเพือ่นยิาม จำนวนธรรมชาติ คำวา เซตทีเ่หมาะสม หมาย

ถงึเซตทีส่ามารถเปน จำนวน ไดอยางสมบูรณ ในป 1908 แซรมิโล ไดเสนอเซต
∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, ...

แทนจำนวนธรรมชาติ 0, 1, 2, 3, ... ตามลำดับ แตนอยมันนไดเสนอกลุมเซตอกีลักษณะหนึง่ ที ่
มีสมบัติพิเศษสามารถประยุกตในการพัฒนาระบบจำนวนไดทกุรปูแบบ จนกลายเปนมาตรฐาน
ของการแสดงสัญลักษณของจำนวนธรรมชาติ โดยเริม่ตนจากเซตทีไ่มมีอะไรเลยคอื ∅ เปนที ่
ยอมรับกันวาสัญลักษณ 0 และเซต {∅} แทนนามธรรมของการมีอยูหนึง่ ดวยแนวคดิในทำนอง
เดยีวกันจงึนยิามเซตแทนจำนวนธรรมชาตสิีจ่ำนวนแรกไดดังนี้

0 := ∅

1 := {∅}
2 := {∅, {∅}}
3 := {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

จากการนยิามจะไดสมบัตดัิงนี้
0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ 3 ∈ ...

และ
0 ⊆ 1 ⊆ 2 ⊆ 3 ⊆ ...
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เมือ่พิจารณานยิามของจำนวนธรรมชาติ

0 := ∅

1 := {∅} = ∅+ = 0+

2 := {∅, {∅}} = ∅++ = 1+

3 := {∅, {∅}, {∅, {∅}}} = ∅+++ = 2+

ซึง่สอดคลองกับความหมายเชงินามธรรมของจำนวนธรรมชาตแิตละจำนวน
0, 1, 2, 3, ...

เปนตัวตามหลังของกันและกันสบืเนือ่งกันไปโดยมีตนกำเนดิจาก 0 เมือ่พิจารณาบทนยิามของ
ตัวตามหลัง และสัจพจนของเซตอปุนัย จะเห็นไดวาจำนวนธรรมชาติแตละจำนวนเปนสมาชกิ
ของเซตอปุนัยทกุ ๆ เซต

บทนยิาม 6.1.1 เรยีกเซตอนันตที ่เล็กทีส่ดุในทฤษฎบีท 2.5.6 วา เซตของจำนวนธรรมชาติ
(The set of natural numbers) เขียนแทนดวย ω

จากบทนยิามจะไดวา
x ∈ ω ↔ x เปนจำนวนธรรมชาติ

↔ x เปนสมาชกิของเซตอปุนัยทกุ ๆ เซต

และทำใหสรปุไดวา ω เปนเซตอปุนัยทีเ่ล็กทีส่ดุ (เห็นไดชัดจากพิสจูนในทฤษฎบีท 2.5.6) หรอื
กลาวอกีนัยหนึง่เรยีกวา หลักอปุนัย ของ ω กลาวคอื

เซตอปุนัยทีเ่ปนสับเซตของ ω จะมีเพียง ω เทาน้ัน
โดยการนำไปใชพิสจูนโดยการเขียนเซต

S = {n ∈ ω : P (n)}

ถาพิสจูนไดวา T เปนเซตอปุนัยแลวเราจะสรปุจากหลักอปุนัยของ ω ไดวา S คอื ω หลักการนี้
เรยีกวา การพสิจูนโดยอปุนัยเชงิคณติศาสตร (Mathematical induction)

มี นักคณติศาสตร หลายทานพยายามสรางระบบสัจพจนของระบบจำนวนข้ึน โดยกำหนด
สัจพจนดวยสมบัติเบ้ืองตนของจำนวนธรรมชาติ ระบบสัจพจนทีมี่ช ือ่เสยีงและเปนทีย่อมรับคอื
สัจพจน เปอาโน (Peano's postulates) ซึง่กำหนดโดยนักคณติศาสตรชาวอติาลีที ่ช ือ่วา จู
เซปเป เปอาโน (Giuseppe Peano: 1858-1932) กลาวถงึสิง่ที ่กำหนดการมีจรงิของจำนวน
ธรรมชาติ (natural number) ไว 5 ขอดังนี้
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(P1) มีจำนวนธรรมชาตทิีเ่รยีกวา ศนูย (zero) เพียงจำนวนเดยีวเทาน้ัน
0 ∈ ω

(P2) จำนวนธรรมชาตทิกุจำนวนตองมี ตัวตามหลัง (successor) ทีเ่ปนจำนวนธรรมชาตเิพียง
ตัวเดยีวเทาน้ัน
∀n ∈ ω, n+ ∈ ω

(P3) ศนูยไมเปนตัวตามหลังของจำนวนธรรมชาตใิด
∀n ∈ ω, n+ ̸= 0

(P4) ถาจำนวนธรรมชาตสิองจำนวนมีตัวตามหลังตัวเดยีวกัน แลวจำนวนธรรมชาตท้ัิงสองยอม
เปนจำนวนเดยีวกัน
∀n,m ∈ ω, n+ = m+ → n = m

(P5) ถาเซต S เปนสับเซตของจำนวนธรรมชาตทิีส่อดคลอง 2 เงือ่นไขตอไปนี้
(1) 0 เปนสมาชกิของ S
(2) ถา n เปนสมาชกิของ S แลวตัวตามหลังของ n เปนสมาชกิของ S
เราจะไดวาเซต S เปนเซตของจำนวนธรรมชาตท้ัิงหมด
∀S ⊆ ω, [(0 ∈ S) ∧ (∀n ∈ S, n ∈ S → n+ ∈ S)] → (S = ω)

ในทีน่ ี้ ศนูย เปนจำนวนเริม่ตนของจำนวนธรรมชาติ และ ตัวตามหลัง คอืจำนวนทีถั่ดจากตัวที ่
สนใจ เช น 1 เปนตัวตามหลังของ 0 ซึง่เราจะเขียนเปนแผนภาพไดดังนี้

0 −→ 1 −→ 2 −→ 3 −→ · · ·

ตัวอยาง 6.1.2 ให S = {a, b, c, d} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้ สอดคลองสัจพจนเปอาโน
หรอืไมเพราะเหตใุด

1. a b c d

2.
a b c d

3. a b c

d

4. a b

cd
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ตัวอยาง 6.1.3 ให S = {a, a′, a′′, a′′′, ...} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้ สอดคลองสัจพจนเป
อาโน หรอืไมเพราะเหตใุด

1. a a′ a′′ a′′′ ...

2. a a′ a′′

a′′′

a′′′′ ...

ตัวอยาง 6.1.4 ให S = {a, a′, a′′, a′′′, ...} ∪ {b, b′, b′′, b′′′, ...} จงตรวจสอบวาแผนภาพตอไปนี้
สอดคลองสัจพจนเปอาโน หรอืไมเพราะเหตใุด

a a′ a′′ a′′′ ...
b b′ b′′ b′′′ ...
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เราพิสจูนวาสมบัตเิบ้ืองตนของจำนวนธรรมชาติ ทีก่ลาวไวในสัจพจนเปอาโน สามารถพิสจูน
ไดในระบบทฤษฎเีซต นัน่คอื ω ในสัจพจนเปอาโนเปนเซตอปุนัยทีเ่ล็กทีส่ดุ

ในสัจพจนเปอาโน (P5) จะถกูนำไปใชพิสจูนขอความตาง ๆ เกีย่วกับประพจนของจำนวน
ธรรมชาตซิึง่เรยีกวา อปุนัยเชงิคณติศาสตร (Mathematical induction) กลาวคอื
ให S ⊆ ω ซึง่สอดคลองสมบัตติอไปนี้

1. 0 ∈ S และ
2. ถา n ∈ S แลว n+ ∈ S

แลว S = ω

ทฤษฎบีท 6.1.5 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n /∈ n

ทฤษฎบีท 6.1.6 ถา m เปนจำนวนธรรมชาติ แลว m = 0 หรอืมีจำนวนธรรมชาติ p เพียงตัว
เดยีวเทาน้ันซึง่ m = p+
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แบบฝ กหัด 6.1
1. จงพิสจูนวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(ก) ∀x, x ∈ a ∈ A → x ∈ A

(ข) a ∈ A → a ⊆ A

2. จงพิสจูนวา ∀x, x ∈ a ∈ ω → x ∈ ω

3. ให A และ B เปนเซตใด ๆ จงแสดงวาถา A = B แลว A+ = B+

4. จงแสดงวา A ∈ ω แลว A+ ∈ ω

5. จงแสดงวาไมมีจำนวนธรรมชาตใิดทีเ่ปนเซตของตัวตามหลัง
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6.2 การดำเนนิการบนจำนวนธรรมชาติ
บทนยิาม 6.2.1 ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ แลวนยิาม m + k คอื ผลบวก (Sum) ซึง่
สอดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
(A1) m+ 0 = m และ
(A2) m+ k+ = (m+ k)+

ตัวดำเนนิการ + เรยีกวา การบวก (Addition) บน ω

ทฤษฎบีท 6.2.2 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n+ = 1 + n โดยที่ 0+ = 1

ตัวอยาง 6.2.3 จงหาคาตอไปนี้

1. 2 + 2

2. 2 + 3

3. 4 + 3

4. 5 + 4
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ทฤษฎบีท 6.2.4 สมบัตกิารสลับที่
กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m+ n = n+m

ทฤษฎบีท 6.2.5 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m+ (n+ k) = (m+ n) + k

ทฤษฎบีท 6.2.6 การมีเอกลักษณการบวก
สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n+ 0 = n = 0 + n
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ทฤษฎบีท 6.2.7 สมบัตกิารตัดออกสำหรับการบวก
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

m = n ก็ตอเมือ่ m+ k = n+ k

ตัวอยาง 6.2.8 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
ถา m+ n = m แลว n = 0
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ทฤษฎบีท 6.2.9 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m ≤ n แลวจะไดวาไมมีจำนวน
ธรรมชาติ k เพียวตัวเดยีวเทาน้ันซึง่ n = m+ k

บทนยิาม 6.2.10 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาตซิึง่ m ≤ n

เรยีก k ในทฤษฎบีท 6.2.9 วา ผลตาง (difference) ของ m และ n เขียนแทนดวย n−m ดังน้ัน

k = n−m ก็ตอเมือ่ n = m+ k

ทฤษฎบีท 6.2.11 กำหนดให m,n, r และ s เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m ≤ n และ r ≤ s แลว

n−m = r − s ก็ตอเมือ่ m+ s = n+ r
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บทนยิาม 6.2.12 ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ แลวนยิาม m · k คอื ผลคณู (Product)
ซึง่สอดคลองเงือ่นไขตอไปนี้
(M1) m · 0 = 0 และ
(M2) m · k+ = (m · k) +m

ตัวดำเนนิการ · เรยีกวา การคณู (Multiplication) บน ω

ทฤษฎบีท 6.2.13 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n · 0 = 0 = n · 0

ตัวอยาง 6.2.14 จงหาคาตอไปนี้

1. 1 · 2

2. 2 · 3

3. 3 · 5

4. 8 · 6
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ทฤษฎบีท 6.2.15 สมบัตกิารสลับที่
กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · n = n ·m

ทฤษฎบีท 6.2.16 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · (n · k) = (m · n) · k

ทฤษฎบีท 6.2.17 การมีเอกลักษณการบวก
สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไดวา n · 1 = n = 1 · n
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ทฤษฎบีท 6.2.18 สมบัตกิารแจกแจง
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา m · (n+ k) = (m · n) + (m · k)

ทฤษฎบีท 6.2.19 สมบัตกิารตัดออกสำหรับการคณู
กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. ถา m = n แลว m · k = n · k

2. ถา m · k = n · k และ k ̸= 0 แลว m = n
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ทฤษฎบีท 6.2.20 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา m · n = 0 แลว m = 0 หรอื n = 0

ตัวอยาง 6.2.21 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
ถา m · n = n และ m ̸= 0 แลว n = 1
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แบบฝ กหัด 6.2
1. ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงพิสจูนวา

1.1 0 +m = m 1.2 k+ +m = (k +m)+

2. ให m และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงพิสจูนวา
2.1 0 ·m = 0 และ 2.2 k+ ·m = (k ·m) +m

3. จงหาคาตอไปนี้ โดยใชนยิาม
3.1 3 + 4 3.2 5 + 7 3.3 10 + 15 3.4 11 + 13

4. จงหาคาตอไปนี้ โดยใชนยิาม
4.1 2 · 6 4.2 3 · 7 4.3 5 · 9 4.4 10 · 3

5. ให ⊗ เปนตัวดำเนนิการบน ω นยิามโดย
(ก) m⊗ 0 = m++ และ (ข) m⊗ k+ = m+ (m⊗ k)

จงหาคาตอไปนี้

5.1 1⊗ 3 5.2 3⊗ 5 5.3 4⊗ 7 5.4 7⊗ 9

6. ให ⊗ เปนตัวดำเนนิการบน ω นยิามโดย
20 = 1 และ 2k

+

= 2k · 2

จงแสดงวา 2m+n = 2m · 2n

7. กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวาถา m = n แลวจะไดวาไมมีจำนวน
ธรรมชาติ k ซึง่ m = n+ k

8. กำหนดให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวาถา m = n + k แลวจะไดวาไมมี
จำนวนธรรมชาติ k ซึง่ n = m+ k

9. กำหนดให m,n, p, q และ r เปนจำนวนธรรมชาติซึง่ m = p + q และ p = n + r จงแสดง
วามีจำนวนธรรมชาติ t ทีท่ำให m = n+ t

10. กำหนดให m, p, y, q และ z เปนจำนวนธรรมชาติซึง่ x = py และ y = qz จงแสดงวามี
จำนวนธรรมชาติ r ทีท่ำให x = rq
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6.3 การเป นอันดับของจำนวนธรรมชาติ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึความสัมพันธ นอยกวาหรอืเทากับ ≤ บนจำนวนธรรมชาติ ω ซึง่เปน

เรยีงอันดับบางสวน (โพเซต) และศกึษาสมบัตทิีเ่กดิข้ึนของความสัมพันธนี้
บทนยิาม 6.3.1 ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ เรยีก m วา นอยกวา (less than) n เขียน
แทนดวย m < n หรอื n > m ก็ตอเมือ่ มีจำนวนธรรมชาติ k ทีไ่มใช ศนูย ทีท่ำให n = m+ k

สัญลักษณ m ≤ n เรยีกวานอยกวาหรอืเทากับ หมายถงึ m < n หรอื m = n

ตัวอยาง 6.3.2 จงแสดงวา
1. 3 < 5 2. 10 > 8

ทฤษฎบีท 6.3.3 ถา n เปนจำนวนธรรมชาติ แลว 0 ≤ n

ทฤษฎบีท 6.3.4 กำหนดให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. ถา m < n แลว m+ ≤ n

2. m < n ก็ตอเมือ่ m+ < n+
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ทฤษฎบีท 6.3.5 กฎไตรวภิาค (Trichonomy Law)
ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

m < n หรอื m > n หรอื m = n

ทฤษฎบีท 6.3.6 ความสัมพันธ ≤ เปนอันดับดแีลวบน ω

ทฤษฎบีท 6.3.7 สำหรับแตละจำนวนธรรมชาติ n จะไมมีจำนวนธรรมชาติ m ซึง่ n < m < n+
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ทฤษฎบีท 6.3.8 ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ

ถา m < n แลวจะมีจำนวนธรรมชาติ p ซึง่ n = m+ p+

ทฤษฎบีท 6.3.9 ให m,n, p และ q เปนจำนวนธรรมชาติ
ถา m < n และ q < p แลว mq + np < mp+ nq
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ทฤษฎบีท 6.3.10 ให m,n และ k เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา

1. m < n ก็ตอเมือ่ m+ k < n+ k

2. m < n ก็ตอเมือ่ m · k < n · k เมือ่ k ̸= 0

3. m = n ก็ตอเมือ่ m · k = n · k เมือ่ k ̸= 0

ทฤษฎบีท 6.3.11 หลักอารคมีีดสี (Archimedean Principle)
ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ ถา n ̸= 0 แลวจะมีจำนวนธรรมชาติ k ซึง่ m < k · n
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แบบฝ กหัด 6.3
1. ให m เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา ถา m < 1 แลว m = 0

2. จงแสดงวา ถา m เปนจำนวนธรรมชาติ และ n เปนจำนวนธรรมชาตทิีไ่มใช ศนูย แลวจะได
วามีจำนวนธรรมชาติ q, r ทีท่ำให m = nq + r โดยที่ r < n

3. ให m และ n เปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา
3.1 ถา m < n+ 1 แลว m ≤ n

3.2 ถา m < 1 แลว m = 0

3.3 ถา m+ n = 1 แลว m = 1 หรอื n = 1

3.4 ถา m · n = 1 แลว m = 1 และ n = 1

4. ให m,n, p และ q เปนจำนวนธรรมชาติ ถา m < p และ n < q จงพิสจูนวา
4.1 m+ n < p+ q

4.2 m · n < p · q

4.3 mp+ nq < mn+ pq

5. ให m และ nเปนจำนวนธรรมชาติ จงแสดงวา ถา m > 1 และ n > 1 แลว m+ n ≤ mn



บทที่ 7
ระบบจำนวน

7.1 จำนวนเตม็
เมือ่นำจำนวนธรรมชาติสองจำนวนอาจเปนจำนวนลบเช น 1 − 2 จงึกลาวไดวาจำนวนเต็ม

เกดิจากผลลบของสองจำนวนธรรมชาติ และเขียนแทนดวยคูอันดับ (1, 2) แตจะเห็นไดวาผลลบ
อาจเกดิจากหลาย ๆ เช น (3, 4) และ (7, 8) เปนตน ดังน้ันคาของ 1− 2 = −1 อาจรวมอยูในเซต

{(a, b) ∈ ω × ω : a− b = −1}

เขียนแทนดวย −1Z ซึง่เปนช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ ใน ω × ω ซึง่นยิามดังนี้

(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ a− b = c− d

หรอื
(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ a+ d = b+ c

ทฤษฎบีท 7.1.1 ความสัมพันธ ∼ ใน ω × ω ทีน่ยิามขางตน เปนความสัมพันธสมมูล

181
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บทนยิาม 7.1.2 เรยีกแตละช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ วา จำนวนเตม็ (integer) และเรยีก
เซตของช้ันสมมูล ω × ω/ ∼ วา เซตของจำนวนเตม็ (the set of integers) เขียนแทนดวย Z

ดังน้ัน
Z := ω × ω/ ∼

ตัวอยางเช น จำนวนเต็ม −1Z คอืช้ันสมมูล
−1Z = [(1, 2)] = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), ...}

และ จำนวนเต็ม 3Z คอืช้ันสมมูล
3Z = [(3, 0)] = {(3, 0), (4, 1), (5, 2), ...}

เปนตน ทำใหไดวาเซตของจำนวนเต็มคอื
Z = {...,−2Z,−1Z, 0Z, 1Z, 2Z, ...}

ทฤษฎบีท 7.1.3 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (m+ p, n+ q) ∼ (m′ + p′, n′ + q′)

บทนยิาม 7.1.4 จะเรยีกฟงกชัน +Z : Z× Z → Z สำหรับแตละคูจำนวนเต็ม a, b ∈ Z ดวยเซต
a +Z b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (m+ p, n+ q)}

วา การบวก (addition) บน Z และเรยีก a +Z b วา ผลบวก (sum) ของ a และ b

ตัวอยางเช น
1Z +Z 2Z = [(2, 1)] +Z [(2, 0)]

= [(2 + 2, 1 + 0)]

= [(4, 1)]

= 3Z
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ทฤษฎบีท 7.1.5 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a +Z b = b +Z a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a +Z (b +Z c) = (a +Z b) +Z c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.1.6 ให a เปนจำนวนเต็ม และ 0Z = [(0, 0)] จะไดวา
1. a +Z 0Z = a = 0Z +Z a การมีเอกลักษณสำหรับการบวก (identity)

2. มี b ∈ Z ซึง่ a +Z b = 0Z = b +Z a การมีตัวผกผันสำหรับการบวก (additive inverse)

ตัวอยาง 7.1.7 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนเต็มใด ๆ ตัวผกผันสำหรับการบวกของจำนวนเต็ม
ตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน (ตอไปจะเขียนตัวผกผันการบวกของ a ดวย −a)
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ทำใหนยิาม การลบ (substraction) บนจำนวนเต็มไดดังนี้
a− b := a +Z (−b)

ทฤษฎบีท 7.1.8 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mp+ nq,mq+ np) ∼ (m′p′ + n′q′,m′q′ + n′p′)

บทนยิาม 7.1.9 จะเรยีกฟงกชัน ·Z : Z× Z → Z สำหรับแตละคูจำนวนเต็ม a, b ∈ Z ดวยเซต
a ·Z b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mp+ nq,mq + np)}

วา การคณู (multiplication) บน Z และเรยีก a ·Z b วา ผลคณู (product) ของ a และ b

ตัวอยางเช น
2Z ·Z −3Z = [(2, 0)] ·Z [(1, 4)]

= [(2 · 1 + 0 · 4, 0 · 1 + 2 · 4)]
= [(2 + 0, 0 + 8)]

= [(2, 8)]

= −6Z
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ทฤษฎบีท 7.1.10 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a ·Z b = b ·Z a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a ·Z (b ·Z c) = (a ·Z b) ·Z c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.1.11 ให a เปนจำนวนเต็ม และ 1Z = [(1, 0)] จะไดวา
1. a ·Z 1Z = a = 1Z ·Z a การมีเอกลักษณสำหรับการคณู (identity)
2. a ·Z 0Z = 0Z

3. −a = (−1Z) ·Z a
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ทฤษฎบีท 7.1.12 ให m,n, p, q และ m′, n′, p′, q′ เปนจำนวนธรรมชาติ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว m+ q < p+ n และ m′ + q′ < p′ + n′

ทฤษฎบีท 7.1.13 ความสัมพันธ

≤Z := {(a, b) ∈ Z× Z : (m,n) ∈ a ∧ (p, q) ∈ b → m+ q ≤ p+ n}

เปนอันดับเชงิเสนบน Z

บทนยิาม 7.1.14 เรยีกอันดับ<Z วา นอยกวา (less than) บน Z และกลาวไดวาเปนจำนวนเต็ม
b เปน จำนวนเตม็บวก (positive integer) ถา 0Z <Z b

ขอสังเกต b <Z 0Z ก็ตอเมือ่ 0Z <Z −b

ทำใหไดกฎไตรวภิาคสำหรับจำนวนเต็ม กลาวคอื สำหรับจำนวนเต็ม a ใด ๆ จะไดวาขอความ
ตอไปนี้ เปนจรงิเพียงขอเดยีวเทาน้ัน

1. a เปนจำนวนเต็มบวก 2. a = 0Z 3. −a เปนจำนวนเต็มบวก
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ทฤษฎบีท 7.1.15 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a ≤Z b ก็ตอเมือ่ a +Z c ≤Z b +Z c

2. สำหรับ 0Z <Z b จะไดวา a ≤Z b ก็ตอเมือ่ a ·Z c ≤Z b ·Z c

ทฤษฎบีท 7.1.16 ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จะไดวา

1. a +Z c = b +Z c ก็ตอเมือ่ a = b

2. a ·Z c = b ·Z c และ c ̸= 0Z ก็ตอเมือ่ a = b
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แบบฝ กหัด 7.1
1. จงพิสจูนวา 0Z ̸= 1Z

2. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา
2.1 −(−a) = a

2.2 −(a ·Z b) = (−a) ·Z b = a ·Z (−b)

2.3 −(a +Z b) = (−a) +Z (−b)

2.4 (a− b) +Z (b− c)) = a− c

2.5 (−a) ·Z (−b) = a ·Z b

3. ให a, b และ c เปนจำนวนเต็ม จงแสดงวา a ·Z (b +Z c) = (a ·Z b) +Z (a ·Z c)

4. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a ·Z b = 1 ก็ตอเมือ่ (a = 1 และ b = 1 ) หรอื (a = −1 และ b = −1 )

5. ให a และ b เปนจำนวนเต็ม จงพิสจูนวา

a ·Z b = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0
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7.2 จำนวนตรรกยะ
ในหัวขอนี้ จะกลาวถงึการขยายจำนวนเต็มโดยสรางเซตที่มี ตัวผกผันสำหรับการคณูของ

จำนวนเต็มทีไ่มใช ศนูย ท้ังหมด สำหรับการบวก +Z และการคณู ·Z บนจำนวนเต็ม จะเขียนโดย
ยอคอื + และ · ตามลำดับ ในกรณี a · b เขียนแทนดวย ab เมือ่พิจารณา

ax = 1 เมือ่ a ̸= 0

จำนวน x ทีไ่ดจะอยูในรปูเศษสวนเช น
1

2
,−1

3
,−4

1
,
6

2
, ...

เปนตน เราพบวาเศษสวนของจำนวนเต็มทีแ่ตกตางกันอาจจะเขียนแทนจำนวนเดยีวกันไดเช น
1

2
=

2

4
=

3

6
=

4

8
= ...

เมือ่พิจารณากรณทัีว่ไป จะไดวา
a

b
=

c

d
ก็ตอเมือ่ ad = bc

เมือ่ b ̸= 0 และ d ̸= 0 ทำใหเรานยิามความสัมพันธบน Z× Z∗ เมือ่ Z∗ เปนเซตของจำนวนเต็มที่
ไมใช ศนูย ท้ังหมด หรอื Z∗ = Z− {0}

ทฤษฎบีท 7.2.1 ความสัมพันธ ∼ ใน Z× Z∗ นยิามโดย

(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมือ่ ad = bc

เปนความสัมพันธสมมูล



190 บทท่ี 7. ระบบจำนวน

บทนยิาม 7.2.2 เรยีกแตละช้ันสมมูลของความสัมพันธ ∼ วา จำนวนตรรกยะ (rational number)
และเรยีกเซตของช้ันสมมูล Z × Z∗/ ∼ วา เซตของจำนวนตรรกยะ (the set of rational
numbers) เขียนแทนดวย Q ดังน้ัน

Q := Z× Z∗/ ∼

ตัวอยางเช น จำนวนตรรกยะ 1Q = [(1, 1)], −1
2Q = [(−1, 2)] และ 0Q = [(0, 1)] เปนตน

ทฤษฎบีท 7.2.3 ให m,m′, p, p′ ∈ Z และ n, n′, q, q′ ∈ Z∗ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mq + np, nq) ∼ (m′q′ + n′p′, n′q′)

บทนยิาม 7.2.4 จะเรยีกฟงกชัน +Q : Q×Q → Q สำหรับแตละคูจำนวนตรรกยะ a, b ∈ Q ดวย
เซต

a +Q b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mq + np, nq)}

วา การบวก (addition) บน Q และเรยีก a +Q b วา ผลบวก (sum) ของ a และ b

ตัวอยาง 7.2.5 จงหาผลบวกตอไปนี้

1. 1Q +Q 2Q 2. −1Q +Q
1
2Q
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ทฤษฎบีท 7.2.6 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a +Q b = b +Q a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)

2. a +Q (b +Q c) = (a +Q b) +Q c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.2.7 ให a เปนจำนวนตรรกยะ และ 0Q = [(0, 1)] จะไดวา
1. a +Q 0Q = a = 0Q +Q a การมีเอกลักษณสำหรับการบวก (identity)

2. มี b ∈ Z ซึง่ a +Q b = 0Q = b +Q a การมีตัวผกผันสำหรับการบวก (additive inverse)

ตัวอยาง 7.2.8 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนตรรกยะใด ๆ ตัวผกผันสำหรับการบวกของ
จำนวนตรรกยะตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน (ตอไปจะเขียนตัวผกผันการบวกของ a ดวย −a)
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ทำใหนยิาม การลบ (substraction) บนจำนวนตรรกยะไดดังนี้
a− b := a +Q (−b)

ทฤษฎบีท 7.2.9 ให m,m′, p, p′ ∈ Z และ n, n′, q, q′ ∈ Z∗ จะไดวา
ถา (m,n) ∼ (m′, n′) และ (p, q) ∼ (p′, q′) แลว (mp, nq) ∼ (m′p′, n′q′)

บทนยิาม 7.2.10 จะเรยีกฟงกชัน ·Q : Q×Q → Q สำหรับแตละคูจำนวนตรรกยะ a, b ∈ Q ดวย
เซต

a ·Q b := {(x, y) : ∃(m,n) ∈ a ∃(p, q) ∈ b, (x, y) ∼ (mp, nq)}

วา การคณู (multiplication) บน Q และเรยีก a ·Z b วา ผลคณู (product) ของ a และ b

ตัวอยาง 7.2.11 จงหาผลบวกตอไปนี้
1. 1Q ·Q −2Q 2. 1

3Q ·Q 3
5Q
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ทฤษฎบีท 7.2.12 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a ·Q b = b ·Q a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)

2. a ·Q (b ·Q c) = (a ·Q b) ·Q c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)

ทฤษฎบีท 7.2.13 ให a เปนจำนวนตรรกยะ และ 1Q = [(1, 1)] จะไดวา
1. a ·Q 1Z = a = 1Q ·Q a การมีเอกลักษณสำหรับการคณู (identity)

2. ถา a ̸= 0 จะมี b ∈ Q ซึง่ a ·Q b = 1Z = b ·Q a

3. a ·Q 0Z = 0Z

4. −a = (−1Q) ·Q a
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ตัวอยาง 7.2.14 จงแสดงวาสำหรับแตละจำนวนตรรกยะทีไ่มใช ศนูย ตัวผกผันสำหรับการคณู
ของจำนวนตรรกยะตัวน้ันจะมีเพียงตัวเดยีวเทาน้ัน

ตอไปจะเขียนตัวผกผันการคณูของ r ดวย r−1 ดังน้ัน
r−1 = [(a, b)]−1 = [(b, a)]

สามารถนยิามการหารบน Q∗ ไดดังนี้

s÷ r := s ·Q r−1

หรอื
[(a, b)]÷ [(c, d)] = [(a, b)] ·Q [(c, d)]−1

= [(a, b)] ·Q [(d, c)]

= [(ad, bc)]

ทฤษฎบีท 7.2.15 ถา (a, b) ∼ (a′, b′) และ (c, d) ∼ (c′, d′)

โดยที่ b, b′, d และ d′ เปนจำนวนเต็มบวก แลว
ad < cb ก็ตอเมือ่ a′d′ < c′b′
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ทฤษฎบีท 7.2.16 ความสัมพันธ

≤Q := {(r, s) ∈ Q×Q : (a, b) ∈ r ∧ (c, d) ∈ s → ad ≤ cb}

เปนอันดับเชงิเสนบน Q

บทนยิาม 7.2.17 เรยีกอันดับ<Q วา นอยกวา (less than) บนQ และกลาวไดวาเปนจำนวนตรรกยะ
b เปน จำนวนบวก (positive) ถา 0Q <Q b

ขอสังเกต b <Q 0Q ก็ตอเมือ่ 0Q <Q −b

ทำใหไดกฎไตรวภิาคสำหรับจำนวนตรรกยะ กลาวคอื สำหรับจำนวนตรรกยะ r ใด ๆ จะได
วาขอความตอไปนี้ เปนจรงิเพียงขอเดยีวเทาน้ัน

1. r เปนจำนวนบวก 2. r = 0Q 3. −r เปนจำนวนบวก
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ทฤษฎบีท 7.2.18 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a ≤Q b ก็ตอเมือ่ a +Q c ≤Q b +Q c

2. สำหรับ 0Z <Q b จะไดวา a ≤Q b ก็ตอเมือ่ a ·Q c ≤Q b ·Q c

ทฤษฎบีท 7.2.19 ให a, b และ c เปนจำนวนตรรกยะ จะไดวา

1. a +Q c = b +Q c ก็ตอเมือ่ a = b

2. a ·Q c = b ·Q c และ c ̸= 0Q ก็ตอเมือ่ a = b
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แบบฝ กหัด 7.2
1. จงพิสจูนวา 0Q ̸= 1Q

2. จงแสดงวาผลคณูของจำนวนตรรกยะทีไ่มใช ศนูย ท้ังคูยอมไมใช ศนูย

3. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา
3.1 ถา rs > 0 และ r > 0 แลว s > 0

3.2 ถา rs > 0 และ r < 0 แลว s < 0

3.3 ถา r > 0 แลว r−1 > 0

3.4 ถา r < 0 แลว r−1 < 0

3.5 ถา 0 < r < s แลว 0 < s−1 < r−1

4. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา ถา rs = r และ r ̸= 0 แลว s = 1

5. ให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ จงพิสจูนวา

r ·Q s = 0 ก็ตอเมือ่ r = 0 หรอื s = 0

6. จงแสดงวาไมมีจำนวนตรรกยะ r ซึง่ r2 = 2 เมือ่ r2 = r ·Q r
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7.3 จำนวนจรงิ
ในสตูรของปทาโกรัส a2 + b2 = c2 เราไดพบวาความยาวดานมุมฉากไมสามารถแทนดวย

จำนวนตรรกยะได เช นเมือ่ดานประกอบมีความยาวดานละ 1 หนวย นัน่คอื
c2 = 12 + 12 = 2

เราไดพิสจูนไวในแบบฝกหัด 7.2 ขอ 6 วาไมมีจำนวนตรรกยะใดทีมี่สมบัตเิช นนี้ ทำใหเราจำเปน
ตองมีระบบจำนวนทีค่รอบคลมุถงึกรณีนี้ ดวย นัน่คอืรวมจำนวนอตรรกยะเขาไปดวยนัน่เองจะ
เรยีกวาจำนวนจรงิ

วธิกีารสรางจำนวนจรงิมีหลายรปูแบบ เช น

1. การแทนจำนวนจรงิแตละจำนวนในรปูทศนยิม นัน่คอืใหแตละจำนวนจรงิเปนลำดับ หรอื
ฟงกชันจาก ω ไปยัง {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

2. ใหเซตจำนวนจรงิคอืเซตปนสวน C/ ∼ โดย C เปนเซตของลำดับโคชี (Cauchy sequence)
ของจำนวนตรรกยะทีมี่คาลมิิต นัน่คอื

{xn} ∈ C ↔ ∀0 < ε ∈ Q∃k ∈ ω ∀m > k∀n > k, , |xm − xn| < ε

และ ∼ เปนความสัมพันธสมมูลใน C ซึง่กำหนดโดย

{xn} ∼ {yn} ก็ตอเมือ่ {xn} และ {yn} มีคาลมิิตเดยีวกัน

3. ในแตละจำนวนจรงิเปนสวนตัดเดเดคนิด (Dedekind cut) เราจะกลาวถงึการสรางใน
หัวขอนี้

บทนยิาม 7.3.1 ให x เปนสับเซตของ Q ซึง่มีสมบัตติอไปนี้

1. x ไมเปนเซตวาง และ x ไมใช  Q นัน่คอื
∅ ̸= x ̸= Q

2. x มี สมบัตปิ ดสมาชกิขางนอย (closed downward) นัน่คอื
∀q, r ∈ Q, q ∈ x ∧ r < q → r ∈ x

3. x ไมมีสมาชกิตัวมากสดุ นัน่คอื
∀r ∈ x∃q ∈ x, r < q

แลวจะเรยีก x วา สวนตัดเดเดคนิด (Dedekind cut) หรอืเรยีกส้ัน ๆ วา สวนตัด (cut)
บทนยิาม 7.3.2 เรยีกแตละสวนตัดวา จำนวนจรงิ (real number) และ R แทน เซตของ
จำนวนจรงิ (the set of real numbers)
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ทฤษฎบีท 7.3.3 ความสัมพันธ

≤R := {(x, y) ∈ R× R : x ⊂ y หรอื x = y}

เปนอันดับเชงิเสนบน R

บทแทรก 7.3.4 กฎไตรวภิาคเปนจรงิบน R

ทฤษฎบีท 7.3.5 สำหรับแตละจำนวนตรรกยะ r จะไดวา {q ∈ Q : q < r} เปนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 7.3.6 สำหรับแตละจำนวนตรรกยะ r จะเรยีกจำนวนจรงิ {q ∈ Q : q < r} วา
จำนวนจรงิตรรกยะ เขียนแทนดวย rR ดังน้ัน

rR := {q ∈ Q : q < r}

สำหรับจำนวนจรงิทีไ่มใช จำนวนตรรกยะเรยีกวา จำนวนอตรรกยะ (irrational number)
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ทฤษฎบีท 7.3.7 ให x และ y เปนจำนวนจรงิ แลว

{q + r : q ∈ x และ r ∈ y} เปนจำนวนจรงิ

บทนยิาม 7.3.8 จะเรยีกฟงกชัน +R : R×R → R สำหรับแตละคูจำนวนจรงิ a, b ∈ R ดวยเซต
x +R y := {q + r : q ∈ x และ r ∈ y}

วา การบวก (addition) บน R และเรยีก a +R b วา ผลบวก (sum) ของ x และ y

ทฤษฎบีท 7.3.9 ให a, b และ c เปนจำนวนจรงิ จะไดวา

1. a +R b = b +R a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a +R (b +R c) = (a +R b) +R c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)
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ทฤษฎบีท 7.3.10 จำนวนจรงิศนูย 0Q = {r ∈ Q : r < 0} เรยีกส้ัน ๆ วา ศนูย (zero) เปน
เอกลักษณสำหรับการบวก +R

∀x ∈ R, x +R 0R = x = 0R +R x

บทนยิาม 7.3.11 เรยีกจำนวนจรงิ x วาจำนวนบวก (positive) ถา 0R <R x แตถา x <R 0R

เรยีก x วาจำนวนลบ (negative)
ทฤษฎบีท 7.3.12 ให x เปนจำนวนจรงิ และ p เปนจำนวนตรรกยะทีเ่ปนจำนวนบวก แลวจะมี
q ∈ x ซึง่ p+ q /∈ x
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ทฤษฎบีท 7.3.13 ให x เปนจำนวนจรงิ แลว
{r ∈ Q : ∃s > r, −s /∈ x}

เปนจำนวนจรงิทีเ่ปนตัวผกผันสำหรับการบวกของ x และจะเขียนแทนดวย −x นัน่คอื
∀x ∈ R ∃ − x ∈ R, x +R −x = 0R = −x +R x

บทแทรก 7.3.14 ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จะไดวา
x +R z = y +R z ก็ตอเมือ่ x = z



7.3. จำนวนจริง 203

บทนยิาม 7.3.15 ให x เปนจำนวนจรงิ นยิาม
|x| := x ∪ −x

และเรยีกวา คาสัมบูรณ (absolute value) ของ x

ทฤษฎบีท 7.3.16 ให x เปนจำนวนจรงิ และ y เปนจำนวนจรงิทีไ่มเปนจำนวนลบ แลวเซต
0R ∪ {rs : 0 ≤ r ∈ x และ 0 ≤ s ∈ y}

เปนจำนวนจรงิ
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บทนยิาม 7.3.17 สำหรับแตละคูจำนวนจรงิ x และ y จะนยิาม ผลคณู (product) x ·R y

ดังตอไปนี้
1. ถา x และ y ตางไมเปนจำนวนลบ จะนยิาม

x ·R y := 0R ∪ {rs : 0 ≤ r ∈ x และ 0 ≤ s ∈ y}

2. ถา x และ y ตางเปนจำนวนลบ จะนยิาม
x ·R y := |x| ·R |y|

3. ในกรณทีีเ่หลอื จะนยิาม
x ·R y := −(|x| ·R |y|)

เรยีกการดำเนนิการ ·R : R× R → R วา การคณู(multiplication) บน R

จะไดวาการคณู ·R สอดคลองสมบัตกิารสลับที่ เปลีย่นกลุม และการแจกแจงเหนอื +R

ทฤษฎบีท 7.3.18 ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จะไดวา
1. x ·R 0R = 0R

2. ถา 0R ≤R x และ 0R ≤R y แลว 0R ≤R x ·R y
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ทฤษฎบีท 7.3.19 สำหรับจำนวนจรงิ x ใด ๆ แลวจำนวนจรงิ 1R = {r ∈ Q : r < 1} เปน
เอกลักษณสำหรับการคณู ·R นัน่คอื

∀x ∈ R, x ·R 1R = x = 1R ·R x

ทฤษฎบีท 7.3.20 สำหรับจำนวนจรงิ x ทีไ่มใช ศนูย จะมีจำนวนจรงิ y เพียงตัวเดยีวเทาน้ัน ซึง่
x ·R y = 1R เรยีก y วาตัวผกผันสำหรับการคณูของ x เขียนแทนดวย x−1 หรอืกลาวคอื

∀x ∈ R∗ ∃x−1 ∈ R, x ·R x−1 = 1R = x−1 ·R y
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แบบฝ กหัด 7.3
1. กำหนดให r เปนจำนวนตรรกยะ จงแสดงวา {t ∈ Q : t > r} ไมเปนสวนตัดเดเดคนิด

2. กำหนดให r และ s เปนจำนวนตรรกยะ x เปนจำนวนจรงิ จงแสดงวา

2.1 ถา r ∈ x และ s /∈ x แลว s > r

2.2 ถา s /∈ x และ r > s แลว r /∈ x

3. จงพิสจูนวา การคณู ·R สอดคลองสมบัตกิารสลับที่ เปลีย่นกลุม และการแจกแจงหนอื +R

4. จงแสดงวา 0R ̸= 1R

5. ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา
5.1 −(−x) = x

5.2 −(x ·R y) = (−x) ·R y = x ·R (−y)

5.3 −(x +R y) = (−x) +R (−y)

5.4 ถา x +R y = x แลว y = 0R

5.5 x <R y ก็ตอเมือ่ −y <R −x

5.6 ถา x ̸= 0R แลว (x−1)−1 = x

5.7 ถา x ̸= 0R และ x ̸= 0R แลว (x ·R y)−1 = y−1 ·R x−1

6. สำหรับแตละจำนวนจรงิ x จงแสดงวา |x| เปนจำนวนจรงิ
7. สำหรับแตละจำนวนจรงิ x จงแสดงวา 0R ≤R |x|

8. ให x และ y เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา

x ·R y = 0R ก็ตอเมือ่ x = 0R หรอื y = 0R

9. ให x, y และ z เปนจำนวนจรงิ จงพิสจูนวา

x ·R y = x ·R z และ x ̸= 0R ก็ตอเมือ่ y = z



บทที่ 8
เซตจำกัดและเซตอนันต

8.1 การเทยีบเทาของเซต
บทนยิาม 8.1.1 ให A และ B เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง จะกลาววา A เทยีบเทา (equivalent)
กับ B เขียนแทนดวย A ∼ B ถามีฟงกชัน f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ หรอื

A ∼ B ก็ตอเมือ่ ∃ f : A → B เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ
ตัวอยางเช น {1, 2, 3} ∼ {a, b, c} โดยเลอืกฟงกชัน f ดังแผนภาพ

1

2

3

f

a

b

c

ตัวอยาง 8.1.2 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1. A = {1, 2, 3} และ B = {2, 3, 5}

2. A = {−3,−2,−1, 0} และ B = {2, 4, 6, 8}

207
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ตัวอยาง 8.1.3 จงแสดงวา A ∼ B ในแตละขอตอไปนี้ เมือ่ f : A → B

1. A = {1, 2, 3, ...} และ B = {2, 4, 6, ...} กำหนดให f(x) = 2x

2. A = {1, 2, 3, ...} และ B = {1, 3, 5, ...} กำหนดให f(x) = 2x− 1

3. A = {2, 4, 6, ...} และ B = {1, 3, 5, ...} กำหนดให f(x) = x− 1
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ทฤษฎบีท 8.1.4 N ∼ Z

ตัวอยาง 8.1.5 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1. N และ {2n : n ∈ Z}

2. Z และ {2n : n ∈ N}
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ตัวอยาง 8.1.6 จงแสดงวา [1, 4] ∼ [1, 5]

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f

ตัวอยาง 8.1.7 จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน
1. A = [0, 1] และ B = [1, 2]

2. A = (0, 1) และ B = (−1, 1)
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ทฤษฎบีท 8.1.8 (0, 1) ∼ R

ทฤษฎบีท 8.1.9 ให A,B และ C เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง แลว
1. A ∼ A

2. ถา A ∼ B แลว B ∼ A

3. ถา A ∼ B และ B ∼ C แลว A ∼ C

บทแทรก 8.1.10 สำหรับแตละเซต A ถา A = B แลว A ∼ B
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ทฤษฎบีท 8.1.11 ให A,B และ C เปนเซต จะไดวา
1. A ∼ A สมบัตสิะทอน (Reflexive)
2. ถา A ∼ B แลว B ∼ A สมบัตสิมมาตร (Symmetric)
3. ถา A ∼ B และ B ∼ C แลว A ∼ C สมบัตถิายทอด (Transitive)

ทฤษฎบีท 8.1.12 ให a และ b เปนจำนวนจรงิซึง่ a < b จะไดวา
1. (a, b) ∼ (0, 1)

2. (a, b) ∼ R
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ทฤษฎบีท 8.1.13 ให A,B,C และ D เปนเซต จะไดวา
1. A×B ∼ B × A

2. ถา A×B แลว A× C ∼ B × C

3. ถา A ∼ B และ C ∼ D แลว A× C ∼ B ×D

ตัวอยาง 8.1.14 สำหรับเซต A ทีไ่มใช เซตวาง จงแสดงวา A× {a} ∼ A
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แบบฝ กหัด 8.1
1. จงแสดงวาเซตแตละคูตอไปนี้ เทยีบเทากัน

1.1 {1, 2, 3, ..., 100} และ {10, 20, 30, ..., 1000}

1.2 {1, 2, 3, ...} และ {a1, a3, a5, ...}

1.3 {2, 4, 6, ...} และ {2, 23, 25, ...}

1.4 N และ {3n− 1 : n ∈ Z}

1.5 Z และ {n2n : n ∈ N}

2. ให A,B และ C เปนเซต จงแสดงวา
2.1 ถา A ∼ B และ A ∩ C = B ∩ C = ∅ แลว A ∪ C ∼ B ∪ C

2.2 ถา A = B แลว A ∼ B

2.3 ถา A ∼ B และ B = C แลว A ∼ C

2.4 A = ∅ ก็ตอเมือ่ A ∼ ∅

3. จงแสดงวา
3.1 [0, 1] ∼ [1, 3]

3.2 [−1, 1] ∼ [2, 3]

3.3 [0, 1] ∼ (0, 1)

3.4 [0, 1] ∼ [2, 1)

4. ให A,B และ C เปนเซต จงพิสจูนวา A× (B × C) ∼ (A×B)× C

5. ให A เปนเซตใด ๆ และ B = {b} จงพิสจูนวา B × A ∼ A
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8.2 เซตจำกัด
บทนยิาม 8.2.1 จะกลาววา A เปนเซตจำกัด (finite set) ก็ตอเมือ่

A เปนเซตวาง หรอื A ∼ {1, 2, ..., k} สำหรับบางจำนวนนับ k

บทนยิาม 8.2.2 ให A เปนเซตจำกัด และ k เปนจำนวนนับ
A = ∅ จะกลาววา A มีสมาชกิ 0 ตัว เขียนแทนดวย n(A) = 0

A ∼ {1, 2, 3, ..., k} จะกลาววา A มีสมาชกิ k ตัว เขียนแทนดวย n(A) = k

สำหรับ k ∈ N ถา A เปนเซตจำกัดที่ไมใช เซตวาง และ n(A) = k อาจจะเขียนแทนเซต A

ดวย {a1, a2, ..., ak} ในกรณทีี ่ A = {1, 2, 3, ..., k} เห็นไดชัดวา {1, 2, ..., k} ∼ {1, 2, ..., k} (โดย
เลอืกฟงกชันเอกลักษณบน A) ดังน้ัน A เปนเซตจำกัดทีส่มาชกิ k ตัว จะเรยีกเซตนี้ วา สวนตัด
(section) ของจำนวนนับ เขียนสัญลักษณแทนดวย Nk หรอื

Nk = {1, 2, 3, ..., k}

ทำใหไดวา A ∼ Nk เมือ่ A เปนเซตทีไ่มใช เซตวางและ n(A) = k

ตัวอยาง 8.2.3 กำหนดให A = {2, 4, 6, 8, 10}
พิจารณาแผนภาพ

N5

1

2

3

4

5

f
A

2

4

6

8

10
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ทฤษฎบีท 8.2.4 ให k ∈ N และ A เปนเซตใด ๆ โดยที่ a ∈ A แลวจะไดวา

A มีสมาชกิ k + 1 ตัว ก็ตอเมือ่ A− {a} มีสมาชกิ k ตัว
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ทฤษฎบีท 8.2.5 ถา A ∼ Nn สำหรับบางจำนวนนับ n แลวจะไมมีฟงกชัน 1-1 จากสับเซตแท B
ของ A ใดๆไปทัว่ถงึ Nn ยังไดอกีวา B เปนเซตจำกัด และจำนวนสมาชกิของ B นอยกวา n ตัว

ขอสังเกต โดยทฤษฎบีทนี้สรปุไดวาสับเซตของเซตจำกัดยอมเปนเซตจำกัดเสมอ

บทแทรก 8.2.6 ถา A เปนเซตจำกัดทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา
ไมมีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึสับเซตแทใด ๆ ของ A

บทแทรก 8.2.7 จำนวนสมาชกิของเซตจำกัด A มีเพียงจำนวนเดยีวเทาน้ัน
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ทฤษฎบีท 8.2.8 ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง และ n ∈ N จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันจาก {1, 2, ..., n} ไปทัว่ถงึ A

2. มีฟงกชัน 1-1 จาก A ไป {1, 2, ..., n}

3. A เปนเซตจำกัด และมีสมาชกิอยางมาก n ตัว

บทแทรก 8.2.9 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A ∩B และ A−B เปนเซตจำกัด
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ทฤษฎบีท 8.2.10 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A ∪B เปนเซตจำกัด
โดยเฉพาะอยางยิง่ถา A ∩B = ∅ แลว

n(A ∪B) = n(A) + n(B)

บทแทรก 8.2.11 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา n(A) = n(A−B) + n(A ∩B)

บทแทรก 8.2.12 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)
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บทแทรก 8.2.13 ให A,B และ C เปนเซตจำกัด จะไดวา
n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(A ∩ C)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)

ทฤษฎบีท 8.2.14 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา A×B เปนเซตจำกัด

บทพิสจูน . ให A และ B เปนเซตจำกัด ให A = {a1, a2, ..., an} และ B = {b1, b2, ..., bm}

พิจารณากราฟตอไปนี้

•

•

•

...
•

•

•

•

...
•

•

•

•

...
•

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

•

•

•

...
•

a1 a2 a3 · · · an

b1

b2

b3

...
bm

กำหนดให f : A×B → Nnm โดย
f((ai, bj)) = (i− 1)m+ j ทกุ (ai, bj) ∈ A×B

แสดงไดโดยงายวา f เปนไปไดอยางแจมชัด ตอไปจะแสดงวา f เปนฟงกชัน 1-1 ให (ai, bj), (ak, bt) ∈
A × B สมมติวา f((ai, bj)) = f((ak, bt)) นัน่คอื (i − 1)m + j = (k − 1)m + t สมมติวา i ̸= k

โดยไมเสยีนัยทัว่ไป i < k นัน่คอื i ≤ k − 1 ทำใหสรปุไดวา
(i− 1)m+ j ≤ (i− 1)m+m = im ≤ (k − 1)m < (k − 1)m+ t

ทำใหไดวา f((ai, bj)) ̸= f((ak, bt)) ซึง่ขัดแยงกับสมมตฐิาน ทำใหไดวา i = k แลว
(i− 1)m+ j = (k − 1)m+ t = (i− 1)m+ t

จะไดวา j = t นัน่คอื (ai, bj) = (ak, bt) ดังน้ัน f เปนฟงกชัน 1-1 โดยทฤษฎบีท 8.2.8 จะไดวา
A×B เปนเซตจำกัด
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แบบฝ กหัด 8.2
1. จงตรวจสอบวาเซตตอไปนี้ เปนเซตจำกัดหรอืไม

1.1 {2, 4, 6, ..., 100}

1.2 N ∩ {n
3
: n ∈ N}

1.3 {1, 5, 9, 13, 17}

1.4 {n ∈ Z : |n| ≤ 10}

1.5 {x : x = 2n+ 3, n = 0, 1, 2, ..., 10}

1.6 P({1, 2, 3})

2. ถา A เปนเซตจำกัด จงแสดงวา A× {a} เปนเซตจำกัด

3. จงแสดงวา A ∪B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A และ B เปนเซตจำกัด
4. ให A และ B เปนเซตจำกัด จงแสดงวา n(A ∪B) = n(A−B) + n(B)

5. ให A และ B เปนเซต จงแสดงวา
5.1 ถา A ∪B เปนเซตจำกัด แลว A และ B เปนเซตจำกัด
5.2 ถา A−B เปนเซตจำกัด แลว A เปนเซตจำกัด

6. ให A และ B เปนเซต และ F = {f | f : A → B} จงแสดงวา ถา A และ B เปนเซตจำกัด
แลว F เปนเซตจำกัด

7. ให A,B และ C เปนเซตจำกัด จงพิสจูนวา A× (B × C) เปนเซตจำกัด

8. ให {Aα}α∈Λ เมือ่ Aα เปนเซตจำกัดทกุๆ α ∈ Λ จงพิสจูนวา

8.1 ∪
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

8.2 ∪
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

8.3 ∏
α∈Λ

Aα เปนเซตจำกัด

9. A = {2, 4, 6, ..., 100} และ B = {3, 9, 12, ..., 99} จงหา
9.1 n(A)

9.2 n(B)

9.3 n(A ∩B)

9.4 n(A ∪B)

9.5 n(A−B)

9.6 n(B − A)
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8.3 เซตอนันต
บทนยิาม 8.3.1 เซตอนันต (infinite set) คอืเซตทีไ่มใช เซตจำกัด
อาศัยกฎแยงสลับทีจ่ากบทแทรก 8.2.6 จะไดวา

ถามีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึ สับเซตแทบางเซตของ A แลว A เปนเซตอนันต
หรอืกลาวอกีนัยหนึง่คอื ถามีสับเซตแท B ของ A ซึง่ B ∼ A แลว A เปนเซตอนันต
ทฤษฎบีท 8.3.2 N เปนเซตอนันต

โดยบทแทรก 8.2.6 ทำใหไดขอสรปุดังทฤษฎบีทตอไปนี้

ทฤษฎบีท 8.3.3 เซตทีมี่สับเซตเปนเซตอนันตยอยเปนเซตอนันต

เนือ่งจาก N เปนเซตอนันต และ N เปนสับเซตของ Z,Q และ R ดังน้ัน Z,Q และ R เปนเซต
อนันต
ทฤษฎบีท 8.3.4 ให A เปนเซต จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ f : N → A

2. มีฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทัว่ถงึ สับเซตแทบางเซตของ A

3. A เปนเซตอนันต
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ตัวอยาง 8.3.5 จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันต

1. (0, 1)

2. (1, 3)

ทฤษฎบีท 8.3.6 ให A เปนเซตอนันต ถา A ∼ B แลว B เปนเซตอนันต
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แบบฝ กหัด 8.3
1. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันต

1.1 {1, 4, 7, 11, ...}

1.2 {1, 1.5, 2, 2.5, ...}

1.3 (0, 5)

1.4 [−3, 5]

2. จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A หรอื B เปนเซตอนันต
3. ให A และ B เปนเซต จงพิสจูนหรอืยกตัวอยางคานขอความตอไปนี้

3.1 A ∩B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A และ B เปนเซตอนันต
3.2 A ∩B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A หรอื B เปนเซตจำกัด
3.3 A−B เปนเซตจำกัด ก็ตอเมือ่ A เปนเซตจำกัด
3.4 A−B เปนเซตอนันต ก็ตอเมือ่ A เปนเซตอนันต

4. ให A เปนเซตอนันต จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันต ทกุ ๆ เซต B

5. จงยกตัวอยางคานขอความ ถา A ∩B เปนเซตอนันต แลว A และ B เปนเซตอนันต
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8.4 เซตนับได
ในหัวขอนี้ จะกลาวในการแยกแยะชนดิของเซตแตละชนดิออกจากกัน โดยดูความสามารถใน
การนับจำนวนสมาชกิของเซตน้ัน ๆ

บทนยิาม 8.4.1 จะกลาววาเซต A เปนเซตอนันตแบบนับได (countably infinite set หรอื
denumerable set) ถา A ∼ N

ขอสังเกต เนือ่งจาก N ∼ N ดังน้ัน N เปนเซตอนันตแบบนับได
ทฤษฎบีท 8.4.2 Z เปนเซตอนันตแบบนับได

864213579

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

ทฤษฎบีท 8.4.3 ให A เปนเซตอนันตแบบนับได และ B ∼ A แลว B เปนเซตอนันตแบบนับได

ตัวอยาง 8.4.4 ให A เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A× {a} เปนเซตอนันตแบบนับได
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ตัวอยาง 8.4.5 จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันตแบบนับได

1. {1, 4, 7, 11, ...}

2. {0, 4, 8, 12, ...}

3.
{
1

3
,
1

5
,
1

7
, ...

}

4. {1, 3, 9, 27, ...}
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บทนยิาม 8.4.6 จะกลาววาเซต A เปนเซตนับได (countable set) ถา A เปนเซตจำกัด หรอื
เปนเซตอนันตแบบนับได
ตัวอยาง 8.4.7 จงแสดงวา E = {2n : n ∈ Z} เปนเซตนับได

ทฤษฎบีท 8.4.8 ให A เปนเซตไมใช เซตวาง จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

1. มีฟงกชันทัว่ถงึ f : N → A

2. มีฟงกชันหนึง่ตอหนึง่ g : A → N

3. A เปนเซตนับได

บทแทรก 8.4.9 สับเซตของเซตนับไดยอมเปนเซตนับได
ขอสังเกต ถา A และ B เปนเซตนับได แลว A∩B และ A−B เปนเซตนับได เพราะวา A∩B ⊆ A

และ A−B ⊆ A

บทแทรก 8.4.10 ถา A เปนเซตซึง่มีฟงกชันจากเซตนับไดไปทัว่ถงึ A แลว A เปนเซตนับได
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ตอไปจะพิจารณาการนับสมาชกิของ N× N ดังกราฟตอไปนี้

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

รปูที่ 15 แสดงการนับสมาชกิของเซต N× N

จากกราฟสามารถสรางฟงกชัน f : N×N → N โดย f((x, y)) = 2x−1(2y − 1) ถาพิสจูนไดวา f

เปนฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ จะสรปุไดวา N × N เปนเซตนับได แตการพิสจูนดังกลาวมีความยุง
ยากและตองตรวจสอบท้ัง 2 อยาง ดังน้ันจะใชทฤษฎบีท 8.4.8 ในการพิสจูนดังทฤษฎบีทตอไป
นี้
ทฤษฎบีท 8.4.11 N× N เปนเซตนับได
จากทฤษฎบีททำใหไดขอสรปุวา N × N ∼ N ทำใหเพียงพอในการพิสจูนเซตอนันตแบบนับได
โดยแสดงวาเซตน้ันสมมูลกับสับเซตของ N× N

ทฤษฎบีท 8.4.12 ให A และ B เปนเซตนับได แลว A ∪B เปนเซตนับได
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ทฤษฎบีท 8.4.13 ให A และ B เปนเซตนับไดแลว A×B เปนเซตนับได

จากทฤษฎบีทนี้จะไดวา Z× Z เปนเซตอนันตแบบนับได เนือ่งจาก Z เปนเซตอนันตแบบนับได

ทฤษฎบีท 8.4.14 Z× Z เปนเซตอนันตแบบนับได

ทฤษฎบีท 8.4.15 Q เปนเซตอนันตแบบนับได

จากทฤษฎบีทนี้ทำใหสรปุไดวา Q×Q เปนเซตอนันตแบบนับได
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บทนยิาม 8.4.16 เซตนับไมได (uncountable set) คอืเซตทีไ่มใช เซตนับได
การพิสจูนเซตนับไมไดมีความยุงยากและซับซอนเมือ่ใชบทนยิามดังกลาว จำเปนตองอาศัย

ผลทีไ่ดจากทฤษฎบีทตางๆทีไ่ดมาในหัวขอกอนนี้ ซึง่สรปุไดดังนี้

1. เซตนับไมไดเปนเซตอนันต (โดยนยิามของเซตนับได)
2. ถา A ⊆ B และ A เปนเซตนับไมได แลว B เปนเซตนับไมได (โดยบทแทรก 8.4.9)
3. ถา A ∼ B จะไดวา A เปนเซตนับไมได ก็ตอเมือ่ B เปนเซตนับไมได (โดยทฤษฎบีท 8.4.3)

4. ให A เปนเซตทีไ่มใช เซตวาง จะไดวา A เปนเซตนับไมได ก็ตอเมือ่ ไมมีฟงกชันจาก N ไป
ทัว่ถงึ A (โดยทฤษฎบีท 8.4.8)

ทฤษฎบีท 8.4.17 เซตของสับเซตท้ังหมดของ N หรอื P(N) เปนเซตนับไมได

ทฤษฎบีท 8.4.18 (0, 1) เปนเซตนับไมได
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ทฤษฎบีท 8.4.19 R เปนเซตนับไมได

ทฤษฎบีท 8.4.20 Qc เปนเซตนับไมได
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แบบฝ กหัด 8.4
1. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตอนันตแบบนับได

1.1 {3, 6, 9, 12, ...}

1.2 {−1,−3,−5, ...}

1.3 {1, 4, 9, 15, ...}

1.4 {2, 7, 12, 17, ...}

2. จงแสดงวาเซตตอไปนี้ เปนเซตนับไมได

2.1 (0, 1) 2.2 (0, 1) ∩Q 2.3 (1,∞) 2.4 (−1, 1)

3. เซตของจำนวนคีเ่ปนเซตนับได
4. สับเซตของเซตนับไดยอมเปนเซตนับได
5. เซตใดก็ตามมีสับเซตทีเ่ปนเซตนับไมไดยอมเปนเซตนับไมได
6. ถา A เปนเตจำกัด และ B เปนเซตนับได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตนับได
7. ถา A เปนเซตนับไมได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตนับไมได
8. ให A เปนเซตอนันต และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A ∪ B เปนเซตอนันต

แบบนับได
9. ให A และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา A ∪B เปนเซตอนันตแบบนับได
10. ให A และ B เปนเซต ถา A ∼ B และ A เปนเซตนับได แลว B เปนเซตนับได



บทที่ 9
จำนวนเชงิการนับ

9.1 จำนวนเชงิการนับ
ทฤษฎบีท 9.1.1 ให A และ B เปนเซตจำกัด จะไดวา

n(A) = n(B) ก็ตอเมือ่ A ∼ B

สัจพจน 9.1.2 สัจพจนของจำนวนเชงิการนับ (Axiom of Cardinality)
จะมีหมูของเซต A เพียงหมูเดยีวซึง่สำหรับแตละเซต A จะมีเซต B ใน A เพียงเซตเดยีวเทาน้ัน
ที ่ A ∼ B

บทนยิาม 9.1.3 สำหรับเซต A ใด ๆ เรยีกเซต B ในสัจพจน 9.1.2 วา จำนวนเชงิการนับ
(cardinal number) ของ A เขียนแทนดวย #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.4 สำหรับเซต A และ B ใด ๆ จะไดวา
#(A) = #(B) ก็ตอเมือ่ A ∼ B

233
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ตัวอยาง 9.1.5 จงหาจำนวนเชงิการนับของเซตตอไปนี้

1. A = {1, 2, 3} 2. A = {x ∈ Z : −3 ≤ x < 7}

บทนยิาม 9.1.6 ให A เปนเซต ใด ๆ
1. เรยีก #(A) วา จำนวนเชงิการนับแบบจำกัด (finite cardinal number)

ถา A เปนเซตจำกัด
2. เรยีก #(A) วา จำนวนเชงิการนับแบบอนันต (infinite cardinal number)

ถา A เปนเซตอนันต
ขอสังเกต ในกรณทีี ่ A เปนเซตจำกัด จำนวนเชงิการนับ #(A) คอื n(A)

ตัวอยาง 9.1.7 จงตรวจสอบชนดิของจำนวนเชงิการนับของเซตตอไปนี้

1. {1, 2, 3}

2. {2n : n ∈ N}

3. [0, 1]

4. Z

ทฤษฎบีท 9.1.8 กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จะไดวา
1. a = a สมบัตสิะทอน (reflexive)
2. ถา a = b แลว b = a สมบัตสิมมาตร (symmetric)
3. ถา a = b และ b = c แลว a = c สมบัตถิายทอด (transitive)
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บทนยิาม 9.1.9 ให A และ B เปนเซต แลว
#(A) นอยกวา (less than) #(B) เขียนแทนดวย #(A) < #(B) ก็ตอเมือ่

1. มี B0 ⊆ B ซึง่ A ∼ B0 และ

2. ไมมีเซต A0 ⊆ A ซึง่ A0 ∼ B

และเรยีก #(B) is มากกวา (greater than) #(A) เขียนแทนดวย #(B) > #(A) นัน่คอื

#(B) > #(A) ก็ตอเมือ่ #(A) < #(B)

บทนยิาม 9.1.10 ให A และ B เปนเซต แลว
#(A) ≤ #(B) ก็ตอเมือ่ #(A) < #(B) หรอื #(A) = #(B)

ทฤษฎบีท 9.1.11 กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จะไดวา
1. a ≤ a สมบัตสิะทอน (reflexive)
2. ถา a ≤ b และ b ≤ a แลว a = b สมบัตปิฏสิมมาตร (antisymmetric)
3. ถา a ≤ b และ b ≤ c แลว a ≤ c สมบัตถิายทอด (transitive)

ทฤษฎบีท 9.1.12 สำหรับแตละเซต A จะไดวา #(∅) ≤ #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.13 สำหรับแตละเซต A ถา A เปนเซตอนันตแบบนับได แลว #(A) = #(N)
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บทนยิาม 9.1.14 เรยีก #(N) วา อะเลฟศนูย (aleph null) เขียนแทนดวย ℵ0

ทฤษฎบีท 9.1.15 ให A เปนเซตใด ๆ จะไดวา

1. ถา A เปนเซตจำกัด แลว #(A) < ℵ0

2. ถา A เปนเซตอนันต แลว ℵ0 ≤ #(A)

ทฤษฎบีท 9.1.16 #(N) < #(R)

บทนยิาม 9.1.17 เรยีก #(R) วา อะเลฟหนึง่ (aleph one) เขียนแทนดวย ℵ1

สมมตฐิานของภาวะความตอเนือ่ง (Continuum Hypothesis)
ไมมีเซต B ซึง่ ℵ0 < #(B) < ℵ1

การวางนัยทัว่ไปของสมมตฐิานของภาวะความตอเนือ่ง (General Continuum Hypothesis)
ถา A เปนเซตอนันต แลวไมมีเซต B ซึง่ #(A) < #(B) < #(P(A))
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แบบฝ กหัด 9.1
1. ให A และ B เปนเซตจำกัด โดยที่ A ⊆ B และ A ∼ B จงแสดงวา n(A) < n(B)

2. จงแสดงวา มีเซต A และ B ซึง่ A ⊆ B แต A ̸= B สอดคลอง #(A) = #(B)

3. ให A และ B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา #(A) = #(B)

4. ให A เปนเซตจำกัด B เปนเซตอนันตแบบนับได จงแสดงวา #(A) < #(B)

5. จงแสดงวา จำนวนเชงิการนับแบบจำกัดนอยกวาจำนวนเชงิการนับแบบอนันต
6. เซตใดตอไปนี้ มีขนาดเปน ℵ0 หรอื ℵ1 พรอมใหเหตผุลประกอบ

6.1 Q

6.2 Z

6.3 Qc

6.4 N× N

6.5 Z× Z

6.6 Q×Q

7. ให A, B และ C เปนเซตใด ๆ จงตรวจสอบขอความตอไปนี้ วาจรงิหรอืเท็จ
7.1 ถา #(A) < #(B) และ #(B) < #(C) แลว #(A) < #(C)

7.2 ถา #(A) ≤ #(B) และ #(A) ≥ #(B) แลว #(A) = #(B)

7.3 ถา #(A) ≤ #(B) และ #(A) = #(C) แลว #(A) < #(C)

7.4 ถา #(A) < #(B) และ #(B) = #(C) แลว #(A) < #(C)

8. จงแสดงวาจำนวนเชงิการนับสอดคลอง กฎไตรวภิาค (Trichonomy Law) นัน่คอื สำหรับ
จำนวนเชงิการนับ a และ b จะสอดคลองขอใดขอหนึง่ใน 3 ขอตอไปนี้

8.1 a < b 8.2 a = b 8.3 a > b
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9.2 การดำเนนิการของจำนวนเชงิการนับ
บทนยิาม 9.2.1 ให A และ B เปนเซตโดยที่ A ∩B = ∅ ถา #(A) = a และ #(B) = b นยิาม

a+ b = #(A ∪B) และ a · b = #(A×B)

ตัวอยาง 9.2.2 จงหา 3 + 4 และ 3 · 4

ทฤษฎบีท 9.2.3 สมบัตกิารสลับที่ (Commutative)
ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a+ b = b+ a 2. a · b = b · a

ทฤษฎบีท 9.2.4 สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (Associative)
ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a+ (b+ c) = (a+ b) + c 2. a · (b · c) = (a · b) · c
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ทฤษฎบีท 9.2.5 สมบัตกิารแจกแจง (Distributive)
ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

1. a · (b+ c) = a · b+ a · c

2. (b+ c) · a = b · a+ c · a

ทฤษฎบีท 9.2.6 ให a เปนจำนวนเชงิการนับ แลว
1. a+ 0 = a = 0 + a

2. a · 1 = a = 1 · a

3. a · 0 = 0 = 0 · a
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ทฤษฎบีท 9.2.7 ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ แลว

a · b = 0 ก็ตอเมือ่ a = 0 หรอื b = 0

ทฤษฎบีท 9.2.8 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบอนันต แลว
1. a+ a = a

2. a · a = a
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ทฤษฎบีท 9.2.9 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบจำกัด แลว a+ ℵ0 = ℵ0

ทฤษฎบีท 9.2.10 ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

ทฤษฎบีท 9.2.11 ให a เปนจำนวนเชงิการนับแบบจำกัด แลว
1. a+ ℵ1 = ℵ1

2. ℵ0 + ℵ1 = ℵ1

3. ℵ1 + ℵ1 = ℵ1
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แบบฝ กหัด 9.2
1. ให a และ b เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา

a ≤ b ก็ตอเมือ่ มีจำนวนเชงิการนับ c ทีท่ำให b = a+ c

2. ให a, b, c และ d เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา
2.1 a · b = 1 ก็ตอเมือ่ a = 1 และ b = 1

2.2 a = b ก็ตอเมือ่ a+ c = b+ c

2.3 ถา a = b แลว a · c = b · c

2.4 ถา a = b และ c = d แลว a+ c = b+ d

2.5 ถา a = b และ c = d แลว a · c = b · d

3. พิจารณาขอความตอไปนี้ วาเปนจรงิหรอืเท็จ พรอมใหเหตผุลประกอบ

ถา a · c = b · c แลว a = b

เมือ่ a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ
4. ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิการนับ จงแสดงวา

4.1 ถา a ≤ b แลว a+ c ≤ b+ cb

4.2 ถา a ≤ b แลว a · c ≤ b · c

5. ให a เปนจำนวนเชงิการนับ และ b เปนจำนวนเชงิการนับแบบอนันต จงแสดงวา
5.1 ถา a ≤ b แลว a+ b = b

5.2 ถา a ≤ b และ a ̸= 0 แลว a · b = b
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9.3 จำนวนเชงิอันดับที่
สัจพจน 9.3.1 สัจพจนของจำนวนเชงิอันดับที่ (Axiom of Ordinaly)
กำหนดให (A,-) เปนเซตอันดับดแีลว จะไดวามีจำนวนเชงิอันดับทีข่อง (A,-)

บทนยิาม 9.3.2 Ordinal number กำหนดให (A,-) เปนเซตอันดับดแีลว จำนวนเชงิอันดับที่
(ordinal number) ของ (A,-) เขียนแทนดวย ord(A,-) และมีสมบัตดัิงนี้

ord(A,-A) = ord(B,-B) ก็ตอเมือ่

1. มีฟงกชัน 1-1 แบบทัว่ถงึ f : A → B และ
2. ถา a - b แลว f(a) - f(b)

ตัวอยาง 9.3.3 จงตรวจสอบวาจำนวนเชงิอันดับทีใ่ดเทากันบาง พรอมใหเหตผุลประกอบ
1. ({1, 2, 3},≤)

2. ({0, 1, 3, 4},≤)

3. ({2, 4, 8}, |)

4. ({∅,N1,N2,N3},⊆)



244 บทท่ี 9. จำนวนเชงิการนับ

ทฤษฎบีท 9.3.4 ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิอันดับที่ จะไดวา

1. a+ b = b+ a สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a+ (b+ c) = (a+ b) + c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)
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บทนยิาม 9.3.5 ให (A,-A) และ (B,-B) เปนจำนวนเชงิอันดับที่ โดยที ่ A ∩B = ∅
ถา a = ord(A,-A) และ b = ord(B,-B) นยิาม การบวก (addition) ของ a และ b ดวย a+ b

หมายถงึ
a+ b = ord(A ∪B,-A∪B)

เมือ่ a -A∪B b ↔ [(a -A b ∨ a -B b) ∨ (a ∈ A ∧ b ∈ B)] ทกุ ๆ (a, b) ∈ A ∪B

ตัวอยาง 9.3.6 จงหาผลบวกและผลคณูของจำนวนเชงิอันดับทีข่อง

1. ({1, 3, 5, 7},≤) และ ({2, 4, 6},≤)

2. ({1, 2, 4}, |) และ ({5, 6, 7},≤)

3. ({∅, {1}},⊆) และ ({1, 2, 3},≤)
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บทนยิาม 9.3.7 ให (A,-A) และ (B,-B) เปนจำนวนเชงิอันดับที่ โดยที ่ A ∩B = ∅
ถา a = ord(A,-A) และ b = ord(B,-B) นยิาม การคณู (multiplication) ของ a และ b ดวย
ab หมายถงึ

ab = ord(A×B,-A×B)

เมือ่ (x1, y1) -A×B (x2, y2) ↔ [(y1 - y2) ∨ (y1 = y2) ∧ (x1 -A x2)]

ทกุ ๆ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A×B

ตัวอยาง 9.3.8 จงหาผลคณูของจำนวนเชงิอันดับทีเ่มือ่

1. ({1, 3, 5, 7},≤) และ ({2, 4, 6},≤)

2. ({1, 2, 4}, |) และ ({5, 6, 7},≤)

3. ({∅, {1}},⊆) และ ({1, 2, 3},≤)
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ทฤษฎบีท 9.3.9 ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิอันดับที่ จะไดวา

1. ab = ba สมบัตกิารสลับที่ (commutative)
2. a(bc) = (ab)c สมบัตกิารเปลีย่นกลุม (associative)
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แบบฝ กหัด 9.3
1. จงหาผลบวกและผลคณูของจำนวนเชงิอันดับทีเ่มือ่

1.1 ({1, 2},≤) และ ({3, 4, 5},≤)

1.2 ({1, 2, 8}, |) และ ({3, 6, 12}, |)

1.3 ({1, 2, 4}, |) และ ({∅, {∅}},⊆)

1.4 ({{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}},⊆) และ ({∅, {∅}, {∅, 1}},⊆)

2. ให a, b และ c เปนจำนวนเชงิอันดับที่ จงแสดงวา
2.1 a · (b+ c) = a · b+ a · c

2.2 ถา a = b แลว a+ c = b+ c

2.3 ถา a = b แลว ac = bc

3. กำหนดให ({1, 2, 3},≤) และ ({6, 7},≤) เปนเซตอันดับดแีลว จงหาความสัมพันธ t ใน
(A ∪B, t) โดยที่ ord({1, 2, 3, 6, 7}, t) = ord({1, 2, 3},≤) + ord({6, 7},≤)
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Ph.D. (Mathematics), Chulalongkorn University, 2014

• ปรญิญาโท วทิยาศาสตรมหาบัณฑติ (คณติศาสาตร), จฬุาลงกรณมหาวทิยาลัย, 2552
M.Sc. (Mathematics), Chulalongkorn University, 2009

• ปรญิญาตรี วทิยาศาสตรบัณฑติ (คณติศาสาตร, เกยีตรินยิมอันดับสอง),
จฬุาลงกรณมหาวทิยาลัย, 2549
B.Sc. (Mathematics, 2nd class honours),Chulalongkorn University, 2006

• ปจจบัุนดำรงตำแหนงอาจารยประจำสาขาวชิาคณติศาสตร คณะครศุาสตร
มหาวทิยาลัยราชภัฏสวนสนัุนทา

Email: thanatyod_ja@ssru.ac.th
Facebook: www.facebook.com/Jampawai

Office: 1145
Block: www.eledu.ssru.ac.th/thanatyod_ja

ผลงานทางวชิาการ
1. เอกสารประกอบการสอนวชิาหลักการคณติศาสตรสำหรับคร,ู 2559
2. ตำราวชิาทฤษฎจีำนวน, 2559

3. หนังสอืความจรงิทีต่องพิสจูน, 2560


